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UN THEOREME DE LA THEORIE DES ENSEMBLES;
Parx M. L. ZorerTI.

On peut se proposer de rechercher dans quels cas ’ensemble
limite d’un ensemble continu variable est lui-méme continu. Soit
E, le continu variable (je suppose qu’il y en a une infinité dénom-
brable); un cas trés simple est celui ou chaque E, contient tous
les suivants. 1l y a alors un ensemble commun a tous les Ej, et il
est conlinu.

Quand les E, n’ont pas de points communs, la question est plus
délicate. J’en ai étudié un cas dans ma Thése et suis arrivé au ré-
sultat suivant : S’il existe un point a qui est limite pour tous
les E,, Uensemple limite est continu.

J’ai montré aussi que l'existence d’un point limite pour tous
les E,, c’est-a-dire tel que dans un cercle de centre ail y ait des
points de tous les E, a partir d’'une certaine valeur de n, semblait
essentielle pour permettre d'énoncer un théoréme général. Ce
sont des recherches sur la théorie des fonctions analytiques qui
m’avaient conduit i cet énoncé. Des recherches analogues m'ont
conduit depuis 2 me poser la question qui fait I'objet de cette Note.

Quand un ensemble continu E, a pour limite un continu, il
n’existe pas forcément de point qui soit limite pour tous les E,,
comme le montre P’exemple suivant :

Prenons pour ensemble E, ’ensemble des points de coordon-
nées z, y définies par les égalités ou inégalités suivantes :

1 I 2
Y= In <T<3n
I 1 1 1 2
- 1 T <<t L2
y=x n+3n=x=n+3n’
...... , e,
=21 P << P 2 <n—
Y 7’ n+3n=x=n+3n (psn—1i).

. 1 . .
En d’autres termes, sur chaque droite d’ordonnée ~ nous divi-

sons le segment o-1 en n parties égales et nous prenons pour for-
mer un ensemble E, le tiers moyen de chaque segment. Sur chaque
droite nous aurons n ensembles E,, tous continus. L’ensemble



- 117 -

limite est le segment o-1 de 'axe des z, et il n’y a aucun point
sur Oz qui soit limite de tous les E,.

La question que je me pose sera la suivante : Caractériser les
cas ou 'on peut affirmer I'existence de points limites par tous les
E,, et notamment les cas ou 'ensemble limite de tous les E, est
continu lui-méme. La question est étroitement liée a la suivante :
Peut-on prendre parmi les E, un ensemble (dénombrable) d’en-
sembles (c’est-a-dire une infinité de valeurs de n) de telle fagon
que I'ensemble limite reste continu et que ses points soient limites
pour tous les nouveaux E,. L’exemple précédent montre que ce
cas n’est pas le cas général. Dans cet exemple, on peut méme
choisir des E, de facon que ’ensemble limite ne soit pas continu.

Je dis que le choix précédent est toujours possible dés qu'il
existe un point a limite pour tous les E,.

Je le démontre d’abord dans le cas particulier ou 'ensemble
limite E (qui est continu) est ce que j’appelle un continu irré-
ductible entre deux points a et b, c’est-a-dire un ensemble tel
qu’on ne puisse pas en extraire une portion continue contenant a
et b. Prenons alors ceux des ensembles E, qui ont & pour limite;
il est facile de les déterminer (et méme d’une infinité de fagons).
L.eur ensemble limite sera un continu contenant a et b, c’est-a-dire
sera E lui-méme. De plus, tout point de E est limite pour tous les
nouveaux E,, car, si I'on pouvait trouver une infinité de valeurs
de n indéfiniment croissantes telles que les E, correspondants
s’écartent du point ¢, ces E, auraient un ensemble limite continu
ne contenant pas ¢ et contenanta et b. Il y aurait donc une portion
de E continue contenant a et b, ce qui est contraire & ’hypothése.

J'arrive au cas général ou E est quelconque (continu) et je re-
marque d’abord que, quelle que soit la fagon de choisir des valeurs
de n croissant indéfiniment, les ensembles E, ainsi extraits auront
toujours un ensemble limite continu, puisque a sera toujours limite
pour tous les E,.

Supposons les E,, et E bornés; tragons un carré contenantE, et
nous aurons dans la suite a diviser ce carré C en p? carrés égaux, Cp,
par des ‘paralléles aux cdtés; j’appellerai ces carrés C, ceux de la
p**=* subdivision. Donnons-nous également une suite de nombres

. . l
positifs ¢, tendant vers zéro avec — (par exemple ¢, = ":I)
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Deux cas se présentent: ou bien tous les points de E sont limites
de tous les E,, alors le théoréme est établi; ou bien il y a au moins
un point b, (intérieur & G,) qui n’est pas limite pour tous les E,.
Tragons un cercle de centre b, et de rayon ¢,; considérons uni-
quement ceux des ensembles E, qui ont des points dans ce cercle,
et parmi ces ensembles (en nombre infini) choisissons-en une infi-
nité dénombrable de fagon que b, soit limite pour tous : la chose
est évidemment possible. J'appelle les nouveaux ensembles les E,.
Leur ensemble limite est continu (portion de E) et deux points a
et b, sont limites pour tous les E,. Soit E, cet ensemble limite.

Ou bien tous les points de E, sont limites pour tous les E,, ou
bien on peut trouver des points de E, qui ne sont pas limites de
tous les E, . L’ensemble de ces derniers points pénétre a I'intériear
d’un certain nombre, fini, de carrés C,. Soieut v, ces carrés. Pre-
nons, parmi les points de E, qui ne sont pas limites de tous
les E), un point b, intérieur a un des y,. Tragons un cercle de
rayon ¢, et de centre b,. Considérons ceux des E,, (il y en a une
infinité) qui pénétrent dans ce cercle et choisissons-en parmi eux
une infinité telle que b, soit limite pour tous. Soient E} leur en-
semble, E, 'ensemble limite. 1l est continu, contient a,, b, et b,,
el ces trois points sont limites pour tous les E2. Alors ou bien tout
point de E, est limite de tous les EZ, ou bien il y a des points F,
de E, qui ne sont pas limites de tous les E2. Si ces points ne sor-
tent pas du carré v, ot nous avons pris b,, nous passerons a la troi-
siéme subdivision C;, nous prendrons les carrés v, de cette subdi-
vision qui contiennent les points non limites de tous les E;, nous
choisirons un point b5 dans un des y;; si au contraire des points
de F, sont dans un autre carré y, que celui qui contient by, nous
prendrons b; dans un de ces carrés y,. Dans les deux cas, nous
tracerons un cercle de centre b; de rayon ;. Nous excluons les
ensembles E? qui ne pénétrent pas dans ce cercle, et nous prenons
parmi les ensembles conservés ceux qui tendent tous vers by, soient
E} et ainsi de suite.

En général, nous ne passerons a la considération des carrés y,
pris parmi les C, de la pi*™® subdivision que lorsque parmi les
points F; (non limites de tous les EJ) de E, il n’y en aura plus
dans un carré y,_, qui n’aurail pas déja été utilisé.

Alors en continuant indéfiniment, ou bien la premiére hypothése
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se présentera pour un E, (tous les points en seront limites de tous
lesEZ), oubien ¢’est indéfiniment la seconde hypothése qui se pré-
sentera. Dans le premier cas, le théoréme est démontré.

Dans le second, prenons les ensembles E, dans’ordre ou on les
trouve E,, E,, ... jusqu’a ce que nous trouvions pour la premiére
fois un ensemble E, (que je puis appeler E|); prenons les en-
sembles E, E}, ... jusqu’a trouver un E2, soit E}. Prenons Ej,

2
E2, ... jusqu’au premier E}, soit E2, et ainsi de suite. Je définis

n’

ainsi une infinité dénombrable d’ensembles G, pris parmi les E,.
Leur ensemble limite est un continu G qui contient la partie com-
mune a tous les E, (cette partie commune comprend au moins a
et by, et par suite ne se réduit pas & un point). Je dis que tous les
points de G sont limites de tous les G,. En effet, un point de G,
ou bien appartient a 'une des portions d'un des E; qui est limite
de tous les EZ, alors il sera limite de tous les F, qui pour m
assez grand sont pris parmi les E;; ou bien notre point u de G,
n’est pas un tel point, alors a chaque subdivision en carrés Cpil
appartient a un des v,. Il est donc limite de points b, ; je veux dire
qu’il y a uvne infinité de valeurs de p indéfiniment croissantes
(mais non toutes) telles que notre point soit infiniment voisin des
b, correspondants. En tout cas, il est impossible de supposer une
infinité de valeurs de m telles que Fr, ne pénéire pas dans un
cercle O de centre p, car dans ce cercle, quel qu'il soit, entrent
des points b, pour lesquels ¢, est assez petit pour que le cercle
de centre bp et de rayon e, soit intérieur a O; et comme, pour
m assez grand, F,, pénétre dans ce cercle quel que soit m, il
pénétre également dans O.

Dans tous les cas, nous aurons donc bien formé une suite Fy,
prise parmi les E; dont I’ensemble limite sera continu et dont tous
les points limites sont limites pour tous les F,.

On comprend que cela puisse avoir un certain intérét si l'on
réfléchit que I'ensemble limite sera invariable si, au lieu de prendre
tous les Fy, on en prend quelques-uns seulement (une infinité,
bien entendu).



