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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS,

SUR LES MULTIPLICITÉS INVARIANTES PAR UNE TRANSFORMATION
DE CONTACT;

PAR M. S. LATTES.

INTRODUCTION.

La détermination des courbes, des surfaces ou, en général, des
multiplicités invariantes par un groupe continu de transforma-
tions (transformations ponctuelles ou transformations de contact)
est un des problèmes fondamentaux de la théorie de Lie : on
obtient ces multiplicités invariantes, dans certains cas par des
calculs purement algébriques, et dans d'autres cas par l'intégration
d'équations différentielles ou de systèmes complets d'équations
aux dérivées partielles.

Si l'on considère, au contraire, une transformation isolée, la
détermination des multiplicités invariantes se fait à Paide d'équa-
tions fonctionnelles. J'ai commencé cette étude, dans un travail
antérieur, pour les transformations ponctuelles à deux ou trois
variables et pour les transformations de contact du plan ( (). Cer-
tains des résultats peuvent s'étendre aux transformations ponc-
tuelles à un nombre quelconque de variables, ainsi que je l'indique
dans la deuxième Partie du présent Mémoire.

Mais, les résultats obtenus à ce sujet étant encore assez incom-
plets, le but que je nie propose actuellement est surtout de
montrer le lien qui existe entre les deux problèmes, le premier
relatif aux transformations ponctuelles et le deuxième relatif aux
transformations de contact. Pour les transformations ponctuelles,
les ensembles invariants qu'on se propose de déterminer sont des

( * ) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une surface
invariante par une transformation {Annali ai Matematica, 1906).
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variétés^ c'est-à-dire des familles quelconques de points dépen-
dant d'un certain nombre r de paramètres ; pour les transfor-
mations de contact, ce sont des multiplicités, c'est-à-dire des
familles d'éléments à A paramètres assujetties à vérifier l'équation
de Pfaff :

dz — p\ dx{ — pî dx^ —... — pu dvn, •==• o.

Une transformation de contact T de l'espace E à n 4- i dimen-
sions porte sur un élément de contact {x^ x^ ..., x,i ; ^;
P\ iP ' i f • • • ? pn) de cet espace quelle transforme en un élément
(X.i, Xa, . . . î X,, ; Z; P(, P^, ..., P/î ). Mais les formules qui
définissent X<-, Z, P, en fonction de X i y z^ pi définissent en même
temps une simple transformation ponctuelle ^ d'un espace C
à in 4- i dimensions pour lequel (x^x^^ .. ., Xn\ z\ p t y p t j • • * j p n )
seraient les in -|- i coordonnées d\]n point.

Lorsqu'on passe de Pespace C à l'espace E, un point devient un
élément; une famille de points formant une variété JR/r à 7' para-
mètres devient une famille d'éléments dépendant de r paramètres :
mais cette famille ne constituera pas, en général, une multipli-
cité Mr de l'espace E, car ses éléments ne vérifieront pas l'équation
de Pfaff.

Or il se trouve, et c'est ce que je me propose de démontrer par
le présent Mémoire, que, lorsqu^il s'agit des,variétés ÎÏÏir inva-
riantes par ^, il y a certaines de ces variétés qui fournissent
nécessairement des multiplicités Mr invariantes par ï : la rela-
tion de Pfaff se trouve vérifiée d'elle-même.

Ces variétés sont des variétés invariantes passant par un point
double de la transformation; mais toutes les variétés invariantes
passant par le point double ne remplissent pas la condition deman-
dée, et voici par quoi sont caractérisées celles qui la remplissent.

Généralisant un résultat que j'avais établi précédemment pour
les transformations de contact du plan, j'établis une relation entre
les racines Si, 83, 83, ... de l'équation caractéristique relative
à un point double : les racines s'associent deux à deux de façon
que deux racines associées aient un produit constant C.

Je démontre cette proposition dans la première Partie.
Or, à chaque variété Sïir invariante correspond, ainsi que je l'éta-

blis dans la deuxième Partie, un groupe de racines Si, S^, .. ., Sr ;
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la variété correspondant à ce groupe vérifie l'équation de Pfaff si
parmi les quantités S<, Sa, . . ., Sr ne figurent niC, ni des groupes
de racines associées. Tel est le résultat que j'établis dans la troi-
sième Partie. J'ai appliqué enfin ce qui précède à un exemple
relatif à une transformation de contact de l'espace (.r, y, z) ( < ) .

I- — TRANSFORMATION LINÉAIRE TANGENTE A UNE TRANSFORMATION

DE CONTACT EN UN ÉLÉMENT DOUBLE.

1. Considérons une transformation de contact T faisant corres-
pondre à l'élément {x, y, z , p , q) un nouvel élément (X, Y, Z, P, Q)
et soient (j^yo? ^oî/?o? yo) les coordonnées d'un élément double
de la transformation, c'est-à-dire d'un élément qui coïncide avec
son transformé. On peut toujours supposer que les cinq coor-
données de cet élément sont nulles : il suffit pour cela de poser
simultanément

( X - = X Q - ^ - X ^ y==yo-^yï, z ==^o-+-^o^i -+-qoyi -+-^i,
( X=.ro+Xi, Y ==yo4-Yi, Z === Zo^-p^X^ qo^Y^ Zi,

formules d'une transformation ponctuelle qui donne, lorsqu'on la
prolonge,

(ibis) \ P==PQ-^-P^ ^==^0+^1 ,

( P=^o-+-Pi , Q = = y o + Q i .

En appliquant ces formules à la transformation T, elles four-
niront une nouvelle transformation T, entre les éléments
(•^ ^ y ^ > ̂ , P\, ̂  ) et (X<, Y<, Z,, P,, Q, ) et T< sera, comme T,
une transformation de contact; en outre, Ti admettra l'élément
double (o, o ,o ,o ,o) .

Les quantités X,, Y < , Z» , P<, (^ sont des fonctions de x^y^

( l) Dans les démonstrations, j'ai dû supposer les données et les solutions
cherchées analytiques; certains des résultats pourraient être établis sous des
hypothèses plus larges, mais à condition d'admettre certains résultats de l'étude
des transformations ponctuelles que j'indique dans la deuxième Partie et que je n'ai
établis jusqu'ici que dans l'hypothèse où je me place; j'ai cru donc indispensable
de faire cette hypothèse, afin de n'avoir à m'appuyer que sur des résultats rigou-
reusement établis.

Un résumé de ce travail a paru dans les Comptes rendus de l'Académie des
Sciences (avril 1909).
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z ^ î P ^ î c^^ s^annulant en même temps que ces dernières : suppo-
sons, en outre, que ce soient des fonctions homolorphes dans le
domaine de Porigine el considérons, en particulier, les termes du
premier degré en x ^ y ^ z ^ p ^ q ^ dans les trois premières quan-
tités Xi, Y,, Z,. On a, en se servant des formules (i) et (i bis)^

^ /àX àX\ /àX àX\. , à^ àX àX
ày^^^^^^^P^^^-^

\t == ( -— -+- PQ -— ) yc. 4- ( —— _^ q — )
\àx^ 'o^o7 Wo y àzj

Y ( à x ^-r, à^\ /^Y ô^\ à^ àY à\^-te^0^^^^^^)^^^^^--Sl-h-
o opQ~ oqo

Bjri-i- G<Si+ D/?i4- E^|-+-...,Aa-,

avec les valeurs suivantes de A, B, C, D, E :

^\ /àX àX\ /à\ à\\
^^te^0^-^^^^)-

A= àZ'
^x^^àz,

àX àX
-.— 4-/?oàa-Q Jl 'àz,

àX
^+7?(

()Y

à\>
àjso^
()Y^\ / à^ à^\_ / àZ. àZ

~(<^o+^^o
àXàZ\ / àX

w^te;-^ ^yo(^+^^^
àZ_

OZQ

àzQ ^o
^o

^ Vit t/YY U IàX
àzo

()Y
^

L = ̂ r —^oj- -yo-r-»
„ (^Z dX ()Y

àp-^^àp-^^àp^
^Z ()X ()Y

b-5yo~7 ? o^~^^o•

La transformation T étant une transformation de contact, on
doit avoir l'identité

dZ — P dX — Q JY s p(^ — p d x — q dy),

où p désigne une fonction de x , y , z , p , q . On déduit de là les
cinq relations

9P^

(2)

/ àZ
àx
à7.
ày
àZ
'àz
aï
àp
àZ
ôq

— P

—P

-P

— P

-P

àX
~àx
àX
'ày
àX
~àz
àX
'àp
àX
àq

-Q

-Q

-Q

-Q

-Q

à\
'àx ~~^
àX
ày^~^
à\
^==^
à\

^=oî

àY
^==ot

Py»
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Si l'on remplace x ^ y ^ z ^ p ^ q par les coordonnées ^oî.yoï ^o^oî^o

de l'élément double, la troisième de ces relations donne

C = = p o ,

el les quatre autres relations deviennent

A = o, B = o, D = o, E == o.

De là résulte la forme réduite que prend la transformation
dans le domaine de l'élément double pris pour origine.

Si l'on écrit, pour simplifier Récriture, jC,y, ^, ..., X, Y, ...,
au lieu de x^, y ^ , z ^ , ..., X», Y < , . . ., cette forme réduite est
la suivante :

( X==a^- t -6y -hc^-+ - l p -+- m q -4-.. .,
Y = a' a' -+- b' y -h c ' z -h l ' p 4- m'q -+-...,

(3) ^ Z = Cz -+-...,
P==a .y4 -py - t -Y -s -hX /? - ( - ^ y-+- . . . ,
Q == a'.r-t-p'y-4-y'^ 4-X'T?-h (A 'y- f - . . . .

2. Si Pon réduit les seconds membres des équations (3) à
leurs termes du premier degré, on obtient une transformation
linéaire T que nous appellerons la transformation linéaire tan-
gente à la transformation de contact T en l'élément double
(0 ,0 ,0 ,0 ,0) .

Les coefficients de T ne sont pas indépendants. Les seize coef-
ficients

a, 6, /, w,
a', b1, ï , m\

a, P, X, ^,
a', ?', ^ ^

sont, en effet, liés par six relations, de sorte qu'il n'y en a que
dix d'arbitraires.

Pour obtenir ces relations, il suffit de partir des relations de
Lie ( r) qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes
pour que T soit une transformation de contact:

[XY] ̂  [XZ] == [YZ] == [XQ] = [YP] = [PQ] = o,
[PX] = [QY] == p. [PZ] == pP, [QZ] - pQ,

(1) SOPHOB LIE, Théorie der Transf(ymationsgruppen, t. Il, chap. V.
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et de remplacer dans ces relations x ^ y ^ z, /?, q par zéro, en re-
marquant quepo=== C. Certaines de ces relations sont alors identi-
quement vérifiées et les autres fournissent les six relations suivantes,
qui sont les seules relations que doivent vérifier les coefficients
des termes du premier degré de (3) pour que la transformation
soit une transformation de contact ;

(4)

a l ' — l a' -+• b m' -
a V — l a'-h b y.'-
a ' I - ^ l ' a L ^ b ' y . -
a V— Xa'-h (3 y . ' -
a\ -— l oc. -+- b ^ï. -
a ' \ ' - l ' y . ' ^ - b ' y ! -

- m b' == o,
- m P' == o,
- /n'P == o,

y. p'=o,
m ? ==C,

-m'p^C.

On peut remplacer le système (4) par un autre système de
relations qui lui est équivalent et qu^on obtient en écrivant que
les relations (2) vérifient les conditions d'intégrabilité relatives à

()2Zd»Zla fonction Z, telles que, par exemple, et en rempla-àxày àyàx
çant x, y, ^, /?, q par zéro dans ces conditions d^intégrabilité. Ce
nouveau système équivalent à (4) est le suivant :

(5)

a^—b a -+- a'y-
a p, — 771 a -+- a' y! -
b\^-l ? -^b'Y-
l y. — m\ •+• l' VL'-
a\ — l a -+- a'\'' -
b [JL — m ̂  -+- b' \t! -

- b1 a'= o,
- m' v! == o,
• r P'=o,
. m' V == o,
- /' a'= C,
-m'y=c.

Il se déduit du système (4) en échangeant les lignes et les colonnes
dans le Tableau des seize coefficients.

Les substitutions linéaires T7 forment un groupe G : cela
résulte immédiatement de ce que les transformations de contact T
admettant Félément double (o, o, o, o, o) forment elles-mêmes un
groupe. Le groupe G contient d'abord les cinq paramètres c, c\ C,
y, y' qui sont indépendants et il contient, en outre, seize para-
mètres liés par six relations, ce qui donne dix nouveaux paramètres
indépendants. On peut, en particulier, se borner à considérer les
transformations de contact en (a?,/?), c'est-à-dire les transforma-
tions dans lesquelles ^interviennent que les variables x^ y, /?, q
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et X, Y, P, Q. Il suffit de prendre pour troisième équation (3) la
relation Z === Cz et de supposer que les quatre autres équations (3)
ne contiennent pas s. On a alors

c == c'== y == Y'== o

et le groupe des substitutions linéaires T'devient un groupe G' à
dix paramètres et à quatre variables.

Les propriétés que je viens de signaler [équivalence des sys-
tèmes (4) et (5), existence du groupe linéaire G^] se sont pré-
sentées par d^utres côtés dans Fétude des transformations de
contact et aussi dans plusieurs autres questions : si je les signale
ici avec quelque détail, c^est qî il était indispensable de le faire
pour la suite de ce travail. Dans un article publié dans ce recueil (4),
M. Goursat a montré que les relations de Lie prenaient, avec des
notations appropriées, les formes (4) et (5), et il a établi Péquiva-
lence de ces deux systèmes (4) et (5). M. Goursat a en outre si-
gnalé un rapprochement curieux : un groupe tout pareil à G',
mais à coefficients a, hy l m entiers, n'est autre que le groupe con-
sidéré par Hermile dans son Mémoire sur la transformation des
fonctions abéliennes (2).

Le groupe G' est aussi, aux notations près, le groupe projectif
qui transforme un complexe linéaire en lui-même, groupe étudié
par Sophus Lie (3) (il suffit de considérer *r,y,^, q comme les
coordonnées homogènes d^un point de Fespace pour identifier les
deux groupes). La liaison de ce dernier groupe avec le groupe des
transformations de contact du plan a été mise en évidence par
Sophus Lie (4). Il nous apparaît ici comme relié également au
groupe des transformations de contact de U espace ayant un élé-
ment invariant donné.

3. Considérons la transformation du contact (3) comme une

( 1 ) GOURSAT, Sur un groupe de transformations (Bull. Soc. math., t. XXX,
1902).

(2) HERMITE, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i855, et Œuvres
complètes, t. I, p. 44^-

(3 ) SOPHUS LIE, Géométrie der Berûhrungstransformationen, Chap. VI, § 3,
Satz 22.

( 4 ) SOPHUS LIE, Géométrie der Berûhungstransformationen, Cliap. VI, § 5,
cl Théorie der Tramsformationsgruppen, t. II, Chap. XXIV.



transformation ponctuelle de l'espace à 5 dimensions (.r, y, z, p y q).
Lorsqu'on veut étudier une transformation ponctuelle dans le do-
maine d'un point double où la transformation est régulière, il est
nécessaire, dans la plupart des problèmes qui se posent à ce sujet,
de considérer les quantités qu'on appelle les racines de V équa-
tion en S relative au point double, ou encore les multiplica-
teurs ( 1) de la transformation relatifs au point double considéré :
ce sont, pour la transformation (3), les racines de l'équation

a — S b c l m

a' b'—S c' l' m'
(6) o o C — S o o =o.

a ? y X - S y.

a' y y' \' p.'—S

Une propriété fondamentale de ces multiplicateurs (vraie pour
une transformation ponctuelle quelconque à n variables) est la
suivante : ce sont des invariants de la transformation à l'égard
du groupe des transformations ponctuelles admettant le même
point double que la transformation donnée et régulières en ce
point. La démonstration de. cette proposition est presque immé-
diate : on voit de suite qu'onpeut, pour l'établir, se borner à con-
sidérer les transformations linéaires tangentes et l'on tombe alors
sur une propriété connue des substitutions linéaires et homo-
gènes.

Pour les transformations de contact du plan, l'équation en S est
du troisième degré et ]'ai démontré dans un travail antérieur (2)
que l'un des trois multiplicateurs est alors égal au produit des
deux autres.

Une propriété analogue peut être établie pour les transforma-
tions de contact de l'espace.

THÉORÈME. — Lorsque la transformation (3) est une trans-
formation de contact, /'un de ses multiplicateurs [racines de

( * ) Ccst ainsi que les désigne M. Levi-Civila dans son Mémoire sur la stabilité
des transformations ponctuelles (AnnaU di Matematica, série III, t. V, 1901).

(3 ) Sur les équations fonctionnelles qui définissent une courbe ou une
surface invariante par une transformation (Annali di Matematica.) 1906,
Chap. VI, § 30).
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V équation (6)] est C et les quatre autres sont de la forme

s s c c
slî sîî Si' S;'

c^est-à'dire qu^ils s9 associent deux à deux de façon que le pro-
duit de deux multiplicateurs associés soit égal au multiplica'
teur C.

En effet, Fune des racines de Féquation (6) est évidemment

S = = C

et les quatre autres racines sont racines de Inéquation obtenue en
supprimant la troisième ligne et la troisième colonne dans le déter-
minant (6). Dans cette nouvelle équation n'interviennent pas les
coefficients c, c\ y, y', et ces coefficients ^interviennent pas non
plus dans les relations fondamentales (6) : on peut donc les sup-
poser nuls pour établir la proposition. Considérons alors la sub-
stitution linéaire

(7)

X = = a a ~ - + - 6 y - h ^ j o - + - w y ,
Y == a'x -+- b1 y -4- /'/?-+- m'q^
P==a;r+py-+-X/?- t - iJ i y,
Q=a /.r-+-^y4-^-+-{x'ç,

dans laquelle les seize coefficients sont liés par les relations (4) ou
les relations équivalentes (5), et soient S<, Sg, 83, 84 les quatre
multiplicateurs de cette substitution. Si Fon résout les équa-
tions (7) par rapport à x, y,/?, y, on obtiendra la substitution
inverse de (7) et les multiplicateurs de cette substitution seront

i i i i
O ? o > c-» çT--
Oï 0l 03 04

Celte résolution s^effectue simplement en se servant des rela-
tions (5). Pour avoir x^ par exemple, il suffit de former la combi-
naison linéaire XX 4- )/Y— /P — Z'Q : dans celte combinaison les
coefficients de y, z, p^ q sont nuls en vertu des relations (5). On
a d'une façon analogue y, z, /?, q en se servant des relations ( 5) et
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la substilalion inverse de (7) est la suivante :

Cx == xx -hX 'Y- r p — r Q,
Cy = ^jtX -h ^ Y — w P — w'Q,
G/? = — a X — a'Y 4- a P 4- a' Q,
C y = — p X - p ' Y - h 6 P - 4 - 6 ' Q .

Appliquons à celle subslilulion la transformation linéaire ( 1 )

y=p^ y=yi» /?==—-yi, ^=—^1,
X=Pi, Y=Q,, P=-Xi, Q=-Yi.

A cause de la propriété d^invariance des mulliplicaleurs signalée
plus haut, la nouvelle subslilulion aura encore pour multiplica-
teurs

Or cette nouvelle substitution est la suivante :

..=^-^Q^X.^Y,,

^=§P>+gQ,+^X.+^Y,

^p.-^'Q.+e^^1-
y- r» ^ ^ m v 7n/^<7.==^P>+ÇQ,+^X,+^Y,,

et ses multiplicateurs sont donnés par l'équation

(8)

a — CS a! a a'
6 ^—CS ? p'
Z /' X - C S V
m m' \L y!—CS

( 1 ) Cette transformatioû est la transformation linéaire tangente à la transfor-
mation par polaires réciproques prise sous la forme

^=pi. y^^i. *= zt—p^^—q^y^ p^—x, y==—y.,

dite transformation de Le gendre.
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Si l'on échange les lignes et les colonnes et si l'on pose

CS = (T,

l'équation en o- est identique à l'équation en S primitive [l'équa-
tion (6) dans laquelle on a supprimé la troisième ligne et la troi-
sième colonne]. Elle a donc pour racines

Si» Si, 83, 84,

et par suite l'équation (8) admet pour racines

îSi 82 83 84
C * ~C9 G9 'G'

D'autre part, nous venons de voir que ces mêmes racines sont
aussi

i i î i
^~» Ç-» ^-> o *
0l 02 03 04

/"<
Donc, si S, est racine de l'équation (6), ^- est aussi racine, et le
théorème est démontré.

4. Tout ce qui précède s'étend immédiatement aux transforma-
tions de contact de l'espace à n •+• î dimensions, et c'est unique-
ment pour simplifier les notations que j'ai supposé n == 2 dans ce
qui précède : les raisonnements et la marche des calculs sont les
mêmes dans le cas général.

Énonçons les résultats pour une transformation de contact quel-
conque.

Dans le domaine d'un élément double, une pareille transforma-
tion peut être ramenée à la forme

X,=aî.pi-t-a?.r,-+-...-l-a?a?»+c^4- l}pi-+- lîpî+...+ Vfpn -+-...,
z== Cz +...,
P,-=û^a-i-h a?.rî-4-...-+- a^(+Y,^+X^i4-X?/?t4-...+X?/^-+-...

(9)

( 1 = 1 , 2 , 3 , ...,/l).

Les ^n2 coefficients a/, /„ a/, À( sont liés par des relations en
nombre 71(2/1 — î) auxquelles on peut donnerdeux formes équi-
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valentes, analogues aux formes(4) et (5)(1). Les Iran s Forma lion s
linéaires tangentes aux transformations de contact en un élément
double forment un groupe.

Enfin, les multiplicateurs de la transformation linéaire tangente
p

sont tels que/si S est un multiplicateur, -ç l'est aussi : les -i/i -4-1

multiplicateurs sont de la forme

^ Sj» Si, ..., Sn,
c e c
-9 •^-9 - • • ? ç-
1 «32 ^Hs7' s;' • " î s

II. — VARIÉTÉS INVARIANTES PAR UNE TRANSFORMATION PONCTUELLE.

8. Diaprés la méthode indiquée dans l'Introduction, nous de-
vons, avant d'étudier les transformations de contact, considérer
d'abord une transformation ponctuelle à un nombre quelconque n
de variables dans le domaine d'un point double et rechercher les
variétés à un nombre quelconque r de paramètres invariantes par
la transformation et contenant le point double. Ce sont les résul-
tats qu'on possède relativement à celte question que je voudrais
indiquer ici pour les appliquer ensuite aux transformations de
contact.

6. En première approximation, le problème qui nous occupe
peut être ramené à un problème analogue relatif à des transforma-
tions linéaires et homogènes.

Soit, en effet, une variété JlLr à r paramètres invariante par
transformation ponctuelle S à n variables. Nous supposons que
01Lr est définie dans le domaine du point double de S pris pour
origine et que n — r des coordonnées d'un point de Sïir peuvent
s'exprimer par des fonctions des r autres coordonnées, holo-
morphes dansce domaine et nulles à l'origine. On pourra, pour
plus de symétrie dans les notations, exprimer les n coordonnées
d'un point quelconque de JÏL,. en fonction de r paramètres^,

( 1 ) M. Goursat donne ces deux systèmes de relations et démon Ire leur équi-
valence dans le Mémoire cité plus haut..
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«2, • • • » tfr (coordonnées curvilignes de ce point) :

.TI == a} MI-+- aJM2-+-. ..-+-a';M,.-4-...,

a-2=== al tti-t-aj^-t-. ..-1- a; tt^-+-...,

•fft= ai"! -+- aX»i-^.. .-+- a^M^-4-...-

Si Fon réduit ces équations à leurs termes du premier degré, on
obtient les équations paramétriques de la variété linéaire Jll̂ . tan-
gente à 3ÏLr à l'origine. On peut évidemment énoncer le résultat
suivant :

Si la variété ÎÏÏLr est invariante par la transformation ponc-
tuelle ^, la variété linéaire JIL̂ . tangente à ̂ )lLr est invariante
par la transformation linéaire ^' tangente à ©.

Occupons-nous donc tout d^abord des transformations S et des
variétés linéaires 311̂  invariantes par ç/.

La transformation ^ fait correspondre au point (u^, u^ ..., Ur)
de la variété OU/,, un nouveau point (U<, Us, ..., Ur) de la même
variété, et U,, Ua, ..., Ur s'expriment évidemment en fonction
de u^ M.j, ..., Ur par des relations linéaires et homogènes qui
constituent une transformation linéaire ©'; cette transformation
linéaire est tangente à la transformation ponctuelle Q qui relie un
point de 9ïLr défini par (u^ Us, ..., Ur) et son transformé défini
par (UnU2, . , . ,Ur) .

A la transformation 0' ainsi définie (ou à 0) correspondent r
multiplicateurs o-i, 0-2, ..., <r^ racines d'une équation de degré r
La théorie des transformations linéaires nous permet d'énoncer le
résultat fondamental suivant :

Les multiplicateurs <r,, 0-2, ..., o-r de la transformation 6
font partie de l'ensemble des multiplicateurs S<, .82, ..., Sn, de
la transformation T (1) .

Bien entendu, les transformations 0 et W ne sont pas complè-
tement définies, puisqu^lles dépendent du choix des paramètres
u\) u^ ..., u.r\ mais, si Von change de paramètres, les multiplica-

( l ) Voir, par exemple, PINCHERLE e AMALDI, Le operazioni distrihutwe e le
loro applicazioni ail* analisi, Chap. IV, § 83.

XXXYII. H
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leurs (TI, 0*2) • • • ) ^r» qui sont des invariants (§ 3), ne changent pas
et renoncé précédent a un sens précis. Nous dirons que o-i,
(Ta, • • • î Or ^01^ ̂  multiplicateurs relatifs à la variété inva-
cante OîLr.

7. Voyons mainlenant comment on procédera à la détermination
des variétés invariantes 5TL,. elles-mêmes. Parmi les multiplica-
teurs

°l, Sf, • • • » Sn

de la transformation ponctuelle T, nous choisirons r multiplica-
teurs, les S premiers par exemple,

La variété invariante OTLr qui admet ces multiplicateurs, si elle
existe, est fournie par un système d'équations fonctionnelles^ et, si
l'on cherche à la définir par les développements de a — r des
coordonnées en séries entières ordonnées par rapport aux r autres
coordonnées, le calcul des coefficients des séries est possible et
d'une façon unique, à condition :

i° Que S,, Sa, . .., Sr soient distincts;
2° Qu'on n^ail aucune égalité de la forme

S^=SfSÇ...S^
( t = = i , 2 , . . . , / i — r ) ; (a, P, . . . , X entiers ̂ o)

entre les multiplicateurs (1), et Fon obtient alors des développe-
ments parfaitement déterminés.

Il reste à voir si ces développements sont convergents. La con-
vergence peut être établie, comme je l'ai montré pour n===a ,
n == 3 dans le Mémoire indiqué en note, si l'on suppose | S< |,
jSî l , ..., |Sr| tous inférieurs ou tous supérieurs à i et différents
de zéro : la méthode suivie pour n = 2, n = 3 s'applique entière-
ment. Mais, si ces r multiplicateurs sont les uns inférieurs à i, les
autres supérieurs à i en module, la question reste en suspens et

(') Ces conditions s'obtiennent par des calculs analogues à ceux que j'ai
développés pour n == 3, n = 3 dans le Mémoire indiqué plus haut {Sur les équa-
tions fonctionnelles^ etc., Chap. II, § 17 et 18).
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aucun résultat précis à ce sujet n'a élé établi jusqu'ici à ma con-
naissance.

On voit (Tapies cela que, s'il s'agit des courbes (variétés à i pa-
ramètre r == i), il y a, sous les conditions énoncées, n courbes ana-
lytiques et n seulement passant par le point double : ici une seule
quantité ]S,| intervient et c'est pourquoi on peut énoncer un ré-
sultat précis ( 1 ).

Pour les variétés à^deux paramètres, il faut associer les n multi-

plicateurs deux à deux, ce qui fournit n solutions possibles :

mais ici la question de la convergence des développements formels

reste en suspens et l'on peut dire seulement qu'il y a n "'" solu-

tions au plus, les seules de ces solutions dont on puisse affirmer
l'existence étant celles qui correspondent à deux quantités [ S ^ J ,
[Sy[, toutes les deux inférieures ou toutes les deux supérieures à i
C'est ainsi que, dans l'espace à trois dimensions, on peut toujours
affirmer l'existence d'une surface invariante au moins et de trois
au plus (sous les hypothèses faites plus haut). Dans l'espace à
cinq dimensions, il j aura au plus dix variétés OK^ invariantes et
elles existeront sûrement toutes, si les cinq multiplicateurs sont
tous inférieurs ou tous supérieurs à i.

III. —— MULTIPLICITÉS INVARIANTES PAR UNE TRANSFORMATION

DE CONTACT.

8. Courbes invariantes par une transformation de contact.
•— Avant d'aborder le cas général d'une multiplicité quelconque,
étudions le cas particulier des courbes (ou plutôt des multiplicités
à un paramètre) invariantes par une transformation de contact et
contenant un élément double.

Dans mon précédent Mémoire, j'ai étudié le cas des transfor-
mations de contact du plan. Les variables x, y, y ' étant au nombre
de trois, on est conduit à considérer d'abord .r, y, y9 comme les

( 1 ) Le problème a été posé et résolu pour n == a par M. Poincaré; j'ai étendu
la solution à ^quelconque dans le travail précédent, où l'on trouvera des rensei-
gnements bibliographiques à ce sujet.
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Gcoordonnées d'an point de Fespace. Soient S, ^ et C les multipli-

cateurs de la transformation (§3). A chaqiie multiplicateur cor-
respond une courbe de l'espace invariante et contenant le point
double. J'ai démontré qu'en général chacune des deux courbes

ccorrespondant à S et à — fournit, en interprétant x ^ y ^ y 1 comme

les coordonnées d'un élément du plan,< une courbe invariante par
la transformation de contact et contenant l'élément double. En
d'autres termes, si

y = ^ { x ) ,

y== e(^)

-sont les équations de la courbe de l'espace, on a nécessairement

e(.)=d̂^
d x '

La démonstration que j'ai donnée de celte proposition consistait
en une simple vérification (1). Les séries qui donnent ^(x) et
6 (x) étant calculées, on constate, par le calcul même des coeffi-
cients de ces séries, que 6(^) est la dérivée de ^(^).

On peut établir la proposition par une autre méthode qui me
paraît plus simple et plus satisfaisante, parce qu'elle ne consiste
plus en une simple vérification. Cette méthode s'applique à un
nombre quelconque de variables : c'est pourquoi j'aborde tout de
suite le cas général.

Soit donnée la transformation de contact (9) de l'espace à n 4- i
dimensions définie dans le domaine d'un élément double pris pour
origine. Soient

ç. o o p C C G
»3!» °î» ...i i-5/tî ^» o » 7f- » • • • » •̂ r-

Ol 02 ^ft

les multiplicateurs de cette transformation.
Si l'on considère x^ x^^ < .., Xn\ z ; /?<, /?a, . . . , / ?« comme les

coordonnées d'un point d'un espace à 2/1-4-1 dimensions, on
obtient, en général, 2 / 1 - 4 - 1 courbes analytiques (variétés à
un paramètre) invariantes par la transformation et passant par
l'origine (§ 7). Chacune d'elles correspond à un multiplica-

( t ) Sur les équations fonctionnelles^ etc., Chap. VI, § 30.
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teur (§ 6). Nous nous proposons de montrer que, si l'on excepte
la courbe correspondant au multiplicateur C, les autres fournissent
chacune une multiplicité ( ' ) de l'espace à n -4- i dimensions
{x^ x^ . . . , Xn)) invariante par la transformation de contact,
c'est-à-dire que l'on a

dz —pi dx\ —pî dx^—...—pn dxn^ o.

Les 2 ^ 4 - 1 coordonnées d'un point d'une courbe invariante v
sont des fonctions d'un même paramètre t. On a donc

(10 ) dz—pi dxt— pî dxî—.. .—pn dxn== (f(f)dt,

ff(t) étant une certaine fonction de ^, et il s'agit de prouver que
^f(t) se réduit à zéro.

Lorsqu'on passe d'un point à son transformé, t prend une cer-
taine valeur T, fonction holomorphe de t dans le domaine de
l'origine, et l'on a

T==S^-+.. . . ,

S étant le mult ipl icateur relatif à la courbe invariante v (§ 6).
On aura

dï — Pi dXt— Pa r f X s — . . . — Pn dXn== <p(T) dT.

Mais la transformation étant une transformation de contact, on a

d^—Pld^l—...—PndXn=-(C^--')(dz—pïdxt—pîd^--...—pndyn)^

Par suite,
<p ( T ) â T r = = ( C -+-... ) < f ( t ) d t

ou
?(T)-(J-^-. . .)<?(/) ,

les termes non écrits s'annulant pour t = o.
La fonction y vérifie donc une équation fonctionnelle de la

forme

(n) ^(Q]-/^)?^)

(1 ) Une pareille multiplicité est une bande constituée par les points d'une courbe
de l'espace à n dimensions et par les plans tangents à une développable passant
par la courbe.
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avec
\(t)== S^-h. ..,

i/«)-^...,
les termes de degré minimum étant seuls écrits.

L'équation ( 11 ) appartient à un tjpe d'équations fonctionnelles
étudiées par M. Kœnigs (1). On peut aussi remarquer quelle définit
une courbe u == ^ ( t ) invariante par la transformation

T==X(0, U = = / ( < ) K

et appliquer les résultats généraux relatifs à ces courbes (2).
Des hypothèses faites sur C et S (C^S", a entier ^ o ;

S 7^ i ^o), il résulte que Inéquation ( i l ) n'admet pas d'autre
solution holomorphe dans le domaine de t == o que la solution
nulle

y (< )==o ,

d'où, en se reportant à la définition de y(<) [équal. (10)],

dz—pi dxt—ptdxî—-...—pndxn^o,

ee qui démontre la proposition.
Mais, bien entendu, la démonstration ne supplique qu'aux

courbes y correspondant aux multiplicateurs

s s . c e c
DI., DI, . . . , Srt» ç-» ç-> • • • » o — — *

Si Si On

Elle ne s'applique pas à la courbe y correspondant au multipli-
cateur G, car, si Pon donne à S la valeur C, les équations (12)
montrent que/(o) === i, et alors il n^est plus exact que Inéqua-
tion (11) n^it pas d^aulre solution holomorphe que la solution
nulle, comme on peut s'en rendre compte en se reportant aux
Mémoires cités plus haut.

En définitive, il y a dans le cas général in multiplicités à
un paramètre (bandes formées des points d'une courbe et des
plans tangents à une développa blé passant par la courbe) inva-

(') KŒNIGS, Recherches sur les équations fonctionnelles (Annales de l'École
Normale, 1884).

(2 ) Sur les équations fonctionnelles, etc^ Chap. II.
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riantes par la tranformation de contact (g) et contenant l'élé-
ment double pris pour origine.

9. Multiplicités Ma à deux paramètres invariantes par une
transformation de contact. — Les raisonnements du paragraphe
précédent peuvent s^étendre aux multiplicités Mr à r paramètres
invariantes par une transformation de contact à un nombre quel-
conque de variables. Mais, pour plus de netteté, nous ferons le
raisonnement sur les multiplicités Ma à deux paramètres.

Nous donnons toujours une double interprétation aux for-
mules (9). Si x^, a?2, . . ., Xn^ z^ p^ p î , . . ., pn sont les coor-
données d'un point de l'espace à 2 n 4- i dimensions, elles défi-
nissent une transformation ponctuelle G et nous considérons alors
les variétés 3ÎLa invariantes par S. Si, au contraire, les mêmes
variables représentent un élément de contact de l'espace à n 4- i di-
mensions, elles définissent par hypothèse une transformation de
contact T, et ce sont alors les multiplicités Ma invariantes par T
qu'il s'agit de déterminer. Lorsqu'on passe de la deuxième inter-
prétation à la première, toute Ma invariante parT fournit une JlLa
invariante par ©. La réciproque est vraie pour certaines 3TLi,
celles dont les multiplicateurs (§6) ne sont ni des multiplica-

( p \
leurs associés c'est-à-dire de la forme S, «- )> ni le multipli-
cateur C.

Avant d'établir ce résultat, remarquons que dans le cas actuel
il y a certainement des couples de deux multiplicateurs qui ne
remplissent pas la condition 2° du paragraphe 7 : ce sont les
couples de multiplicateurs associés. Pour un pareil couple, le
calcul formel des coefficients des séries qui définissent la
variété OîLa correspondante est ou impossible ou indéterminé.
Cela résulte aisément de ce que le produit de deux multiplicateurs
est égal à C qui est l'un des autres multiplicateurs. Nous écartons
du raisonnement les JÏla correspondant à de pareils multiplica-
teurs, s^il en existe; d'ailleurs, même s'il en existe, la proposition
tombe en défaut pour de pareilles variétés, comme on peut le voir
sur des exemples.

Soient donc une variété 31La invariante par Ç et S, S' les multi-
plicateurs correspondants dont nous supposons le produit différent
de C, puisque ce ne sont pas des multiplicateurs associés. S, S'
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appartiennent à l'ensemble des multiplicateurs de (9) :

<. . c e c
°1» °ît • • ' ! ^fif c-» c—» • • • ? Tr-f

bl bî b,t

le multiplicateur C étant écarté conformément à l'énoncé du ré-
sultat à établir. Nous supposons d'ailleurs que S et S' vérifient les
hypothèses faites en général au paragraphe 7 pour les multiplica-
teurs Si, Sa, ..., S» d'une variété invariante. En particulier, S
et S' sont distincts.

Les 2/ î+ i coordonnées d'un point de OTLa sont des fonctions
de deux paramètres t^ t ' y et, lorsqu'on passe d'un point de JlLs à
son transformé, ^, t' prennent de nouvelles valeurs T, T qui sont
des fonctions holomorphes de t, t ' . Comme S, S' sont distincts,
on peut mettre ces fonctions sous la forme canonique

( T==S^...,
(i3) ) r==sY-^...,
en effectuant un même changement de paramètres linéaire sur ^, t1

d'une part, et T, T d'autre part.
On a

dz - /?i dx^—p^ û^2—- • .— Pn dxn^. \(t, t ' ) dt -4- y.(t, t ' ) dt',

\ et y. étant deux fonctions de t et de t\ De même

dZ - Pi d\, -1 Pa dX^—...- P/, dXn == X(T, T) dT -4- fJi(T, T') dT\

et Fidentité

</Z-P^^X^—P2û?X2—...-P„û?X„-(C-^...)(^—/?l^l~...~^dr^),

qui exprime que la transformation est une transformation de
contact, nous donne

X(T, T}dT + {X(T, T) dT^ (C +...) [\(t, t') dt 4- (JL^. t 1 ) dt1},

le premier facteur du second membre étant une fonction de t et
de (', qui se réduit à G pour t=t'=o. L'identité précédente
fournit pour À et y. un système de deux équations fonctionnelles
analogues à l'équation (i i),

(i4)

f)T riT'
X(T, T)-^ + (^(T, T')^- »(C +...) \(t, t'),

/)T /^T"
X(T,T')^-+(X(T,T')^--(C+...)^«,O,
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dans lesquelles on suppose que ï et T' sont remplacées par leurs
valeurs en fonction de <, I1 données par le système (i3). Il s^agit
de prouver que le système ( i4) donne pour \ et [A un système
unique de fonctions holomorphes dans le domaine t^ t' = o. La
solution unique sera alors X == [A === o.

On pourrait traiter ces équations par une méthode analogue à
celle que M. Kœnigs a employée pour l'équation (n). Mais on
peut aussi rattacher la solution à la théorie générale des variétés
invariantes par une transformation ponctuelle, théorie étudiée
précédemment au paragraphe 7. Remarquons pour cela que le
système (i4) définit dans l'espace à quatre dimensions (u, v^ ^ t ' )
une variété

U^\(t,t'), 9=y.(t\t'),

invariante par la transformation

(i5)

T ==S<-4 - . . . ,
r=SY -+-...,
U(S-h...)-+-V( .......)== (C-+-.. .)^
U(... . . . .)-+-V(S r-^-.. .)==(C-4-...)^

les termes non écrits étant du second degré au moins en l, t9

pour les deux premières équations, et du premier degré au moins
pour les deux dernières. Le système (i5) résolu par rapport à
T, T', U, V s'écrit

(16)

î.:
U=

v ==

S t -4-

s^-+-
/c
(^
(.....

• • • î

:::)
...)

u-+- (

/c
^(s7-

.....)»',

....)..
La transformation linéaire tangente à (16) est la suivante :

T= S(, T'= S'<' S"' v=s^
de sorte que la transformation (16) admet pour multiplicateurs

C CS, S';) S' s^-
En vertu des hypothèses faites sur S, S7, on voit que ces mulli-
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plicaleurs soni différents et qu'aucun d'eux n'est le produit de
puissances à exposants entiers des autres multiplicateurs. Il ré-
sulte alors de la théorie générale exposée au paragraphe 7 qu'on
peut calculer d'une façon unique les coefficients des développe-
ments formels qui définissent une variété de la forme

u==X(^Q, P=(J^,Q,

invariante par le système (i 6) et telle que X, (A soient des fonc-
tions holomorphes de t et de t1. Il n'y a pas à se préoccuper ici de
la convergence des séries, car la solution unique apparaît d'une
façon évidente sur les équations (16) : c'est la solution

Par suite, on a
>^,Q===o, pi(^)==o,

d'où
dz — pi dx\ — pî dXî —. .. — pn. dxn, == o,

et la proposition à démontrer est établie ( < ) .
Dans cette démonstration, S, S' représentent deux des nombres

de la suite
« . C C C
Oj, 02i • • • • k3/»» 0 f C~ ' • * • > Ç~»Ol 01 Qn

choisis de telle façon que leur produit ne soit pas égal à C. Dans
le cas contraire, on peut voir sur des exemples que la proposition
tombe en défaut.

Ainsi, parmi les variétés DîLa invariantes par la transfor-
mation G, celles dont les multiplicateurs ne sont ni des multi-
plicateurs associés, ni le multiplicateur C, fournissent seules,
en général, des multiplicités Ma invariantes par la transfor-
mation de contact T.

(') Dans la Note des Comptes rendus (avril 1909) où je résume cette théorie,
j'indiquai» une démonstration plus simple fondée sur ce fait connu qu'on peut
ramener une transformation ponctuelle à deux variables à la forme canonique
T = S<, T== S't'. Mais ce résultat n'est démontré que dans le cas où |S|, |S'|
sont tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs à i; c'est pourquoi j'ai modifié
la démonstration en me servant de la forme canonique (i3), qui est valable dans
tous les cas.
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10. Cas général d'une multiplicité M^ à r paramètres inva-
riante par une transformation de contact,

La méthode que nous venons cTappliquer aux multiplicités Ma
s'étend sans difficulté au cas général, et il suffira d'énoncer le
résultat.

Parmi les variétés 3\Lr à r paramètres invariantes par la
transformation ponctuelle ^, celles qui n'admettent pour
multiplicateurs ni C, ni des couples de multiplicateurs de
produit C, sont les seules, en général, qui fournissent des
multiplicités Mr invariantes par la transformation de con-
tact T.

Bien entendu, il s'agit toujours de multiplicités invariantes
définies dans le domaine d'un élément double de la transfor-
mation, qui est définie par les équations (9). On fait toujours sur
les multiplicateurs relatifs à 3ÎL,. les hypothèses énoncées au para-
graphe 7, et les multiplicités invariantes qu'on cherche sont telles
que 2/1 -+-1 — r des coordonnées x^ x^ ..., Xn\ z\ p i , p î , ..., pnj
s'expriment par des fonctions holomorphes des r autres coor-
données. Le nombre r est au plus égal à /i, puisque, s'il était
supérieur, deux des multiplicateurs auraient pour produit C, ou
bien l'un d'eux serait égal à G, et la proposition tomberait en
défaut; on sait, d'ailleurs, qu'une multiplicité vérifiant l'équation
de Pfaff

dz — p^ dvi — pï dx^ —... — pn dxn, = o

dépend au plus de n paramètres.

IV. — EXEMPLE.

Soient données les équations

X == ax -+-7?,
Y==6y-+-y,
Z == iabz 4- bp1^- c^qt^

P = 2 bp,
Q ==iaq.



— 160 —

On a l'identité

dZ. — P dX — Q d\ s= ïab(dz —pdx—q dy^

de sorle que les équations précédentes définissent une transfor-
mation de contact T.

L'origine est point double et les multiplicateurs sont

a, 6, îab, 20, ïb.

Le multiplicateur G de la théorie générale est 2ab, et, confor-
mément à celte théorie, les autres multiplicateurs s'associent deux
à deux, a et 2 &, b et 20, de façon que deux multiplicateurs asso-
ciés aient pour produit lab.

Déterminons d'abord les multiplicités à un paramètre M( (ou
bandes) invariantes par T. Pour cela, considérons d'abord la
transformation T comme une transformation ponctuelle 6 de
l'espace à cinq dimensions.

Si a et b sont quelconques, il y a cinq variétés, Oîl/i à un para-
mètre, et cinq seulement invariantes par ^, chacune correspondant
à l'un des cinq multiplicateurs. On les détermine aisément par la
méthode des coefficients indéterminés et Fon obtient les résultats
suivants; en regard de chaque résultat est inscrit entre paren-
thèses le multiplicateur correspondant; chaque variété est définie
par quatre équations.

Variétés 3TL^

(î) (a) y=o, ^ = o , 7?=o, ç==o ,
(II) (b) a -==o, ^ = = 0 , /?==o, y==o ,

(III) (.a) ^==0, y-^——b9 P ^ 0 1 ^.(J^ô/

(IV) (^) ^^r^ ^=o, y=o, .=^L ,̂

(V) (206) .r==o, ,r==o» P===OÏ ç==o.

D'après la théorie générale, les quatre premières variétés seu-
lement fournissent des multiplicités invariantes par la transfor-
mation de contact. Ces multiplicités sont des bandes invariantes.
Les deux premières bandes sont formées de tous les points de Ox
ou de Oy et du plan xOy qui passe par ces deux droites. La
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troisième bande est formée de tous les points d^une parabole

x = o, z yî('2.a — b )
~~ ï

et des plans tangents à cette parabole perpendiculaires au planyOz.
La quatrième bande esl analogue à la précédente; elle est formée
d^ne parabole ^t de plans tangents à la parabole.

La famille d^éléments (V), au contraire, qui correspond au
multiplicateur G de la théorie générale, ne constitue pas une
bande.

Pour certaines valeurs particulières de a et de 6, le calcul for-
mel donne une inf in i té de solutions correspondant à un même
multiplicateur. C^est aiusi que, si Fon a

6== oî,

la famille (I) correspondant à a est la suivante :

y==aa- 2 , ^ = = 0 , /? === o, ^ r = = o (a arbitraire).

Elle constitue encore, quel que soit a, une multiplicité inva-
riante; siPon obtient une indétermination, cela lient à ce que Fun
des multiplicateurs b est le carré du multiplicateur a (§ 7).

On voit aisément que les raisonnements du paragraphe 8 s'ap-
pliquent encore ici. Dans d^autres exemples., le calcul formel
pourrait donner une impossibilité au lieu d^une indétermination,
Pour simplifier, nous allons supposer, pour le cas des OlLa inva-
riantes, que a et b sont quelconques, et alors les circonstances
analogues à la précédente ne se présenteront pas dans le calcul
formel.

Pour chercher les variétés JïLa invariantes, il faut associer les
multiplicateurs deux à deux, ce qui donne dix familles correspon-
dant aux groupements :

(I , II, III, I V ) . . . . . . . (0,6), (0,20), (6,9.6), (20,26),

(V, VI)............. <.o,26), (6,20),
( V I I , V i n , I X , X ) . < . (206.0), (2o6,6), (206,20), (206,9.6).

Les groupements V, VI présentent une particularité : le produit
des deux multiplicateurs 0X26 ou b x 20 est égal à un autre
multiplicateur lab. La théorie générale (condition a° du § 7)
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montre a priori que le calcul formel est impossible ou indéter-
miné : il est ici indéterminé, de sorte que les casV, VI fournissent
chacun une infinité de variétés invariantes dépendant d\in para-
mètre arbitraire a ; dans tous les autres cas, il y a une seule va-
riété invariante et l'on a le Tableau suivant dans lequel chaque.
variété t)lLf est définie par trois équations entre les cinq coor-
données ( ^ ) :

Variétés OKa.

(I) (a, 6), -5=0, ^?==o, y==o ,

( i l ) (0,20), y=^rr p=o) ^ 2(20^-6/
(111) (6 ,26) , ^^. ^o. ^(26^o/

(iv) (20.26). ^^a' y-^-b' ^^ifc^^ï^
ni(i—4a)

(V) (û^). ^==o. ^=2a^+a(Ï6"="o)t <7==oî

o1^! —Àa)(VI) (6,2^). ^==o, z=2a7y^^^_^^ ^-o,

(VII) (206,0), y=o, <p==-o, ^=0,
(VIII) (206,6), a*==o, /?=o, ^=o,

(IX) (206,20), a?=o, y ===^2—^, /?=o,

(X) (206,26), y=o, ^=^£^, y==o.

D'après la théorie générale, les variétés I, II, 111, IV, dont les
multiplicateurs ne sont ni C (c'est-à-dire ici 2ab) m des multi-
plicateurs associés, fournissent seules des multiplicités Ma inva-
riantes par ï. Ces multiplicités senties suivantes :

(I) Le plan xOy et tous les éléments de ce plan ,

(II) Le cylindre z = yï(ïa~~ ^ et tous les plans tangents à ce
cylindre ;

(III) Un autre cylindre z == ^ """ et ses plans tangents ;

( 1 ) Le calcul que je supprime pour abréger se fait en écrivant les équations
fonctionnelles qui définiisent ces variétés et en leur appliquant la méthode des
coefficients indéterminés.
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(IV) Le paraboloïde 3 = îlS^Z^Î 4- y^^ ^ ^ous ses
plans tangents.

Il v a donc quatre multiplicités invariantes contenant réiément
double

x ==y == z == o, p == q ==o,

formé de l'origine et du plan xOy.
Au contraire, les familles d'éléments (V), (VI), . . ., (X) ne

constituent pas des multiplicités. On n^a pas

dz — p dx — q dy == o

pour ces familles ^éléments.


