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SUR LA FONCTION MONOGENE D'UNE VARIABLE HYPERCOMPLEXx
DANS UN GROUPE COMMUTATIF;

Par M. Lion Autonne.

INTRODUCTION.

Dans un groupe (¢) de quantités hypercomplexes aux n sym-
boles €5 (B,2=0,1, ..., n—1), prenons deux quantités

r=S s =Y re
[ -3

ou les zg-et les y4 sont des nombres ordinaires (ou scalaires),
réels ou complexes, variables. Si les y sont fonctions des =z,
Ya=Ya(ZoyZi, ...), on peut dire que y est une fonction de la
variable hypercomplexe z.

Dans deux Ménoires précédents (I1I et IV de I'Index ci-aprés),
J'a1 cherché ce que devenait la monogénéité, car la définition
ordinaire de cette derniére ne subsiste que pour les groupes com-
mulatifs (ou & multiplication commutative).

Lorsque (¢) est un groupe simple de r?— ijons(n=r2),la
monogénéité (III, Index ) est remplacée par un ensemble de pro-
priétés passablement compliqué.

Revenant maintenant aux groupes commulatifs, |’ai résolu d’une
fagon compléte le probléme de la monogénéité, c’est-a-dire cons-
truit toutes les fonctions y de la variable hypercomplexe z, telles
que dy =y'dz, ou y' est aussi une quantité du groupe (e),
avec

dy =Z sa AY dz =2 &g dg.
« B

M’appuyant sur certains résultats dus & MM. Frobenius (I, Index)
et Cartan (II, Index), j’ai ramené la question au cas ou les
n=m + 1 symboles ¢, ..., ¢n suivent les régles suivantes de
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multiplication :

£q€0= Egtq == Eq, egey = efsg =2 €p Ay
P
(ay 53, YyPp=0,1, ..., m),

les constantes scalaires a,gy étant assujetties a cerlaines égalités qui
expriment que la multiplication est associative dans le groupe (¢).
Enfin

ApBy = 2pyB =0
pourp<f, oSy

La proposition suivante donnera alors la solution du probleme :

Tutorime. — Toute fonction monogéne y de la variable
hypercomplexe

T =gyTo+ ¢, t=gT1+...+ EnTp

est fournie par la formule

=m

Y

) Y dYu
o = —_———
( 4 W dx] ’
Y=0
o

u = Eouo(-’lf'o) + ... €y u,,,(xo)

est une quantité hypercomplexe qui ne dépend que de x,.

¥ et u se définissent mutuellement sans ambiguité, et ’on écrira
y= P (u ).

La formule (o) est fournie symboliquement par le développe-
ment taylorien de I'expression

u(z) = u(eoxo+t).

ou ¢t est l'accroissement donné a la variable & zy. D’ailleurs,
th = o pour p > m.

Les dérivées partielles de y, de tous ordres, par rapport aux
m + 1 variables scalaires zy,2,,...,2, sont encore des fonc-
tions monogenes de 2, suivant la formule

ory ohyy dru
[ A g ————tt P, gPm D )
oxPe. . dzbm Z @ oxfe. . . 0xfn t m (dz‘f,’
a

(h=po+p1=+...+pm)
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Si Uon a posé dy = y'dz, ladérivée y'= % de y par rapport a

0 \ .,
z w'est pas autre chose que Jz‘Z- y posséde des dérivées de tous
0

ordres

dry ory _q)<d1’u)

dzv ~ ozP T \uz’

¥ posséde aussi une fonction primitive

s=a( fudn),

_ds
‘y—daz‘.

telle que

Dans un travail ultérieur, j'espére étudier d’une fagon appro-
fondie certaines fonctions monogénes particuliéres, par exemple
la fonction algébrique.

Une communication sur le méme sujet a é1é faite au quatriéme
Congrés international des mathématiciens, 8 Rome, en 19o8.

La Theése de M. I'abbé Berloty (1886), Théorie des quantités
complexes & n unités principales, traite aussi des fonctions mo-
nogénes d’une variable hypercomplexe; mais, fondée sur des
théories déja anciennes de Weierstrass et Dedekind, elle ne pré-
sente avec le présent travail que des rapports trés éloignés.

Un résumé des présentes recherches a été inséré aux Comptes
rendus du 1°* mars 19og.

INDEX BIBLIOGRAPHIQUE.

I. Frosentus, Theorie der hyperkomplexen Grissen (Sitz-
ungsberichte de I’ Académie de Berlin, avril, 1903).

II. Carran, Sur les groupes bilinéaires et les systémes de
nombres complexes (Annales de la Faculté des Sciences de
Toulouse, t. XII, 1898; on consultera surtout les paragraphes IV,
V, Viet VII).

HI. Avronne, Sur les propriétés qui, pour les fonctions
d’une variable hypercomplexe, correspondent a la monogé-
néité (Journal de Mathématiques, 19go7).
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IV. Avuronng, Sur les polynomes a coefficients et & variable

hypercomplexes (Bulletin de la Société mathématique de
France, 1906).

On renverra au présent Index par des notations comme celle-ci,
par exemple :

(11, Index) ou (Index, 11),

pour désigner le travail de M. Cartan.

CHAPITRE I.

REDUCTION DU PROBLEME.

1° On suppose parfaitement connues du lecteur la terminologie
et les notations de M. Frobenius (I, Index), qu’on suivra fidéle-
ment daos la suite. Je les ai, du reste, déja résumées ailleurs
(1II, Index). Pareillement, je supposerai connus les résultats de
M. Cartan (ladex, II), qui seront fréquemment mis & profit.

2° Soit donc un groupe (e) & n nombres fondamentauz
(Grundzahlen) ou unités ey(a,B,y=1,2,...,n), dont la mul-
tiplication est donnée par les formules

(o) agey=2 Sadafy (aaBy= quantité scalaire).
a

On nommera d’ailleurs scalaire, par opposition aux quantités
hypercomplexes, toule quantité ordinaire, réelle ou complexe.
Soit la forme trilinéaire

F(& 7, 3) =2 Eu}’pzyauﬁy-
afy

On envisagera avec M. Frobenius les trois matrices n-aires

. NF 0tF
R(E) =[rgy ()] = (m)' S(y)=1[say(y)]= <05:0z,)’

T(3) = [tap(2)] = (d—&‘%)

Pour 'unité principale e, on a

S(e) = E = matrice n-aire unité.
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3 Si le groupe (¢) est commutatif ou a multiplication commu-
tative, il vient, dans les relations (0) du 2°, @agy= @ayp, puisque
epsy = eyeg. Alors, les deux matrices S(z) et T(z) coincident et
la matrice R (§) est symétrique, comme identique a sa Lransposée
R ().

4° £ et t étant deux quantités hypercomplexes quelconques, on
a, comme conséquence de ce que la multiplication est associative,
la formule (I, Index, page 13, formule 11)

(o) R(§)S(2) =T'(¢) R(§)-
Le groupe (¢) est commutalif :
S(¢)=T(¢), R(§)=R(§).
Alors (o) devient
() R(§)S(¢) = S'(¢) R(¢).
Cela posé, transposons la matrice R (§)S(¢). Or a, en vertu de (1),
[R(E)S()]'=S8'(¢) R'(§) = S'(¢) R(§) = R(E) S(¢).

Donc la matrice R(E)S(t) est symétrique, résultat qui nous
est utile plus loin (18°).
5° Prenons n variables scalaires zg et n fonctions scalaires

Ya=Ya(Z1, ..., T8y ..., Tn).
Dans le groupe (¢), la quantité hypercomplexe y = }:Eu}’a sera,

par définition, fonction de la variable h_yp;rcomplexe
z= 2 egzg. On écrira, avec M. Frobenius, y = f((x)).

Par définition, la fonction y sera monogéne, si la différentielle

dy = Z exdyq est le produit de la différentielle dx_Eep dxg

par une certaine quantilé hypercomplexe « du groupe (e )

6° Le but du présent travail est de donner I'expression générale
de la fonction monogéne y = f((z)). Utilisant les résuliats de
M. Cartan (I1, Index), je vais montrer qu’il suffit, pour résoudre
le probleme dans toute sa généralité, de considérer, non plus le
groupe commutatif (¢) le plus général, mais un groupe trés parti-
culier, beaucoup moins compliqué.
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7° Dans toat groupe commutatif le déterminant 8(z) =[S(z)| (2°)
se décompose en facteurs linéaires (*). Appliquons alors les théo-
rémes de M. Cartan (II, Index, 38° et 74°); on constate ce qui suit.

Les n unités ¢,, ..., &, se répartissent en Lk systémes
(G) (=1, 2, ..., k), de g unités respectivement, avec
R=gi 4 e+t .- -+ gk, savoir les g, premiéres unités
entrent dans (G,), les g, suivantes entrent dans (G,), etc. Les
& unités de (Gy) engendrent un groupe G) de quantités hypercom-
plexes, lequel comporte une variable hypercompleze (5°) Xy. Le
produit d'une unité de G, par une unité de Gy, A 3£ , est zéro;
donc X3 X, =o.

8> La variable hypercomplexe z du groupe (¢) (5°) se présente

alors comme la somme x:ZX)‘ et la variable y = f((x)) se
)
présente comme la somme y — 2 Y), ou Y, est une quantité du
y

groupe G). Pareillement pour u (5°), u= ZU;, ot Uy est une
Py

quantité de G).
La relation dy = udx de monogénéité devient alors (sous le
bénéfice des explications du 7°)

; ay,= (ZA U)\) (g dxx> =§ Uy dXs,

2 (dYy, — Uy dXy) = o.
)y

Comme les n unités ¢ sont linéairement indépendantes, on a les
k relations
dY) = Uy dX), (A=1,2, ..., k).

Donnons aux g (7°) variables z qui figurent dans X, des

(') Voici comment on s'en assure immédiatement :

La trace d’une matrice est la somme des éléments situés sur la diagonale
principale.

Pour que 8(x) se décompose en facteurs linéaires, il faut et il suffit (I, Index,
théorémes II et IIT du paragraphe $5) que la matrice S(=z,y, 5) ait, pour z, ¥
et z quelconques, sa trace symétrique en z, y ct 5. Or cela a évidemment lieu
dans un groupe commutatif. '

XXXVII. 13
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valeurs fixes quelconques et faisons varier arbitrairement les
n — g) autres variables scalaires z. Alors il vient

o = dX) = U, dX) = dY,;

par suite
Y) = const.

Y) ne dépend que de X, et en est (8°) une fonction monogéne.
On écrira

H=AE) e y=f(@) =A%)
A

La construction de la fonction monogéne y, dans le groupe ¢,
se raméne a celle des k fonctions monogénes Yy dans les
groupes Gj.

9° Or, les groupes Gy ont une nature spéciale mise en lumiére
par M. Cartan (II, Index, 54°). 1l suffit de supposer que le
groupe (€) a cette nature.

10° Parmi les n = m + 1 unités de (€), savoir g5, €4, ..., €m,
la premiére ¢o est 'unité pr.incipale (2°); quant aux m autres, on
a la formule de multiplication (2, 8,y =1,2,...,m)

eyef = ety =2 taBafy (aapY-: aaYﬁ)
a

avec
%apy = Gayp =0

pouraSfBetaly.

On va construire la matrice (m + 1)-aire S(z) =T(z) d’un
pareil groupe.

11° Prenons trois indices g, A,k =0, 1,..., m et trois autres
@B, y=1,2,..., m. De plus, g =a, h=, k=1 respective-
ment, pour g >0, h >0, k> o respectivement.

On écrira les formules de multiplication (bgax = baga)

ExEp= EpEp= E egbgnk,
8
d'ou

sg/,(x) = Syk =2 b‘hk.’lf'h.
h
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On a d'ailleurs vu (10°) que
€&k == €x €y = €,

egey = eyeg =2 eabagy.
-]

De 1 on tire trois formules utiles pour la suite.

De
€0€k =2 Egbgok =€
. 4
on tire
bgok‘-—‘-‘), I # ky bk0k=.l;
(I
bgk'z o, bkko= I.

De ce que eg ey ne dépend pas de ¢,, on tire
(In) bogy = o.
Enfin (10°)

A

(1II) bagy=o0 pour alB, aly.

Nous sommes maintenant 3 méme de construire la matrice
S(z), c’est-a-dire les expressions

Sgr= Sgr(x) =2 znbgnk.
h

So0 = E Zgbogo-
1

Or ((I), Ilo) bogoz 0, booo=|;

12° Calcul de sq0.

So0 = Zy.

Calcul de sy.

Soy =2 Zgbogy = o booy +2 28 bogy-
g g

Or booy=10 ((I), 1|°); bopy=10 ((II), n");

SQY"—‘ 0.

Sao =2 Zgbago =Z Tgbaog-
8 8

Calcul de sq,.
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Or ((I)! “0) baoﬁz o, baoa =1;

Sa0 = Tq-.

Calcul de syy.

Saa =2 Tebygq= o bgoq +2 g baﬂ‘a-
1 g

Or buoa=1((1), 11°); baga= o ((IlI), 11°);

Saa = Ty-

Calcul de suy (Y >2).

3¢Y =2 z'gba” = .’l'obw)Y +Z Z‘B baﬁY.
8 B

Or baoy =0 ((1), 11°); bapy=o0((1IL), 11°);
SuY= 0.
Calcul de sqy (7Y < a).

JaY = 2y bqu +2 .Z'B baBY
B

Or ((1), 11°) baoy =0 et ((III), 11°)
Say = bayi Ty+.o.+ bay’a_,xa_,.

13° En résumé, rétablissant agax pour bgp, il viendra, pour la
matrice (m -+ 1)-aire S (z), I'expression
Zy
x,y &y

Ty St o

Ta Sat Saz .- SaB -0 Saa-t Zo
Zm Smt Sm2 .- SmB ... ... o Smum-1 Zo
De plus,

Saf = Gaf1 &1+ ...+ Aaf,a-1La-1-

Par conséquent,
e(x) = | S(Z‘)] = x{,"“.
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14° Supprimant les indices g, h, k (11°) devenus inutiles,
Jécrirai dorénavant, pour le groupe (¢), la formule de multiphi-
cation

Epey=¢Eyep =2 ExZafy
*
et 'expression

Say == Say(x) =2 T8 a8y
B

(&, Byy=0, 1,2, ..., m; aa8y= Qufy)-

CHAPITRE Il
CONSTRUCTION DE LA FONCTION MONOGENE y = f((z)).

15° Dans un groupe commutatif (¢), défini comme plus haut
(9° & 14°), prenons la fonction monogéne

}’=f((5")) =25a}’a(1"oa ey X[y vy xm)
-2

de la variable hypercomplexe

x:Eegxg (4,0, Byy=0,1,..., m)
B

On a, par définition (5°),
dy =Z e dys= udx <2 eP”P) (E €8 dxg).
« P B
De 13, par les formules connues (1, Index),
dya=, yag deg= D aupgupdag =Y, degsap(u),
B o8 B

a

YaB= 5o = sag (1)
Faisons en particulier B =o: il vient (13°)
dv
Yao= —2 = Sao(U) = wg,

0y

et, linalement, la condition nécessaire et suffisante de monogé-
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néité est le systéme

9 2 9
(Q) 5-:_;—;33(0;‘)):5—.1—0:“9()/) (a¢y8=0,1,...,m).

On peut nommer la quantité hypercomplexe u dérivée de y
par rapport a z, et poser

=f(a)=y —Zea— =L

d.z‘o ().Z‘o

16° Nommons J = (yag) la matrice jacobienne des (m + 1)?
dérivées partielles _yup._ ﬁ - Le systéme Q du 15° s’obtient en

identifiant ]la matrice (m + 1)-aire J avec la (m -+ 1)-aire

S(;:) dz'os(‘y)

Soit w, le systéme de relations, aux dérivées partielles, obtenu

en identifiant la «i®m¢ ligne de J avec la a'*™® ligne de S (b}l)
0

Nommous Q, le systéme total des relations w,, w,, ..., w,. Evi-
demment Q = Q,,.

Dans la matrice S(y), on a (12° et 13°) s48 () = o0 pour $ >«
et, en vertu de Q, ¥, = 0. Donc :

Ya ne dépend que des variables x,,xz,, ....,Z4; Ul ne figure
dans le systéme Q, que les fonctions y,, ..., ¥y, et les va-
riables x4, x,, ..., 2y4-

Dans le systéme Q, les m + 1 relations

d,}’a_ 0 _%Ya
vz = oz, So( ) = 5=

se réduisent a des identités. Les autres relations sont

Oy 0 I
VYa 0 -2
ozg — 9z, B = Gz, 24 aele
P:l
(BZo,a>0);
0Ya _ 3 d_yo
dzg = dmg 0 () = 550

17° Q est un systéme d’équations aux dérivées partielles, entre
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les m + 1 fonctions y, et les m + 1 variables 2. Toute solution,
ou intégrale, de @ fournit une fonction monogéne y = f((x)).
Supposons que, par un procédé quelconque, on se soit procuré
o fonctions y,, ...,¥«_s, constituant une intégrale du systéme
Qq_,. Je vais construire une (a —+ 1) fonction yq, satisfaisant
au systéme w,, de fagon que les a + 1 fonctions yo, ..., ¥«
constituent une intégrale de Q,. Procédant ainsi de proche en
proche, on construira y,, ..., ¥n, ¢’est-a-dire y = f((z))-

18° Lemme. — Quand on envisage x, comme un paramétre,
tandis que yo, ...,Ya_1 sont une intégrale de Qy ,, lex-
pression

B=o
0
ma=2 dz’pa—:;;sap(y) (a>0)
ﬂ:l
est la différentielle exacte dn,. Nyu=1.(Zo; Zy, ..., xa) st une

JSonction des o variables z,, ..., z,, laquelle dépend aussi du
paramétre z,.

Si 'on désigne par (ﬁy) I'expression

(B = sap(y) Biy=12...,a)

oxy d.z'

il suffit de montrer que (y) = (YB).

Eu égard a la nature de s,g (16°), il vient, en supposant
d’abord B 5 «,

p=a—1 p=a—1

'} d)’p
()= dxo 0.1: Z aapp}’p-—- ox, a“ﬂpb—;
p=1
Comme p < a, il est licite, puisque y,, ..., ¥q_¢ sont une inté=-

grale de Q,_, (17°), de templacer e par —d—sn(y) Alors

p a—1

By)= d.z-’ Z FaBpSpy(Y)-

D’ailleurs aago = 0 et aagp =0 pour p2a (13°). 1l est ainsi
p=m p=a—1

licite d’écrire 2 au lieu de 2 . D'ailleurs aqg, n’est pas autre
P=0 p:l
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chose que rg, (¢4) (2°) et

p=m
92 0* Wgy
(gY) = ()Z’% 2 ’BP(EG)SPY(},) = 0.2'5 ’
p=0

Wgy désignant I'élément de ligne 1 + 3 et de colonne 1 + y dans
la matrice (m ~+ 1)-aire W=R (&4) S (). Or, la matrice W est
symétrique (4°);

Way = Wyg, d'ott (By) = (yB)-

C.Q. F. D.
Faisons maintenant 3 = a; on a encore
(ay)= Panl(¥) _ 0 _
Uy dLy [N U:v’.
p=a—1
= (ya) = Rsay(y)  0° 2 a )
TN T org 0, 0xg 0Ty arel’ps
p=1

puisque 2y manque dans )’y €l 4 manque dans_yp (p<<a).

Le Jemme est ainsi complétement établi.

19° Pour remonter de la différentielle wy = dna 4 la fonction
Na(Zo; Z1,y -, Za) elle-méme, on n'a qu'a employer un procédé
élémentaire bien connu du calcul intégral.

Soit la différentielle exacte

dp =pydxy—+. ..+ pidri+...+pjdxj+...+ pmdzy,
Ipi _ 9pi,

oz or;

On a

Xy
(ci=const.), p :f Pm Az +¥(z2y, ..., Tm—y);
c

puis
pPi= d—x—, = / dp,,, dz,, + :‘P‘
Enfin

- :'Pi('z'ly ey -y Cm)-
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De méme
Xm—q
¥ = Pm—l(xh ooy Tm—1, cm) az -y + X(xh ceey a:'m—t)y
Cm—1
d
Iz.x'; =pj($ly ceey Tm—2y Cn—1, cm)» e

Bref on aura, pour la quantité dont dp est la différentielle,
I'expression p -+ ¢, ol ¢ est une quantité indépendante des variables
Zy, ..., Zn et d'aillears arbitraire, tandis que p se trouve obtenue,
par le procédé qui précéde, sans aucune ambiguité.

Il va sans dire que 'entier m de la présente démonstration n’est
pas forcément égal a Pentier m qui figure dans le reste du travail.

20° Le calcul précédent donnera donc, pour expression dont
By, = drqy est la différentielle exacte, la formule 1y 4+ ¢4, ot 14 est
connu sans ambiguité et ¢y cst une fonction, d’ailleurs arbitraire,
de z,.

Cela posé, qu'expriment les « relations (1-°) du systéme wy,
savoir

?& 0

’-’Z‘ﬁ::);_osaﬁ(‘y) (p:Iy 27"')“)?

. , ., . 0
Simplement que y, et n, ont les mémes dérivées partielles e
Autrement dit,

Ya = No+ Ug,

ou uy est une fonction arbitraire de z,.

Le. méme procédé, wuy restant arbitiaire, permel de passer a
Yast, €nintroduisant une nouvelle arbitraire wq (o), etc.

21° Construisons directement y, et ¥,. 3 ne dépend que de z,;
Yo =1u, (&), ty = fonction arbitraire. Pour w, (18°), 1l vient

0 0
—‘-—Sn(}’)d-ﬁ: dz, e Yo= U dz,,
o o

dllo

Uog = dze
0

Donc yy = u, + ugy 2z, uy, = fonetion arbitraire de z,

22° LEMME. — On a

Vo= ugyFagy,

By
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ou

ugy= Eg’ ug,= ug,

tandis que Fogy est un polynome en z,, . .., x4 dont les coeffi-
cients sont constants et ne dépendent que du groupe (¢). Enfin

B+ysa
Le lemme est vrai pour
Yo= Uy= Ugo, Fooo=1,
Y11= U+ U1 Ty, Fio=1, Fioy = 74.

Je dis que, s'il est vrai pour y,, .
pour ya.
Formons (18°) I'expression

-y Ya_1, il est encore vrai

p=a

0
By = Z dz oz sap(¥)-
p=1
Or

Sap(¥) = Gap1 Y1+ ..+ Aopa-1Ya—1;  Saal))=Yo
Puisque y,, ..., ¥a_s satisfont au lemme, on a

sap(7) =, uprgadrer  B+ySa—r,
By

ou les expressions ¢agyp, par leur formation méme, ne dépendent
pas du choix des ug et sont, comme les F, des polynomes en

Zy, ..., Zgq_; & coefficients constants.
De la
0
d—xosap(}') =ﬁ2u,‘3,y+|?a$yp;
Y
a= D Uyt Oupyi  Oudy= Y, 2ubrpdry
By

3

®q = dny est (18°) une différentielle exacte dés que y,, ...,
Ya—s sonL une intégrale de Q,_,, c’est-a-dire (20°) pour tout
choix des uo, uy, ..., ua_y. Donc chacune des expressions O,g,
est une diflérentielle exacte dFqgy (2, ..., Z4). Remontons de

Ougy @ Fogy par le calenl du 19°. F,gy scra de la nature voulue au
lemme.
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Il viendra finalement (20°)
}'a="la+ua=uao+2u8,y+iFaﬁyy §3+Y§¢—1
By
ou encore, posant Foqo=1,

ya=2uﬂYFapy, B+ysa
By

C. Q. F.D.
Dans la formule
Ya= ta(Zo) +na(Zo; &1, ..., Za),
je supposerai toujours

1a(20; 0,0, ...) =o.

Sinon, il suffirait de remplacer u, par ug+ nq(z,; 0, ...), ce qui
n’est ni plus ni moins général.
Autrement dit, je supposerai que, pour

l=xy+...+~€EnT =0,
I'hypercomplexe y se réduit a I'hypercomplexe

U=CgUp+...+EnlUm.

23° Posons
Foy =, ¢a Fupy.
I! viendra *
(1) y=2 ugyFay, B+ysm,
By

ou les expressions Fgy(z,, ..., Zn) sont les polynomes a coeffi-
cients constants et hypercomplexes. Ces polynomes dépendent
uniquement du groupe (¢) et sont les mémes pour tout choiz des
m 1 fonctions ug, = ug de x,, c’est-a-dire pour toute fonction
monogéne f((z)).

C’est ce qui résulte de la discussion précédente, depuis 13°.

24° Il suffit donc, pour avoir les Fgy, de choisir une fonction mo-
nogéne f((x)) particuliére, ou ces polynomes apparaissenl avec
évidence.
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25° La fonction y = egz™~B est évidemment monogéne et a pour
dérivée eg (m — B) 2™ B, Il viendra

‘{:lﬂ—s
egam—B=eg(eozo+ tym—B= 2 €

Y=0

o apBT(m —p)t
BT T m—g—1)!

Faisons (22°, in fine) t = o; y se réduit a
u=cgz)B.

Comparons avec 'expression (1) du 23°; on trouve

ug = o, 8" 3, ug = =B,
o (= 8) B
By= (m—p—y) "’
el enfin
124
FﬁY-:.eg:{—!, t=e X1 ~4...+EmT,-

De la, pour une fonction monogéne quelconque

Y:m
vy
y=fuz =X Py
Y=0
B=m—y
Py= 2 ugyeg.
[i:o
26° L'expression de Py peut étre simplifiée par une proposition
qu’on va établir.
L4 . . . .
Prenons un entier p, 1SuSm, et pindices a; (i =1,2, ..., 1),
distincts ou non, dans la suite 1, 2, ..., m. Désignons par Q, un

quelconque des produits
l I Eal.

i

Lemme [p]. — On a

E).Qp.: 0,
dés que
A=¢(p)=m—u+s 621

Je dis que le lemme [] est la conséquence du lemme [y —1].
En effet,

E)\Q(.Lz EXEanL—l = Qy.-—l 2 Eo Qphay p=>X +J, J2I,
e
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le tout conformément aux propriétés du groupe (¢), expliquées aa

Chapitre I. Or
p=A+j=m—(p—y)+o+j—1=9(p—1),
puisque le nombre ¢ + j — 1 est siirement positif. Alors
¢p Qu—1= cpgo-1) Qu-1=0

en vertu du lemme [ — 1] supposé vrai.

On a, par suite,

e)‘Q|.1.= 0,

et le lemme [ 1] est établi.

Vérifions enfin le lemme [1]. Faisons p=1, A=9(p) =m.

On a bien
E\Eq == EmEq = O.
Il vient aussi

= (g Z1+... €Ty ) =2 IIZ“‘HE“"
i i
En vertu du lemme [p], Uexpression e\ t* est nulle dés que
P + B >m.
Cest la le résultat que nous cherchions.
27° Reprenons la formule du 25° :

ﬁ:l"——Y
Y
y=2 PYT!’ Py= 2 B UBy-
ﬂ [5:0
En vertu de ce qui précéde (26°),
Y:m
tY E egugy = o.
B=m—y+1
Il est licite de remplacer Py par
ﬁ:m ﬁ:"l
Eepup,:ﬂ- equ =u‘Y’=£lll-l-,
Y dzY gug dxY
ﬁ_—__—o 0 $=0 0

u étant la quantité hypercomplexe dont les ug sont les coor-
données.

En résumé, il vient la proposition suivante qui contient toute
la présente théorie :

Tutoreme. — Toute fonction monogéne y =f((x)) de la
variable hypercomplexe x, dans le groupe commutatif (¢), est
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donnée par la formule

‘Y:In

y=sr(n=

Y=0

tY du

- 5
! dr

ot u est une quantité hypercomplexe qut ne dépend que de z,.
La quantité u et la fonction y se définissent mutuellement
sans ambiguité.

yseréduita upourz,=... =xp=1t=o.

La formule qui donne y peut se représenter symboliquement
par le développement taylorien de u(z,+ t), o ¢ serait I'accrois-
sement donné a la variable =z,.

28° Vérifions a posteriori que f= f((z)) ainsi définie est mo-
nogéne.

Soit 8w ce que devient la différentielle dw (24, 2y, ..., Zm)
pour dey = o0. On a la condition de monogénéité (15°)

dy = ey dzo+ 8y = y' dz = y' (g9 dzy + 8t),

8)/ = }/' 3t.
Dans le cas actuel,
m [
= u —+ultt+4... 4+ um—
4 mt’
n
y’ = ul) 4 D 4. . uln+t) _ﬂ ,
m!
m—1
8y = (uW 4 u®t .. .+ um e - 8¢
(m—r)!
La relation 8y = y/¢¢ devient
0 = tm gt = Gtm+1,
et est vérifie, car ™! = o, puisque la matrice

S(tm-o-l )= Sm-o-l(t) =0,

comme on s’en assure aisément, eu égard au Chapitre I.
29° Pour exprimer la dépendance mutuelle de y et de u, on

. s . . dy \
écrira y = ® (u). On vérifie de suite que y' = T, ©st monogene
avec

¥ =o(u).
La condition de monogénéité dy = y'dz ou (28°) 8y = y'dt
donne immédiatement, pour T > o,

ay

' o
- = Er = e,‘l)(u\' ).
0Tt Y
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De la, en général,

oy  _
oxfe. . .ozfm
(h=po+...+pm)

efr. . .efm B (ulh)

Ainsi : la fonction monogéne y posséde, par rapport aux
variables scalaires z,, ..., zn, des dérivées partielles de tous
ordres, lesquelles sont aussi des fonctions monogénes de x.

Pour p quelconque
dry ory
dzr oz

Soit 2= (fu dx.))- On aura

dz

dz

z est une fonction monogéne de z, fonction primitive de

y= d)(u).
30° Soient f((z)) et ¢((z)) deux fonctions monogénes de la

variable hypercomplexe z. Je dis que U’czpression f((¢((x))))

peut encore s'écrire F ((z)).
Posous, en effet,

y=f((2), z=¢9(=).
Il viendra, par hypothése,
dy = f'((2))ds, dz=¢'(z)dz, dy=f((2)¢(2)dz,

Y — P (@) = S 9 (@)

C.Q. F.D.

31° On a vu (16°) que les deux matrices (m —+ 1)-aires

= (% 9
J= (Eg) et d—xoS(y)

sont identiques. Donc

Yoy .- ¥m) l 9 I dyy\ M+t duy(xy)]met
— = J b— — = — = ’
d(xl)) ey IM) | I "‘xoS(y) (d@'o) [ d.‘l‘o ]

‘gard a la nature de S (13°). Si «, (x,) n est pas une constante,
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on peut cxprimer les zg a ’aide des y,. On procédera d’ailleurs
de proche en proche, puisque z, n’apparait que dans y,, au pre-
mier degré et avec le coefficient

Bref, on peut parler de la fonction inverse de la fonction
y=sS((z)). Je dis que cette fonction inverse est monogéne. En
effet, de dy = y’dz, on tire dz = y'~* dy. On a le droit de parler

de Pexpression y'~!, puisque la matrice

0
S(y) = d_x—os(},)
est invertible.
On écrira

ry=f(z), z=/fly).

32° La fonction monogéne (29°) ®(u) = f((x)) se réduit a U
(27°), quand la variable hypercomplexe z prend la valeur scalaire
g %o OU X,. Ainsi
’ U = f((x0))-

Reprenons les notations du 30°. Pour z = ¢,z,,
z2=2(w)=9¢((2))
se réduit 2 w, tandis que
F((z)) =®(u)
se réduit & u. Il vient donc (30°)
u=f((w)).

33° Faisons en particulier ¢ ((z)) = f, ((z)) = ®(w) = fonction
inverse de f((z)). Alors F((z)) =z, u= x,, et, sous le bénéfice
du 32°, zy = f((w)).
De méme, si f((2))=®(v), o =/fi((¢)). Bref,
Zo=f((w)) = fi((v)).

D’ou les formules

J(z)=2(v), fi((z)) =B(w)
w=fi((/iloN), o= FF(»N))-



