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LA METHODE DE LA COORDONNEE ISOTROPE DANS LE PROBLEME
DE LA DEFORMATION DES SURFACES;

Par M. L. Rarrvy.

Je me propose de présenter sous une forme propre aux applica-
tions et d’appliquer aux surfaces spirales une méthode dont il n’a é1é
fait que peu d’usage pour I’étude de la déformation des surfaces :
la méthode de la coordonnée isotrope. Dans son Mémoire sur la
théorie des surfaces applicables (Journal de U’Ecole Poly-
technique, XLlI¢ Cahier, 1867), Ossian Bonnet, pour former
I’équation des surfaces qui admettent un élément linéaire donné,
a pris comme variables les paramétres des lignes de longueur
nulle et comme inconnue une fonction qui n’est autre que I'une
des coordonnées isotropes des surfaces cherchées. Mais son ana-
lyse, peu symétrique, se préle malaisément aux applications
(lui-méme n’en a fait qu’une seule, relative aux surfaces minima), et
I'on ne saurait en tirer parti dans le cas général ou I'élément
linéaire est exprimé au moyen de coordonnées curvilignes quel-
conques. Le procédé direct par lequel M. Darboux (7héorie des
surfaces,t. 111, p. 261) a érabli I'équation qui convient & ce cas ne
montre pas ce qu’il faut faire, connaissant une solution de cette
équation, pour déterminer la surface correspondante. Aussi avons-
nous cru pouvoir revenir sur ce sujet, d’autant plus qu'il y avait a
examiner une question que souléve 'emploi de la coordonnée iso-
trope. Bour a reconnu que I'équation aux dérivées partielles du
second ordre a laquelle satisfont les coordonnées non isotropes
d’une surface dont ’élément linéaire est donné admet toutes les
solutions d’une équation du premier ordre, el le fait a é1é expliqué
par M. Darboux. Il y avait donc lieu de rechercher si I’équation
de Bounet généralisée admet des solutions illusoires de la méme
espéce.

En modifiant & peine un raisonnement di & M. Darboux, nous
obtenons (§ I) 'équation de la déformation des surfaces pour une
coordonnée quelconque, non isotrope ou isotrope, et nous prou-
vons a la fois U'existence de solutions illusoires dans les deux cas.
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Nous établissons ensuite (§ IT) I'équation de Bonnet, en intro-
duisant une inconnue auxiliaive dont la signification est inva-
riante. L'emploi de cette méme inconnue auxiliaive conduit (§ I11)
a ’équation de déformation pour une coordonnée isotrope dans le
cas des coordonnées curvilignes quelconques, par une analyse qui
indique I'usage a faive des solutions (non illusoires) de cette équa-
tion pour déterminer les surlaces correspondantes : le probléme
s’achéve par trois quadratures de différentielles exactes.

Comme application de ces principes, nous étudions (§ IV) deux
types de solutions pour I’équation de déformation des surfaces
spirales et nous obtenons ainsi, par un procédé régulier et uni-
forme, non seulement le théoréme classique de Bour sur les héli-
coides et la proposition de M. Maurice Lévy relative aux spirales,
sous la forme précise que nous lui avions donnée (Darsoux,
Théorie des surfaces, t. 1V, Note VI), mais aussi les déforma-
tions dépendant d’une fonction arbitraire qu'admettent les sur-
faces dont on connait toutes les déformations et divers autres
résullats qui paraissent nouveaux.

I. — L’£QUATION DE LA DEFORMATION DES SURFACES
ET SES SOLUTIONS ILLUSOIRES.

1. M. Darboux a fait connaitre (Théorie des surfaces, t. Ill,
p- 252) lemoyen de former directement I’'équation des surfaces qui
admettent un élément linéaire donné

ds?= E du?+ 2F du dv + G dv?,
en partant des formules de Gauss. Si (z, ¥, 5) sont les coordon-

nées reclangulaires d’une des surfaces cherchées, (a,b,c) les
cosinus directeurs de la normale au point (z, y, 3), el si

L du®+ 2M du dv + N dyv?

est la seconde forme quadratique fondamentale, on a, ainsi que I'a
montré Gauss, les trois relations

.Z',”n ——AZ‘;,——AD’Z‘L: La,
z,,— Bz, —Byz,= Ma,

zp — Czl,— Cy 2, = Na,
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les trois analogues en ), b et les trois analogues en z, c. Les
six lettres A, A, B, B,, C, C, désignent les symboles de Chris-
toffel, qui ne dépendent que de E, F, G et de leurs dérivées pre-
micres.

Soient § une coordonnée quelconque et « le cosinus correspon-
dant de la normale,

§=lxr+my—+ns, a =la+ mb+ nc.
Désignons par ¢ la somme des carrés des constantes /, m, n,
e = 2+ m?+ n2.

Si £ n’est pas une coordonnée isolrope, ¢ est égal & 1; si £ est une
coordonnée isotrope, ¢ est nul.
Des formules de Gauss, on déduit immédiatement

E“ = E;'l’ - AE;.— Ai E/v= Ld,
E12= &, — BE, — B8, = Ma,
En=§z’ —C§,— Gy 8, =Na.

Effectuant avec M. Darboux la combinaison
EuEn— Efg = (LN — M?)a2,
et se rappelant I'expression de la courbure totale

I LN—M2 LN-—M?
= = »

K=R,R,“EG-F= =T

on trouve
Ei1ksa— £}, = KH2a2,

Mais les formules classiques
Ha=y,3,— 2,50, BHb=2z,2,—2,z, He=z,y,—y,z,
donnent visiblement
U 2, 2, |e E &

Hat=|m 7, yi|=|t E F|=Hie—ab),
n 3, 3, & F G
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At désignant le premier paramétre différentiel de §, savoir

_ GE2—aFEE +EE?

A8 EG — I

On arrive donc finalement a I’équation cherchée

(D) (Bur— Al — A4 ) (80— CEL— Gi &)
— (Eup — BEL,— By £, )* = KH2 (e — &),

ol I'on doit faire e =0 ou e =1, suivant que § esl ou n’est pas
une coordonnée isotrope.

2. On sait que, dans ce dernier cas, I'équation de déformation
est vérifiée par toute solution § de I'équation AE =1. Le fait a été
constaté par Bour et expliqué par M. Darboux ( Théorie des sur-
Jaces, t. IlI, p. 255) : toule fonclion § qui satisfait & I'équa-
tion AE =1, étant égalée A une conslante arbitraire, définit les
trajectoires orthogonales d’une famille de lignes géodésiques,
mais ne fournit pas une surface admettant I'élément linéaire
donné. Nous dirons que c’est une solution illusoire.

Un fait analogue se produit lorsque § est une coordonnée iso-
trope : ainsi que nous le montrerons dans un instant, toute solu-
tion de léquation Af = o vérifie I’équation de déformation.
Pour linterpréter, égalons & a une constante arbitraire; nous

aurons
t, du+E, dv = o.

Or, cette équation, rapprochée de I’équation A§ = o, ou
Eg? —aF§LE +Gt2=o,

donne immédiatement ds? = o. Ainsi, 'équation § = const. repré-
sente une famille de lignes de longueur nulle, qui sont des géodé-
siques particulieres et peuvent éire considérées comme étant leurs
propres trajectoires orthogonales. Elles constituent une solution
illusoire de I'équation de déformation. Nous verrons au para-
graphe suivanl que ces solutions sont les seules qui satisfassent
a I'équation (D) sans fournir une surface admettant I'élément
linéaire donné.

Pour vérifier I'existence des solutions illusoires, tant dans le



cas e =1 que dans le cas e = o, calculons les deux dérivées par-
tielles de AE. On trouve ainsi

O 2 (Glu— FE)Eu - (EE— FE)Eal,
dd_lis = %[(Gggt——FSL)ﬁn—;—(EEL— FE )],

et 'on voit que, si AL est conslant, les deux seconds membres
doivent étre nuls. Or, ils sont linéaires et homogénes par rapport
aux deux binomes G§,—F§ ct FE,— EE,. Si ces binomes sont
nuls a la fois, § se réduit & une constante, ce qui exige e =0
puisque Af est nul; alors les expressions &, 42, £22 sont nulles
et 'équation (D) est vérifiée. Pour que les deux binomes ne soient
pas nuls, il faut et il suffit que le déterminant 16— 82, soit
nul, ce qui prouve bien que toute solution de I'équation Ab=c¢
appartient a Péquation (D), que & soit égal & 1 ou qu’il soit égal
a zéro.

3. Remarque. — Le procédé direct par lequel a été obtenue
ci-dessus I’équation de déformation (D) ne montre pas ce qu’il
faut faire, connaissant une solution (non illusoire) de cette équa-
tion, pour déterminer la surface correspondante.

Dans le cas de la coordonnée non isotrope, I'équation (D)
exprime, comme l'a fait voir M. Darboux, que P'expression

ds?— dt* =E du?+ 2F du dv + G dv?— (¢, du + £, dv)?

est un produit de deux différentielles. Pour la mettre sous cette
forme, 1l faut effectuer une quadrature de différentielle exacte; et
I'on obtient les deux autres coordonnées de la surface en intégrant
les deux différentielles exactes ainsi calculées.

Il n’en va plus du tout ainsi lorsque la coordonnée & est iso-
trope. C'est pourquoi nous allons former a nouveau P'équation (D),
d’abord dans le cas particulier trait¢ par O. Bonnet, puis dans le
cas général ou les surfaces sont rapportées a des coordonnées cur-
vilignes quelconques.
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ll. — LA METHODE DE LA COORDONNEE ISOTROPE POUR LES SURFACES
RAPPORTEES A LEURS LIGNES DE LONGUEUR NULLE.

4. Donnons-nous, avec O. Bonnet (loc. cit.), I'élément linéaire

(1) dst= 4 0%*(u,v)dudp.

Soient z, y, 5 les coordonnées rectangulaires d’une surface
admetlant cet élément linéaire. Introduisons les coordonnées iso-
lropes

(2) E=z+iy, n=z—iy,
dont les différentielles seront
dE=pdu-+qdv, dn=pdu+q,do,
ct identifions ds? avec
dz? + dy?+ d3 = df dy + dz2.

Nous obtenons ainsi les trois relations

03 . 0z ,
(3) ‘-,—u=z\//)p,, E_z\/qq,,
) Vo _ v _ 29
Ve Ve Vpq
Pour la syméirie des calculs, nous poserons
(5) Vi + Vpr _ 20

Vo VP Ve
Remarquons que les seconds membres des équations (4) et (5)
sont des invariants. Si I'on désigne, en effer, par Af le premier
paramétre difféventiel de £ relatif 3 la forme (1) et par A(E, 1) le
paramétre mixte de E et 1, on a

t— P9 _ POt ap
A’ (Pz’ A(E#"]) 2?1 ’

et 'on voit déja que le second membre de I'équation (4) esl un
invariant. De plus, en élevant au carré les équations (4) et (3),
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on trouve

(4) Peitgpr Vimgy _2AG ) YPig _’»_,
rq Vpq A8 vpg A

(5 Pg1+ qp: Veige 2 A% &/Plth fw?

5") + 2 = > =2
rq Vrg = “Veg e

On déduit immédiatement de la

w1 A(Em) © _ VA —1
© e TRT T T Jw

ce qui achéve de justifier notre assertion.
Résolvant les équations (4) et (5), nous obtenons

,—pl:w—g’ ,—ql_m—f—?;
\/; \/;
d’ou résulte

—w\2 (.0+CP 2
(7) dn = <(-u———_—°> du + <—> do,
Ve VP

(8) —d"=‘/— ?d —+ (Pd)
{ N u /q 7 ‘

Les conditions d’intégrabilité de dn et de ds donnent respec-
tivement

(9)

w—pdw—9p w+¢ 0 w+g

Vi % Vg Ve %

@A) -al)

Or, si 'on pose
dp =rdu-+sdp, dg =sdu~+ tdy,
la derniére équation se réduil a

(10 ﬁi(o—?* ps =0 w4+ ©s

. =Vg5; —— + :
* Vg  2vpg du yp  2vVpg

La résolution du systéme formé par les équations (9) et (10")
donne

0 vw—¢ w49 s

(l[) =
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eftectuant et groupant les termes, on trouve

(12) —_——— =
De la résulte la condition d’intégrabilité

o))

d’olt les dérivées troisiemes de £ disparaissent d’elles-mémes; il
reste, tout calcul fait,

Q

(14) P(rt—s?) — 29,rq — 29, Ip + 49 P = 0,

ce qui est 'équation d’Ossian Bonnet.

3. Connaissant une solution § de cctte équation, on aura o,
d’aprés les relations (12), par une quadrature de différentielle
exacte,

1 0 10 oyp \ .
(I )) qu -—*—q‘—d— p '3 ]—")—' /(_]_ (IOSV(M, V)+Il,
puis, en vertu des relations (7) et (8),
(16) n=fp<q»——3—+hydu+q<¢+-——“’ +h>'dp,
VPq / vprPq
(17) —iz= (y————+l¢> (lu—'—q( +/L) dy.
\/‘q

La constante arbitraire £ n’influe que sur la position de la sur-

face par rapport aux axes. Soient, en ellet, 1, et 3, les expressions
qu’on obtient en faisant 2 = o; il vient

7 = no— 2th 3¢+ A2, — iz =—1I35,+ h§;
d’ot l'on dédait aisément
En -+ 32 = Eny+ 33.

On peut donc, dans les formules (15), (16) et (19), négliger la
constante . Celle constante étant négligée, ainsi que celles qui
sajoutent & 7 et  z, si 'on multiplie § par une constante C, on
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voit que m se trouve divisé par G et z n’est pas changé, de sorte
que Uintroduction de G revient a une rotation de la surface autour
de I'axe des z. Enfin, on voit que la connaissance de l’élément
linéaire et de la coordonnée isotrope § détermine compléte-
ment la forme de la surface.

Remarque. — 1l résulte de I'analyse pav laquelle nous avons
obtenu I’équation (14) que si, & une solution E de cette équation,
on associe les fonctions 7 et z qui s’en déduisent par les rela-
tions (16) et (17), on salisfail bien a I'identité

dt dn + dz*= 4 du dv.

Mais cette analyse tombe en défaut quand I'une des dérivées p
et g s’évanouit, c’est-a-dire quand § est une solution de I'équa-
tion Al =o0. D’autre part, les solutions des équations p =o
et ¢ = o appartiennent a I'équation (14), comme on le voit ici
sans invoquer la démonstration faite au n° 2. Or, si 'on suppose,
par exemple, ¢ = o ou £ fonction de u seulement, la seconde des
équations (3) montre que z ne dépend aussi que de u, de sorte
que la surface correspondante est un cylindre & génératrices iso-
tropes. Si donc Pélément linéaire proposé n’est pas celui d’une
développable, les solutions de I'équation A§ = o seront des solu-
tions illusoires, contrairement a une affirmation trop absolue que
Javais émise a ce sujet (Annales scientifiques de I'Ecole Nor-
male supérieure, 1905, p. 410).

I1I. — LA METHODE DE LA COORDONNFEE ISOTROPE POUR LES SURFACES
RAPPORTEES A UN RESEAU QUELCONQUE.

6. Soient z, ¥, 5 les coordonnées rectangulaires d’une surface
admettant I'élément linéaire

(v dst= Edut+ aFdudy + G dv?.

Soit posé encore

3 =.’l‘+l_}/, n _—_x—i_y,

(2) di=pdu—+qdv, dn=p, du+ q d.
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Identifions ds? avec
dz® + dy? + dz* = df dr, + dz2.

Nous obtenons les trois relations

03 Js .
(3) b—;:\/E—-]}]),, d—p-.—_-\/(,_q(]“
(4) VE—ppi /G —qq1=F — I’(lt-:flm_

La derniére, rendue rationnelle, devient

() He[— At )] = (PL= 9P

si 'on introduit le paramétre mixte

Gpp,— F( +gp)+ B
(5) A, vy = LR P IPC T 29,

que nous prendrons comme inconnue auxiliaire. Nous pouvons
alors Lirer p, et g, des deux derniéres équations, ainsi écrites :
' q )

qP1—pq1 = 211 ‘/' — A&, m),
(Gp—Fq)p1+(Eg—TFp)gi= N2 (& 9).

En posant

. Gp2-—92Fpg + Eq?

(6) A = i H,:q 1,
Gp—Fgq Eq—-Fp
= —— £ = —————
7 UV Hya%

— Vl__A(Es"A)
S

el convenant de prendre la méme détermination du radical \/_A—E
dans les trois relations (7) et (8), on met p, et ¢, sous les formes
sulvantes :

p,:_\%—-ﬂ’p—a—aﬁe, q,:AlE——O?q——zey.

Substituant ces expressions dans les relations (3), on trouve

0z 03

—d—[z:i(ﬂp—s), a;_—_—i(f)(]-f—y).
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Mais, comme le premier membre de I'équation (4) est le produit
des deux dérivées 3, et 3, on reconnail que les signes supérieurs
vont ensemble. Nous pouvons, en faisant abstraction d’une symétrie
par rapport.au plan des zy, négliger les signes inférieurs. Nous
avons donc

= (2 : T _9rg—
(9) dn = <.—§§ — 0’p+20¢> du + (\Ké 02¢ 267) do,
(10) ds=(0p—c¢)du—+ (0g + y)dv.

La condition d’intégrabilité de dz donne

(1) PY%— g0, =, + el

Pour abréger les calculs, remarquons qu’on a

dn = (f§+o=p—-.;o‘;_”;) du + (% —ozq—zej_j-> do;

si on écrit alors la condition d’intégrabilité de dy, en ayant égard
aux expressions de 3, et de z,, on trouve simplement

! L S el
(12) B+ y0u = 2 du AE 2 dv Af
Résolvons les équations (11) et (12) par rapport aux dérivées
de 0, en remarquant que, d’aprés les relations (6) et (7), on a
identiquement
pY+qe=HVA.

Nous trouvons ainsi

= [2(g 2t p0 L) (qre

b= H/E&['z (q oudE Py A§) e(Yuteo)|,
VA 1 1 _l).l_— i_l_ . , ’.
ev—ll/.;—g[z (qdu 3P AE>+{(Y"+E")J'

Il n’y a plus qu’a écrire la condition d’intégrabilité de df pour
arriver a I’équation du second ordre a laquelle doit satisfaire la
coordonnée isotrope £ et que nous avons obtenue directement
ci-dessus (n” 1) sous la forme

(13)

(14) (Bo— AGL— AEL) (Bl — CEL— GiEl
— (e — BE,— B §,)* + KH2A{ = 0.
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Connaissant une solution § de cetle équation pour laquelle Af
ne soit pas nul, on aura les deux dérivées partielles de 6 par les
formules (13); on obtiendra donc § par une quadrature de diffé-
rentielle exacte. Il en sera de méme de chacune des coordon-
nées 7 et z, en vertu des équations (g) et (10). Ainsi le probléme
s'achéve, comme dans le cas de la coordonnée non isotrope,
par trois quadratures de différentielles exactes.

Remarque. — La fonclion auxiliaire que nous avons employée
dans le cas des surfaces rapportées & leurs lignes de longueur
nulle était, d’aprés I'équation (6) du paragraphe précédent,

o — VA(EvW)—l.
vre Vak

Si P'on se reporte a I’équation (8) du présent paragraphe, par
laquelle est définie la fonction auxiliaire 0, on voit que le rapport
de ces deux fonctions est égal a I'unité imaginaire 7.

IV. — QUELQUES DEFORMATIONS DES SURFACES SPIRALES
ET DES SURFACES DE REVOLUTION.

7. L’équation d’Ossian Bonnet étant homogéne par rapport  §
el a ses dérivées, il est naturel de appliquer anx éléments linéaires
homogeénes, c’est-a-dire aux éléments linéaires des surfaces spi-
rales et des surfaces de révolution. Il m’a paru avantageux de
prendre ces éléments linéaires sous la forme

(1) ds? = fexmiu—9) fi1(y + v)dudp,

qui convient pour m=o aux surfaces de révolution, pour m £ o

aux spirales. On voit d’allleurs que, m étant différent de zéro, il

suffit de remplacer u et ¢ par des quantités proportionnelles pour

éire cn droit d’attribuer & m telle valeur constante qu’on voudra.
Avec ces nolations, on a

(2) ¢ = e’"‘“—"’f(u “+v),
?;‘:_ emiu--v) (f’+ mf), ?L= em(u-v)(f’._ ,nf),
?Il’w = emu-v( f'— m2f),
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les accents désignant les dérivées prises par rapport a P’argument
w=Uu-9.
L’équation de déformation devient alors
(3) Sf(rte—s)y—a(f'—mf)rq—o2(f +mf)tp + §4(f'— m2f)pg = o.
Nous allons étudier celles de ses solutions qui sont de la forme
(4) = etle-v' g (w),

w étant une fonction inconnue de w, el A une constante. Cetle
expression de § donne

p= ekin v)(m’+ km), q= ekl v (' — km),
r = el (5" + ske' + i2w),
s = ekl (g"— k?w),

t = ehlud(g"— 2k’ + k2n).
Substituant ces valeurs dans I'équation (3), on trouve

(5) k(k— m) f(ow' —&'?) — f'o' (" — k2w)
+ [f"+ m(k—m)f](s? - k*w?) = o.
8. Occupons-nous d’abord du cas particulier oui la constante A&

est nulle. Pour k=0, la fonction £ n’esl autre que w(w) et
I’équation (5) se réduit &

E” fll j'
6 5 = S — m2i.
(6) ; Fr—m 7
Si donc on pose
(7) logW(w) = mil/‘?f;dw,
on en tire
(%) v=L,

abstraction faite d’un facteur conslant qui correspond (n°5) & une
simple rotation autour de I'axe des z.

Si m = o, hypothése qui convient aux surfaces de révolution.
W peut étre pris égal a Punité et § égal & £; on ne néglige ainsi
qu'un déplacement. Mais, si 'on pose

(9) E=.f("~)r

XXXVIE,
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la formule (15) du n° 5 donne

b=v—u+h.

Appliguant ensuite les formules (16) et (15) du n° §, avec A= o,
on obtient successivement

(10) r,=(v-u)’f+f—§—,zdw,
(11) —iz=(v—u)f.
Des relations (g), (11) et (12) on déduit
& +z!=w?—|—y’+z2=ff—;;dw = (%)
La surface obtenue est donc une des surfaces définies par
I'équation
(12) 224 yr4 2=y (@ + iy)

et qui ont été considérées par M. Demoulin ( Mémoires couronnés
de U’Académie de Belgique; collection in-8°, t. LVI1Il, 1898);
sous le nom de surfaces quasi de révolution. En conséquence,
tout élément linéaire de surface de révolution

(13) ds?= 4 f*(u+v)dudy

convient & une surface quasi de rvévolution, représentée par les
Sformules

( #+ iy = f(u—+v),
2
(14) x——iy:(u—v)if—;—f"fL,d(uA—v),
z =—i(u—v)f.
9. Revenons a la relation (8) et supposons que la constante m
ne soit pas nulle, c’est-a-dire que I'élément linéaire (1) convienne

a des spirales proprement dites. Appliquant alors la formule (15)
du n° 5, on obtient

W
) _—— — emlu—v B
Y(u,v) meuuv + h



Appliquant ensuite les formules (16) et (17) du n° 5, on trouve

- lLfezm(u v),
m2

13 = iel}l’l& v),
m

On dédait immédiatement de [

Or, I’équation (8), intégrée, donne

(8") E:f‘—\?{v%%dw.

De la comparaison de ces valeurs de £ et de n résulte

2 2
(%) TV — y(z+iy).

z2
Les surfaces ainsi définies sont coupées par les plans isotropes
Z -+ {y = const. suivant des paraboles, propriété qui leur est
commune avec les surfaces quasi de révolution. Ce sont des spi-
rales particuliéres. Une spirale quelconque étant, en effet, repré-
sentée par les formules

z=aeMcosB, y=ae\sinf, 5= el A(2),

si on fait A = — ¢, on trouve immédialement
. . . 2 a2
XAty =a €3+ =2 —
Y ’ Y 1\2(4)’

ce qui donne bien, par élimination de a, la formule (15).
Les surfaces (ue nous venons de trouver sonl enti¢rement déter-
minées de forme par leur élément linéaire (1), o I'on peut assigner

a m telle valeur non nulle qu'on voudra, m = — ¢ par exemple, ce
qui donne
) ds? = e~2w—) f2(u + o) dudp,

et par la relation (6), qui devient alors

(6)
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les deux constantes dont dépend D'intégrale générale de cette
équation ne sont, en eflet, que des constantes de positions. Nous
allons identifier ces surfaces avec des spirales que nous avons
signalées autrefois (Comptes rendus, 1. CXII, 1891, p. 1421).
A cel effet, et pour préparer ce qui suivra, nous représenterons
une surface spirale par les formules

(16)  z=-edpcos(w+h0), y=-elpsin(w+ hb),  z=ed,

ol p, w et § sont des fonctions d’un paramétre w, et d’ou résulte

(17) =’—$+i_}f= peiw el1+in)8,
[’élément linéaire peut s’écrire
(18) ds*= el f2(w) (dw?+ db?).

Si Pon établit entre les trois fonctions §, o et w les équations

i) 4+ po'+ hotw' = o,
¢ ) C’? -+ 9'2+ Paw'z =./"_’,
(21) 72+ (h*+1)p? = f2.

Effectuant le changement de variables

w10 =2u, w=u v,

w — 0 =29, D=u—v,

qui améne I'élément linéaire (18) ala forme (1'), on voit que v a
la signification que nous lui avons loujours donnée et que la coor-
donnée isotrope Ea pour expression

(22) E = peiwelh-i)u—v),
)

Si donc on suppose &=, elle se réduit a une fonction de w,
sayoir

PRI

[ A ] 1=

Nous voulons identifier Uexpression §":§ déduite de cette
relation avec le sccond membre de I’équation (6'). Nous avons ici

”

v

—iw't Llog(s 4 iwp)
_lm—}-z‘—; On(‘J'i- e

7

m!-n

Or, quand /. =i, I'équatian (21) donne {= f. 1.’équation (19)
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devient

et 'équation (20) donne alors

(20') p—uop:_;f;_'_i‘.
P VA

Eu égard a I'équation (1¢'), il vient

o g—iws S
%=‘*T**%+§;
et, en vertu de la relation (20'), le second membre est identique a
celui de 'éguation (6).
Ajoutons que I’élimination de w»' entre les deux relations (19g')
et (20') conduit a 'équation

(23) aff 00+ (fr—f2) o+ f2f 1= o,

qui est linéaire par rapnort a o2, de sorte que s s’obtient par qua-
dratures et dépend d’une constante arbitraire. La constante qui
s'ajoute & w n’étant qu'une constante de position, il semblerait
qu’on doive trouver une série simplement infinie de spirales parti-
culiéres (£ = ¢) admettant I'élément linéaive (1'). L'analyse précé-
dente montre que la constante dont dépend p n’est, elle aussi,
qu’une constante de position; il n’y a donc qu'une seule spirale
particuliére répondant & la question.

10. Reportons-nous a P’équation (5) et supposons maintenant
la constante k& £ 0. Examinons d’abord le cas des surfaces de
révolution. Pour m = o, I'équation (5) se réduit a

(24) ktf(on'— o) — f' o' (o' — kte) + f(w't— kip?) = o.

On apercoit immédiatement qu’elle admet, quel que soit &, la
solution

(23) w = f.

Or, cette équation est, relativement a la fonction f, qui est
donnée, une équation linéaire et homogeéne du second ordre. Con-
sidérons, pour un instant, f comme une fonction inconnue : I'équa-
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tion (24), dont nous connaissons la solulion particuli¢re f=1m,

admet l'intégrale intermédiaire

f—wf 73
(26 _Pif—mf...zconst._-:i__
) Ny 2

d’ou I'on tire

W _ g = ARG R i
(27) = §fi— ka2 :

La fonction § = est donc déterminée par une quadrature, a
un facteur constant prés, qui correspond (n° 5) & une rolation
autour de l'axe des 5. Elle dépend de deux constantes essen-
telles & et A.

Nous allons montrer que cette expression de § donne les héli-
coides de Bour. Considérons, en effet, I'hélicoide défini par les
formules

(28) x=acosB, y=asinf, 2= A(x)+ A,

d’ou résulte
t=a+iy =aeld.

Son élément linéaire a pour expression
ds*= (A2 +1)da?+ 2 A A dx df + (a%+ \2) df2.
En vue de le ramener a la forme
dst= 4 f2(w) dudy (w=u-+v),

nous poserons, k étant une constante arbitraire,

VAT . '
Mdz+z(dp+ AN d") = ok du,

a4+ A2 a2+ A2

(R, (g, W)
_—W——da‘—‘l(\dg"‘ PR Y =2k dv,

ce qui revient a

A2+ a2+ A2

(29) W—dﬁ:/m‘dﬂ’,

S MAdx .
(30) ¢ df kdry kd(u—v).
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En outre, nous devons établir entre a et w la relation
(31) K2 (a4 X2) = 4f2.
L'expression de £ devient alors
£ = aeiB= ehu 9 g (w)

el 'on en conclut

dt . da o'
3 —Ldf)»{-—a- ——/td(u——v)—f——r;dw.
De la et de 'équation (30) résulte
(32) w' _ da ; M du
2 T« a4 Ar

Mais la relation (29) donne

A'da \* k*dw? I dx\?
a’—l—)\’) T Tar T e a\a /)’

et de la formnle (31) on tire

dv 4 ff dw
% hfr— kT

Substituant ces deux derniers résultats dans I’équation (32), on
retrouve précisément la formule (27). Ainsi les surfaces considé-
rées ont méme coordonnée isotrope £ et méme élément linéaire
que les hélicoides (28) : dés lors, d’aprés ce que nous avons
va (n° 3), elles leur sont identiques. La valeur particuliére X = o
correspond & la solution (25) et aux surfaces de révolution.

Remarque. — Sil'on introduit la dérivée logarithmique J de la
fonction w, ce qui revient & poser

(33) 5=el-'(u»v.»m(w)ze,‘.(u"wefmw)dw

I'équation (5) s’abaisse au premier ordre et devient

(34) [F'S —k(k—m)f]¥
S —f = m(k—m) ] (32— k) =o.

Elle apparlient a un type qui a donné lieu 4 de nombreux
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travaux et qui n’est intégrable que dans des cas trés particuliers.
Pour m = o, nous avons la transformée de I'équation (24), savoir

(34) (f'T—Rf)S+(f'T—f) (T — L) =o.

Bien que ses coefficicnts dépendent d’une fonction f et d'une
constante k, arbitraires toules les deux, son intégrale générale est
fournic par la formule (26).

11. Considérons enfin I'équation générale (5), ot & et m seront
supposés diflérents de zéro, et mettons-la sous la forme (34), qui
lu1 est strictement équivalente.

Nous savons (n° 7) quon y peut donner a m, supposé différent

v
de zéro, telle valeur qu’on veut : nous prendrons m = — ¢ el nous
poserons k = h — . Il vient ainsi

35) [f'T—h(h—0O)f1F+(f'I+If—f")[FT2—(h—i)]=o0.

Nous allons montrer que l'intégrale générale de cette équation
donne la série doublement infinie (& cause de 4) des surfaces spi-
rales qui admettent I'élément linéaire

(1) dst= e—2u—v f2(w) du dv (w=u-+v).

Reportons-nous, a cet effet, aux formules (16) et suivantes.
Nous avons trouvé

(22) £ = pelwelh—i)u—0)

ce qui, par comparaison avec les égalités (33 ), donne

(36) L
© 0
Or, la fonction p et w sont lides a la fonction § par trois équa-
tions que nous rappelons ici :

(19) '+ pp'+ hptew' = o,
(20) U2+ 't 4 pru? = f2,
(21) 8+ (R +0pr =/

De la derniére on tire

, z__c:
(21 o= fir
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La premiére donne alors
(19) W= —
»

Tout revienl donc a la détermination de L. Or, si U'on substitue
dans I'équation (20) cette valeur de o', ainsi que celle de p et
de ¢’, aprés réduction et suppression du facteur (£2—+1)f2, com-
mun 2 tous les termes, on trouve simplement

7) (g2 1) = ke fr— .

C’est, aux notations prés, I'équation dont j'ai fait dépendre la
déformation des surfaces spirales dans la Note précitée.

Si, d’autre part, on porte dans la relation (36) les valeurs (21")
et (19’), on obtient

. o h—i ff— ikt
8 S I

Nous avons ainsi exprimé J au moyen de la fonction g, qui est
Pintégrale générale de I'équation (37), et de sa dérivée T'. Or, si
I'on élimine § entre les deux équations (37) et (38), on retrouve
précisément (') I'équation (33), ce qui justifie notre assertion.

Toutefois, I'analyse précédente implique essentiellement

h®+1#o.

Voyons donc ce qui arrive quand A2+ 1 est nul. 1l n’y a pas lieu
de faire h =, ce qui entraine £ = o, hypothése examinc¢e au n®9
et maintenant exclue. Pour s = — £, I’équation (35) devient

(39) (f'T+2f )T+ (S'T+f—f)(F+§)=o0.

(') On n'a qu’a tirer {' de I’équation (38) et a la porter dans I’équation (37).
Celle-ci, aprés suppression du facteur §*— f*, donne

po W= (k=) f]
TR (h—=1)]

Il n’y a plus qu'a former {{' et & substituer dans I'équation (38). Une fois
supprimé le facteur A fS — (h — i) f, on a I'équation (35) elle-méme.



— 938 —
On vérifie sans peine qu’elle admet la solution
s f f
d’ou vésulte
I.—:Iw
7

t=e- zi(u—v)fe_f

On a, d’autre part,

© = e-ilu—v £,

Si I'on substitue ces deux expressions de £ et de o dans la for-
mule (15) du n° 5, on trouve, tous calculs faits,

— jeilu—v) f12 f ’L dw
V=—Fpzpm ¢ -

On en déduit

(=)o )

ce qui prouve, en vertu de la formule (16) du n° 5, que la coor-
donnée isotrope 7 = x — iy ne dépend que de u + ¢. Dés lors,
on est ramené au cas particulier qui fait 'objet du n° 9 et I'on
trouve les spirales particuliéres qui y sont définies, car le change-
ment de  en — ¢ est sans importance. Mais la solution que nous
venons de considérer n'est qu’une intégrale particuliére de I'équa-
tion (39), dont l'intégration présente les mémes dilficultés que
celle de I'équation (35).

12. En vue d’obtenir d’autres résultats, nous substituerons dans
I’équation de déformation

(3) f(rt—s*)—a(f'—mfyrq —2(f'+ mf)tp + 4(f'—m*f)pg = o

une fonction £(<) ayant pour argument
T=p(u—v) +f3(w)dw,

ol 1 est une constante et J une fonction & déterminer. On trouve
ainsi, aprés suppression du facteur £(t), commun a tous les
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termes,

(40) [pfF' —(f'T—mpf)(F2—p)]¥(z)
+[(f'—mf) (F2— ) — (f'T -+ mpf)T]E () =o.

Remarquons qu’en supposant p=o0, on serait ramené & un
probléme qui a é1é traité aux n* 8 et 9. Nous ferons donc doréna-
vanl p=1 et nous distinguerons deux cas, suivant que I’équa-

tion (40) se réduit & une identité, ou qu’elle détermine le
rapport & : &',

13. Premier cas : L'équation (40) est une identité. — Les
coefficients de & cL de &' sont nuls : d’ou les deux équations

fI—=(f'3—mf)(F2—1)=0,

(41) ( (f'S+mf)S — (f —mrf)(32—1)=o.

On ne peul supposer I'=o0, I =1, parce que =, et par
suite £, ne dépendrait que de « ou de ¢; or, c’est la une solution
illusoire (n° 5, Remarque).

1l faut donc égaler & zéro le déterminant des inconnues I’
et J2—1, ce qui donne

S
Fr= L,
S

Dés lors, les deux équations (41) n’en font qu’une, et, si l'on pose
(42) =L
d’out résulte
(43) I=yi1—d,
en substituant dans la premiére des équations (41), on trouve
63 +¢'F— mos'=o.
Par une intégration immédiate on déduit de la
(43") 263 — mot=12yc (¢ = const.)

ou bien

ey1—a¢ -—me2= 2ﬁ;
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d’ou finalement

4e? do

(44)
(mc?—f— 20 +2y/c)(me?— g + 2y/c)

+dw = o,

ce qu’on peut écrire

¢ ds ¢ ds
mstac+aye mor—ag+2yc

Si m = o, I’élément linéaire convient i des surfaces de révolu-
tion et 'on a simplement

(44" dw =
Or, si l'on pose
u—+v=w, uw—v =18,

I'élément linéaire 4f2(w)du dv devient

ds?= ¢ 2/"’% = 2_/"!‘"—' > 2
s2= je . dudv=e¢J % (dw?+ dp?).
Zu égard 4 la relation (44'), on trouve
(46) ds = (a*— c) dp?+ a2 (d yo?— ¢)".
Si la constante ¢ se réduit & zéro, on a I’élément linéaire
(i) ds®= a2(dB?—+ das?)

des développées des surfaces minima. Si la conslante ¢ n’est pas
nulle, on pose

r?
62— ¢ = ?7 ﬁ = ﬁe,
et 'on arrive a ’élément linéaire
,.2 \
(48) ds? = r2 db2 4 <z‘;+l)(ll‘2

du paraboloide de révolation dont le paramétre est c.
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Supposons maintenant m £ o. Nous aurons 1'élément linéaire

dw

(49) ds® = 482:/:111-—v\+2f—°_-dudv,

ot 'on doit remplacer dw par son expression (45). Rapportons-le
aux courbes

u—v-+ [3(w)dw=:=const.

el a'leurs trajectoires orthogonales dont I'équation est

dw

= = 9 = const.
I 5w;=°

u—v+
Il prend la forme

ds? — 82 ezmp( ([9!__ —_
si 'on pose

s 3 \ dw
log & = ;l;+;—l)z)—.

Or, en vertu de la relation (43'), U'élément différentiel est nul;
donc O eslL une conslante, i laquelle on peut attribuer telle valeur
que l'on veut, m par exemple. 1l vient alors

m2e2mp
ds? = (demp)? — e

Mais les relations qui définissent = et o, rapprochées des for-
mules (43) et (43'), donnent

11— 32 25 do

dip—r)= —¢ dw:-‘é‘-.:

-

ma? + 9.\/'_'
On en conelut

msi+ayc = pemp—v (1 = const, ).

On connait donc o2, par suite aussi 3, en fonction de s—7,ctil
vient

ds? = (demp)? —

prew l memip-T oy ;/;](de“‘f)’.
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Une derniére substitution

myp.

emp = a, emt — — _4_ p
donne finalement
(49" ds? = da? + (‘; + ”’?‘/ C) dpe.

M. Goursat a démontré (Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse, t. V) qu’on peut, pour une infinité de valeurs de la
constante qui figure dans cet élément linéaire, obtenir par quadra-
tures Loutes les surfaces qui I'admettent et, en particulier, celles
qui sont des surfaces spirales.

Les éléments linéaires (47), (48) et (49') conviennent a des
surfaces réglées a plan directeur isotrope (£ + iy = 0), et les défor-
mations dépendant d’une fonction arbitraire que nous rencontrons
ici sont celles dans lesquelles ces surfaces restent réglées.

14. Secono cas : L’équation (40) n’est pas une identité. —
Puisque w® est supposé différent de zéro, la fonction § dépend
de . —v. Or, I'équation (40), quand clle ne se réduit pas & une
identité, donne pour le rvapport £":& une valeur indépendante
de u — ¢. 1l faut donc que ce rapport se réduise a une constante k.
Si cetle constante n’est pas nulle, on est ramené au problé¢me qui
a été traité au n° 10. 1l ne nous reste donc a examiner que I’hypo-
thése £'=o0, en verta de laquelle 'équation (40), ol 'on fait p=1,
se réduit a

(50) (f'I+mf)T —(f'—mrf)(F*—1) =o.

D’aprés une remarque antérieure (n° 5), au lieu de prendre
pour £ une fonction linéaire de t, on peut prendre E—=n=, clest-

a-dire
E:u——vﬁ—fﬁ'dw;

on ne néglige ainsi qu'un déplacement de la surface. Toul revient
donc a déterminer J. Or, I'intégration de ’équation (50) ne
semble pas possible quand m est différent de zéro. Au contraire,
quand m = o, on en tire immédiatement

(51) Jr—1=ntr (n = const.);
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par suite, on a

(52) E:u—v+f¢1+n’f"(w)dw.

La constante d'intégration n doit étre supposée différente de
zéro, sans quoi §, ne dépendant que de u ou que de ¢, serait une
solution illusoire.

Si P'on substitue 'expression (52) de § dans la formule (13) du
n° 3, on trouve, lous calculs faits,

Y0y =— 2o W,
en posant
S dw
53 W= Epr———————
(33) v [/l nif

Appliquant alors les formules (16) et (17) du n° 3, avec A =o,
on trouve successivement

(54) nin= (u—o) + <W+3‘i> (1e —v)?

3 F
+<\V’+2W3"7f, %) (e —v)
+f(swz+ 2\V7f; + 3%) dw,

(55) ni:.=(—u—_——‘,—)i+(W+S‘:‘%)(u—v)+f<3w+-%)dw.

2

Les équations (52), (54) et (53), ou I et W sont définis par les
relations (51) et (53), représentent, a cause de la constante n qui
y figure, une série simplement infinie de surfaces admettant I'élé-

ment linéaire

dst= § f*(w)dudy (w=u+v)

d’une surface de vévolution quelconque. Ces surfaces sont engen-
drées par des cubiques gauches (w = const.).



