
BULLETIN DE LA S. M. F.

E. MAILLET
Sur les fonctions asymptotiquement périodiques
Bulletin de la S. M. F., tome 38 (1910), p. 263-272
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1910__38__263_1>

© Bulletin de la S. M. F., 1910, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1910__38__263_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


263 —

SUR LES FONCTIONS ASYMPTOTIQUEMENT PÉRIODIQUES;

PAR M. EDMOND MAILLET.

I. — EXPOSÉ.

Je me propose îci de dire quelques mots des fonctions asympto-
tiquement périodiques, en les définissant pour le cas des variables
complexes et de la périodicité simple ou double. Un résumé d^une
partie de ce qui suit a été communiqué au Congrès de Lille pour
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l'avancement des Sciences en 1909 (voir Mémoires de ce Congrès);
les énoncés que j'y ai donnés ne s'appliquent qu'aux fonctions
n'ayant en chaque point des domaines étudiés (frontières non
comprises) qu'une valeur unique, bien déterminée, finie ou
infinie. Dans la présente Note, je traite en outre le cas où les
fonctions de variable complexe ont, dans les mêmes domaines,
des points singuliers essentiels isolés.

II. — CAS DE LA PÉRIODICITÉ SIMPLE.

Définitions. — Soit une fonction f(z) monodrome dans un
secteur du plan complexe des 2, ce secteur ayant pour sommet
l'origine, et comprenant à son intérieur le vecteur <o issu de cette
origine; soient encore £ un nombre positif donné, arbitrairement
petit, a une fonction ^(£) de s qui croît constamment et indéfini-
ment quand £ tend vers o. Je suppose que, pour chaque valeur
de e, on puisse déterminer a de façon que toutes les valeurs de z
et z -1- m(o (m entier variable positif ou négatif) comprises dans
ce secteur, et dont le module dépasse a, satisfassent à

(i) \f^^m^)-f(z)\<e,

quel que soit m.
Dans ces conditions, la fonction f\z) sera dite asymptotique-

ment périodique de période (A).
On peut dire aussi que l'inégalité ( i ) a lieu, dans le secteur, en

dehors du cercle Ça de rayon a ayant pour centre l'origine.
La fonction f{z) est supposée ici n'avoir en chaque point du

secteur (frontières non comprises) qu'une valeur unique, bien
déterminée, finie ou infinie.

Mais on peut assujettir la fonction à des conditions moins res-
trictives, en conservant la même définition, ou, plus exactement,
réduire le domaine où la fonction f(z) a une valeur unique, bien
déterminée, finie ou infinie. J'admettrai pour ce qui suit quey(^)
jouit encore de celle dernière propriété, sauf peut-être sur les
frontières, au voisinage de l'origine, et en un nombre fini ou
infini de points qui seront pour elles des points singuliers essentiels
isolés. La définition de la périodicité asymptotique restera la
même [inégalité ( i )].
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On obtient le cas des fonctions réelles, univalentes, de variable
réelle ^, en prenant (Q réel, et l'angle du secteur nul. On suppose
seulement que, pour chaque valeur de \t\ du domaine supérieure
à une quantité fixe \^> o, f{t) a une valeur unique, bien déter-
minée^ finie ou infinie; on dira alors quey(^) est asympto tique-
ment périodique pour <=-+-oo, ou t-==.—oo, respectivement, si le
secteur d'angle nul comprend l'axe des t positifs, ou celui des t
négatifs, respectivement.

i° Cas de la variable complexe z. — En changeant au besoin
l'orientation des axes, on peut toujours s'arranger pour que <o soit
réel et positif ; c'est ce que j'admettrai, en sorte que le secteur
comprend l'axe Ox des x positifs.

Soit, dans le secteur,

f(z -+- mw) —f[z -+- {m — 1)10] ==— Um{z) =— Ujn.i w entier >• o.

En dehors de Ça on a, d'après ( i ), pour tout entier m > o,

1/(^)—/(^-+-^)|<£.

La fonction f{z)—f(z-^mw) n'a donc, pour chaque valeur
de w, quand z est en dehors de Ça, ni infini, ni point singulier
essentiel isolé au voisinage duquel le module de cette fonction
pourrait être aussi grand qu'on veut ( 1 ) . 11 existera un cercle F,
de rayon fini, ayant pour centre l'origine, et en dehors duquel les
fonctions f(z)—f(z-{-m (o) n'ont plus ni infini, ni point singulier
essentiel isolé, c'est-à-dire n'ont plus de point critique dans le
secteur, et ceci pour toute valeur entière de m^> o.

Soit A le domaine des points z=x+iy du secteur ou bien
situés en dehors de T quand a?^o, ou bien pour lesquels \y\ est
supérieur au rayon de F quand *y^o. Je ne considère jusqu'à nouvel
ordre que des points z de A : les points z + mw (m entier ^o)
correspondants sont tous dans A.

Je pose

Sm(-s)== MI+M»+...-+- Mw==/(^)—/(-54-W(ri).

La série Sm converge et tend vers une limite S(z) pour m infini,

( * ) E. PICARD, Analyse t. II, 1893, p. 120.



car
l i m j S^—Sy| == l im| / (^4-^(x))— /(^-t-/?to)| = o,

pourjo et q infinis. De plus, cette convergence est uniforme dans
tout domaine fini D de A. En effet, si ̂  == z -4- ^^ (ri entier ̂  o),
on a, quel que soit Rentier k > o,

|S^A—-S/»|= IM^-M-+-...-4-l^-A|== |/(-Sl-+-^)—/(^l)|<Êl»

Ê| étant un nombre fixe positif donné, arbitrairement petit, indé-
pendant de k et le même pour tout point de D, pourvu que n dé-
passe une certaine limite /i» ; d'autre part, on peut, pour chaque
valeur de z dans D, trouver une valeur de k telle que

|S - S^A|<6|; -

il en résulte, en chaque point de D,

|S -S^|<%ei,

c'est-à-dire que la convergence de S est uniforme dans D.
Soit alors

F(^)==/(^)-S(^);
on a

ui(z-^-w) = Uf(z), ..., Uk(z-^^) = MA-n(^)» • * * i
f(js 4- œ) —f(z) ==— Mi(-s),

S,,,(̂  -h (0) — S^(^) = Mm+l(^) — Ui(z),

f(z -+- <o) -- S^(-s -+-(*))== /(-s) — Sw(^) — "w+i (-s} ;

faisant croître m indéfiniment, on a

F ( < e - + < « ) ) — F ( ^ ) = = o ,

et F(z) est une fonction périodique de û) dans A.
D'autre part, il est bien évident que, dans A, |S(^)| peut être

pris aussi petit qu'on veut dès que |^ |==rest assez grand; car,

| S^(-î)| =!/(-»)-/(^moQ|<e,

quels que soient w entier positif et z; pour chaque valeur de z
dans A, on peut trouver m assez grand et tel que

IS—S^KC;
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par suile on a , quand /• > a,

| S [ <2£.

On peut remarquer que, dans A, S ( z ) est monodrome et fini, et
que les points critiques de /(^), infinis ou points singuliers
essentiels isolés, y seront ceux de F(^); ces points critiques seront
donc périodiques.

La (onction F(^) se trouve, à cause de sa périodicité, définie
dans tout le secteur; en effet, ce dernier comprenant l'axe des x
positifs à son intérieur, on peut toujours trouver dans A un point
x-^riy où y ait une valeur arbitraire. On peut alors prendre pour
S ( z ) la fonction qui satisfait à l'égalité

/ (^ )==F(^) -hS(^) ,

dans tout le secteur.
z étant un point quelconque du secteur, on peut prendre n assez

grand pour que ̂ =z 4-n<o soit dans A; on en conclut

/(î)== F(Ç)+S(0,
S(^)=/(^)-F(0=/(^)-/(0-4-8(0.

Inversement, on vérifie de suite que, si, dans le secteur, une
fonction f(z) est la somme d'une fonction périodique F ( z ) et
d'une fonction S(z) telle que|S |< ae pour ^==M>a,/(^) est
asymptotiquement périodique.

On peut encore montrer que S(z) a dans A une dérivée dont le
module tend vers zéro avec /•'-1. En effet, soit, dans A, C un cercle
de rayon fini S assez petit ayant comme centre le point a. On sait
que

^•S,,(a)== F^^;
Je z — a

en faisant croître m indéfiniment, on a

^•S(o)=/^i,
Jç z—a

d'où
._ r s ( z ) d z

^s(a)==^[--^•
II en résulte de suite une limite supérieure fixe 63 de |S\a)|
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dans A pour /^a+S, si l'on attribue à S une valeur fixe indépen-
dante de a\ £3 tend vers zéro avec s ou ^•oc,

Dès lors, dans A, en dehors des points critiques de f(z), F(^) a
une dérivée F'(^) telle que

fl(^)=¥f(z)+S'(z),

^ / ' ( ^ est asymptotiquement périodique dans le secteur.
Dans le cas ouïe secteur comprend tout l'axe Ox pour x^>o et

pour *r<<o, on pourrait raisonner sur la période — o), dans un do-
maine A< analogue à A, comme on l'a fait sur la période œ; on
trouverait

/(^)==^>(^)H-S(^),

où 0 est périodique et analogue à F, S(^) la limite pour m = oo
de

^m^)=f(z)—f(z-m,w).

La première de ces deux égalités définit S ( z ) dans tout le
secteur.

Soit alors z un point quelconque d'un domaine fini D( du sec-
teur ne comprenant aucun point cri tique def(z): on peut trouver
n entier et tel que ̂  == z + nw soit toujours dans A, Ç< == z — ^KO,
dans A|, quel que soit le point z de D<, dès que n dépasse une
certaine limite v. On a donc

S(z)=/(^)-/(ç) +S(Ç),
S(^)=/(^)-/(Çi)+S(Çi),

/(^) = ¥(z) -+- S(^) = ̂ (z) -4- S(^).

On en conclut

S(^)-2(^)=4>(^)-F(^)=/(Çi)-/(Ç)+S(0-S(Çi);

^ > ( ^ ) — F ( ^ ) a pour période co, par suite aussi S ( ^ ) — S ( ^ ) ;
mais, s étant un nombre positif donné et arbitrairement petit, on
peut prendre v assez grand pour que [ S ( î ^ ) | < < £ , [S(Ç, )]<;£,
I.A^)--/^)!^ dès que / i>v, donc

|S(^)-2(^) |<3e.

Ceci n'est possible que si Fon a, pour toute valeur de z dans Di

S(^ )=S(^ ) ;
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d'où
F(z)=^(z\

On peut résumer une partie de ce qui précède dans l'énoncé sui-
vant:

THÉORÈME!. — On a dans le secteur

(2) f(z)=.¥(z)-r-S(z),

où F ( z ) a la période a), et où S(^) est monodrome en dehors
d^un certain cercle T^ ayant pour centre l'origine^ avec
| S(z) |<^2£ dès que r= |s[ > a.

On a aussi
/^)=F^)-4-S^),

et f1\z) est asymptotiquement périodique de période co dans le
secteur.

2° Cas de la variable réelle t. — II suffira de raisonner de la
même manière en supposant nul Fangle du secteur, et avec les
hypothèses indiquées pour/(<). Sauf ce qui est relatif à la dérivée,
les mêmes démonstrations s'appliquent, légèrement modifiées, soit
pour tïo^ soit pour t quelconque, sans qu'il soit nécessaire
d'admettre que la fonction a une dérivée.

Soit maintenant le cas où f(t) a une dérivéey'(^) remplissant
les mêmes conditions quey(^), par exemple pour t ^ o : f ' ( t ) est
asymptoliquement périodique de période o> pour t= +00. On
trouve encore que la série

cr(^) == u,\ -+-... -h ^-4-...

est uniformément convergente dans un domaine A' analogue à A et
formé des valeurs de t ^>T, T é t an t un certain nombre fini ^o. On
en conclut ( f ) que, dans A',

Œ ( < ) = S ' ( < ) , / '(Q-S^Q^F^^F^),

c^est-à-dire que F(<), S(^) ont des dérivées dans A\ F(^) étant
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périodique pour t^ o, on pourra donc écrire

/ ' (Q^F^Q+S^)

pour toute valeur positive de t : enfin [ S(<) [ el | S'(t) | sont < e
dès que ^>> a.

Sif(t) et/ '(^) remplissent les conditions supposées pour t^lo
et ^o à la fois, la considération de la période — o) conduit à

/(Q=«ï»(0-4-S^),

où ^ ( t ) est périodique el analogue à F(^) , S(^) analogue à S ( ^ ) ;
on a

< ï » = = F , S = = S .
Donc :

THÉORÈME 1 1 . — La fonction réelle f{t) définie plus haut
étant asymptotiquement périodique de période (o pour tïo^
on a

(3) /«)=F(0+S(0, ^o,

où F(t) est périodique^ de période co, et où S(t) est univalente
et tend vers zéro avec ^~ 1 . Inversement toute fonction de cette
forme est asympto tiquement périodique pour t^o.

Si f{t) a une dérivée elle-même asymptotiquement pério-
dique de période (o pour t S o, on a

f\t)=V\t)-^^(t), ^o,

S' tendant vers zéro avec t~'{.

l ï l . — CAS DE LA PÉRIODICITÉ DOUBLE.

Définition. — La définition sera analogue à celle de la périodi-
cité simple : l'inégalité (i) devra seulement être remplacée par
l'inégalité

(4 ) | / (^-+-Wl^l4-m2t02)—/(.s) | < £

pour les points z et 5+mi(0( -h-77130)2 du secteur situés en dehors
de Ça, m^ etTTia étant entiers, positifs ou négatifs; on suppose que
le secteur comprend les vecteurs (o^, 0)2 issus de Forigine.
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On remarque que f(z) est dans le secteur une fonction asymp-

totiquement périodique de 0)1, et aussi une de 0)2* On peut tou-
jours admettre qu'une des périodes, o)i, par exemple, est réelle
et positive.

On formera d'abord la région R limitée par le secteur AOA', le
cercle F en dehors duquel f(z)—f(z-\-m^ o^ -{-m^^) n'a pas de
point critique dans le secteur, et, s'il y a lieu, des tangentes à ce
cercle, parallèles à —(x)i et —0)2* Les points du secteur situés en
dehors de R constitueront un domaine A^ analogue à A (*) .

Dès lors, quand z est dans A^, les points correspondants

z -4- w<(0i 4- m2t02 (m^ ^o, Wa ^o et entiers) sont tous dans Aa;
si z n'est pas dans A^, on peut, pour chaque valeur de z, trouver (JL,
et (AS tels que z-\-m^ (î  -t-matOa soit dans A^ quand les entiers m,
et Wa sont S o, et m^ ^ |JL| ou ma ̂  (^2.

Je vais d^abord établir le lemme suivant:

LEMME. — Si f(z) a exactement la période 102 dans le secteur^
elle y a aussi exactement la période o^.

Je suppose en effet que /(^), avant la période 0)2 dans le sec-
teur, n'y ail qu'asymptotiquement la période a)i. On peut rai-
sonner sur/(^) comme au théorème I, en prenant a)==a>* Soit
Ç == z -{- n ̂ i, avec n ̂  o et choisi de façon que Ç soit dans Aa ; il
en sera de même de Ç 4- (Oa ; on a

/ (^)==F^)+S(^) , S(^)=/(^)-/(0-+-S(Ç),

( 1 ) La figure suppose AOA'>it.
XXXTIII. l8
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F (z) ayant la période a)<. Alors, f{z) ayant la période 0)21

S(Ç-hco î )—S(Ç)= S(.s 4-0)2)-S(^).

On peut prendre n assez grand pour que les modules de
S^+coa)61- S(Ç) soient plus petits qu'une quanti té donnée arbi-
trairement petite; donc

S(^+(Oi)==S(^).

Mais S(^+p(0a) a aussi son module plus petit qu'une quantité
donnée arbitrairement petite lorsque l'entier/? est assez grand;
l'égalité S(^4-/?û)a)== S(^) exige

S(^)=o, f(z)=¥(z),

c'est-à-dire que/*(^) a aussi exactement la période coi.

c. Q. F. D.

Ceci posé, je vais établir ce résultat:

THÉORÈME III. — Le théorème ï et la formule (i) s'étendent
aux fonctions doublement et asymptotiquernent périodiques^
avec cette modification que F(/s) a exactement les deux pé-
riodes (Oi et (Ça.

En effet, si Fon considère la période (03^ d'après (2), on a dans
le secteur

/(^)==/i(^)-+-?(^

où /ï ( z ) a la période (1)3, et où | ç (^) |<<2£ en dehors de Ça. Par
conséquent

/iW-/^)-?^)

est dans le secteur une fonction asymptotiquement périodique de
période co,. Le lemme précédent montre de suite que f\(z) a
exactement la période o^, c'est-à-dire est doublement périodique.

c. Q. F. D.

Remarque. — La somme ou le produit de deux fonctions
asymptotiquement périodiques et de mêmes périodes est évidem-
ment une fonction de même nature.


