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SUR LES EQUATIONS
DES PETITS MOUVEMENTS DE SURFACE DES FLUIDES PARFAITS;

Par M. BouLicanp.

I. — CoMMENT SE POSE LE PROBLEME DES ONDES LIQUIDES ().

Proposons-nous de rechercher comment se pose le probléme
des ondes liquides, en nous bornant a I’étude des petits mouve-
ments d’un fluide parfait.

Soit un liquide incompressible, contenu dans un vase & parois
fixes. Ce liquide étant d’abord au repos, provoquons son mouve-
ment par une cause agissant pendant un temps trés court. Il y
aura un potentiel des vitesses. Prenons pour plan 2Oy le plan de
la surface libre au repos, pour axe Oz la verticale ascendante.
Soient u, ¢, w les composantes de la vitesse de la molécule liquide
dont les coordonnées sont z, ¥, z a l'instant ¢. 1l existe une
fonction ¢ (2, y, 3, ¢) telle qu’on ait

u=-d—‘E, ‘):()_(I’)’ w
o

Ll
N !—G

It

L’équation de continuité s’écrit alors

ot oo oo
® o T oyt T om T

Soit p la densité du liquide, p la pression au point zyz. Nous
avons

(R

en supposant que, dans le systéme d’unités adopté, on a pris, pour
unité d’accélération, P'accélération g dela pesantcur.

(') Voir les deux articles de M. HapaMaRrD, Sur les ondes liquides (Comptes
rendys des 7 eL 21 mars 1910).
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Montrons alors que, si 'on connait la forme de la surface libre
a chaque instant, on peut en déduire le mouvement intérieur du
fluide.

En cffet prenons-pour inconnue la dérivée & par rapport au temps
du potentiel des vitesses. ¢ est aussi une fonction harmonique

3 ny 02y oy

—X 4 —L L =,
ox? oy? + oz
Cherchons la valeur de ¢ sur la surface libre (S) du liquide. En
négligeant les carrés des vitesses, ’équation (2) nous donnera

l{/:—z_ﬁ.

p
Sar la surface (S), la pression est constante: rien n’empéche de
la supposer nulle, I'action d’une pression constante s’exercant ¢n
tous les points d'un fluide n’ayant aucune influence sur ses mou-
vements. Nous pouvons donc écrire

(4) s =—z.

D’autre part, les points situés sur la paroi mouillée T sont ani-
més dc vitesses tangentes a cette paroi. Nous avouns donc constam-

ment
de
(Z;)z— ®
et par suile

d\
) (71%)2= ?

Donc, la surface libre une fois connue a chaque instant, nous
pourrons déterminer la fonction ¢ comme solution d’un probléme
mixte dont les données sont 'équation indéfinie (3) etles conditions
aux limites (4) et (5).

Pratiquement, nous pouvons regarder un tel probléme comme
résolu si nous connaissons la fonction de Green correspondante
G (M, P). Soit r la distance MP. Par définition G (M,P) est une

fonction harmonique des coordonnées du point M. En outre,
. . . I
elle devient infinie en P comme - elle s’annule sur la surface

libre (S) et sa dérivée normale s'annule sur la paroi mouillée (Z).
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Si nous considérons les dénivellations de la surface libre comme
infiniment petites et du premier ordre, les variations de cette fonc-
tion de Green sont aussi infiniment petites el du premier ordre
(comme le montre la formule donnée par M. Hadamard pour cal-
culer la variation de la fonction de Green).

Or calculons la fonction ¢ : pour cela entouronsle point P d’une
sphére s de trés petit rayon : en considérant toutes les dérivées
normales comme prises suivant la normale intérieure, nous avons

S L g —sat) [ =/ [

les trois intégrales portant sur le méme élément. En remarquant

que le second membre est indépendant du rayon de s et en faisant
tendre ce dernier vers zéro, nous avons

= ! d§ s __ 1 Yo
(6) q’(za}’,z’t)—ﬁf£¢sads——ﬁf£zuﬁdsm

De ce qui précéde il résulte que la partie principale de
Y (#,y,5,t) peut s’obtenir en remplagant G par la fonction de
Green G, du volume V délimité par (2) et le plan de la surface
libre au repos, et en remplagant aussi I’élément de la surface liquide
par sa projection sur ce plan. Nous remplagons ainsi la recherche
de ¢ par celle d’une fonction remplissant la méme équation indé-
finie (3) et les mémes conditions aux limites (4) et (5), sous cette
réserve que la condition (5) est portée non plus par la surface
mobile de liquide, mais bien par le plan fixe =0 (nous I'appel-
lerons dans la suite le plan S).

Soient M un point du plan S, P un point intérieur au fluide,
P’ son symétrique par rapport au plan S. Soit d’autre party (M, P)
la fonction de Neumann relative au volume V,, limité par la surface
() et sa symétrique par rapport au plan 5. [Nous supposerons,
dans ce qui suivra, que, en tous les points de la courbe (C) d'in-
tersection de (2) et du plan (S), les plans tangents a Z sont verti-
caux, de la sorte V, sera supposé limité par une surface qui n’offre
pas de points anguleux.] Nous avons évidemment

Gy (M, P) = y(M, P) — y(M, P").
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Nous désignerons par £,7,{ les coordonnées de M (ici {=o)et
par z, y, z celles de P.

L’équation (6) peut s’écrire, aprés ce que nous avons dit,

oG
( =L A1
Y(z,y,5,t)= e f‘/s‘z‘“ s dSy.

D’ailleurs
Gi(&,n, 0,2, 5,2)=Y(Em,0,2,7,5)—y(§,m,0,2,y, —3);
en outre la symétrie du volume V, nous permet d’écrire
Wty s)=yEn -4 2y, —5);
d’ou, en dérivant par rapport a § et en faisant { = o,
X029+ FEm oy -2 =0

Nous en concluons

donc

qz(:r,y,z, t)=§ﬁf£zﬂ %ds,\l.

Cherchons & exprimer que le point P se trouve sur la surface
libre : s’il en est ainsi sa cote z est une fonction de z, y, ¢ et nous
avons

Conformément a ’hypothése de petits mouvements, négligeons

. 0 d
les produits u2Z et v2=. Nous dvons
ox dy

S

Il
St

I
v

ou, en dérivant par rapport au Lemps,

92z d¢

(7) i
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¥ au voisinage du plan S se comporte comme un potentiel de double

sk dJ .
couche. Donc sa dérivée normale - est continue pour z = o.

Nous avons d'ailleurs

1(M, P) = s + H(M, P),

H(M, P) étant une fonction analytique et holomorphe des deux
points M et P, méme lorsque ceux-ci sont confondus, avec cette
restriction que M et P ne s’approchent pas simultanément de la
courbe (C). Par suite

Donc, en tout point P intérieur au fluide, nous avons

l’ql M
21'!-—:"‘— "’ff dSu-i—‘fszd dc
ou encore
oy 2 o 2z 0*H
a5t = (o + 33) ff "S"*ff""mo’

En exprimant la condition (7) nous voyons que la cote z d’un
point de la surface liquide vérifie (au bénéfice de nos approxi-
mations) I'équation intégro-différenticlle linéaire

d’z 02H
(#) 2 m <"1" "}”) ff dSu+ffzu 03 0f(z=¢=0) .

Nous P’écrirons sous forme plus condensée

02z M
(9) 2n 02 =Affsw ds..+f£zMF(M,P)ds,.,

en posant
' _o e
oz Jdy?
et
‘ _ I, P)
F(M, P) = Gror-

Remarques. — 1. Dans le calcul précédent, z a joué deux roles
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bien distincts, celui d’une variable indépendante (cote d’un point
quelconque & lintérieur du liquide) et celui d’une fonction de
z,y,t (cote d’un point de la surface libre). Le véritable sens a
donner a z dans chaque cas est trop apparent pour qu’il soit utile
d’insister.

1I. L’équation (9) a pour conséquence immédiate

(10) ffd—;%!dsu=o,

. .- ow . .
car si nous désignons par 2m—— ce que devient son deuxiéme

membre quand on y remplace le point P(z=o0) de la surface libre
par un point P(z quelconque) intérieur au volume V, il existe
une fonction harmonique Wy dans ce volume qui coincide avec la
fonction ¢ précédemment définie. L'équation (g) pent alors s’écrire

023z o
—d_t? - dz;,:o

’

le deuxiéme membre n’est autre que la dérivée normale de W le
long du plan S.

La dérivée normale de W sur (Z) étant nulle, et la fonction ¥
étant réguliere dans V, nous devons avoir, quelle que soit la

o'y
dSy = o,
f/; 053 "

ce qui nous conduil immédiatement & (10). lntégrons I'équa-
tion (10). Elle donne
05.[
fj;——o—;-dsu—a,

a étant une constante. Cetle constante est nulle, car I’équation (g)

solution 5 considérée,

. . 0z
admet, quel que soit ¢, la solution 5 = 0, 3= const. (cette der-

niére constante étant nulle lorsque le plan 2Oy “est le plan de la
surface libre au repos). Le fait que I'équation (g) admet cette
solution conduit & I'identité suivante, qui nous sera utile dans la
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dSy _
Af SW+‘[£F(M,P)d53|—O,

laguelle exprime que la fonction harmonique, évidemment con-
stante sur S et dont la dérivée normale est nulle sur Z, a une
dérivée nulle par rapport a z.

suile :

II. — Fruipe inpEriNt. EquaTionN DE CAuchy.

Nous supposons que le mouvement s'éteint en tout point i
infini.
Il suffit alors de prendre
I I
TPy =7 = w5

el I'équation (g) se réduit a

0z +° M
(‘u) zﬂE=Af[w —NI—l;dSm.

Or, Cauchy, dans son Mémoire sur la Théorie des ondes, avait
formé une équation aux dérivées pai‘lielles a laquelle satisfait la
fonction z(z, y, t). ‘

On peut retrouver cette équation comme suit (*) : rappelons-
nous qu’a la surface libre nous avons

dz _ 0do
P T
. 0
—z(z,y,t)= b—f?;o‘
z=

Ceci nous conduit a la condition suivante, pour les points de la
surface. Soit ©(z, y, 3, t) la fonction harmonique déterminée par

Elle est nulle pour z = o, c’est-a-dire sur la surface libre. Elle

(') Cette méthode est due & M. Boussinesq (Applic. des potentiels, etc., § IV,
p- 578).
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est nulle a 'infini, le potentiel des vitesses et ses dérivées devant
s’éteindre pour des points trés éloignés. Donc elle est nulle dans
toute la masse du liquide. Nous en déduisons évidemment

ot -+ ot

T T
c’est-a-dire

do ¢ _

o T o T
ou, en comparant a ’équation (1),

9% 2 2

(]3) ¥ -+ 9_? d_?. =0,

otv T ox? dy?

par suite, en dérivant par rapport au temps et en remplacant
dans ¢ la variable indépendante z par zéro, il viendra

(13) %z—f + Az =o.

C’est ce que nous appellerons 'équation de Cauchy.

Nous sommes alors amenés 4 nous poser avec M. Hadamard la
question suivante : de I'équation (11) pouvons-nous déduire ana-
lytiquement I'équation (13)? Nous allons, dés maintenant, montrer
que la chose est possible. Nous retrouverons d’ailleurs ce résultat
comme conséquence de I'étude d’un liquide contenu dans un vase
de forme quelconque.

Ecrivons I’équation (11) sous la forme

. 0%z _ 1 e Z(E”’ht)
(11 8e) w—;ﬂLf_“ NCETEIT

Introduisons une variable auxiliaire indépendante z et posons

_ 139 e 2(&m, t)
‘P(x,}',z,t)———ﬁyz-f[m \/z’+($—5)’+(}'——n)‘d€dn

(ici encore la distinction entre z fonction et z variable indépen-
dante s’apergoit immédiatement). Calculons ¢ : nous reconnais-
sons qu'il n’est autre que la fonction harmonique de z, y, 3 qui
s’annule a Dinfini et prend sur le plan z =0 les valeurs

—3(z,y,t),

q’(“‘,}’, 0,t) =—23z(2,y,t).
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D’autre part, 'équation (11 bis) s’écerit

025 o
a2 033=9 ’

Donc en posant

b est une fonction harmonique qui s’annule a la surface libre et a
Ml'infini; donc elle est identiquement nulle. Faisons la combi-
naison
020 a0
E
en vertu de 'équation (3), il vient

I

o0 " oz oy? =0

en annulant la variable indépendante z, nous trouvons bien
I'équation (13). D'ailleurs, ce calcul ayant nécessité une dilféren-
tiation, I'équation (13) est cerlainement plus générale que I'équa-
tion (11).

Elle admet, comme I'a remarqué M. Hadamard, une foule de
solutions étrangéres au probléme. Tel est tout d’abord le cas de
celles qu’on obtient en changeant le signe de I'un des membres dc¢
I'équation (11). Mais il y en a une infinité d’aulres, puisque
dans (13) nous pouvons nous donner arbitrairement z et ses Lrois
dérivées premiéres par rapporl & ¢ pour £ =o0. Au conlraire, pour

I'équation (11), la donnée de s el 9z

ot
02 3 . .
d—:z et %t—f En somme, I'équation (11) est véritablement celle du

nous permetira de calculer

\ \ P 9
probléme. On achévera de le déterminer en se donnant z et —o'zi

pour ¢ =o, c’est-a-dire la forme initiale de la surface et les
vitesses de ses diflérents points. Dans I’hypothése ou le plan zOy
est celui de la surface libre au repos, nous devrons d’ailleurs sup-
poser, afin de donner au probléme un sens certain, que les deux

intégrales f—]:“z,.dsm et ‘f—Iﬂ (%%)Mdsm (dont I'élément est

connu & Dinstant initial) sont absolument convergentes et ont
pour valeur commune zéro.
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‘Nous sommes alors amenés a nous demander si celle équation
de Cauchy est susceptible de se généraliser pour un liquide
contenu dans un vase de forme quelconque. Mais avant d’aborder

ce probl¢me, nous allons démontrer quelques théorémes d’Analyse
qui nous seronl trés utiles.

. — QUELQUES THEOREMES ET FORMULES D'ANALYSE.

Soit une fonction symétrique (M, P) des deux points M et P,
réguliére dans l'aire S et telle que

(a) Apo(M, P)= Ay ¢(M, P).

Soit aussi U(M) une fonction réguliére dans I'aire S et munie de
dérivées jusqu’an dcuxiéme ordre inclus. La formule de Green
nous donne immédiatement

(14) Affs U(M) ¢(M, P) dSy

:f,/;A U(M) (M, P) dSy +fs [?(P,C) Z,—;J ——U%(p,c)] ds.

Cette formule se généralise au cas ot o (M, P) n’est plus réguliére,
. N . ., . I
mais posséde quand M tend vers P une singularité de la forme WP

1l suffit, pour le voir, de démontrer que

(15) /f U(M)dSm
=ffsA;’4‘l',“)ds,.+j (1:(, st U-j—n P'IC) ds.

Cette lormule s'établit sans difficulté par différentiation dirvecte
aprés avoir posé
(16) t—x = u, n—y=v.

De la sorte, les variables z et y n’entrent plus en dénominaleur et
Pon peutappliquer la régle habituclle (en faisant en sorte de ne pas
omettre les termes provenant de la mobilité du contour).

Dans 'équation (14) nous pouvons donc considérer la fon(.-

tion (M, P) comme munie d’une singularité de la forme — MP
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Tukorime. — Soient une aire limitée par un contour G, P
et Q deux points intérieurs a cette aire. On a
dSM |
17) ff—————:z‘n:lo—+RP, .

la fonction R(P, Q) étant une fonction réguliére ().
Tout d’abord cette intégrale est tinie tant que les points P el Q

sont distincts. De plus, elle ne change pas quand on réduit toutes
les dimensions de la figure formée par le contour et les deux
points fixes dans un rapport donné quelconque. Soit donc P un
point intérieur au contour C. Décrivons de P comme centre un
cercle de rayon A 3£ o, intéricur au contour C. Soit (y) ce cercle.
Si Q est extérieur a (y), U'intégrale est finie. Supposons que Q
soit inléricur & (y) et puisse se rapprocher indéfiniment du
point P. La partie de I'intégrale relative au domaine (C, y) est
réguliére. Cest dire que nolre intégrale aura les mémes singula-
rités que si elle était étendue a un cercle ayant pour centre le
point P. Calculons-la pour un tel cercle en prenant pour péle le
point P et pour axe polaire la droite PQ. Elle s’écrit

/‘ dp dw
JyVet—2pccosw +c?

7

(1) Voir Frecuer et HEywoon, L’égquation de Fredholm et ses applications a
la Physique mathématique; Note de M. HapaMARD, Sur litération des noyaux
infinis.
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en désignant par ¢ la longueur PQ, ou encore

2T . A
[ s
0 o Vpr—2pccosw + c?

Il nous faut intégrer par rapport & © entre o.et 27 la quantité

Low A —ccosw +/A*— 2Accosw + c?
e ¢(1— cosw) ’

ce qui donnera
c c c?
I— <cosw—+{/ 1—2<cosw+ —

A i A A A2
2% Logz +‘/0‘ Log T cosw dw.

. . (4
Le deuxiéme terme est une fonction holomorphe de 5 pour ¢ = o,
ce qui démontre le théoréme.

Remarque. — Soient Q et Q' deux points intérieurs a (y),
c et ¢’ leurs distances au point P. Considérons I'intégrale

ff (MPIMQ - MleQr) dSw;
(53

sa valeur est, d’aprés ce qui précede,

c c c?
1— = COSw + 1— 23 COSW—+ —

2T
c ® A A At
am Log — + Log dw.
° . A o " o ot
1———Xcosw+‘/1——2icosw+ﬁ

Faisons abstraction du contour C et faisons croftre A indéfi-
niment. Le deuxiéme terme tend vers zéro. Donc I'intégrale pré-
cédente étendue a tout le plan a pour valeur
PQ’

PQ

2w Log

1V. — FORMATION DE L'EQUATION DE SURFACE POUR UN VASE HEMISPHERIQUE.

Pour le volume V, limité par la sphére tout entiére, la fonc-
tion y (M, P) a pour expression
k4
- 2

pdsiny

2R? tan
l+ R 1 + I loa g
r s R °
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en désignant par P’ le conjugué de P, et en posant
OM = p, OP =3, MP = r, MP' = r,
MOP =y, MPO={y.

Fig. 2.

Soient P, et P, les symétriques de P et de P’ par rapport au plan S.
Nous posons

MP,=r, MP,=r,, MOPi=y, M0 =y,
Nous aurons
. R/ . , tangisin-(,

™ 8 d tang& SIIIY

Les deux triangles OMP’ et OMP, nous donnent d’ailleurs

. 7' sin . ri sin
siny = v, siny, = rising:,
1 N p
d’ou
¢ !
3 1
tang = sin r! cost X!
g5 Y1 _ 1 >
1
q“l . ’ Y
tang — sin r' cos? —
& Y 2

Les mémes triangles nous donnent

pr = (%—f +r’),-—-4-&r' cos’i,

2

o () i romt

\

d’ott nous déduisons
R2 2
r cos’i'- (—+r’) —p?
1 2 5 1 P

r’cos2$ E—z—i-r’ 2—91
2

XL. 11
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Finalement,

(R_'_r;)’ p?
s 1 1 R/1 1 1 TR/ TR
Q(M’P)*;“—;*"&'(?—F;")'*‘Ewg R i)’_?_z

(z+%) &

G(M, P) est de la forme T'(M, P) — I'(M, P,) en posant

. 1 R 1 /R N\ p?] 1

I'(M, P)= Pl ;T“Elob[(“g*"l{) —,R’] _;+U(M’P)'

Occupons -nous de U(M,P). 1I nous faut prendre oau
p 1) p 93¢

pour { = z = o. Remarquons immédiatement que

D’autre part,

, Rz 2 B 2 /R2 2
=y (et + (5r—n)+ (3 -0)’
par suite,
(dr' R
E)C:o__s”"'

R 1 R2+ o7
PRy oy Pty Y

1l reste a dériver par rapport a z et & prendre la valeur de cette
dérivée pour 5 = 0. Remarquons pour cela que

Nous trouvons ainsi :

U _R:
s r

7

hr=o

98

033=

\ . . 0tU
Grice a ce fait, on constate aisément que =— pour 3 ="{ =0 se

' 030(
réduit a
R R2 R2+ or'
(18) F(M,P)= ;[a—r +m]

Somme toute U(M, P) joue ici par rapport & G(M, P) le méme
role que la fonction H(M, P) de la premiére section. L’équation
de surface est donc précisément I’équation (g9) ou F(M, P) doit
éire remplacée pér la valeur donnée par (18).
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Nous pouvons d’ailleurs écrire
R3 2 P.MP’
FM,P)= — o, R Ri+ OP-MP' .
(R*+ OP.MP')2— OM.OP

oP .MP oP.MP’

Tracons le grand cercle C d’intersection du plan (S) et du vase.
Marquons les points M et P ainsi que leurs conjugués M’ et P, La
considération du point M' montre immédiatement que F est
symélrique par rapport aux coordonnées des points M et P. Tout
d’abord le produit OM.OP jouit évidemment de celte propriété.
Quant aux deux produits OP.MP’ ¢t OM.M'P, leur égalité est
immédiate, eu égard a la similitude des triangles OMP’ et OPM'.
Nous remarquerons encore qu’on a, quel que soil le point P,

(19) F(O,P)=F(P,0)=%,

V. — SINGULARITES AU VOISINAGE DU coNtour (C).

Les considérations exposées dans la premiére section nous ont
conduil a nous poser le probléme des ondes liquides sous la forme
sulvanle :

Considérons un volume V, limité d’une part par une portion de
plan (S) et, d’autre part, par une surface () coupant ce plan a
angle droit tout le long du contour (C). Le plan (S) étant pris
pour plan zOy, il s’agit de déterminer la fonction harmoniquc
d(x, ¥, 5, t) dans le volume V et la fonction 3(z, y, t) dans
I’aire (S), de maniére que 'on ait sur ()

ay
(5) Tn = 0,
et sur S,
(4) Y =—3,
92z 9
(7) 9 — oz’
. . , dz . \
Si, & un instant donné, — est nul en tout point de la courbe (C),
‘dn
il en sera de méme de %’ en vertu de I'équation (4), el grace

aussi 4 celle circonstance que (Z) coupe orthogonalement le
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plan (8) le long du contour (C). Autrement dit, la condition (5)
sera alors remplie non seulement sur la paroi (Z), mais encore en
tout point de la courbe (C).

Au contraire, si % n’est pas nul sur (C), la condition (5) sera
remplie & la paroi (X) et non sur la courbe (C). De sorte que

Fig. 3.

lorsqu’on passera d’un point A de (2) trés voisin de (C) au
point (a) de (C) le plus rapproché de A, -Z—i passera brusquement
d’une valeur nulle & une valeur finie et 2 0. 1l s’ensuivra for-
cément pour les dérivées de ¢ dans la direction limite de aA
(c’est-a-dire par rapport a z) des singularités dans le voisinage du
contour (C).

Je dis que % calculé en un point P du plan (S) devient loga-
rithmiquement infini quand ce point P tend vers le contour (C).
Nous utiliserons pour cela les résultats de la troisiéme section. Il
est a peu prés évident qu’a cause de la nature méme de ce que
nous voulons obtenir, il suffira de vérifier cet énoncé pour une
forme parliculiére de vase.

Nous nous adresserons au vase hémisphérique pour lequel nous
avons appris a calculer explncltement - Nous supposerons qu’a
I'instant considéré, z el Az sont finis dans Paire (S) et sur le con-
tour (C). Nous pouvons alors écrire

71:-—_Aff dSu—a— ffMP'

R’+81
+28.f/r (R’+or)’—p’8’ds

D’aprés une remarque déja laite, le deuxiéme membre doit s’an-
nuler quand on considére zy comme une constante, ce qui nous
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permet d’écrire

2R R2+4-3r'
[[r (R2487")2 — dqm—/[

R d 1 Jds
dn, 1 T dn, PG|
D’antre part, en effectuant les différentiations, neus avons

oy ds RS 1
e o (B 2 e [ B 5]

R2+ 8¢ di R da
f.f T (R* 87 )2—p282 dSM‘_-A‘Z[_ ! ]ds.

+— = —
dnr 08 dnr'
Occupons-nous d’abord de la deuxiéme ligne. Nous supposons

que le point P tende vers un point @ du bord (C). Cette seconde
ligne peut-s’écrire

R M — 3g R2+ 8r
3 LT e e

—f(z—za)(-;ﬁ;+53ii)ds.
c

83 dn r

Nous avons

(R2+ 8r')2— p262 = 4 R2 8r' cos? L4

L'intégrale double s’écrit donc

I M — Zg dSu 0
ms,ffs - ¢(R’+81 ).

cos? =

’ ™
L’angle ¢ étant en valeur absolue £ =, cos2 & q’ reste compris entre
8 2

I
-etr.
2

L’intégrale double a étudier se présente donc sous la forme

[ [

# (M) élant une fonction réguliére dans l'aive S

Soit ale point de la circonférence vers lequel tendent simultané-
ment P et P'. Prenons pour axe polaire Oga; soiem {5, w) les coor-

D ‘
données d’un point M de l'aire S, (&, 8) celles du point P'. L’inté-
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grale I peut s’écrire

R EL3
= ?(p,w) |
l—.[ V/; 8”‘“28'pcos(w—ﬂ)+p'9dps""

Considérons l'intégrale

21: N
o 9(p, ) (37— p?) ,
V(p.P)—;’,E[ 3'2_28’pcos(w-—e)+?’dw,

c’est la fonction harmonique réguliére du point P’ a Pextérieur du

Fig. 4.

cercle de rayon o et qui prend sur ce cercle les valeurs o (p,w).
Nous pourrons écrire dés lors

RV(P) Pl)

I=o2% Fi_pr P

dp,
Intégrons par parties : nous aurons
L R oV
I=—=V(p, P') Log(8*— p’)l + ‘n:f Log(d't — p’)-ﬁ-(p, P') dp.
J 0

Cette derniére intégrale reste finie. Quant au terme tout intégré,
que devient-il lorsque P’ tend vers a. Remarquons ici que ¢ (M)
contenanl 2y — 3, en facteur s’annule au point a. Il s’ensuit
V(R, a) =o0. Cherchons l'ordre infinitésimal de V(R,P’), le
point P’ étant trés voisin de @. Comme nous l'avons déja vu,
V (R, P') est la fonction harmonique & P’extérieur du cercle de
rayon R et qui prend sur ce cercle des valeurs telles que

'(30'— .8,,) ‘h(c)»

la fonction ¢, étant réguliére. Par hypothése z posséde dans I'aire
S et sur le contour C des dérivées des deux premiers ordres, il
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nous suffit ici de tabler sur l'existence de ces dérivées pour affir-
mer que les valeurs prises par V(R, ¢) sur le contour C au voi-
sinage de @ sont de I'ordre de ac : les propriétés générales des
fonctions harmoniques nous montrent alors que V(R,P'), lorsque

Fig. 5.

P’ est trés voisin de a, est de I'ordre de aP’. Donc les termes lout
intégrés restent également finis.
Prenons maintenant I'intégrale curviligne

1 d 1
J—,/(z_z“)<dnr 83 dn '>d5;

nous avons, puisque le point G est sur la circonférence,

a l' R3 a l“‘——l (05 +ECOQ

R I R?
cosq;+—8-cosn|;= [R’+r2—82+ F(&’—f—r’——R’)].

a2Rr
Donc
J = Z—34|Ra_ g 2 R? R2— 32 0]
“J; 2R e +r——87( —ot—rh)fds,
1 z2— 232
I= 2R3 L 78 £ [r2(82+ RY) — (R*— 82)2] ds,
_R-82 z—3z, R:—8) rz—3,
= 2332/‘: r as— 2R3t f ds.

C’est un résultat bien connu dans la théorie du potentiel new-
tonien (courbes attirantes), que la premiére dcs deux intégrales
reste finie quand P tend vers a. En effet le potentiel d’une ligne



— 168 —

attirante est logarithmiquement singulier sur cetle courbe, sauf
aux points ot la densité est nulle pour lesquels il est fini. Pour
voir comment se comporte la deuxiéme intégrale, il nous suffit

d’étudier
Z— 3,
<R—8)=[ —2e as,

—_—
22—z, aP
f = —5—ds;
e T r

aP
le facteur —5 ¢élanl constamment <1, nous sommes amenés 2 la

ou

—

méme conclusion que pour la premiére intégrale.
Donc la seconde ligne précédemment considérée reste finie.
Quant a la premiére, son intégrale double est finie quel que soit
le point P.
Son intégrale curviligne s’écrit

dz [ R3 1 d
C%(?"‘FF) d

R? dsz 1
(l+§;)~£a ;d:,

. . i . . .. d.
C’est un potentiel newtonien de ligne attirante de densité d—Z—:

ou

. . . . . . . . dz
il devient donc logarithmiquement infini aux points ot — est o.

Donc nous arrivons avec M. Hadamard a la conclusion sui-
vante :

St % n'est pas nul sur (C), c'est-a-dire si la condition (5)
o
9z
calculée en un point du plan S devient logarithmiquement
infinie quand ce point s’approche du contour C. Auz points ot

est nulle, % reste finie.

n’est pas remplie sur la frontiére (C) de (2), la valeur de

dsz

dn
Resterait a étudier comment se propagent dans le temps les
. ., . o9 ..
singularités affectées par —q—'au voisinage du contour (C). étude
0z :

rendue trés difficile par la nature méme de l’équation de surface.
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VI. — L’RQUATION DU QUATRIEME ORDRE.

Reprenons I'équation

(9) an g ffwd5u+ffzuF(M P)dSk.

Dans le cas du vase hémisphérique, nous avons montré que, si
. . . 03 . .
le point P tend vers le contour (C), 5% est au plus logarithmique-

ment infini. Admettons-le en général. Il s’ensuit que, si le point P
n’est pas sur le contour (C), les expressions

d’zm dSn
af [t 5
dzu ~
6= ffz*rr 24 F(M, P)dSu
8

ont un sens. Nous admeltrons qu’en un point P qui n’appartient

pas a (C), la somme « + {3 représente, conformément a la régle

. T . 1 ——-‘
habituelle de dérivation, la quantité 4«2 00::,_

Nous avons, en tenant compte de (g),

=Af£Af£ﬁ%dSQ+{PLzQF(Q,M)dSQ

Ici, des précautions sont nécessaires : nous ne pouvons immédiate-
ment écarter les deux parties du numérateur au risque d’obtenir
séparément deux intégrales infinies. Si nous considérons par

exemple l'intégrale
YWANA L

la formule (15) nous permet de I'écrire

Azg dz 1 d 1 dSy
ffs[ffsm"5°+,£(a MC —*7n m) “‘] MP
Or l'intégrale
ffmpf dn M(,d’ds"

dSy.
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n’a pas de sens, car, lorsque M tend vers (C), la parenthése devient
infinie comme l'inverse de la distance de M au contour (C).

L'intégrale
.jlm%[leF(Q,M)dSQdSM

serail aussi dépourvue de sens. En réalité, la nature du probléme
est telle que les éléments infinis de ces deux intégrales se dé-
truisent et que 'expression totale de « a un sens.

Tracons un contour (C') intérieur 3 (C), limitant l'aive S’ et
contenant le point P. Nous pouvons écrire

_ ) d’ZM dSM d’zm dSy
a_Asz (ﬂ’ f~/(;(,) dt’ ——MP’

on peut appliquer la régle ordinaire de dérivalion a la seconde
intégrale qui tendra vers zéro lorsque (') tendra vers (C). Nous
pouvons donc considérer & comme la limite de « défini par

A[f—;—%dsu+ffzqF(Q,M)dSQ
' . S ) .
a_AfL o dSy;

appliquant I’équation (15), nous aurons

AzQ ds 1 d 1 ) /‘
a’=Aff VP dSy;

actuellement, chaque terme donne, pour l'intégrale double sous
le A, une portion finie.
En changeant l'ordre des intégrations, nous avons

dSy
- s
a' A[[fAfog‘MPMQdQ
dSM ds — f dS“
f |, MP.MC f | MP.WC ¢
F(Q, M)
.+A[/zqf FQU M) asy as,.
JJs s MP

Appliquons au crochet la formule de Green dans l'aire comprise
entre le contour (C) lui-méme et une petite circonférence y de
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centre P et de rayon A. Nous avons, en vertu de (17),
g dsll I
a M _ mlog = +R(P, Q),
7) S L MPMQ ~ 2" lgpg TR(P Q)

R’ étant une fonction réguliére qui lendra vers R (P, Q) quand
(C') tendra vers (C). Lorsque X tend vers zéro, R’ donne dans o
un terme qui tend aassi vers zéro, et le terme'logarilhmique donne
naissance au résidu — 4w23,. Il vient donc -

a_____4,,:A2p+Ap§fsz[AQ[fMgSB‘;Q
fj'F(Q’M)dS ]dSQ;;

a la limite, quand (C’) tend vers (C), et en remarquant que

dSu
AfoMP MO = A9 R(P, Q),
nous avons

a_—4ﬂ1A2p+ffzoAp[AQR(P Q)+ffF(Q M) a5y ]dsQ.

Le crochet, dont il faut prendre le A,, est une fonction parfaite-
ment réguliére de deux points Pet Q quand ceux-ci sont intérieurs
a4 Paire S. Supposons que le point Q vienne sur le contour(J
Notre crochet s’écrit en général

AfoMzSI;Q F(Q' ) ds.

Or nous avons montré pour un vase hémisphérique et admis
pour un vase quelconque le résultat saivant: soitU(M) une fonc-
tion quelconque mais finie des coordonnées du point M ainsi que
son A. L’expression

A)fo(M)dS“ +fo(M)F(Q,M)dSM

est au plus logarithmiquement infinie quand Q tend vers le contour

C). Si la fonction == était partout finie, il nous suffirait de poser
: MP p ’ P

U(M)= Wll_P pour voir que notre crochet est aussi logarithmique-
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ment infini : en réalité la singularité introduite par le point P ne
nous géne pas : nous pouvons toujours entourer le point P d’un
cercle de rayon fini ayant pour centre ce point et intérieur a
Iaire S. La partie de notre crochet provenant de I'aire de ce cercle
est essentiellement finie. Pour la région comprise entre la circon-

férence et le contour (C), la fonction esl finie el la remarque

1
MP
précédente s’applique. Nous en concluons que I'intégrale

f./szQ[AQR(P,Q)+fviﬂ%mdsu]dsu

a un sens. [l faut encore démontrer que son A, a aussiun sens.
Désignons par A le crochet. Tracons un cercle de centre P et

intérieur a I'aire S, celle-ci se trouvera divisée en deux portions S,

et S, (fig. 6). Nous poserons

s f s f [
s=s f [ i ffF(Q’M)dS

de la sorte nous aurons
A=A+ A,

fsz A, dSq.
S

L’opération qui consiste 4 prendre le Ap de cetle expression ne
souléve pas de difficulté : dans toute I'aire S, la fonction A, est ré-
guliére quel que soit le point Q. A supposer méme que Q soit en P,

le terme Aoff wlli’S;:lQ est régulier (l’opération A, faisant dis-

Considérons d’abord
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dSy

paraitre le terme logarithmique def |, MP.MQ

)- Quant au terme

F(Q,M) . .
fL —F dSy, nous avons méme appris & former explicitement

son Ap.
Considérons maintenant

ffZQ A, dSg.
s

L’étude est délicate et je n’ai pu la pousser a fond. On peut
voir que Ap A, est logarithmiquement infini quand Q vient sur(C),
ce qui assure un sens a l'intégrale

f f s0hpA, dSq.
s

En effet, nous avons
dsS F(M,Q
APA2=AQ‘f‘/‘~—3 L +f /‘———-——(__’S)dSu,
s, MP'.MQ /s, MP

cecireprésente I'accélération au point Q (au facteur 2'—“ prés) quand

la dénivellation a P'instant considéré est zéro en tout point de

I'aire S, et Pis en tout point Q de I'aire S;. Donc Ap A, est bien

logarithmiquement infini quand Q tend vers le contour (C). Il

résulle que |’intégralefsz ApA,dS a unsens. Mais il n’est pas
s

absolument certain (') qu’elle représente le Ap defszA2 ds,.

(') On peut cependant, dans le cas de I’hémisphére, donner une idée de cette
derniére démonstration. Il résulte des considérations exposées dans la cinquiéme
section qu'on peut écrire

1 d
A,:U(P,Q)-’-Q.ﬂ'm%-c—[;ds,

la fonction U(P, Q) étant finie quand le point Q vient sur le contour C. Nous en
tirons
I

C_P 3

S5

d
APA,=APU(P.Q)+?ﬁ€6E
()
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Reste a calculer le terme 8 :

o= f> d“‘F(M P) dSu;

P étant intérieur a 'aire S, F(M, P) sera toujours finie. Seulement,

023
icl encore, nous ne pourrons sans prccauuons remp|acer 2T :‘

par sa valeur tirée de (g) et séparer les intégrales oblenues sous
peine d’obtenir des termes infinis. Il faudra alors recourir a I’arti-
fice du contour (C') et de V'aire (S') et prouver que les intégrales
obtenues a la limite ont un sens :il n’est du reste pas nécessaire
de reprendre tous les calculs, ils se déduisent des précédents en

en substituant F (M, P) a P Seulement ici, pour appliquer la

formule de Green, il sera muule d’isoler le point P : nous trouve-
rons seulement

p:ffszQ [Auf'LF(le))dSM +fj F(M, P)F(Q,M)dbu] dSy,

mais si nous nous reportons a 'expression précédente de Ap A,, nous avons aussi

d

CQ dn Gp ds’

A.,A,Z:V(P,Q)—o-zf

(©)

la fonction V(P, Q) étant finic. Il s’ensuit que la fonction Ap U(P, Q) est iden-
tique a V(P,Q). Elle est donc elle-méme finie, quel que soit le point Q. De sorte

que I’expression
[fzuApU(P,Q)dSQ
. )

ffsz.,U(P,Q)ds.,.

est certainement le Ay de

Finalement, nous sommes ramenés & montrer qu’on a bien

d 1
ffoquanLPdstq—ffaq [ ;i—ET SdSQ.

Pour cela, il suffira d’abord de vérifier qu'on a bien

f["“fcq n Tp 95 4Se= fdn cpf cnds"‘ds

Puis, sous cette derniére forme donnée A I'intégrale, on constatera que la
démonstration s’achéve sans difficulté.
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en posant U(M) =F(M,P) et en remarquant que U et AU sont
finis tant que P est intérieur a I'aire S, nous voyons que le coef-
ficient de 3z, est au plus logarithmiquement infini au voisinage
de (C). Donc B a un sens, ce qui permet nolre passage a la
limite.
Finalement, nous déduisons de I'équation (g) I'équation

(20) 41‘!‘.2<?——-—+A3p> f[zQK(P Q) dSy,

en posant

(a1) K(P, Q)—APAfoMPSM ffF(Q,M)dS
+A ffF(M P)dSu+ffF(M,P)F(Q,M)dsu;
S

F(M,P) étant symétrique en M et P, 'expression précédente nous
montre que la fonction K(P,Q) est symétriqueen Pet Q. D’otut le
résultat suivant, dd & M. Hadamard :

Conclusion. — A moins que la fonction K (P,Q) ne soit iden-
tiquement nulle, le calcul précédent nous montre qu'on ne peut
déduire de I'équation (9) celle de Cauchy. Donc en général l’équa-
tion de Cauchy n’est pas vérifiée par les petits mouvements de
surface contenu dans un vase de forme quelconque.

Il faut bien remarquer que I’équation (20) n’a éLé obtenue que
pour un point P différent du contour (C), et que, pour un point
du bord, la méthode de calcul que nous avons donnée est complé-
tement en défaut.

Du reste, il est bien certain que toutes les fois quea est sin-
gulier sur (C), il en sera de méme de 22 0 2, etles singularités de
seront d’ordre plus élevé que celles de 2 5 2 lui-méme.

Remarque. — Considérons deux solutions «(M, P, ¢) et
v(M, P, t) de I'équation (g) telles qu’on ait

“(M,P,0) = s =up,  ¢(M,P,0)=F(M,P) =0,
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L’équation (g) s’écrit de la sorte :

2
‘n(—j—ﬁg=Apffzmuod5u+ff2uvudSM,
4 s s

et 'équation (20) que nous en avons déduite pourra se metire sous
une forme assez frappante. Nous avons en effet

(52, e G
(ddzt:):— =4 ff s P)dS”“'ffF(M P)F(Q,M)dSy.
Mais dans ces conditions I’équation (20) s'écrit

Ak SN A %0 dSy + 2% gs
n( G - dar) =t z“dt’ L ""dz M-

Cas du fluide indéfini. — L’équation de surface est alors
o )
— ol
= A"f f Mp 4on-
- Lt —®
Nous faisons I’hypothése suivante : c’est que les deux intégrales

e 3 033(
mdSu et f el W

sont absolument convergentes. (Nous avons dit qu’on était amené
a les considérer comme nulles.) Dans ces conditions on peut écrire

A+ A+
am Azy
AP-/‘-/_’., NIFdSM =f£¢ W‘NSP

nous avons donc

-+ o AAZQ
Pz [T ff Mo “Se
A2 P 2 Y —w»
AT = MP dSy.

Considérons un deuxiéme point P'. Ecrivons Pégalité analogue
et retranchons membre 3 membre les deux équations obtenues.




Nous avons

p J% ap —0‘,3]" _ /' M X
im ( ot ot ) T J- MP @Su

D'ailleurs I'intégrale

.+ " .
.[./ © <I"IPMQ - MP’MQ) dSM

e P'Q .
est bien définie et égale d 2x logm- Appliquons alors la formule
de Green au deuxicme membre dans I'aire comprise entre un cercle

de rayon trés grand et deux autres trés pelits de centres P et I,
et passons 3 la limite, 1l vient

0% zp ot zpr

otk otk

“+ Azp — Azp = o,

quels que soient les points P et P'. Donc

9t Zp

S5 Azp = fonctiou du temps.

Cette équation doit admettre la solution z =o0. Donc le
deuxiéme membre est identiquement nul et nous retrouvons
I'équation de Cauchy

o+ z

d—tk—-i—Az:().

La fonction K(P, Q) nest pas en général identiquement
nulle. — Nous allons vérifier ce résultat dans le cas de I'hémi-
sphére en calculant la valeur de cette fonction quand P et Q sont
au cenlre.

Souvenons-nous que si I'un des points M ou P vient au centre,

la fonction F(M,P) se réduit a la constante % D’autre part

N dSy F(M, Q)
K(p, )“A"A"f MPMQ f[ mp - ¢Su

+AQf[F(M P) dsu +[fr(M P)F(M, Q) dSy.

XL. 12
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La dermére intégrale au centre donnera Aﬁi La seconde ¢t la

troisiéme donneront des résullats égaux. Prenons la seconde en

supposant Q en O,

F(M,0) . _ dbM__
ff Mp  4Sn= _3A"f = R3fdn pC @

quand P est en O, cela donne _f{_:. Donc

K(0,0) = <APAQf./S‘M‘:§(:;]Q>0’O— %‘.
Nous avons d’ailleurs
AQ// dSn ‘/[(IS“ (li-l__.'_.i]>d
MP.MQ — mp.mo + ) \QC @ PC ~ TC 4 QC) ™
Si Q est en O, nous déduisons de cette formule
sof [ 3ot = f [ wvawo + [, (& 7 vc — w0 po) @
Donc

dSy dSy 1 d T 1
A"A“ffMP MO ~ A"A"f MPMO (E 3o K ’:?> ds.

., .. 47
Quand P esten O, I'intégrale curviligne donne 4[{—5 Donc

K(O, O)— Ilm A'.Apf‘/‘MZSi:'ll()

Fig. 7.

11 sufit de montrer que cette expression n’est pas nulle.
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L'intégrale a différentier s’écrit

27 R d
S "
0 o Vp?—2pccosw+ c?

27 - _ - .
f Log R —ccosw + yR'—2Rccosw + ¢ o
0 c(1— cosw)

ou

La partie intéressante de I'élément différentiel est

L cco c ¢t
0g l-'—r{ Sw —+ 1—21—‘-(,050)—’--1‘—2

= Log2 + ajc + ayc?+azcd+...,

et il faut lui faire subir opération

0’+ld ‘?)__0"+'z 03 1 o? 1 0
ot Tcoe) T o T T i TS o

ce qui donne

a
Zc_i +6fay+...,

nous devons donc trouver

2n
f az; dw = o,
o

pour assurer la continuité du AA, et pour notre objet méme nous

20
[ a, dw = o.
Jo

=2,

devons vérifier

Posons

= o

nous avons

2

x| 223
Vi—2z cosw + x?=1— 2 cosw + — sintw + Tsm’m cosw
2
xz*
— —8-(1—-6coszm+5cos‘w)....

Soit 2A la quantité sous le logarithme

x? . x3 .
A =1— 2 COSWw —+ Tsm’w+ Tsm’w COsSw

zh
— E(l—ﬁcos’w+5cos‘w)+....
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Le développement de log A, changé de signe, nous donne

z? | x3 . Al -

r cosw — — sin?w — Zsm’w cosw —+ l—é(l — 6 cos?w + 3 costw)+. ..
4
zz 3

z3 . v .
-+ ?c052m —_ Tsmzw cosw + 35 (sin*w — 8 sin?w cos?w) +. ..
: 2

x3 A
—1—-?0053(» ——Tsmzwcos’w+...

b
+Tcos‘w+....

On voit immédiatement que

2m
f az dw = o.
)

D’autre part, nous avons

— 32a, =228 cos?w + 34 cos*w + sintw,

27
—32f a,,dm=<—24+—l—(£>n-
o 4

Le résultat est 3£ 0. Donc la vérification est faite.



