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SUR LES GROUPES PSEUDO-NULS ET NON COMMUTATIFS
DE QUANTITES HYPERGOMPLEXES.

Par M. Liéon Avronne.

INTRODUCTION.

Dans deux Notes précédentes (') j’ai étudié les groupes commu-

(1) 1. FroBEN1US, Theorie der hyperkomplexen Gréssen ( Sitzungsberichte
de I'Académie de Berlin, avril 1903).

II. CARTAN, Sur les groupes bilinéaires et les systémes de nombres complexes
(Annales de U'Université de Toulouse, t. XII, 18g8).

IIl. AuToNNE, Sur la fonction monogéne d'une variable hypercomplexe dans
un groupe commutatif (Bulletin de la Société mathematique de France, 1909).

IV. AuToNNE, Sur les groupes commutatifs de quantités hypercomplexes,
(méme Recueil, 1g911).

On renverra a la présente liste par une notation telle que celle-ci (/ndex, II),
pour désigner, par exemple, le travail de M. Cartan.

Un Mémoire assez étendu sur les groupes commutatifs et pseudo-nuls paraitra
dans les Annales de I’Universite de Lyon en 1912,
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tatifs et pseudo-nuls de quantités hypercomplexes. Dans cette
troisieme Note, je me propose d’examiner jusqu’a quel point les
résultals obtenus s'élendent aux groupes psendo-nuls généraux,
¢’esl-a-dire non commulatifs.

Les notations et la terminologic précédemment employées sont
conservées ; cela me dispensera de les rappeler ici.

Dans un groupe (¢), m-aire, pseudo-nul et non commatatif, de
quantités hypercomplexes z, la matrice antistrophe T(z) = T,
ne se confond plus avec la matrice S(z) =S, du groupe. On a,
pour z et y arbitraires, la relation S, T, = T, S,, qui exprime (ue
dans (¢) la multiplication est associative.

Voici les principaux résultats qu’on trouve :

A tout groupe (c) correspond sans ambiguité un systéme de k

entiers positifs gy, |h=1,2,..., k; k<mj|, ng =m, tels que
A

(pour un choixz convenable de variables) on ait & la fois

(A py=1,2, ..., k), S-'L‘:(Ppp.(x))v Tz = (g2p.(2)),

oit pry el @y sont des Tableaux & g) lignes et g, colonnes, for-
més avec des éléments de S, et de Ty avec pyy(x) =0, rp(x)=0,
pour w2\

On a ainsi une forme réduite entiérement analogue 4 celle qui
se présente pour les groupes commutatifs.

Répartissons comme précédemment (Index, 1V, 18) les m
unités ey, ja =1, 2, ..., m| en k sysiémes €3, a g termes. On a
encore la proposition : le produit d'une unité de ¢, par une
unité de ¢, ne dépend que des unitésde e, exy, ..., cx, A élant le
plus petit entier qui surpasse a la fois & el v.

Le prolongement d’un groupe se fait comme en matiére de
groupes commulatifs.

Jen profite pdur démontrer que tous les groupes, ot g\ =1 et,
par suite, k= m, sont commulatifs el sont parmi ceax consiruits
précédemment.

Décembre 1g11.
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CHAPITRE 1.
GENERALITES.

I. Prenons un groupe non commutatif (<), dont les m unités eq,
fo, By y =1, 2, ..., m| se multiplicnt suivant les formules ( les
a,gy étant des constlantes ordinaires, réelles ou complexes),

(1) EBEY"_‘E €a%afy:
[

Si z ==zy est le produit des deux quantités hypercomplexes

W
xr = Z sgrgety = ZEYJ’Y’ dans 'ordre indiqué des factears, on a

] Y

(2) za:Z Axpy TRy
By

2. Nommons uy, xg, yy, lrois m paramétres quelconques et
F(u, z, y) la forme trilinéaire

(3) F(u, z, y) :2 Ay By UaZB Yy
. afy
Soient .
0zF
,'ﬁY(u) = W =2 Uy Qafy
o

say(z) = m —-Z TR ARy,

2F
1ap() = Gury o Zh @afy:

M. Frobenius (Index, 1) introduit trois matrices m-aires :
la matrice du groupe
S(z) = Sz= [say(@)],
la matrice antistrophe
T(r)=Ty=[tag(»))
la matrice parastrophe

R(u) =R, =[rg;(u)]
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Le groupe (¢) est défini sans ambiguité par une quelconque de
ces trois matrices.

3. Désignons par fy(x; y) la forme bilinéaire (1)

o= (LY )a =2 aaByTRY ¢
ap

on a

of. 9/
say() = 5}’—‘;; taﬁ(_y)=vg.
La connaissance des m formes bilinéaires fy(z; y) assure sans
ambiguité celle du groupe (¢) et’on peut écrire

(5)=(.fh,f!s ~--‘fa1 --'rfm)'

Pour que () soit commutatif, il faut et il suffit que chacune des
formes bilinéaires f, soit symétrique.

4. Rappelons enfin les formules (Index, 1)

S(zy) = 8+8y; T(ay)=TyTy,
S,Ty=TyS, ou R,S.=TL,R,

pour z, ¥, u quelconques, dont les deux derniéres expriment,
'une ou l'autre, que la maltiplication est, dauns lc groupe (<), asso-
ciative.

D’ailleurs tout systéme de m3 couslantes aqgy, telles que : 1° S,
et T, soient échangeables; 2° les deux déterminants |pE — §;| et
|k — T, | soient égaux & g™, définit sans ambiguité un groupe
pseudo-nul (¢).

5. Soit B = (b,g) une matrice m-aire quelconque; posons
Y =2 Xpbaup-
B

On écrira symboliquement Y = B[X].
Alors on voit que la formule (2) du n® 1 s’écrit

(1) zy = 8z|y] = Tylx].



— 191 —
6. C = (cqp) ¢tant une matrice invertible, posons ( Indez, 1,§ 9)
e= LEJ c’est-a-dire eg = Egacap.

- -1
On aura x = C[z], pour

Y - —
r = Cala= D EaZa:
o a

et les formules de multiplication

- - -
Egey = Y €qAufy-
o

Nommons S, T, R les matrices construites avec les aqgy, comme S,
T, R sout construites avec les aygy. On a les formules

Sy=C-18(z)C, Ty=C1T(¥)C,
»=C R(uw)C, R,=¢C R(u)C
avec u = (J'I_;]

Comme la forme bilinéaire f(z, y) n’est pas autre chose que la
coordonnée (zy)y de zy, on a

Falw;y) = Gl ),

en vertu des formules ci-dessus.

7. Supposons que (¢) soit un groupe pseudo-nul et prenons
dans (g) la quantité hypercomplexe quelconque z.
Nommons ¢ le plus petit entier positif tel que 29 = 0. Comme

S(0) = T(0) = o, il vient
0=S(29) = 82 = T(29) = TS
et

|pPE—Ss|=]pE—Tg|=pm

Une certaine puissance de S, et Ty est nulle’; soient p et g les
entiers positifs minima, tels que

SE=S(at) =0, T&="T(27)=o.
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Les formules (1) du n° 3 donnent

2P+ = S [x] = o, 21+t = Tyy[z] = o0;
donc
eip+1, cSq+1.

Les déterminants [o £ — S, | ou [ E — T | décomposés en leurs
successifs  (Llementarteiler) donnent, en vertu de théories

connues,
|eE— S| =porpr, pIp'2...,
|eE—Ts| = p7 o7, g2q'z..

Cela fournit la maniére de calculer p et g. Il est évident que si
P'on particularise z en lui attribuant une valeur z = £ convenable-
ment choisie, on peat avoir une autre décomposition

[pE—Se|l=pm0, ... w2w'2...,
|p E— Tg| = p% o%, P

seulement, en vertu méme de la théorie des successifs, w<p,
LET-

Voici comment on s’en assure :

Nommons par exemple Agg(p; ), les premiers mineurs du dé-
terminant |oE — Sy, fa, B=1, 2, ..., m|. On aura, par défi-
nition,

Aag(p; &) = pm—r f Pago(®) + 0 Pagi(r) +. .. {

un au moins des m? polynomes Pygy(2) élant donné £ o. Pour
r =2E, il peut se faire que tous les polynomes Pugo (£), Pagi(8), .-,
l’a@,;,”.(g) soient nuls a la fois. lLes Aag(p;g) sonl divisibles par
o™~ Ptk sans 'étre par pm=pPHAti |l vient alors par définition
s=p—hip.

De méme pour le déterminant |pE — T,|.

CHAPITRE II.

FORME REDUITE.

8. Un théoréme dbtv a M. Cartan (Index, U, 35) dit ceci : dans
tout groupe pseudo-nul, il existe au moins un nombre n, n # o,
tel quey pour x quelconque dans le groupe, on ait a la fois
yn=mnr=o.
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Alors [formules (1) du n° 5]

0 =S8ylx] =Tylx];
comme z est quelconque, il vient les 2 m? équations
S5;= 0 =s48(7), Ty=o0=ta8(n)

aux 7 inconnues 7.

Ces 2 m? équations doivent se réduire a & distinctes, << m,
qu’on peut toujours (6) supposer e ny ="y=...=Nr=o,
Nh_ty - -+ Am restant arbitraires. S, et Tr ne conticnnent que

N1y -+ .y Nk; Par suile
pour Sy, aggy=0 (pour B > A, a et y quelconques),
pour Ty, aggy= (pour ¥ >/, a et {3 quelconques);

tag(y)=o (pour a quelconque, B> /),
say(z)=o0 (pour « quelconque, y > h).

N T 3 ~ ‘Y M N \l Qe
S, et Ty ont, pour z et y quclconques, leurs m — h derniéres
colonnes composées de zéros.

Par suite

. L(z) o h IMty) o h

b_,..z N Ty: ) ’
®(zx) o/ m—h A(y) o/ m—=h
h, m—h, h, m—h,

L (x), M (y) = matrice L-aire
®(z), I (y)= Tablean & m — h ligues ct 4 colonnes.

9. Les matrices Sz et Ty sont échangeables (4); les matrices
h-aives ¢ (z) et ML (y) le sont donc aussi.

Les rclations ()

[PE—Se|=]pE—Ty|=0pm
entrainent, | E; = h-aire unité |
lpEr— £(2)| =|pEr— I (y)|=p"

Donc (n" 4, in fine) ((.r) et M (y) sont la matrice et la ma-
trice antistrophe d’'un groupe (3) h-aire et pseudo-nul, aur
h unités =y, ..., cp.

On peut reprendre sur () le méme raisonnement que sur (z) ct

XL. 13
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les mémes considérations que précédemment (Index,1V, 16 a 22).
On arrive ainsi a diverses propositions que j’'énoncerai sans dé-
monstration et qui sont la généralisation de ce qui se passe pour
les groupes commautatifs.

10. S; et T, peavent se mettre sous la forme réduite

[}
P21 O
P31 P32 O
S,= .. ,

Pya P - P oese P2 o

Prk1 ... Pl,k—1 ©O
[

l‘y= ga1 O )

ol pry = () et gap = @au(y) sont des Tableaux a g) lignes et
gy colonnes empruntées vespectivement & Sz et T,, avec
m=g +gs+...4+gn | M p=1,2, ..., /f{, k<m. De plus,

() = () = 0 pour p 2.
Si I'on considére pyy ou gy, comme une lettre unique, on a deux
matrices k-aires

=(Pw)r Q=(qw)

qui sont respectivement le canevas de Sz et de T,

11. On répartira

Les unités eq.... ..... e en systémes... Cey
Les variables zg............... » R WY
Les variables yg..ooovonunn. » B b
Les formes bilinéaires fo(z, ¥). » e &

(a=1,2,...,m) (A=1,12, ..., k).

de la méme fagon que précédemment (Index, IV, 18), le systéme
d'indice A élant & g) termes.

On dira que l'entier 2, pris dans la suite 1, 2, ..., m, appar-
tient a 'indice A, pris dans la suite A=1, 2, ..., k, si &4, par
exemple, figure dans le systéme X). Pour mettre en évidence
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les & entiers g3, on emploiera la notation
(e)= ‘,'Z‘ly ceey Ty s Dgrly w ooy Tgidgyy vovy o3 Tm 1y, T :

Autrement dit, on séparera : _

1° Par le point et virgule, les dilférents systémes Ny ;

2* Par la virgule, les différentes variables z, d’un méme sys-
téme N\&y. '

12. On auara encore (Indez,1V, 20) la proposition que voici :
le produit d’une unité du systéme &, par une unité du sys-
téme &, ne dépend que des unités de &, &y, ..., Eky 00t N dé-
signe le plus petit entier qui dépasse a la fois p. et v.

13. Les formes bilinéaires f,(z;y) du systéme F), ne contiennent
que les variables des systémes Xy, &y, ..., Xy €L Yy, Ja,y -. -,
31 Si une variable z, de X)_, ne figure dans aucune des expres-
sions fu(z;y) de F, alors la variable y, de y_, figurera sirement
dans une au moins des formes bilinéaires fy(z; y) de &.

Cela résulte immédiatement du raisonnement du paragraphe 8.

CHAPITRE III.

PROLONGEMENT D'UN GROUPE.

14. Je dirai qu'un groupe (§) pseudo-nul ct (m + 1)-aire a la
forme Z (Indez, IV, 27) si 'on a, pour un nombre quelconque x
de (%),

T emat = Ema1 T = O.

Tout groupe peut étre mus sous la forme Z, car tout groupe
peat-étre mis sous la forme réduite, laquelle n’est qu’un cas par-
ticulier de la forme Z.

Un groupe conserve la forme Z aprés transformation par une
collinéation ¢/ndex, 1V, 27)

D o\m
=(o 1)
o 1 1
m i,
laquelle, laissant ¢, fixe, soumet les m premiéres unités a4 une
collinéation quelconque m-aire D.
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15. Si, pour x quelconque zzpm_y =¢m_x =0, 0n a

O =¢€BEm+1=Em+1EQ

0 = Aaf, m+1= Qq, M1q,B ga,ﬂ=l,2,...,m+l;.

Nommons $; et &, la matrice et la matrice antistrophe du
groupe (m + 1)-aire ({). On voit que 35 et &, ont leur derniére
colonne composée de zéros :

Sz o\ m T, o\ m
Sa= & =(_" .
* (L.t o) 1’ 7 (My o) I
m 1 m 1

Le méme raisonnement qu’au n®9 montre que S; et T, sont
la matrice et la matrice antistrophe d’un groupe m-airve (<)
pseudo-nul.

On dira encorve (Indexz, 1V, 29) que le groupe (§) est le prolon-
gement du groupe (c), qu'on passe de (¢) a (§) par prolongement,
qu’on obtient (§) en prolongeant (¢), etc.

16. (€) vestc le prolongement de (¢) quand on fait intervenir la
collinéation (m —+1)-aire G du n° 14. On peut profiter de I'indé-
termination de la collinéation m-aive D, qui transforme (<), pour
mettre (¢) sous forme réduite. Donc encore (Index, IV, 30) tous
les groupes (m + 1)-aires pseudo-nuls s’obtiennent en pro-
longeant des groupes pseudo-nuls m-aires, mis sous forme
réduite.

17. Voici comment (Indez, IV, 31) s'opérera le calcul effectif
du groupe prolongé (§), le groupe (s) étant supposé connu et
pris sous forme réduite.

On a & exprimer que les deux matrices (m + l)—anes 8z et &,
(13) sont échangeables. Les deux matrices m-aires Sy et T, le
sont déja par hypothése. On n’a donc plus qu’a écnre les m éga-
hés |B=1,2,..., m|

(0) N sme1p(2) 4p(r) = X tmri o) so8(2),
P P

ot p=pF+1,3+2,..., m, puisque, dans les matrices T, et S,
sont nuls les éléments ou le premier indice ne surpasse pas le
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second. Cela résulte de la forme réduite. Les formules (o) déve-
loppées sont

22 TyQAm 0-1,)\‘)2_}’[1 QB =2 ZauH t,pp.)’p.E“f')“p)\ﬂ
A > p A

d

Identifions de part et d’autre les coelficients de x; . ; il vient

2 A m+1,0p pB =E Am+1,0p.2p)B 5
4 e

sonl connus tous les coefficients Aqugy Ol & << M + 1, puisque ces
coefticients figurent dans le groupe (). Posons Ay, py = Dpy. Lies
m? quantités bgy |, Y =1, 2, ..., m| sont ceux de la forme bili-
néaire fry (Zoy -ooy Tms Yiy-ooy Ym)-

18. Tout compte fait, on a a résoudre par rapport aux m? incon-
nues bgy le systeme des m® équations linéaires et homogénes,
o —
fd=1,2,...,,m|

" N brpaopu= bouap
] (2 P

(p=mym—i1, ...,3+1; \, p=1,2, ..., m).

CHAPITRE 1V.

APPLICATIONS.

19. Jai construit (Indez, IV, 23 4 23) les groupes commutatifs
et pseudo-nuls, pour lesquels, dans la forme réduite (10), k=m
et lous les g sont égaux & 'unité. Ces groupes se confondent avec
les groupes commutatifs et pseudo-nuls de rang maximum, c’est-
a-dire avec ceux ou la matrice S, a le rang maximum m — 1. On a
pour la forme réduite su5(x) = Zq_g.

20. On va montrer que tous les groupes, o tous les gy sont
égauz a lunité, sont des groupes commutatifs. On ne parle,
bien entendu, que des groupes pseudo-nuls.

Faisons d’abord m =12 et, avec les nolations du n° 11,

()= (@4; x3). Alors f (z;y) = o0, fa(z;y) =@ 2, yy. Les deux
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formes bilinéaires f,(z; y) sont symétriques et le groupe est com-
mutatif (3).

Montrons que, si la proposition est vraie pour m — 1, elle est
vraie aussi pour m.

Il est évident que, pour construire le groupe m-aire cherché,
il faut prolonger le groupe commutalil (m — 1)-aive de rang
maximum.

21. On a a appliquer les formules des n* 17 et 18, en chan-
geant m enm —1.

Il faut calculer les coelficients de la forme bilinédaire f.(z ; v),
ol ne peuvent ligurer ni Z,, ni ¥, mais ot ligure effectivement
une au moins des deux variables 2,,_, el y,_, des systémes -\, _,
el Ym_y (13). On ne peut done avoir simultanément

df m ‘)/ m

Wm 1 =% t'“:m"(-}/): v L

Sm,m -1 (-T) = 02 1
“*m

22. Exprimons que les deux matrices S, et T, du groupe
m-aire cherché sont échangeables. Il suffira, en vertu de la théorie
du prolongement, d’exprimer que (S;Ty)ug = (TySz)mg, pour
B=1,2,..., m — 2, car on a évidemment

0—(3 T_) )mm—(TyS )mm (S.z‘Ty)m /—l'—(TyS Y, m—1-

Il vient ainsiles m — 2 équations

23/11.9(3') to8(7) =2 tm,a(¥)Ssp ()
¢

—(3+|, B4+2, ....m—1;B=1,2,...,m—2).

(®) ?
(ps
Les denx sommes comprennent m — 1 — 3 termes.

23. Posant

d m
o= 2 i
of m
tmn 6(7 ) = l— =t6(Y)

et remarquant que (19) sop(x) = 75 g ,8(¥) =9p.p, on écrira



plus simplement
2 Yo-Bsp(x) =21‘o‘—$ te ()
) G

Tout compte lait, les expressions s,(x) et ¢4(y) sont liées par les
m — 2 relations, |B=1,"2, ..., m — 2]

(8] ¥18601(2) + 2 42 (@) + ook P imo1—f 1 ()
=x g (¥)+. o+ Tmr—B -1 (¥)-

24. Désignons par Qq(z; ¥) = Qq(y; z) la forme bilinéaire
symétrique Zi¥o_ 1 + Ta¥o_2+... Lo 1 Y-

Lemme. — On a sp(x) = () = Quy1—p (K; 2), les K étant
des constantes.

Je dis que le lemme est vrai pour p =m — 1. En effet, la rela-
tion [B] ci-dessus donne

yism—l(-z') = xltm—l(}’)-
Ou ne peutavoir (21)

Sm,m—l(-z') = Sm—-t(fl") = tm,m—1 (}’) = -1 (}’) =0,
done
sm—l(x) = tm—l(z') = klxl = Q!(K; .'L‘),

ce qui est conforme au lemme.
On va établir que, si le lemme est vrai pour

p=m—1,m—2, ..., B+2,

il est vrai aussi pour B+ 1, c’est-a-dire que le lemme est vrai
pourp=m —1,m—2,...,3, 2.

Cela suffit pour établir la symétrie de la forme bilinéaire
Jm(z; ), c’est-a~dire la commutabilité du groupe m-aire.

En effet, des égalités

oy
sp(a:) = Smp(x) =zamapxm
o

~N
to(x) = tmp(x) =Zampc(1'a
o

(p=12,3, ..., m—1)

on lire

Amap= Cmpa (a=1,2, .., m—1;p=2,3, ..., m—1);
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la symétrie de la forme bilindaire (m — 1)-aive f.(z; y) devient
évidente.

25. Si le lemme est supposé vrai pour
p=B4+20+3, ..., m—1,
la relation [B] du n® 23 devient
[B4] Y15pn(2) 4+ Q(y; ) = z1tg1 () + (x5 ¥),

ou
Qy; 2)=y2Qu-1-(K; )+ y3 Qu-2-g(K; z) 4. ..
+}'m»—l—»ﬁQ2(K; ‘T)
= yo(Kizp-3- B+ KeZip3-g+ Kszmyp+...
-+ Km-»—!—ﬁx:"‘ Kp-s- ‘31‘,)
+ yi(Kiwn—s-g+ K1+ Kszms-g+. ..
+ Kn—i—pZr+ Kz pzy) +. ..
-+ ]’/u—r—ﬂ ( K7y K2y )+ Ym—1-8 Kz,
= Ki(ml}'m—l-ﬁ + Lo Ym-2-Bt. ..+ Tm-3-BY3 “"f"m-—z-,’iyz)
+ Ko (%4 Yim—2-B+. ..+ Ti—i—B Vs Tm—s—py2) +-..
+ Kp—s-px1 ¥s
= K[ Qu-g(#; ¥) — y1Zm-p-1]
+ Ko [ Qur-p(23 ¥) — Y1 @m—e—p] +. ..
+ K28 Qa(2; ) — 7124
. = (b(z'; .}’) — yi(lem—ﬁ—-l -+ Kixm-fi—t‘f'- ot Km—!-{:lz!)y
ou

P(z; y)=P(y; z)= KlQm—B(}'; Z) ..o+ K/u-z—ﬁQa(x; }’)~

26. Transportons daus la velation [ 3,] ci-dessus les expressions
de Q(x; v) ctde Q(y; z) qui viennent d’étre construites. L’expres-
sion symétrique ® en z et y disparail de part et d’autre et il reste
la rclation

lB:J }’llsﬁ—i-l(x)—'lem-ﬁ—-l_---‘—Km——ﬁ—zxzj
= [8+1(y) —Kiym—p-1—...— Kn-p-252].
Introduisons la constante arbitraire K,i_g_1 ; la condition [(jz]

donne
3{54-1(1') = Qm~ﬁ(-77§ K )1 tﬁ—&—l(}') = an—-ﬁ(}’; K)

C. Q. F. D.



