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LES FONCTIONS MONOGENES NON ANALYTIQUES;

Par M. EmiLe Bongr.

I. — LE DOMAINE D'EXISTENCE.

Notre but étant de définir les fonctions monogeénes dans des
domaines plus généraux que ceux considérés jusqu’ici dans la
théorie des fonctions analytiques, il est nécessaire d’étudier
d’abord les propriétés de ces nouveaux domaines.

Jappellerai domaine weierstrassicn, ou domaine IV, un
domaine dans lequel peut étre définie une fonction analytique, au
sens de Weierstrass. Jappellerai domaines de Cauchy, ou
domaines C, en I’honneur du créateur de la théorie des fonctions
monogeénes, les domaines plus généraux que les domaines W, et
dans lesquels peut étre définie une fonction monogéne uniforme.
Nous verrons que les propriétés essentielles des fonctions mono-
genes dans les domaines G que nous définissons, sont les mémes
que dans les domaines W ; ceci n’exclut pas la possibilité de défi-
nir des domaines C’ plus généraux encore que nos domaines C. En
d’autres termes, nous ne pouvons pas affirmer que notre généra-
lisation embrasse toutes les fonctions monogeénes uniformes : mais
elle nous conduit i définir une classe G de telles fonctions, classe
plus générale que la classe W des fonctions analytiques de
Weierstrass.

Je me bornerai & exposer la définition des domaines G dans un
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cas particulier; si 'on utilise un théoréme que j’ai démontré sur
les ensembles de mesure nulle, d’aprés lequel tout ensemble de
mesure nulle peut étre défini au moyen de points fondamentaux et
de domaines d’exclusion, onreconnait que le cas particulier exposé
se généralise beaucoup.

Considérons un domaine W; ce sera, pour fixer les idées, un
cercle de rayon 2 (| 5| << 2) et considérons un domaine intérieur
dans lequel sont définis des points fondamentaux en infinité
énumérable, qui peuvent étre denses partout; pour fixer les idées,
nous admettrons que ces points fondamentaux a, sont les points a
coordonnées rationnelles intérieurs au cercle |z]| << 1. Nous
admettons qu’a chaque point a, est attaché un nombre positif r,,
ces nombres s, tendant trés rapidement vers zéro lorsque n croit
indéfiniment ; nous préciserons plus loin ce mode de décroissance ;
pour I'instant, nous admelttrons seulement que le reste de la série
convergente /' + Iy + ... + ' + ... est inférieur an quart du
dernier terme conservé : nous appellerons domaine C, le domaine
obtenu en excluant du domaine W les points intérieurs aux
cercles S, , définis comme il suit. Considérons les cercles S, ,

N . r
ayant pour centres les points a, et pour rayons respectlfs ;’—'; le

:I‘
cercle S, , a pour centre a,, el son rayon est le plus petit des
Ty
op+1
des cercles S,ﬁ,,, (p>1); ces divers cercles sont donc ou intérieurs
a8, ,(enycomprenant ceux qui sont tangents intérieurement), ou

extérieurs & S, , (en y comprenant ceux qui sont langents exté-

. ry - .
nombres compris entre v et et tel qu’il ne coupe (') aucun

rieurement). Nous ne tiendrons plus compte des cercles inlérieurs,
et nous désignerons par «, le point fondamental de plus petit
indice correspondant aux cercles extérieurs; le cercle S, , aura
pour cenlre a, et son rayon sera le plus petit des nombres compris
entre -:ip’ et ;%% tel qu’il ne coupe aucun des cercles S, » (p > k»); 1
ne coupe pas non plus le cercle S, , et ne lui est méme pas tangent

(') Ceci est possible en vertu de I'hypothése r, >4 Z r,, qui entratne :

2
™
r r r
1 1 k
—_— 2 —
or  2ptl e Z 2P
2
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exlérieurement, puisque son rayon est certainement inférieur au

1/
pn

rayon ’zi; du cercle S, ,, et de méme il est extérieur aux cercles S
d’indice p inférieur & k,, car ces cercles, d’aprés la maniére
dont @, a été choisi, sont intérieurs & S, ,. On définira de méme
te cercle S; ,, ete., et I'on voit que, si Pon désigne par C,', le
domaine obtenu en excluant les poiuts intérieurs aux cercles S,
et par G, le domaine obtenu en excluant les points intérieurs aux
cercles S, ,, tous les pbinls de C,j appartiennent & Cp, tandis
que lous les points de Cp appartiennent a G,y ; la considération
des domaines G, est donc équivalente & celle des domaines C, et
évite les difficultés qui proviendraient des intersections des cercles.
L.es points des circonférences S, , sont dits constituer la fron-
ticre de Cp; les points de C, qui n’appartiennent pas a celle
frontiére sont dits intérieursa Cp; il importe d’observer que nous
prenons ici le mot intérieur dans un sens différent du sens usuel
dans la théorie des domaines W : il n’existe pas en général de cercle
ayant son ceunlre en un point intérieur et dounl tous les points
soient intérieurs. Les points de 'ensemble C,, situés a l'intérieur
du cercle de rayon 1 forment un ensemble parfait, qui peut étre
considéré comme l'ensemble dérivé de I’ensemble de ses points
frontiéres S, ,. Le domaine C est par définition I'ensemble de
tous les points tel que chacun d’eux soit intérieur a un Gp; comme
les points de C, (y compris la frontiére) sont évidemment inté-
rieurs a Cp,y, il serait indifférent dans cette définition de C de
considérer les points de la frontiere de C, aussi bien que les points
intérieurs ; mais il nous sera plus commode de n’avoir & considérer
que les points intérieurs. Le domaine C n’est pas parfait, puisqu’il
ne contient pas les points a,, qui en sonl des points limites. Il est
aisé de voir que l'ensemble (de mesure nulle) des points qui
n’appartiennent pas a G, a la puissance du continu. Nous dirons
qu’un domaine T est intérieur (*) a G, lorsque tous les points
de T appartiennent 3 un méme C, d’indice fixe. Parmi les domaines
intérieurs & C, nous considérerons a peu prés exclusivement les
domaines G, : tous les points de G, sont intérieurs a Cpy,y.

(') Rappelons encore une fois que le mot interieur a ici un sens différent de
celui qu'on lui donne habituellement, et en particulicr dans la théorie des
domaines W,
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Le domaine C sera dit appartenir a la classe (C) des domaines de
Cauchy que nous éwudions ici si les nombres r,, sont tels qu’ona (')

(1) lim — 2,

"=* log log log —
'n

Il est clair que si cette condition est vérifiée pour deux
domaines Cet D, elle est vérifiée pour la partie commune a Cet D.

En méme temps que les domaines C,, et C, nous considérerons,
comme moyen auxiliaire de démonstration, des domaines que
nous appellerons domaines réduits et que nous désignerons par T,
etT. A un domaine C correspond un systéme bien délerminé de
domaines Cp, et une infinité de systémes de domaines réduits;
voici la définition d’un de ces systémes. Donnons-nous des
nombres ¢,, tendant rapidement vers zéro lorsque n augmente
indéfiniment, mais heaucoup moins rapidement que les r,; plus
précisément, nous supposerons que 'on a -

1 1

— < loglog —
(2) o1 < loglog -
et, en méme Lemps, quel que soit le nombre fixe «
(3) limn%p,=o,

n=—oo

ces deux conditions (2) et (3) sont bien compatibles en vertu
de (1) (2).
Les domaines I, sont définis au moyen des p, comme les C, au

moyen des r,, c’esl-a-dire sont limités par des cercles de rayons

compris entre 2—'5 et 2—%- extérieurs les uns aux autres. Le domaine T

(') On constatera aisément que la plupart des raisonnements et des résultats
que nous allons obtenir s’étendraient sans difficulté au cas ol les cercles d’ex-

. . . r .
clusion S,  auraient des rayons exprimés par la formule 7, + ?—;, les r/ étant in-

dépendants de p, mais tendant vers zéro plus rapidement que les r, lorsque n aug-
mente indéfiniment, de sorte que pour toute valeur fixe de p, le terme /, est
asymptotiquement négligeable. Dans ce cas, le domaine exclu a l'infini n’est
pas de mesure nulle, mais de mesure ®Xr/%. Je développerai ultérieurement
Pétude de ce cas.

(?) Depuis que ceci a été écrit, j’ai pu remplacer (1), (2), (3) par des condi-
tions plus larges. Voir Comptes rendus, mai et juin 1912, ou j'indique aussi
d’autres modes d’exposition de la Lhéorie, préférables lorsqu’on veut Pétendre au
cas des fonctions multiformes.
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est formé par I'ensemble des points intérieurs (au sens indiqué
plus haut) a quelque I'y. Les domaines I', sont parfaits, T" n’est
pas pacfait; I'ensemble complémentaire de T' est de mesure nulle
et a la puissance du continu.

Il est manifeste que I'ensemble C comprend tous les points de T,
puisque C, comprend tous les points de T, ; mais G comprend en
outre bien des points qui n’appartiennent pas a I'.

L’uuilité principale de la considération de T' résulte de la propo-
sition suivante :

Si une fonction des deux variables x, y coordonnées d’'un
point M est définie pour tous les points de G et continue sur
tout domaine Cp, la connaissance de ses valeurs en tous les
points de T entraine la connaissance de ses valeurs en tous les

points de C.

D’une maniére abrégée, deux fonctions continues dans G (c'est-
a-dire définies dans tout C et continues dans tout domaine i{nté-
rieur 3 C) ne peuvent pas coincider dans tout I' sans coincider
dans tout G; ou, enfin, une fonction continue dans G et nulle
dans T est nulle dans C.

Soit, en effet, A un point de G; ce point appartient & un
ensemble C, intérieur a G; c’est un point limite de 'ensemble
formé par la frontiere (*) de Cp; il suffit pour prouver que la
fonction est nulle en A, puisqu’elle est continue sur G,, de
démontrer qu’elle est nulle sur chacune des circonférences qui
conslituent cette frontiére (on a déja fait remarquer que chacune
de ces circonférences est intérieure a Cpy,); or, sur 'une de ces
circonférences (comme sur toute courbe rectifiable tracée dans le
plan), les points qui font partie de T sont denses partout; la fonc-
tion conlinue sur cette courbe est donc nulle partout sur cette
courbe si elle est nulle en tous les points de T.

Lorsque nous parlerons d’'un domaine réduit, nous admettrons
qu’il s’agit d’un domaine hien déterminé, les o, étant choisis d'une
maniére précise, satisfaisant aux inégalités (2) et (3). Il pourra

(') Nous négligeons les points A qui seraicat intérieurs a C au scns de Weier-
strass ; pour eux la proposition esL évidente, puisqu'ils sont centres de cercles ne
renfermant a leur intérieur aucun a,, ils sont aussi intéricurs a I' au sens de
Weierstrass. o ’
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arviver que nous ayons a considérer simultanément un autre
domaine I" défini par des nombres p,; si 'on a

ST -

(4) O =p

’

nous dirons que I' est d’ordre 3 par rapport a I'; si le nombre 8
est supérieur & I'unité, il est clair que les nombres p,, vérifient les
inégalités (2) et (3) du moment que les g, les vérilient; en ce

cas, I'ensemble [, est intérieur a T, car les cercles exclus de
7

rayons % sont plus grands que les cercles de rayons ~ (puisqu’on
peut évidemment toujours supposer pa < 1).

Remarquons enfin que les points de G, situés sur une courbe
quelconque, sur une droite pour fixer les idées, y forment un
ensemble parfait, défini par des intervalles contigus (au sens de
M. Baire), cordes interceptées par les cercles sur la droite. Cet
ensemble peut ou non comprendre des intervalles; mais, en tout
cas, il est parfait, et par suite une fonction continue sur G, et
nulle en tous les points qui limitent les intervalles contigus est
nulle en tous les points de I'ensemble ainsi que Loutes ses dérivées

sur G,.

II. — LA FONCTION MONOGENE.

Nous dirons qu’une fonction f(z) est monogéne dans un do-
maine tel que G si :

1° Elle est continue dans C (c’est-a-dire, comme nous 'avons
expliqué, continue sur tout C,, intérieur a C; I'ensemble C,
étant parfait, la continuité sur C, est uniforme);

2° Elle admet en tout point M de C, par rapport & 5 = x + iy,
une dérivée unique et continue (pour définir la dérivée, on consi-
dérera un des ensembles C, dont fait partie M et, désignant par
M’ un autre point quelconque de Cp, on cherchera la limite du
rapport
SM) — /(M)

(%) T

lorsque le vectear MM/ =z’ — z tend vers zéro; si cette limite
existe pour toute valeur de p, elle est évidemment indépendante
de cette valeur de p, puisque tous les points de G, appartiennent
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a Cpyq; c’est pour cela que cette limite s’appellera la dérivée de
S (5) dans C, c’est-a-dire sur tout domaine intérieur 3 C. La
continuité de la dérivée dans C s’entend comme la continuité de
la fonction dans G : continuité sur tout G, intérieur a C. Cette
hypothése de la continuité de la dérivée est sans doute superflue ;
mais elle simplifie I'exposition.

L’ensemble C, étant parfait, toute fonction continue sur G,
est bornée sur C,p.

Nous allons démountrer la propriété fondamentale suivante de la

fonction f(3):

(6) fxfmdz =2‘[S f(2) ds,
n Spm

la courbe K étant une courbe simple quelconque dont tous

. . . . 5 .
les points sont intérieurs a Cp, la somme Z se rapportant a tous

n
les cercles Sp,, qui sont & lintérieur de K ; les intégrales sont
loutes prises dans le sens direct.|
Nous poserons

(7) - Sf(z)=P(z,y)+iQ(x y),

de sorte que I'égalité (6) revient & deux égalités dont il suffit de
démontrer 'une, par exemple

(8) Ide—Qdy::Zf Pdr — Qdy.

Spin

Pour démontrer cette relation, nous allons définir une fonction
P,(z, y), finie et bien déterminée en tous les points intérieurs
a K, et coincidant avec P (z.y) aux points intérieurs 3 K qui
appartiennent & G, ; il reste donc a détinir P, (2,y) & l'intérieur
des cercles S, ,; sur la circonférence de ces cercles, elle coincide
avec P(x,y). Nous définivons P, a I'intérieur du cercle par la
condition que sur les cordes du cercle paralléles & Oy elle varie
linéairement (sa valeur aux extrémités élant connue, puisqu’elle
y coincide avec P). La fonction P, ainsi définie est continue a

e, . . . , . , OP
I'intérieur de K et y admet en tout point une dérivée —‘# ; celte
dérivée est bornée d’aprés I'hypothése que les dérivées de P sont
bornées [ce qui résulte de l'existence el de la continuité des
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dérivées de f(z)]; en eflet, anx points intérieurs & C, la dérivée
de Py coincide avec la dérivée de P; aux points intérieurs 2 S, ,
la dérivée de P, est constante sur une corde paralléle & Oy et égale
au quotient de la différence des valeurs de P, (c’est-a-dire de P)
aux extrémilés de la corde, par la longueur de cette corde. La dif-
férence des valeurs de P est, si Pon désigne par AB l’arc sous-
tendu par la corde

oP opP
(9) 4o g

Cette intégrale est lnfeneure au produit par la longueur de

Parc AB par la somme

—| 4 ‘d_‘ et son quotient par la corde AB

est au plus égal &
oP

n|oP L]
2oy’

et est par suite borné en méme temps que les dérivées

oP IdP
—let|—]|-
or dy
De méme, les valeurs de P, étant comprises entre les valeurs
de P, |P;] admet la méme borne que |P|(*).

On a, d’aprés un résuliat classique, en désignant par (K) Paire
inlérieure & K

ff dp'd.tdy_—fpldt——fl’dsr',
(K)

puisque sur K, P, coincide avec P.

De wméme, Q,(x,y) étant défini au moyen de Q(z,y) de la
méme maniére que P, au moyen de P (en prenant toutefois des
paralléles & Oz au lieu de paralléles a Oy):

/.[K)%d”df=lQldy=‘£Qdy.
Il en résulte
(10) fpdx_Qdy___ff (oP, dy)dxdy
K) "

.. oP . . . . .
(') La dérivée -o——‘- est discontinuc aux points des circonférences; ceci n’a pas

d’inconvénient pour les démonstrations; on peut éviter cette dilficulté, si 'on
veut, en modiliant la définition de P; (c’est-a dire en raccordant par des courbes
convenablement choisies au licu de raccorder par des droites). On a des résultats
asscs simples en prenant la somme d'une parabole et d’une sinusoide.
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L'intégrale double du second membre se réduit & zéro pour les
ortions de I'aire (K) qui appartiennent & Cp, puisqu’en un point
. jui app py PUisq 1
intériear & G, ona (')

oPy Qi _ 0P  iQ

= = — 4+ —=o0.

7}7 ox oy oz

La formule (10) se réduit donc a

(11) /de—Qdy:—-Zf‘/; )(-d—r—)'——t—?—gl)dxdy
iSpon

. nrd
Mais 'aire de b,,,,, est tgale a —-A—P— d’autre part, les modules
aP

de d" a un nombre fixe indépendant de n

(dependdnt dc P, mais p est fixe); on a donc

‘dex——Qd_y
K

(12) <MZri.

(") Une explication complémentaire est peul-étre ici nécessaire; a linlérieur
de C,. P, coincide avec P, mais P, est défini en des points ou P n’est pas défini ;
. . . aP
peut-on dés lors conclure de I'existence de la dérivée de P, '3y’ 4 Pexistence de
la dérivée de Py, el au fait que cette dérivée est égale a-celle de P.
Sil'on considére la représentation géométrique de P (z, y) pour z = z, fixe et
y variable, soit 5 =P (z,, y), et que I'on désigne par A, et A, les points (¥, 2;)'

Rayz 7z

b3

Axpx;

AZyx,

i) -

4

()3 5,) qui correspondent a un intervalle contigu a C',, ¥2 Y5 on remplace z
dans cet intervalle par une droite A,, A;; la pente de la droite A; M qui joint le
point ¥, 3, correspondant a un point y,, de C a un point quelconque M de cette
droite, A, A, est comprise entre les pentes A, A et A A, des droites qui joignent A,

aux extrémités A, el A,; par hypothése les pentes de A, A, et A A, tendent vers -5;

lorsque A. et A, tendent vers A, ; il en est de méme de A, M, c’est-a-dire que %;-

xiste et est égal édp
exis g ¥
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Il est aisé de tirer de la la formule (6); la série 21;; étant,

en effet, convergente, nous pouvons choisir n de maniére que le

L, . e, . . € ,
resle de cette série 21,“; soil inférieur a M Le nombre n étant

n+1
ainsi choisi, désignons par K’ le contour formé par le contour K

. . , -
parcourudansle sens direct et les circonférences S, (, Sp 2, ..., S, 4
parcourues dans le sens rétrograde; nous pourrons raisonner
sur K’ comnre nous avons fait sur K (enle complétant, si nous
voulons, par des coupures rectilignes pour en f(aire un contour
simple) ; nous obtiendrons ainsi

de——Qdyl<M ri<e,
L >

n+1

c’est-a-dire, les intégrales étant prises dans le sens direct,

I/K'sz—Qdy—Ef P dz — Qdyl<a.

pm

En faisant tendre ¢ vers zéro, n croit indéfiniment, et 'on
obtient bien la relation (8), d’ou I'on conclut de suite la rela-
tion (6).

Nous allons, au moyen de (6), obtenir une expression analy-
tique de f(3) valable & I'intérieur du domaine réduit T,. Soit z

un point intérieur a T, et o4 un cercle (') de centre z, intérieur

a C, et dont le rayon soit compris entre —71 et ——-

(") Il existe bien un tel cercle, quel que soit le nombre ¢ (au moins a partir d'une
certaine valeur de ¢). En effet, z étant intérieur 3 T, on a quel que soit «

|z —a,l > P
Par suite, les points a, tels que l'on ait
|2 —a,] <=

sont tels que l'on a
T

1
(13) o P <3
Désignons par n, la plus petite des valeurs de n & partir de laquelle cette inéga-
oz o . Py T
lité (13) est vérifiée; tous les a, intérieurs au cercle de centre z et de rayon == ont

1
des indices supérieurs ou égaux i n ; la somme 7)—4 des rayons des cercles
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Considérons la fonction
f(3)

33—

9(2) =

dans le domaine compris entre le contour K et o ; il est clair que
dans ce domaine cette fonction est monogéne ; nous obtenons donc

la relation
[ [y [ Lo

Spen

la somme du second membre se rapportant aux S, , qui sont
compris entre K et a.

Si I’on désigne par M le maximum de | f(z)]| dans G, le maxi-
mum de | o (3)]| sur ces divers S,,, est évidemment 29+ M ; si 'on
remplace ¢ par ¢ + 1, il s'introduit dans le second membre une
infinité de nouveaux termes, mais il est aisé de voir que les lon-
gueurs des chemins d’intégration (circonférences S, , comprises
entre ¢, et ¢,,,) ont une somme dont 'ordre de grandeur est de

beaucoup inférieur 4 —; le second membre est donc une série

l'1+‘ ;
convergente et 'on a

; f(z)dz= f(z)ds - f(z)dz’
lim 1 2] —_

g=o 'z—-x z—x slnz——z

o,

le signe I se rapportant maintenant & toutes les circonfé-
rences S, , qui limitent G,. Quant au premier membre, il vésulte
de la continuité de f(3) au point z dans C,, tous les s, étant inté-
rieurs a Cp, qu'il est égal & axi f (). On obtient donc la formule
de Cauchy généralisée

; 1 [ S(z)ds ! f(z)ds
(14) f@)=imh 5T == _Zm-/s;,,.z_x.

N . L .
correspondants dans CI’ est donc extrémement petite par rapport a P P, Puisque
2F "
les r, sont beaucoup plus petits que les p, correspondants; cette somme étant

. LT
extrémement petile par rapporti —— il existe des cercles de centre z et de

rayon compris entre —’I e - et qui ne coupent aucun de ces cercles S

coupent pas aforttou les cercles S » dont les centres sont plus éloignés de x,

car les ravons de ces aulres cercles sont trés petits par rapport aux P—’-’ et leurs

Pu

; ils ne

pan

ceuntres sont plus distants de = que 22



— 216 —

On déduit de cette formule les conséquences classiques, et en
particulier le fait que la monogénéité (existence de la dérivée
premiére) dans le domaine G entraine Uexistence des dérivées
de tous les ordres.

III. — LE PROLONGEMENT PAR LES SERIES (M).

Nous allons maintenant supposer que le point z est intérieur &

. , . i ) . . 3. - <

un domaine réduit I, d’ordre égal & 2 par rapport a T (les cercles
d’exclusion sont définis au moyen de nombres p, qui sont égaux

a Vpu); il est alors évident que Von peut tracer une infinité de
droites issues du point z et intérieures a T',. Plus précisément, si
z appartient a T, & 'intérieur de tout angle donné ayant son som-
met en z, on peut lrouver une droite intérieure 3 un T, d'indice
convenable, cet indice p’ pouvant croitre indéfiniment lorsque
Pangle tend vers zéro, mais étant déterminé lorsque l'angle est
donné : cela résulte de ce que la somme des angles sous lesquels on
voit du point z les cercles qui limitent T est inférieure au double

de la somme de la série convergente Z(P:’ : 2Z> et esl par suile
aussi petile qu’on veut si p' est pris assez grand. Nous suppose-
rons, pour ne pas compliquer les nolations, que p a éLé pris dans
ce qui pre’céde égal a p' (le point z intérieur & T, est intérieur «
Jortiori a T, sip' > p).

Nous allons développer f(x) en série sur une des droites que
nous venons de définir, droite intérieure a I'y. Chacun des termes
du second membre de (14) est une fonclion analytique sur cette
droite et peut, par suite, étre développé en une série de polynomes
de Mittag-Leffler ou (M); il suffit de montrer que la série mul-
tiple formée par I'ensemble de ces séries est absolument conver-
gente pour étre assuré qu’elle représente f ().

Celte série sera alors formée au moyen des dérivées de f(z) au
point z,, dérivées qui exislent, comme nous I'avons remarqué,
d’aprés (14) pour tout déplacement sur la droite, et pour tout
déplacement dans I'p, de la méme maniére que le dévelop-
pement (M) d’une fonction analylique est formé au moyen des
dérivées de cette fonction; nous allons supposer, pour abréger
Pécriture zo = o.

Je rappelle les propriétés des développements (M) que j'ai
démontrées dans mon Mémoire sur les séries de polynomes et de
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fractions rationnelles (A cta mathematica, . XX1V). On a

1
1— 3

(15) =32 G, (3),
les G, (s) étant des polynomes qu’il est inutile de récrire et la
série

2| Ga(2)]|

étant convergente dans toute I’étoile. On considére le domaine
S(R, p) défini comme il suit : R étant > 1 et p <1 on considére
le cercle de centre O et de rayon R, le cercle de centre 1 et de
rayon p et les tangentes a ce dernier cercle issues de O, tangentes
dont les points de contact sont A’ et B'; le domaine S(R, p) est
limité par Uarc A’ B’ plus petit que =, les prolongements A’ A’
et B'B" de OA’ et OB’ jusqu’a la circonférence de rayon R
et 'arc A” B’ plus grand que =. On a, dans ce domaine, en posant
(16) 2] Gn(5)| < RW.

Considérons une intégrale le long d’une des circonférences S, ,,
o] Py

'n .
de rayon v

1 f(z)dz,
(17) 9[ L)%

ame z—ur
P)II

nous la développons sur une droite intérieure a I',, c’est-a-dire
extérieure a la circonférence de méme centre a, que S, , et de

n 4 \ . .
rayon % Le rayon 2—;: etant trcs peut par rapport a p,, nous ne

commettrons pas d’erreur sensible en remplagant cette intégrale

.

r , .
“—, en désignant par M le maximum
x

. . M
par la fOllClH)ll maJorunlc p

de| f(s)|dans Cp, 27, étant la longueur du chemin d’intégration
(nous supprimons les facteurs 22, qui sont sans influence, p étant
fixe). Sil'on pose z =a, 2, on a :

Mr, Mr, 1
apn—x  a, 1—&

.

(18)

Si le point z est intérieur 4 un domaine S (R, p) défiui par le
XL 13
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cercle de rayon Z—I':, de centre a,, et le cercle de rayon 2 qui com-
prend a son intérieur tous les domaines que nous considérons, le

. z .. . . 2
point &' = — sera intérieur a un domaine S (——, i) et I'on
an 'au' Ianl

L, V'inégalité

11—

aura, pour le développement de

2| Ga(a')] < [—2-]ﬂ,

|an]

64,

en posant A = o comme | @, | est supérieur & p,, on peut écrire :
2| Ga(2')] < WM

Le développement de (M) de (17) est, d’aprés (18), lorsqu’on

remplace tous les termes par leurs modules, inférieur a
Mais ’'on a d’aprés (2)

H 64

et si n est assez grand PL’> A\ puisque A = ciona donc, |a,|
n ! n

étant > o,,

™

Mr,
lan]
et ceci converge trés rapidement vers zéro lorsque n et par suite A

augmentent indéfiniment. La convergence absolue de la série (M)
est donc démontrée.

)

MW AMM g—e?

Considérons maintenant deux points x, el x, appartenant a I';
nous pouvons construire deux angles A, et A, de sommels x,
et z, et tels que toute demi-droite D, intérieure a A, rencontre
toute demi-droite D, intérieure @ A, en un point z, intérieur au
domaine total considéré. Nous pouvons choisir Dy et D, de telle
maniére que ces deux droites apparticnuent toutes deux & un
méme T, (p étant choisi asscz grand, mais pouvant ensuite rester
fixe). Il sera donc possible d’arriver & calculer la fonction en z, au
moyen de ses valeurs et des valeurs de ses dérivées en x, en for-
mant seulement deux développements (M), I'un d’origine z, et le
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second d’origine z3. Si la fonction esi nulle en z, ainsi que toutes
scs dérivées, ces développements (M) sont identiquement nuls et
la fonction est nulle en xz,. 1l suffit de se rapporter a ce que nous.
avons dit plus haut pour conclure que si une fonction monogénc
est nulle en lous les points d’un arc si petit qu’il soit (en tous les
points de cet arc intérieurs & C), comme il existe sur cet arc au
moins un point intérieur a ', limite de points intérieurs a T'), la
fonction étant nulle en tous ces points est nulle, ainsi que ses
dérivées, en au moins un point de I, par suile identiquement
nulle dans I', (quel que soit p), et identiquement nulle dans C.
Nos nouvelles fonctions monogénes possédent donc bien la pro-
priété fondamentale des fonctions analytiques.



