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SOLUTIONS D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
DANS LE VOISINAGE DE VALEURS SINGULIÈRES,

PAU M. HENRI DULAC.

1. INTRODUCTION. — L'étude de la forme analytique des solo-
lions du système d'équations

, . ____dît____ __ ___djrî___ __ __ ___dxn_____
Xi(;ri,.Tî, ...,.r^) '"' Xi^i, ..., Xn) ~ ' * ' ~~ X,,(.ri, ...,^)'

dans le voisinage des valeurs x\ == x^ = = . . . = = = Xn^ pour lesquelles
on suppose que toutes les expressions X/(;27i, ...,^,,) sont holo-
morphes et nulles, a déjà fait l'objet de nombreux travaux (1)
justifiés par les applications qu'on peut en faire à diverses théo-
ries : solutions asymptoliques, solutions périodiques, stabilité de
l'équilibre, solutions d'une équation ou d'un système d'équations
linéaires dans le voisinage d'un point singulier. J'ai cru, cepen-
dant, qu'il pourrait être utile de reprendre cette élude, bien que
je n'aie obtenu comme résultats nouveaux que des extensions de
résultats connus. En effet, si la simplicité des résultats, relatifs à
des cas que l'on peut considérer comme généraux, ne laisse rien
à désirer, l'étude d'autres cas présente des complications qui
rendent difficile l'application de ces théories. Il m'a semblé que
je disposais d'une méthode plus simple que celles qui avaient été
suivies, et qui évitait certaines difficultés que les auteurs cilés

(*) PICARD, Comptes rendus, t. LXXXVH, 1878, p. 43o et 743; Bulletin de la
Société mathématique, t. XII, 1884, p. 48; Traité d'Analyse, t. III, p. 4 et 189. --
PoiNCARE, Journal de l'École Polytechnique, 45e Cahier, t. XXVIII, 1878, p. 3o;
Thèse, Paris, 1879; Journal de Mathématiques, 48 série, t. II, 1886, p. i54 ;
Acta mathematicaf t. XIII, 1890, p. 28; Rendiconti del Circolo di Palermo,
t. V, 1881, p. 1 6 1 ; Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. i, p. 336. —
KŒNIGSBERGER, Lehrbuch der Théorie der Differentialgleichungeiï, 1889,
p^ 3Q^. — LiArouNOFF, Communications de la Société mathématique de Karkow,
1892. Une traduction française de ce Mémoire, duc à M. Davaux, a paru dans les
Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, 2° série, t. IX, 1907 ; voir p. ai4,
243, a84, 3io. —BKNDIXSON, Stockholm Ofversigt, t. Lï, 1894. — HORN, Journal
de Crelle, t. CKVI, 1897, p. 265; t. CXVIÏ, p. io4 et p. 254. — LINDELÔF, Acta
Societatis Fennicœ, t. XXII, 11° 7.
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Savaient surmontées qu'à force d'ingéniosité. La méthode que
j'emploie consiste à ramener, par des changements de variables,
le système ( i ) à des formes réduites simples, dont l'intégration
complète se fait sans peine.

Cette intégration des équations réduites fournit alors la solution
du système ( i ) soit sous forme de développements en série dépen-
dant d'un paramètre variable et de constantes arbitraires, soit sous
la forme d'un système d'intégrales. Nous relions ainsi deux séries
de résultats dont les uns ont été obtenus par MM. Picard, Kœnigs-
berger, LiapounofT, Horn et les autres par MM. Poincaré, Bendixson,
Lindelôf.

Les diverses formes réduites obtenues mettent facilement en
évidence les divers cas possibles et permettent des applications
commodes, ainsi que je le montre en examinant eu détail le cas
où n = 3.

2. Dans le système d'équations ( i ) , posons

X/(.Ti,.y2, .. . , X n ) = L,-4- [x^X^ . . .,Xn}î (i== 1 , 2 , . . ., 7l),

L, désigne une forme linéaire en x^ x^ ...,.r//, et [x^ . r s / - - -? Xn\i.
est une série procédant suivant le? puissances de x\^ x^^ ..., Xm
série ne contenant pas de termes de degré inférieur au second et
convergeant si les valeurs absolues des variables sont assez petites*
Considérons l'équation caractéristique du système d'équations
différentielles linéaires et homogènes

(2) d^ =L/ ( 1 = 1 , 2 , ...,7l)

et désignons par X i , Àa, ..., \n les racines de cette équation.
MM. Poincaré et Picard ont obtenu la solution générale du

système ( i ) lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :
i° Si l'on représente par des points les divers nombres réels

ou imaginaires Xi , Xa, ..., 5^, il existe une droite D passant par
l'origine et laissant d'un même côté tous les points \^ Àa, ..., \n ;

ii° II existe un changement linéaire de variables, tel que si les
nouvelles variables sont y,, y^ ..., y^ le système (2) prenne la
forme

dyj
dt = ̂ iyi'
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Celte condition est toujours vérifiée, si tous les nombres \i
sont distincts (1), mais elle peut encore l'être s'il y a des racines
multiples ;

3° II n'existe entre les nombres À,, ..., X/» aucune relation de la
forme

X/ = Ci Ai 4- y» As -+-...-+- qn^ni

q\f q^f • • • » q/i étant des entiers positifs dont la somme est supé-
rieure à i.

Nous diviserons notre élude de la façon suivante :

I. Les conditions i°, 2° et 3° sont vérifiées. Nous ne traitons
ce cas bien connu que pour servir d'introduction à la méthode
employée ;
II. Les conditions i° et 2° sont vérifiées sans que 3° le soit ;
III. La condition i° est vérifiée, sans que 2° le soit; la condi-

tion 3° peut être vérifiée ou ne pas l'être ;
IV. La condition 1° n'est pas vérifiée, les conditions 2° et 3°

peuvent être vérifiées ou non ;
V. Nous ferons l'application de la méthode employée au cas de

n === 2 et de n = 3.

Les trois premières parties peuvent être résumées par le théo-
rème suivant, d'où se déduisent facilement les autres résultats
obtenus :

THÉORÈME A. — La condition i° étant vérifiée, supposons les
nombres \i rangés de telle sorte que, lorsque Vindice i augmente^
la distance du point \i à la droite D faille pas en diminuant.
Il existe un changement de variable

Zi== gi(_X^ ...,^) ( (==1,2 , ...,7l)

dont les formules sont résolubles par rapport à x^ ..., Xn, tel
que le systerne (i) soit, en introduisant une variable auxiliaire t,
remplacé par le système

dz^
dt ••\iZi^-^i(Zi, ...,5,-i) (t==I,2, ...,7l),

(l) Voir PICARD, Traité d'Analyse^ t. III, p. 4.
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les Qi sont clés polynômes ne contenant que les variables s
d'indice inférieur à i. Le polynôme o< ne contient pas d'autres
termes que les termes de la forme z^z^.. .z^ ou q^ q^ ...,
qi-\ sont des entiers positifs ou nuls vérifiant Inégalité

\t== <7iXi+ ^2X5-+-...-+- ^(_iX(-i.

Dans le cas IV, nous avons le théorème suivant :

ÏHKOK.ÈME B. — Si \^ \2, ..., \p sont les divers points \i
situés d'un même côté d'une droite D, passant par V origine^
tandis que les autres points \i sont situés soit à V origine^ soit
de loutre côté de D, on peut toujours exprimer x^ x^ ..., Xn
en fonction de p variables z^ ^2, ..., Zp par des formules

;r/= gi(zi, ..., z?) (is=i,2, ...,/i),

de telle façon que^ si les Zi vérifient un système de p équa-
tions

( r ) -^ = Xy3/-4-»y(ai , Sa, ...,^-i) ( 7 = 1 , 2, • • • » ^ ) ,

les valeurs correspondantes des Xi vérifient le système (i). La
solution générale du système (r) fournit une famille de solu-
tions du système ( i ) dépendant de p — i arbitraires.

Les fj sont des polynômes obtenus d'après la même règle que
dans le théorème A.

I.

3. Plaçons-nous dans le casi, où les trois conditions i°, 2° et 3°
sont vérifiées. En efiectuant le changement linéaire de variables
dont il est question dans 2°, et introduisant une variable auxi-
liaire <, les équations ( i ) sont ramenées à la forme

(3) Ï?^^1^21 •••^") ^==i^,...^)
avec

(4) Y<==^.r<-+-ryi, ...,y«Ji.

D'après un théorème connu de Poincaré (i), chacune des

(1) Thèse, Paris, 1879. — PICARD, Traité, t. III, p. 5.
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équations

<5) Y ^ 4 - . . . + Y ^ ~ ^ / = o ( 1 = 1 , 2 , . . . , 7 1 )uy\ ° j n

admet pour solution une fonction f holomorphe et nulle pour
y^ ===y2 • • • =y/i==- o. Nous pouvons prendre pour solution de
Inéquation (5)

fi(y\^ ...•,^n)=^•-^[yl, .....T/Jî.

Faisons le changement de variables

<6) ^=x/,(^i, ...,^) ( l = I , 2 , ...,/l),

«équations q^on peut résoudre par rapport àly^ya? • • • ? y//-
Les équations (3) et (3) sont remplacées respectivement parles

équations

-^ == Z/(5i, .,.,Zn\

Z ^ 4 - . . . 4 - Z ^ - V = o .
àZi ÔZn.

Celte dernière équation, eu vertu du changement de variables
«fiectué, admet la solution /= -s/.. Nous avons donc

Z/— r^i^i ^= 0.

Dans le cas où les conditions i°, 2° et 3" sont vérifiées^ le
•système d7 équations (3) se ramène^ par un changement de
variables de la forme (G), à la forme réduite

dzi ,
-3F =x^

En intégrant ces équations, nous avons s^^C/^^. Nous pou-
vons poser 9===^. Si nous résolvons alors les formules (6) par
rapport auxy^ et si nous remplaçons les z^ par leurs expressions,
nous obtenons les développements donnés par M. Picard.

Si nous remarquons qu^on a

g_./^...r«)^ (^,,,,...,.),

•nous obtenons les intégrales de Poincaré en éliminant 9 entre ces
relations prises deux à deux.
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II.

4. PRÉLIMINAIRES. — Considérons le cas II, où les conditions
i° et 2° sont vérifiées sans que ]a condition 3° Je soit. Nous sup-
poserons, comme dans le cas I, que les équations (i) soient
ramenées à la forme

(7)

avec

ctyj __ dy^ __ _ dyn
Yi "" Ys -•••"- Y,,

Y(= ̂ iyi-^[y^ ...,^/»]2.
Ces équations gardent la même forme si Fon multiplie tous les

dénominateurs par le facteur imaginaire <?"° : les quantités \j sont
remplacées par les quantités y.j = e^^j.

Si l'on considère les points figurant les imaginaires 5^/, cette opé-
ration revient à imprimer aux points \j une rotation d'angle co
autour de l'origine. Puisque, d'après i°, il existe une droite D
telle que tous les points \j soient du même côté de cette droite,
on peut choisir l'angle (o de telle façon que les parties réelles des
quantités [A/ soient toutes positives.

Nous pouvons toujours supposer, en revenant aux notations
primitives, que les parties réelles des \ sont toutes positives.

Nous allons tout d'abord supposer qu'il en est ainsi.
Rangeons les nombres À/ (sans modifier leurs indices) dans un

ordre tel que leurs parties réelles, qui sont positives, n'aillent pas
en décroissant. Si les parties réelles de certains des nombres \i
sont égales entre elles, nous classerons dans un ordre quelconque
ces À, les uns par rapport aux autres.

Appelons, avec M. Horn, combinaison des nombres \i une
expression de la forme

Cl X, -h ^Xs-h ...4- qn^n,

où les nombres qi sont des entiers positifs ou nuls dont la somme
est supérieure à i. La condition 3° n'étant pas vérifiée, certains
des \ seront égaux à des combinaisons d'autres X.

Les ). étant rangés dans l'ordre que nous avons indiqué, on voit
que chacun des nombres X,ne peut être égal qu'à une combinaison
formée avec les \ qui le précèdent.
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Déduisons de celle remarque un moyen pratique d^obtenir
toutes les égalités de la forme

^•== yi^iH-<72^2-»-. • •-+- qn^n

qui peuvent exister. Nous considérons successivement les divers
nombres \ à partir de celui que nous avons classé le second, et
nous cherchons s^il est égal à une combinaison des À qui le pré-
cèdent.

Nous pouvons maintenant, en modifiant convenablement les
indices des À, supposer que les nombres Xi, Xa, ..., \p ne sont
égaux à aucune combinaison des À, tandis que les nombres
î^+i, î\p+2» • • • » \i sont égaux à une ou plusieurs combinaisons
des 5..

Nous supposerons que les indices aient élé modifiés de telle
façon que les nombres 5^-n ^/»+2? • • •? \i élant rangés dans Perdre
de leurs indices, chacun d'eux ne puisse être égal qu^à une combi-
naison des \ d'indice inférieur.

Cette condition est réalisée, si les parties réelles des nombres
^4.2, ..., 5vi ne vont pas en décroissant lorsque l'indice augmente.

La transformation que nous avons employée pour rendre posi-
tives les parties réelles de tous les \, nous ayant rendu tout le
service que nous en attendions pour classer commodément les X»
nous pourrons, une fois les indices modifiés comme cela a été
indiqué, abandonner celle transformation et revenir aux valeurs
primitives des A.

Soit

(8) yï^i+ySXî-h.-.-f-y;;^

une des combinaisons égales à Pun des nombres ̂  k ayant Pune
des valeurs p -4- i, p -4- a, ..., /i. Ces combinaisons, où Pindice /•
prend un nombre fini de valeurs, peuvent eire supposées rangées
dans un ordre tel que toutes les combinaisons égales à \k soient
celles pour lesquelles on a

r'^r^

r^ et r\ désignant deux entiers.

5. RÉDUCTION DES ÉQUATIONS (7) A UNE FORME RÉDUITE. —
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Diaprés le théorème déjà employé de Poincaré, Inéquation

<»•> ^^—^-v-
où y a Fune des valeurs i, 2, ...,/?, admet une intégrale

/y=y/+[^i. •••^nh-

Faisons le changement de variables
s j = : f j ( y^ -••»^) (y = = i , 2 > - • • , / > )

substituant aux /? variables yy les p variables 3j\ En raisonnant
comme nous Pavons fait dans le cas f , nous voyons que les équa-
tions (3) sont remplacées par les équations

(9) 'W=i^jzj (./==^2» •••^)»

(10) -^ =Y^l,...,^,y/M-l,•..,J^)=^^r^+l5l» •••î^»y/^ir-*»^l2
( X : = = ^ + i , ...,/i).

Si nous considérons maintenant Inéquation

(.,) ^.^+...^^^^-.Y^^+...+Y',.^-X^/=o,

nous pourrons chercher à vérifier cette équation au moyen d\ine
fonction

(12) /^.r/wH^i, ...,^/,,y^-n, ...,y,Ji.

Le coefficient du terme C,^^...^^'.. .^^j-^1.. .y^ dans
le premier membre de celte série se calculera en égalant à o la
somme des termes semblables au terme considéré. On obtient une
égalité delà forme

(13) \TÏ^\ AI -+- tîZ^\^ •+-. . . -h Tïtn^n — ĵ»-+-l ] ̂ /Wi, ...,w» :=:— ̂ m^fti,.. ,Wn»

Pw^a...w, désignant une fonction des coefficients des séries y^ et
des constantes ^p^p^..p^ pour lesquels on a

Pi -+•/?»-+-.. --^Pn < Wi-4- mî-4-, . .4- mn.

Le second membre de (i3) sera donc connu, si Pon suppose que
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l'on ait d'abord déterminé les ternies de degré 2, ensuite ceux de
de degré 3, et ainsi de suite. On sera, en général, arrêté par une
impossibilité dans la détermination de ces coefficients C; en effet,
À^i étant égal à toutes les combinaisons (8), pour lesquelles
on a
04) i=^+i^S7^;
faisons

mi==yî, Wi=yÇ, ..., mn=sq^

et désignons par dr la valeur de P^ çç . . . qr^, l'égalité (i3) devient

a^==o,

condition qui, en général, ne sera pas vérifiée. Remarquons que /'
ayant l'une des valeurs indiquées, on a

^+1 = ?^+2 ̂  • • • == ̂  == 0.

Pour former une équation analogue à . ( i i ) et admettant une
solution de la forme (12), posons

y^=2a,^^...^,

la somme S s'étend à tous les termes pour lesquels /• prend une
valeur vérifiant les inégalités ( î4)? les coefficients dr ont les
valeurs indiquées plus haut et se calculeront de la manière indi-
quée, à mesure que l'on déterminera les coefficients C de la série
que nous allons définir. Considérons l'équation

05) ^-^^-^^^^-^^-^-

-4- Y,, ̂  - ̂ -M/- <Pp+l = 0

et cherchons à vérifier cette équation par une solution de la
forme (12), nous aurons des calculs identiques à ceux que nous
avons indiqués, mais on ne sera plus arrêté par une impossibilité
lorsqu'on arrivera à la détermination d'un coefficient, tel que l'on
ait m^ 4- ... m^\n — \p^ == o. En effet, le second membre de
l'équation analogue à (i3) sera

a^—P^...^,

et dr est choisi par hypothèse de telle façon que ce second membre
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soit nul. Le coefficient C^, ..., ̂  pourra être pris arbitrairement.
Pour fixer les idées, nous ferons ce coefficient égal à o. En conti-
nuant ainsi, nous obtenons une série / de la forme indiquée et
vérifiant l'équation (i5). La convergence de cette série se démontre,
sauf une légère modification comme dans le théorème de Poin-
caré; nous donnerons du reste n° 11 une démonstration compre-
nant la démonstration actuelle comme cas particulier.

Désignons par/^i la solution que nous venons d'obtenir pour
l'équation ( i5) et faisons le changement de variables

^-n==//»-n==.rp-n+[-si,..., ̂ ,y,,4-i, ...,.r/i]î,

les équations (9) ne changent pas, les équations (10) sont rempla-
cées par les équations

-̂n 7
~dT = Llt+tï

(I6) -^=^=^^-^[^1, ...,^+i,y/,-+-î, ...,^l2
(^==/?4-2 , ..., n).

L'équation aux dérivées partielles est remplacée par

-. ^^ ^\ . ^ ^7 ^ ^^ ^ ..AI^I -— -h. . .-+- ^nZp -.—— -h Lp^.\ -———— -h ï»+» 3———— -+-...^i / ' à z p ' àzp^t l àyp^

v" ^ \ f-+- ï/»j-^—^4-l/—y//-n=o.

Cette équation admettant la solution/= Zp^.^ nous avons

Zp4-l^ ^p-t-l^p+1 + 9^-l-l(^l» • • • » ^ p ) '

En raisonnant sur l'équation

. <y . . 7 .^L.-v" ^ , _ , v " ^ i /• n
Â 1

-
1

^
+

•••
+ Z /

^^
+ Y

^
2

^
+

•••
+ Y

^

comme nous avons raisonné sur l'équation (i i), nous voyons qu'on
est, en général, arrêté par une impossibilité, lorsqu'on cherche à
satisfaire à cette équation par une série entière

/(5l ...,^.,4-1,^+2, ...,.r/t)
mais, si l'on désigne par

y/M-î^i, ..., -s/^i) = ̂ arz^sf ... 5^1,
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uncertain polynôme ne contenant que les variables z^z^ ..., ̂ ^
et que l'on obtient en donnant à l'indice /l, dans la somme 2, toutes
les valeurs vérifiant les inégalités

^+2^^+n

et en calculant les constantes Or, comme cela a été indiqué pour
^4.1, nous voyons qu'on peut vérifier l'équation

(.., .̂ ....ẑ ,̂̂ ...

, y// ^ \ fn ̂ Yn, ~~ /M'2•/ "~ ?^-2 == 0

par une fonction

fp-^-î == Yi^-i -+• [^i, . . . , ^/^-n,yp4-2,. . .,y»]2,

et l'on voit, comme précédemment, que si l'on pose

^/^^//^^.r/.+o-H^, ...,^+i,y/,-M, ...,^,j^
la première des équations ( 16) sera remplacée par l'équation

^/M-2 _ ^ ,
~~J{~ — ^4-2 ̂ -r2-4- îû,,4-2(^l, . . ., ^,,+2),

les autres équations (16) ne changeant pas de forme.
En continuant de la même façon, on voit qu'on peut énoncer le

théorème suivant :
Si les conditions 1 ° et 2° sont vérifiées, il existe un change-

ment de variables

(l8) Zi^yi-^\y,, ...,y,,], ( î= l ,2 , ...,/l)

et un système de polynômes ̂  (^, ..., ̂ -< ) tel que le système (7)
soit remplacé par fe système

(^) ^=x^ (/=i^...,7>),
/ v uZf-
(20) "./T'""7-^—?/^^»^» ...,^-i) (/•=/? 4 - 1 , ...,/i).

Enoncé qui conduit bien au théorème A.

Remarque /. — Les variables ^ peuvent donc se diviser en deux
catégories : celles auxquellcscorrespond une équation delà forme (19)
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et celles auxquelles correspond une équation (20). Si certains
des polynômes y^ se réduisent identiquement à o, les variables
correspondantes feront partie de la première catégorie. Ajoutons
que rien ne prouve qu'i l y a i t une distinction essentielle entre les
deux catégories de variables : nous allons voir qu'en modifiant la
manière dont nous avons ramené les équations à une forme réduite
(19), (20), on peut, dans certains cas, augmenter le nombre des
variables de la première catégorie.

Remarque I I . — Dans la détermination du changement de varia-
bles, ^(==^-(y ̂  ...,y^) qui a ramené les équations (7) à une
forme réduite, les fonctionsy) correspondant aux valeurs i, 2, ...,/?
de l'indicée sont déterminées indépendamment les unes des autres,
et chacune d'elles est déterminée d'une façon unique, car on voit
facilement que chacune d'elles doit vérifier l'équation (S^). Il n'en
est plus de même des fonctions fk correspondant aux valeurs
p-+- i, /?4-2, ..., n de l'indice Â-. Dans chacune d'elles, nous
pourrons, ainsi que nous l'avons dit, choisir arbitrairement cer-
tains coefficients. Si, au lieu de prendre ces coefficients nuls ,
comme nous l'avons fait pour fixer les idées, nous donnons a ces
coefficients des valeurs quelconques, rien ne sera modifié dans la
suite des raisonnements. Le polynôme y/?+i est déterminé encore
d'une façon unique ; mais, la détermination du polynôme ^04.2
peut dépendre du chol-, que Fon a fait pour les coefficients arbi-
traires de y^^i. De même, la détermination du polynôme c^ pour
k ^> p + 2 peut dépendre du choix que l'on a fait pour les coeffi-
cients arbitraires de /p+i, fp^ ...,/^_i. Il en résulte qu'il est
possible que la réduction à une forme réduite ail lieu de plusieurs
façons. En choisissant convenablement les coefficients arbitraires,
il est possible qu'on obtienne une forme réduite plus simple que
celle que nous avons,

Considérons, par exemple, le système
dx dy . dz
Ti^^ ^-=^^^ ^=35+^

qui est déjà ramené à une forme réduite .Si nous posons u=z —xy^
nous avons la forme réduite plus simple

dx dy . du ^
•dï^3'' -^=^+^ rfF=3"-
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Remarque I I I . — Rîen n'est change à nos raisonnements si,
dans les équations (7), plusieurs des nombres \i sont égaux entre
eux.

6. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS REDUITES. — LOS ? éqUâtiOnS ( 1 9 )

ont leur solution générale donnée par

(-u) ^==C^V,

les Cy étant des constantes arbitraires,
Si, dans ^4.1, nous remplaçons ̂ ,,^ ...» ^p P^ leurs expres-

sions, nous avons

(-22) 9/M-i(^n • • • » ^ ) = ̂ V^P^-n^i» - • • » G/»)'

En effet, si a,.:̂ .̂. .̂ r est un des termes de çp+i nous avons

\î q\ -+- \î q'i -h. . . -+• ̂ pq'p == ^/^-n •

La première des équations (20) devient donc

^±1 = \,^z^ 4- ̂ r^ <pp^(Ci, ..., C/0
a^

dont la solution générale est

z^ == ^+«< [ C/,+i + t ^p^-i ( Ci, ..., G/,)].

La seconde des équations (20) deviendra de même

^ -̂1 = A/,^^4- eW ̂ /^(^ Ci, ..., C î )

en posant

^+2(^ Ci,..., C/,+i) == ?p+î[Ci, Ci, . ..,€/„ C/,+i+ ̂ +i(Ci, ..., C/,)],

nous aurons donc

3 .̂3 == ^,»+»^[ Cp+î -+- P/»4-2(^ Ci, . . ., C/,-n )].

Pj,+2 est, comme Ap+2, un polynôme par rapport à t et aux
constantes C,, 62, ..., C^, ; le degré de P^ par rapport à t
sera supérieur d'une unité au degré de ^4.2 par rapport à t.

Nous pourrons continuer à opérer de la même façon et arriver
à intégrer Péquation contenant Zn. On aura

(•23) Zk•== e^[C^ Pk(t, Ci, ..., C/,-.i)] (<-==/? -4- i, .... n).
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Les C sont des constantes et PA un polynôme par rapport ù t et
aux C.

Remarque /. — Posons, pour abréger,

Ui==C,e^.

Nous avons, d'après (22)

(?V^<p,,-+-i(Ci, ..., Cp)==Op+i(Mi, u^ ..., Up),
<îV»-^^,-(-î(^, Ci, ..., G/,) == 9,,4-i[Mi, ^2, ..., M/,, M/,+.i-+- <<p/,-+-i("i, ..., M/,)|.

Il en résulte que e^p+^Pp^ (/, Ci, ..., C î) sera un polynôme
en Mi, ^2, ..., «^, Up^ dont les coefficients seront des polynômes
du second degré en t. En continuant à raisonner de même, on
voit que Pon a

^=== ^-+-QA-(MI, itî, ,.., MA-I, <) (/^=/?-n, ...,/i).

Q^ est un polynôme eu u^ u^ ..., MA-I et ^. Les termes de ce
polynôme sont au moins du second degré par rapport a u^
u.^ ..., MA-I.

.Remarque II. — Si, comme cela arrive souvent, t est une
variable auxiliaire qu'il n^est pas utile de conserver, nous pourrons
éliminer t entre les formules d'intégration (22) et (23). Nous
choisirons, parmi les variables Zj de la première catégorie, une-
variable, ^i, par exemple, à laquelle nous ferons jouer un rôle par-
ticulier. Les équations différentielles (19) et (20) ne changeant pîis
lorsqu'on change t en t — ^Q) nous ne diminuerons pas la généralité
de la solution fournie par les formules

5,=CyA(,

S,, == <^[^+ PA(/, Ci, . . ., C^-0].

en supposant que pour ^==0 Fon ait z^ === i, ce qui revient a
supposer G( == i. Nous voyons, du reste, que les formules ainsi/
obtenues nous fournissent, pour chaque système de valeurs ini-
tiales attribuées à z^ ^3, ..., z/^ une solution et une seule des
équations

(24) dzl == dzï =,.. = dz/)+i _ - ^
Xi-Si ^2^2 X,,-^-i-S^+.i-+-(O^^-i " X,t^/t-+-9^

XI- 23



— 338 —

nous avons donc bien la solution générale de ce système d^équa-
tions différentielles.

Nous aurons donc, en faisant C == i et en supposant /., = i,
comme on peut toujours le faire en divisant par Xi tous les déno-
minateurs des équations (s4)î

t==\ogzi,
Z j ^ C j z } ' ( j =-2,3, ...,/?),

^/,==^[CA:—PA-(log^i, I , C 2 , . . . ,CÂ-I ) J (k =/?-+-!, . . . , / l ) .

Remarque I I I . — Si, parmi les expressions y,, il en est une 5.r
qui se réduise à \ryri nous pourrons poser

^r==y/-,

les autres changements de variables ( 18 ) s'effectuantcomme cela
a été indiqué. Celte variable Zr fera sûrement partie des variables
de la première catégorie, nous pourrons donc lui faire jouer le
rôle que jouait z^ dans la remarque précédente.

Par exemple, si nous avons le système d^équations différentielles,
considéré par M. Horn

(î5) ^—r- = A^-ha/.r-}- [^,^1, .. .,.r/Jî (i= i, '-î, ..., /i).

Les racines de Féquation caractéristique sont i, À^Xa, ..., A//.
Si la condition 2° est vérifiée, le changement linéaire de variable
qui ramène les équations (24) à ̂  forme (^) est

OiXy^^ï^-
Si la condition 1° est vérifiée, les théories précédentes s'appli-

quent, et il existe un changement de variables

(26) zi^yi-^-\.x,y, ...,^n]2

qui ramène le système donné à la forme

dx_ _

(•27) -^ = \iZi-}-^i(v,Z^ . . . , -S/- l ) (t=I, •2, .... 7l).

Certains des polynômes ©< peuvent être identiquement nuls.
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Nous pouvons faire jouer à la variable x le rôle que jouait^
clans la remarque précédente, et nous aurons

(:î8) Zi= x^\Cf^- P,(log^, i, Ci, G,, ..., C,-i)].

On peut encore écrire, (Taprès la Remarque I,

^== Cf^-^q^,Ci,.y\ ...,c,-i^^-, log^),

Q/ csl un polynôme par .y, Ci^*, ..., C/_» .y^-« et log x.

7. DEVELOPPEMENTS DE M. HORN('). — Si nous résolvons les
formules (18 ) du changement de variables par rapport aux y<,
nous avons

y, =^,.4-[2;i, ..., ^,/J^.

Si, dans ces formules, nous remplaçons les Zi par leurs expres-
sions (21) et (a3), nous aurons, diaprés Ici remarque 7, des déve-
lop/)ements des y/ suivant les puissances des quantités C<^'^
les coefficients de ces développements étant des polynômes par
rapport à t.

Ces développements sont convergents si les valeurs de t sont
telles que les modules des Zi soient suffisamment petits.

En particulier, pour les équations (a5) de M. PIorn, les for-
mules (26) nous donneront

yi== -Sf+- [^î^li " . , ^ n ] î i

et en remplaçant les Zi parleurs expressions (28), nous aurons les
développements des fonctions yi suivant les puissances des x et
des quantités C/*y^, les coefficients de ces développements étant
des polynômes en log x. Ce sont les développements que M. Horn
a obtenus par la méthode des coefficients indéterminés.

Remarque. — Une fois établies l'existence et la convergence des
développements dont nous venons de parler, la méthode la plus
pratique pour obtenir autant de termes que Fon veut de ces déve-
loppements me paraît être la méthode suivante, dont on remarquera

(x) Avant d'avoir été étudiés par M. Horn, ces développements avaient été hric-
vement signalés par M. Liapounoir dans le Mémoire cité, écrit en russe.
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l'analogie avec la méthode donnée par M. Liapounoff, bien quelle
nie paraisse dériver d^un principe tout différent.

Les coefficients des développements trouvés étant des polynômes
par rapport aux constantes G| , ..., G,,, nous pourrons les écrire
sous la forme de séries procédant suivant les puissances de ces
constantes.

Nous allons chercher les termes de ces développements. Soit

(29) y/== (y< )i^(j/)2 -+-.--^(^).s- -+-.• •
le développement dey,, en désignant par (y^jdes polynômes homo-
gènes de degré s. Lorsque nous remplaçons, dans les équations

(30) -̂ : ==^.r/-M.ri, ...,y^)2,

lesy, par ces expressions, les deux membres de chacune de ces
équations deviennent deux séries entières par rapport à C/, séries
qui doivent être identiques. Nous égalerons successivement dîins
les deux membres les termes de degré i, 2, ..., s. Nous avons

( d y , - }^-=My<)i,
(3i) (^p=X,(y,),+(A.)„

(A/)^ désigne l'ensemble des termes de degré s par rapport aux
constantes qui sont fournis par le développement du terme
fyn • • • » y't\^ ̂ ll ^ç011^ membre de (3o), lorsque \e^ yi sont rem-
placés par leurs expressions (ag). (A<)^ est un polynôme connu
orme avec les expressions (yi)j pour lesquelles l'indice y est infé-
*i e u r à o.

Nous avons ,
(yi)\ •=•c/ e^it-

Les expressions (A()a seront donc des sommes de termes de la
forme a^, a étant une combinaison des A/ et a un polynôme
homogène et du second degré en Cj, ..., G,,. Nous aurons, par
exemple, en faisant /= cf

(A^==^ay^,

d'où, en cherchant pour.ç===2 et /==yune solution particulière
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/ \ V a,e<lJl

^-X^,
Dans le cas où certains des nombres Oj sont égaux à ).y, nous

aurons dans (y<j)î des termes de la forme a^?^.
Nous aurons de même toutes les expressions (y/)//. Le calcul

des expressions (y, );y, connaissant toutes les fonctions (y<)j pour
lesquelles'on a s1 <; s, se présente de la même façon. On a, par
exemple,

^-^=X,(^)^Vay^e^,
en ^—

où les expressions ay sont des polynômes homogènes de degré s
par rapport aux C<, aj des entiers positifs, bj des combinaisons
des \i. On sait trouver d'une façon tout élémentaire une solution
de la forme

(y,.),=^P,^^,

où py est homogène et de degrés par rapport aux C/; le plus grand
des entiers cj est égal au plus grand des entiers a/, si aucun des
nombres bj n^est égal à )̂ ,, mais pourra lui être supérieur d^une
unité dans le cas, qui n^est pas ici exceptionnel, où \n est égal à
certains des b j . La même méthode de calcul supplique pour ( y i ) s j
quelle que soit la valeur de i.

Dans le cas des équations (a5) de M. Horn, nous mettons ces
équations sous la forme (27) et nous faisons le changement de
variables (26) donnant les équations (27).

On a
•r== Ce',

^=.r^[C,4-P/(log.r, C, Ci, ...,C/^)].

Nous aurons donc, d'après la méthode précédente, le dévelop-
pement des fonctions y/ en séries dont les termes successifs (y<)«,
(y<)2? {yi)s seront diaprés la Remarque 1 du n° 6, des polynômes
homogènes et de degrés respectifs i, 2, ..., s par rapport aux
expressions C^, C^^. Les coefficients de ces polynômes sont
eux-mêmes des polynômes en t. D^près la remarque II du n° 6,
on peut faire C == i. On a donc t == log x. Les fonctions (y<).ç sont
donc des polynômes homogènes et de degré s par rapport à x et
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aux quantités C/a^'. Les coefficients de ces polynômes sont des
polynômes en log x.

8. INTÉGRALES DE M. LINDELOF. — Des formules (21) et (28)
donnant la solution générale du système (19) (20), nous allons
déduire, en éliminant t et résolvant parrapport aux constantes C/,
des fonctions restant constantes pour une solution quelconque de
ce système et vér i f ian t , par suite, Péquation aux dérivées par-
tielles
(3a) w-2'^-2^---2"^-0'
où Fon a

Z/=X/^-4-y,(^., . . . , ^ _ i ) ( t = = i ^ . . . , / t ) ;

les polynômes y,, ..., ^p sont, d'ailleurs, identiquement nuls .
Nous avons les formules (21) et (2.3)

(33) Zj=^C^ ( /==!, 9, . . . ,J9) ,

(34) ^-i == e^^[C^^ <^i(Ci, €2, ..., C,,)J,
(35) ^•=^<[CÂ.-^PA(^Cl,...,CÂ.-l)] r/ .==^-h2.-.. ,7i).

Dîa|)rès la Remarque 1 du n° 6, nous pouvons, en posant
it.i == C/e^, écrire

^•^ u j (y== i,-^ • • • , /?) ,
(36) ^-+-1== Up-^\-^t^p^\(z^ •..,-5//),

(37) ^/,== M/,-hQ^(^i, ..., Uk-^t) (Â:=p+2, ...,7l),

QA étant un polynôme en u^ ..., MA_| et ^.
Si, dans Fégalité (35) relative àÂ'==/?4- i, nous remplaçons

M I , ..., Uh_t par leurs valeurs tirées des égalités précédentes, nous
avons

z/)-^-î = Up-^-î-^- S/^4-2(^l, . . ., -S//-t-li 0«

En 0]ïérant de même pour une valeur quelconque de A', nous
obtenons

^/,= t/,/,4- S/.(^i, ...,^/,_i, ^) (/,==^+|, ..., ^)^

SA étant un polynôme en Si, ..., ^A_i et t. Ces relations peuvent
encore s'écrire

W ^.=c/,^^ SÂ(^, ...,^,-i,/).
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Nous les obtiendrons encore en éliminant C,, Ça, ..., C^ entre
une des égalités (35) et les égalités (33), (34), (35) qui la pré-
cèdent.

Nous pouvons, comme nous Pavons remarqué, supposer
G( == i , À, == i, d'où

^1==^, < = l o g ^ i .

En portant ces valeurs dans (33), (34), (35) et résolvant par
rapport aux constantes, nous avons les n — i intégrales suivantes
de Inéqua t ion (3 2) :

(^ J/==^-^==C, ( l== I , '2 , ...,/?),

(40) J/^-i==[^+i—-log5i^+i(^, ...,^)]^--\»+i==C,,4-i,
(41) h== [^A.—S^.(^i, ..., -SA-I, log^i]a-^= G/,, {k ==/?-+- -2, . . . , n).

Nous pouvons obtenir des intégrales plus simples que celles
données par les formules (4i). Transformons d^bord la solu-
tion (4o). En remarquant que, d'après les formules (33), on a

<p/^i(^i, ..., 5/,) = z\p-^^^(Ci, . ..,€,,),

nous pouvons remplacer l'intégrale (4o) par l'intégrale

(4-2) J == ^+l(îp,,-+-l)- l—log^^= G.

D'autre part, un quelconque des /^ étant égal à une combinai-
son des X d'indice moindre et ceux-ci, jusqu'à \p+t inclusivement,
étant égaux, à des combinaisons de \ d'indice moindre, un quel-
conque des \/s sera égal au moins à une combinaison de Â < ,
As, ..., \p. Nous aurons

^/. = q\ ̂ i H- q^ï 4-... -+- q^ ̂ p.

Les formules (33) donnent, en int roduisant un certain pro-
dui t Iï/f, et faisant Ci = i

(43) . J"[̂  z^.. .4?' == ̂  C^'... C^'.

On peut donc remplacer tout d'abord les intégrales ( 4 i ) par les
intégrales

JA-= [^—S/,^i, ...,^-i,log^i)NJ^J ^ =(4.
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Si maintenant de (4a) nous tirons

log^i—5^+i(<p^i ) - ï—J,

et si, dans une des intégrales J'̂ , nous remplaçons log z par cette
expression, nous obtenons une expression G, que nous pourrons
écrire

G==Go-+-GiJ-4-...-+- G<yJ'7-t-...-+-G,J^

en Tordonnant suivant les puissances de J. L'entier s a une valeur
qui varie suivant la valeur de A". On aGO-[^-+-RO(^|, •••^-*)i(n^)~1'

Gy==Ry(.;l, ....^-Ofl^J j l ( Ç — — I , 2 , . . . , A ) .

Les expressions Ro, Ry, R^ étant des fonctions rationnelles dont
les dénominateurs sont des puissances de ^p+r

L^expression Gest une solution de Inéquation (Sa). Si dans (3a)
nous remplaçons/par G, en remarquant que, puisque J est solu-
tion de (3a) on a Z(J) == o, nous avons

( 4 { ) Z(Go) 4- Z(Gi)J -+-...-+- Z(Gy)J'7-+-.. . 4-Z(G,)J^==o.

Cette identité doit avoir lieu, quels que soient ^,, ..., SA. Choi-
sissons, pour ces variables, des valeurs arbitraires (ii^annulant pas
^04.1 onn d^éviler toute difficulté), laissons aux variables ^2,
^3, • • • » z/s ïes valeurs choisies et faisons décrire à z\ une courbe
fermée autour de z^ === o. Lorsque z^ aura décrit m fois cette

courbe, la valeur de J aura varié de 's.mv.^—l, tandis que les
coeldcients des puissances de J dans le polynôme (44) reprennent
les mêmes valeurs. Le polynôme (44) en J? q1 1 1 est ""l p01111 llne

infinité de valeurs de J, sera donc identiquement nul. Il en résulte
que Go? Gç, ..., Gs sont des solutions de Inéquation (32).

Si nous appliquons d^abord cette méthode pour A==/?+2,
^GQ nous fournit l'intégrale

I/.-^-2=[^+Î-+-T,,-^2(^1, • . -,^-n)] (]__! J = CP^

qu i est distincte des solutions (3Q) et (4o) déjà obtenues, puisque
celles-ci ne dépendaient que des variables z^ ..., ^/?+i. Quant aux
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expressions G(, Gz, ..., Gj, on bien elles se réduisent à des cons-
tantes, ou bien elles ne fournissent pas d'intégrales distinctes des
intégrales déjà obtenues. En eflet, une quelconque de ces expres-
sions, ne pouvant contenir que les variables z^ ..., Sp+^ est une
solution de l'équation

P

^à^^'JT- -H^+i-^-M^y^-i^n •••'^dT^T^0'
7=1 y

Or, nous avons déjà avec (3g) et (4°) P solutions distinctes de
cette équation.

En appliquant successivement pour k = p + 3, p 4- 4, ..., /i la
méthode indiquée, on voit de la même façon que l'on obtient
chaque fois une seule intégrale, distincte des intégrales précé-
dentes.

Enfin, si dans les n — i intégrales obtenues, nous remplaçons
les Zi par leurs expressions ( 1 8 ) en fonction des y, nous obtenons
les intégrales du système (^) obtenues par M. Lindelôf. Nous
pouvons énoncer le théorème suivant :

Si les conditions i° et 2° sont vérifiées, il existe un système

de fonctions

^•=y/+[yi, " ^ y n ] ï {i= t » 2î ...,^)
avec

^== a{a'i -4- a^Xî -+-...-+- a\Xn (/= i, 2, ..., n),

tel que t équation

Xi(JTi, ...^t)—- +...4-X^(.ri, ...,^/i)-r— =o
CWi W/t

admette les n — i intégrales suivantes

ZjZ-^i (i== 2, 3, ...,/?),
2f,^[^(z^ ...^^^—log^i,

(45) l^-+-T/,(^^,...,^/,-l)](<^-[^^ l (Â-=/?4-2, ...,n),

oà ® e^/ un polynôme^ 11^ un produit de puissances entières des
variables z^ ^3? • • • ? ^^ el ^A ^^<? fonction rationnelle de
^i, ..., ^A-I rfoi^ ̂  dénominateur est une puissance de y.

Remarque /. — Diaprés la formule (43)» nous pouvons
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dans (4°) remplacer 11^ par ^Â. La substitution inverse, qui avait
été faite pour simplifier les raisonnements, n'a pas besoin d'être
maintenue dans les résultats. Nous pourrons en faire abstraction.

Remarque I I . — Pour obtenir les intégrales (45), nous avons
d'abord éliminé C<, G^, ..., C^_i entre une des équations (35) et
les équations (35), (34) et (33) qui la précèdent. Nous avons
ensuite remplacé et par z^ et t par log z ^ .

Ceci revient à faire C< == i des le début du calcul, à remplacer
la première des équations (33) par z^==et et à éliminer
t^ Ça, .... C^_i entre les relations que nous avions considérées.
Nous avons alors résolu la relation obtenue par rapport a C^_< et
remplacé log ̂  par Zp^ (ç^i)""1 —J.

Pour obtenir l'expression Go qui nous a fourni une intégrale,
nous n'avons conservé que les termes ne contenant pas J. Il est
donc évident que nous pouvons faire dès le début du calcul J == o,
ce qui revient à faire, dans (4°) cl (34)? C .̂i == o. Ue plus, au
lieu de faire cette hypothèse après avoir éliminé les constantes
Ça, €3, ..., C^_i, nous pouvons la faire avant de les éliminer.

En résumé, pour obtenir les diverses intégrales (45), nous
intégrons les équations (19) et (20) jusqu'à celle clé rang k ;
nous particularisons l} intégration en faisant G, == i, Cp^i ==o.
Nous obtenons ainsi les relations

^i == e^ Zj = G, eV (./ == -., 3, . . . , /?) ,
^p-i-t == t yp-nOî ^2î • • • » ^p)i

5/== <^[C/-+- P/(/, l , C^, ..., €/„ o, C/,-+-i, ..., C,-i)]
(l ==jD4- i , . . . , / . ) .

Nous éliminons enfin les k—\ quantités e1 y t^ Ça,..., C/,,
C^.i, .,., CA-I entre les k relation^ que nous avons. En résolvant
par rapport à ÇA la relation obtenue^ nous avons l'inté-
grale (45).

Remarque I I I . — Si, parmi les polynômes PA des formules (35),
il en est un autre que t^p^.\ dans lequel t figure seulement au
premier degré, nous pouvons faire jouer à la relation (35) cor-
respondante le rôle joué par la relation (34).
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III.

9. Considérons le cas ou la condition i° é tant vérif iée, les
condi t ions 2° et 3° ne le sont pas. Nous supposons que l'équation
caractéristique ail des racines multiples. On sait (^ que, dans ce
cas, il existe un changement linéaire de variables, substituant les
variables y ^ aux variables .r/, et tel que les équations différen-
tielles (i) deviennent

( 4 6 ) -^ =^/y/-^-6//?/-i4-(yi, ...,y,0 ( i= 1,2, . . . , / i) .

Nous avons eu soin d'attribuer les indices de telle façon que les
racines égales \s de l'équation caractéristique aient des indices
consécutifs. Les constantes è/ peuvent être nulles ; elles sont tou-
jours nul les pour les valeurs de ( telles que l'on ail À(-yé. \i— i.
Les constantes bi qui ne sont pas nulles peuvent être supposées
égales à i .

Faisons le changement de variables

(47) ^=log^, y,==M^.

Nous avons
dyi ri du.i
^=7^+^y

- y t = \^Uf'iU/•+-b^Uri-lUt-i -4- [U^U^ . . ., t^nUn^.

D'où

(48) ——— == ̂ /~ '— ) M/-^&/Mr.-«-r.M/-l-^- [l^Mi, ..., UrnUn\îU-ri.

Si nous voulons que, dans le second membre de chacune de ces
équations, le premier terme soit le seul terme du premier degré
par rapport aux variables //, u^ ..., u,^ il faut d'abord que, si bi
n'est pas nul, on ait /•/_, >/•/. Pour fixer les idées, nous pren-
drons

7-/-1 = i -+- r/.

(1) Voir, par exemple, GOUIÎSAT, Cours d'Analyse^ t. II, -i9 éd., p. 488.
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Toutes les expressions [u'^u^ ..., t^nUn^-i contiendront par
suite u^n en facteur; il suffira donc, pour avoir la forme d'équa-
tion voulue, de prendre

ïrn> ^i,
c'est-à-dire

2r^> ̂ -t-n—i, r,,>/i—i.

Nous prendrons
r, = 2 n — i.

Si nous posons

(49) ^•=^-^

nous avons, diaprés (48),
... du v
(50) •57"
, - . ûfl̂ i r ,
(51) -,- = ̂ iUi-^[u, MI, ..., Mn]i.

La condition 1° étant vérifiée pour les équations (i), on peut
toujours, ainsi que nous Pavons vu n° 4, supposer que les nom-
bres Ai , ..., \n ont leurs parties réelles positives. On peut alors
prendre /• assez grand pour que les parties réelles des nombres [A(
soient aussi toutes positives, et que le nombre - que nous pouvons

désigner par uio soit inférieur aux parties réelles des autres nom-
bres. La condition i° sera donc vérifiée pour les équations (5o)
(5i), puisque les parties réelles des nombres Oo, (J^, ..., y-n sont
positives. La condition 2° est vérifiée, d'après la forme même des
équations (5i).

Nous ne supposerons pas que la condition 3° soit vérifiée. Si
nous supposons les nombres \i rangés de telle façon que leurs
parties réelles n'aillent pas en décroissant, il en sera a fortiori
de même pour les nombres a/. Un de ces nombres a, ne pourra
être égal qu'à une combinaison des nombres JJL(), [JL<, ..., [Jif_<
d'indice inférieur à/. Nous pourrons toujours supposer, en pre-
nant s'il le faut/?== i, que les nombres (AI, [jia, ..., y.p ne sont
égaux à aucune combinaison des nombres [JL.

Si nous appliquons au système des équations (5o)e t (5 i ) la
méthode employée au début du n° S, nous voyons que, pour
chaque valeur dey===i , 2, ...,/?, il existe une fonclion

Fy== Uj-^r[u, Mi, .. ., Un]ï
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vérifiant l'équation

/ - l t à F V / r i à¥

^') 7 'au -+-^(^^-h[a»Ml»•••^^]2)^-^ lyF=o•
1=1

Nous allons monirer que Fon peut écrire, en revenant aux
variables^, ...,y,n

(53) u^iF^u, Mi, ..., u.n)-= Fy(i,^i, ...,y,,)-=/,(yi, ...,y,»),

identité définissant une certaine série entière y). Nous montrerons
ensuite qu'on a

(5-n /y•=yy-^-[y»•..»y/»]î.
Les termes de l'expression [u, u^ ..., Un\î qui figurent dans le

coefficient de .— proviennent de l'expression

(55) 6/y,-i-+4yi, . . . ,yn]2

divisée par ^^aînsi qu'on le voit, en se reportant à la formation
des équations (48) et (5i). Un terme wy^*, y^ ...,y^»de l'ex-

^n'
pression (55) fournira, dans le- coefficient de ,—» un terme
mu^u^^ ..., u^ en posant

(56) mo= Wi/'i4- ^2^3-^. • .-+- ^n^n—^1'

Parlant de là, nous allons montrer que, si les termes de Fy qui
sont de degré inférieur à q s'expriment, après avoir été multipliés
par ^r/, au moyen d'un polynôme eny^, ..., y,,, il en sera de
même pour les termes de degré q.

Écrivons, cneffet, l'équation (32) sous la forme
n n

,. . uà¥ \^ à¥ - v^ 6,r/-i-h |ri, . ..,r«L à¥
(^ T^^^'^-^^-^ ^ ^

/=: 1 !'== 1

Viî y2j • • • î y n pourront dans le second membre de (53) être rem-
placés par leurs expressions (46). Soit lu19 u1^ ..., u1^ Uniterme
de degré inférieur à q de Fy. Puisque le produit de ce terme par
i^j est un terme d'un polynôme en y^ ...,y^, nous devons avoir,
d'après (56),

(58) ^o= ̂ 1 -t- h r^ 4-... 4- In^n— /'y.
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Les lermes du second membre de (5^) fournis par le terme que
nous venons de considérer sont les termes de l'expression

_ /^ ̂ .-.^•••^ /,,̂ ,... ,^... „/,,

qui peut s'écrire, diaprés (58),

n

— ̂ (^-y/-i -+- Ln,..., yn]î) liy^.. 'y^^y^u-^.

Il en résulte que, lorsqu'on déterminera les termes de degré
q de Fy, en identifiant dans les deux membres de (35) les termes
de degré y, on ne pourra obtenir que des termes qui, multipliés
par ^r/, s'exprimeront en fonction entière deyi, ..., y,,.

Pour q == 2, les termes de Fy de degré inférieur a 2 se réduiront
à My, nous avons u^juj = V j . Il résulte donc bien de la propriété
démontrée que u'^ïVj est une série entière en y,, ..., y,,. Un
terme lu^u1^ ..., u^ de Fy peut s'écrire d'après (58) /y^, ••^y^"'7;
nous avons donc bien l'égalité (53).

Pour démontrer que y} n'a pas d'autre terme du premier degré
que le terme yy, faisons les remarques suivantes :

i° Un terme Ciyi de/y, provient d'un terme au5Ui de Fy, nous
aurons donc d'après (53) et les valeurs de /'( et r ,

^==r ,—r ,=y—i .

Ceci montre d'abord que l'on doit avoir t^J, et ensuite que,
pour obtenir les termes du premier degré de y», il suffit de cher-
cher les termes de F/ qui sont de la forme C i l t J ' 1 Ui, c'est-à-dire
les termes où u^ ..., Un figurent au premier degré.

2° Si l'on considère un de ces termes, la somme des termes
semblables qui figurent dans (02) doit être identiquement nulle.
Si nous remarquons que dans (5s) tous les coefficients des déri-
vées de F contiennent u^ ..., Un au moins au premier degré, nous
voyons que, pour obtenir dans (02) les termes du premier degré
en M|, ..., //„, il suffit de considérer les termes du premier degré
en u^ ..., lia dans F et dans les coefficients des dérivées de F.

3° Pour i^p, on a fc,==o. En effet, nous avons dit à propos
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de (46) que, si bi est différent de o, on a A / = = A / — i , c'est-à-dire

^•1 = ^•--1 + -^ ^ ^/ = ^0 -+- Î-1/ 1 •

Contrairement aux hypothèses faites, un des nombres [JL<,
uL2î ...^ Î-*-D serait égal à une combinaison des nombres a, si un des
nombres b^ ..., bp n'était pas nul.

En utilisant les trois remarques précédentes, on voit que les
termes de Fy qui sont du premier degré en M), ..., Un vérifient
l'identité

^ (7-^ 4- ^i— y.J\ CiUJ-1^^ 0.

i ==i v

11 en résulte que tous les coefficients c< sont nuls, à l'exception
de Cj qui reste arbitraire et que nous prenons égal à i. Le seul
terme du premier degré de/y est bienyy.

Fy vérifiant l'équation (5a), on en déduit (*) , en se servant de
l'identité (53) et en revenant aux variables yi, . . . ,y/2, que fj
vérifie l'équation

n

(W ^ O//^- &//^-i4- [yi, ..., yn}ï)^ — ̂ /y= o.
/=:!

Si nous raisonnons alors comme aux n08 3 et 3, on voit que, si
l'on fait le changement de variables,

(60) ^/=/,<yi, . . . ,^)=yy-+-[yi, ...,y/j2 (y =1,2,.,. . ,/?),

les équations (46) seront remplacées par les équations

(61) ^i==X/.;y (y =i, •,,. . . , /?).

(62) -̂  === XA.^/,= ^/,(^l, ...,^,y/,-n, . . . ,^) ( Â : = = / î 4 - î , . . . ,7l) ,

où gp^.{-) g'p^-2ï - . " ) gu sont des séries entières sans termes cons-
tants, dont les termes du premier degré se réduisent respecti-
vement à bp^ Z p , bp^yp^i, . • . ? &//y»-<.

(l) On peut remarquer que (52) exprime que e-i^/F. est une intégrale du
système (5o), (5i); il en résulte que d'après (53) et (49) ^""V/. est une intégrale
du système (4^), d'où l'équation (39).
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D'après ce que nous venons de voir, il existe pour s == p un
changement de variables

(63) ^.=/y(^, . . . ,yn)=yy-h[yi, ...,^]2 ( y = i , 9 . , . . . , .?)

qui ramène le système donné (46) au système des équations

w) ^5=x^/-+-?y•(^ ...^y-i) (7=1,2 , . . . , s ) .
(65) -^^^yi^ëi^ ...,^,,y.,-i, ...,^) (À-=5 4-1,. . . , / i) ,
où les y y et les^ sont respectivement des polynômes et des séries
entières. De plus, les termes du premier degré de yy se réduisent
à bjZj et ceux de gk se réduisent à b^ ^ pour k = s + i et à
bkyk-^ pour A- = s + 2, ..., n\ En efiel, en prenant pour s ==/?
tous les polynômes <?y identiquement nuls, nous avons bien établi
la propriété énoncée pour s=p. Nous allons montrer que, si cette
propriété est vraie pour une valeur de 5, elle est vraie pour 54-1.

Faisons le changement de variables

(66) j z^ur^j (J =1,2, . . . ,^ ) ,
)y/,=^M/, (À'===5+i, ...,n);

les équations (64) et (65) prennent respectivement la forme

( r \ (^vj(U7) -57-= îW-^y^, ^i , . . . . p^,),
(68) -^ =lu/.•^•-+-G^(^, ^i , . . . , ^, ^+i, . . . , i^},

en posant

(69) u^j(u, ̂ , ..., ^._i) == ̂ (^,, ..., ^_,)^
(70) ^G/,(z<, p,, ..., (.,, ̂ ^, ...,^)=^.(^, _, ̂ ,^+1, ...,^).

Cherclions à déterminer une fonction

T.S-+1 ( ̂  ̂  , . . . , P., M,̂ , , . . . , ̂  ) = ,̂̂ .1 +[ ̂ , ̂  , . . . ,?„ ̂ ,̂ , . . . , « „ ],

et un polynôme <I>^, (u, v^ ..., ^) de manière à vérifier l'équa-
tion
, . u àV v^ àF v^ AI?
(71) 7^+2;(^('^<I>/)^+ ï <^^-+GA.)g--^,P=^,.

A' — 1 /• = .î 4- 1 ^
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Nous écrirons cette équation

/ . u àF ^ àV ^ à¥ „
w 7 -ou ̂ 2^^ -^^J^ -^1F

V , ^F V ̂  ^F-^-z^^-z^^-
Raisonnons coininc nous l'avons fait au n°5 sur l'équation (i i).

Si nous supposons que ^^.i soit identiquement nul, nous serons
arrêtés, en général, par une impossibilité dans la détermination
des termes de F s. En eflet, si nous avons

(;3) ^4-1= ̂  -+-^l^i-r-...-i-</.ç{A<

lorsque nous voudrons déterminer le coefficient du terme
^o^1, ..., i'J* de F |̂ la somme des coefficients des termes sem-
blables sera nulle dans le premier membre de (72), tandis que
dans le second membre elle sera égale à un nombre — a. Si au
contraire, nous introduisons dans ̂ .̂i un terme au^ov^1, ..., v'^y
cette impossibilité ne se présentera pas et nous pourrons choisir
arbitrairement le coefficient du terme considéré de F^. Pour
simplifier^ nous le prendrons nul. En déterminant, comme nous
l'avons fait dans les cas analogues, des termes de degré de plus en
plus élevé de F |̂, nous serons ainsi conduits à déterminer en
même temps des termes de 4>^i. Nous conviendrons de n'intro-
duire dans <î>^, que les termes qu'il est strictement nécessaire
d'introduire pour vérifier l'équation (71).

Nous allons montrer que F |̂ et ^^i possèdent les deux pro-
priétés signalées pour Fy lorsqu'on a y << p. On a

1 M^+i^.+^U, t?i, . . ., V i ) = «î\î-n(l, -Si, ..., .So)== t?*-+-l(^l, .. ., ^o).

(74) < Mr<+^F.,.-^-l(M, ^i, ..., ^.,^^i, ..., u^)
f == F.,-n(i,pi, ..., p,, //,.,.+i, 11^) ==/,.4-i(5i, .. .,^,,y^i, .. . , y ^ ) <

identités définissant y^i et /s-^t el? de plus, les termes de degré
minimum de ©j^i el/s^-i sont respectivement bs^.\ z,s ety^.

La première propriété s^exprime en disant que, si l'on multiplie
parf^'^un terme de F^( ou de^^i, on obtient, en tenant compte
des formules (66), un monôme entier en 3,, ..., ^y, y^i, ..., yu.
Celte propriété est évidente pour le terme du premier degré de

XL. 2/|
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F^< puisqu'on a u'^nis^ = y.y-n. Pour montrer qu'elle est
vraie pour tous les termes de F^< et de <î^,, nous n'avons qu'à
raisonner pour l'équation (71) comme nous l'avons fait pour
l'équation (02) et à nous servir des relations (69), (70) et (74).
Nous montrerons ainsi que les termes successifs qui s'introduisent
dans l'expression

/ -\ V^ ÔF X^ à¥

(73) Z^^^Z^

qui figure dans le second membre de (72) jouissent tous de la
propriété indiquée. Il en est donc de même des termes de F.ç .̂,
puisqu'on les détermine par l'identification des deux membres
de (72). Les termes de <î>^.i qui, d'après ce que nous avons dit, sont
égaux à certains des termes de (73) jouissent donc aussi de la pro-
priété indiquée. La propriété exprimée par les égalités (74) est
donc démontrée.

Pour démontrer que les termes du premier degré de ®.ç^.i ct./^.»
se réduisent bien aux deux termes indiqués, utilisons les deux pre-
mières remarques employées dans la démonstration analogue rela-
tive à/y poury^/?. Désignons respectivement par

A' S

M.^i+^c/M^1-^/ et Va^'-n^/

l'ensemble des termes du premier degré, en r<, ...y („ ^4-», .... lin
de Fj^i et ^^.i. L'équation nous fournit l'identité

.<
, V^ / s -+- i — i \
&,4-i uv^^ l ——;—— -4- ÎJL/— a,-n t cnt^-ivi

/== i
s s

-+- ^Ci bi î -»-2-^ Vt-i == ̂ , a/ u^1 -i Vf

Les coefficients Ci et ai ne sont assujettis qu'à vérifier cette iden-
tité. De plus, d'après les conventions faites dans la détermination
de Fj^i et de ^4.1, nous devons prendre ces coefficients égaux à o
toutes les fois qu'il sera possible de le faire. On voit ici qu'on doit
prendre a^== éy^i et qu'on peut prendre égaux à o tous les coeffi-
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cientsc,, . . . , c , , a« , ..., a,..,. Nous avons bien

(;6) I^1 ̂ ^-^[^ • • - » ^»J^-M, ...,^|2,

( <p,-n==^-n, ̂ -h|>i, ..., sj,,

F^, vérifiant l'équation (71), on en déduit, en revenant aux varia-
bles ^, .... ^,j^.,, .. .,y,/ et se servant de (;4) et (49) quc/^
vérifie l'équation

s n

(77) S0^-^^^ 2 ̂ y^y^^-^f-^/~ 1 ^=.»-+-t ' *
Si nous raisonnons alors comme nous l'avons fait au n° 5, on

voit que si l'on fait le changement de variable

(78) ^^f^(^^^y^.^yn)^y^t+[^..^y^y^. ..,y^

la première des équations (63) est remplacée par l'équation

dZf+j
— ^-hlî .̂s'+| -+- <?.s--n(5i, . . ., 5,.),

les équations suivantes ne changent pas de forme, z^ J figure au
lieu de y^, les termes du premier degré des gk ne changent pas.

L'ensemble des deux changements (63) et (78) équivaut à un
changement de variables de la forme (63), j prenant les valeurs
i, 2, ..., s -j-i. Il donne un système d'équations (64) et (63) où
s est remplacé par s 4- » , les polynômes ©y et les séries giç ayant
les termes du premier degré que l'on a indiqués.

Le changement de variables (63), dont nous avons parlé, existant
pour^==/?, existerapour5==/?4-i ,7?+2, ..., n. Pour s = n ce
changement ramène les équations (46) à la forme

</3/
-^-==Â/, -5,-4-®/(^i, ..., 5/-i) (i== i, .̂  ..., n).

Nous pouvons donc énoncer dans le cas I I I , où la condition 2°
nest pas vérifiée, le même théorème que dans le cas I I , n° 5.
En complétant les démonstrations qui précèdent par les remarques
qui vont suivre, nous arriverons à l'énoncé du théorème A (n° 2).

Toutes les conséquences que nous avons tirées de ce théorème
dans le cas II : intégration des équations, développements de



— 33(î —
M. Horn, intégrales de Poincaré et de M. Lindelôf, s'étendent
sans modification au cas III où la condition 2° n'est pas vérifiée.

Remarque /. — D'après le théorème que nous avons invoqué
à propos de la convergence de la série fp^.\ vérifiant Inéquation (i 5),
il est évident que la série F.y^.i est convergente si, ^ et T/ élant des
nombres assez petits, l'on a

(79) \u\^r{, \Vj\^, \îik\±^

mais il peut ne pas paraître évident qu'il existe un nombre s tel
que la série fs^.\ soit convergente si l'on a j ^ y | - < £ et |yA|<s*
L'objection peut être levée en montrant que l'on peut prendre
y/=== i et que d'après (74) l81 série fs^.\ sera convergente si l'on a
l ^ y l ^ y , , \y/c\ ^Y^ II est plus simple de raisonner de la façon sui-
vante. On peut toujours, en prenant un nombre e assez petit,
choisir des nombres M, ^/, u/s vérifiant les conditions (79) et tels
que les valeurs correspondantes de Zj et y^ données par les for-
mules (66), soient z^ = ̂ 2==...== Zs=ys^\ ^=...==y/<== s. La série
M^+iF,y^.i étant convergente pour ces valeurs de M, ry, iihi tous ses
termes seront inférieurs en module à un nombre fixe M. Il en sera
donc de même des termes de la série fs^.\ et celle-ci, d'après une
généralisation connue du théorème d'Abel, sera convergente pour
l^y'K^ IVAl^-

Remarque I I . — Considérons un terme OM^o u'^ ... u^ du
polynôme ^^.r

Nous avons l'égalité (73)

<8o) (JL.S--+-I = </-1 -̂  ^1^1 -^ - . . . + q s [ J - s '

Ce terme multiplié par u^+i devant donner le terme
;^« 3 ^ » . . . z^ du polynôme ^4.», nous aurons, d'après (56),

(8 i ) ^o = yi ri -h ... 4- q s ï ' s — /\<+i.

Si dans (80) nous remplaçons les y. par leurs expressions (49)
et si nous nous servons de (81), nous obtenons

( 'S->.) ^4-1= </1^1 -i-. - •-+- ^S^S-

J.es seuls termes qui figurent dans le polynôme y j^i sont les
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termes a:^»^...^ pour lesquels l'égalité (82) est vérifiée.
Lorsque nous aurons déterminé toutes les égalités possibles de la
forme (82), nous connaîtrons la forme du polynôme y,ç^i, il ne
restera plus qu'à déterminer ses coefficients. Nous avons donc
bien la loi de formation des polynômes <p, indiquée dnns
Dénoncé du théorème A.

Remarque I I I . — Dans le cas Iï, la somme q^ 4- q^-\- ... -4- </<-
des entiers figurant dans Inégalité (82), doit être au moins égale à 2 ;
les polynômes o/ ne contiennent jamais de termes du premier
degré. Dans le cas III , c'est la somme ^o4- y* "+" • • • 4- y s q11! doit
être supérieure à i et q^ 4- ... 4- ( ] s peut être égal à i. Si la con-
dition 2° n'est pas vérifiée, certains des polynômes ©i contiennent
toujours des termes du premier degré. Nous avons vu que, si &i
n'est pas nul dans (4^)? ?/ contient le terme biZi_^. On voit
encore, diaprés ce que nous avons dit, que chacun des polynômes.
^i contient^ au plus^ un terme du premier degré : le terme
biZi,^.

Remarque IV — Si la condition 3° est vérifiée, les polynômes'
y/ ne contiennent que des termes du premier degré, et Pon obtient
la forme réduite

— = X/^--+- hiZi-^ i= a, ..., n}.

Remarque V. — A peu près tous les raisonnements de ce n° 9
ont eu pour objet la démonstration de F existence d^une solution y,
de Inéquation (71) lorsqu^on choisit convenablement oy. L/exis-
tence de cette solution avait été démontrée au n° 5, dans le cas où
tous les bi sont nuls. La méthode que nous avons suivie nous a
démontré, par une voie détournée, qu^une pareille solution existe
dans tous les cas.

IV.

10. Dans le cas où la condition i° est vérifiée, les formules (18)
qui expriment les ^/, en fonction desy<, mettent en évidence que,
pour étudier toutes les solution du système (i) ou du système (46),
telles que les valeurs absolues des Xi ou des y, soient suffisamment.
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petites, il suffit d'étudier toutes les solutions du système réduit
(19), (20), telles que les Zi prennent des valeurs assez petites. Les
développements de M. Horn ou les intégrales de MM. Poincaré et
Lindelôf, qui donnent la solution générale du système (19), (20)
pour \Zi\ assez petit, donneront donc la solution générale du
système (i) ou du système (46) pour \Xi\ ou |y/| assez petits.

Nous n'aurons pas un résultat aussi complet lorsque la condi-
tion 1° n'est pas vérifiée. Nous pourrons seulement trouver un
certain nombre de catégories de solutions, dépendant chacune d'un
certain nombre de constantes. Ce résultat a déjà été établi par
MM. Picard, Poiocaré, Horn, Liapounoff, sous diverses formes et
dans des cas plus ou moins étendus. On pourra comparer la
méthode que je suis avec la méthode employée par Poincaré dans
le Mémoire cité du Tome XIII des Acta.

Considérons une droite D passant par l'origine et ne rencontrant
aucun des points X<. Cette droite, puisque la condition 1° n'est
pas vérifiée, laissera p points \\^\^ ..., \p d'un côté et n—p
points X^_i, ..., \ft de l'autre côté. Nous pouvons toujours sup-
poser, comme au n° 4, que les nombres Ai, Àa, ..., \p ont leurs
parties réelles positives, tandis que les nombres X^i, ..., \n ont
leurs parties réelles négatives. Nous pouvons également toujours
mettre, par un changement linéaire de variables, les équations (i)
sous la forme

d'Y' i(83^ ~dt :=À/^/4-A<(^' •••»y^y/^-i î • • • » y n ) (t= i, -2 , . . . , n)
avec

A, ==6/^-1-4- [y i, ...,^,^4-i, ...,y/»]î.

Nous considérerons successivement les trois cas suivants :

A. Cas particulier où la condition suivante est remplie :
Condition (a). Toutes les séries A^,, A^a, ..., A,, sont iden-

tiquement nulles, lorsqu'on y fait y/?+< ==^+3== • • • == y/»== o*

B. Cas où la condition (a) n'est pas vérifiée, mais où la condi-
tion suivante est vérifiée :

Condition (6). Tous les nombres b^ 62? • • • ? bp sont nuls.

C. Cas où ni la conditionna), ni la condition (b) ne sont véri-
fiées.
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11. CAS A. — Les équations (83) seront vérifiées, si Fon prend

y^ == } ' P - 2 ==...= Yn == 0,

tandis que y i ,ya, •••?y/» vérinent les équations

d ' y i
-^ =\/ /)y-f-Ay(y,, ...,y^, o, o) (y = i, • > . , . . . , / ) ) .

La condition i° du n° 2 étant vérifiée pour ce système, sa solution
générale a été obtenue; y^ .. .^ y p seront donnés par exemple par
des développements procédant suivant les puissances des quantités
GI^'^, Ca^ î^ , . . . , Cpe\^ les C étant des constantes arbitraires.
Les coefficients de ces développements peuvent être des polynômes
en ty si certains des \j sont égaux à des combinaisons d'autres X/.

CAS B. — Nous allons, par un changement de variables, ramener
ce cas au précédent. Faisons le changement

^j) y'k= yk—fk(y^, • . . ,y/») (k ==jo-+-i, / ? - + - 2 , . . . , n).

Nous avons
p

(85) ^ = X,^.+ A,(y,, .., y^y^ .., y.) -^(Xyy,+ A,)^.

Remplaçons, dans le second membre de ces relations, y/c par
yh-\-fk et exprimons que chacun de ces seconds membres est
identiquement nul pour y^ ==y'^= ... ===y^== o. Cela revient
à exprimer que le second membre de (85) est nul lorsqu'on rem-
plazey^ par^. On a donc

p
^6) 2[>-i^-+-Ay(y,, ...,y,.,//^i, ...,/^)jp;-^,A

/=! •/

=A/,(yi, ...,j,,,/^,, ...,/„} (/.-=^-4-i, ...,^)
avec

^^ [yi. -^y^fi^i. "">fn\t (i= î, %, ..., /i).

Nous avons ainsi /î — p équations aux dérivées partielles pour
déterminer les n — p fonctions/^^.i, /p+a, ...,/^.

O/i pourra toujours vérifier ces équations au moyen de séries
entières en y^ . . . ,y^ convergentes lorsque les variables sont
assez petites. En effet, si l'on suppose déterminés les termes de
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degré inférieur à q des séries/^,, ...,/ra et si l'on veut déter-
miner un terme

C^ V^t V'"t I/'WM—///i.Wa,....///.,^ i J 2 • ' • •/ p '

de/^ on obtiendra, en identifiant dans les deux membres de (86),
les termes semblales au terme considéré,

(87) (wi).i4- WsÀs 4-.. .4- m ,̂,— XA.)C^.,..,,^ = P,̂ .̂ ....,,̂ ,

P^,,/^, ...,w^ étant une fonction connue des coefficients des AA et
des coefficients déjà déterminés des fk. Les termes de moindre
degré de la série fk seront semblables aux termes de moindre
degré de la série A^(y«, ...,yy,, o, . . . ,o). Le coefficient de
chacun de ces termes s'obtient par une égalité de la forme (87),
dont le second membre est le coefficient du terme de A ^ ( y < , ....
y y,, ..., o, ..., o) semblable au terme considéré. Dsus Pégalilé (8'-),
le coefficient m^ 4- m2^2+ • •. 4- fUp\p—\k n'est jamais n u l ,
car les parties réelles des différents termes m ^ X i , w^Aa , ..., nip\p
et —\k sont, par hypothèse, toutes positives.

Les séries fk ainsi obtenues sont convergentes. Soit £ la p lus
petite des parties réelles des nombres À,, ..., A,,, —^-M'
—\t?+2? • • - ? —^// ' Nous avons

(88) | 77îiXi-+-...-4- mp\n—^k\ > 6(/Wi4- Wi-4-.. .-r- W^),

car le module d^une quanti té est supérieur à sa partie réelle et de
plus nous diminuons certains des termes réels en remplaçant ces
termes par les termes correspondants du second membre. Dési-

gnons ensuite par

M (yi -h... -t- y,, -4- f^ -+-... -4- f^ )2

t —. r 14- • '. -+- y p •+• fp+14- •.. -4- fn
r

une fonction majorante commune aux diverses séries A^(y,, ...,
y p ' ) f p ^ \ i • • • ^ / / < ) - Les termes des séries/^ seiont infét ieurs en
module aux termes correspondants des fonctions FA qui vérifient
les équations

çV^ ̂  ̂  M(yt-4-...-4-y^-4-F^,-i-...4-F^)^ / yi àV k\
~ àyj '—.ri-^'.^y/^Fp-n-...-+• Fn \ I ^ àyj f
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II est évident que ces diverses fonctions F seront identiques et
seront égales à une fonction V (u) dépendant seulement de la
somme

yi-+-yî-+-...4-yp= u.

Cette fonction F (u) vérifie Inéquation différentielle

dF M ( M - h y F ) 2 / dF\
^dr^—îr^^^^^

r

où nous posons q == n —/?. Cette équation s'écrit

^ -£^±^ F ^-My(^+yF)2^^=M(^+yF) î

et admet, d'après un théorème connu de Briot et Bouquet, une
solution F (u) holomorphe et nulle pour u == o. Cette série F
élaiït convergente pour u suffisamment petit, les séries/useront
aussi convergentes, lorsque le module des quantités yi,ya, . . . ,y/>
seront suffisamment petits.

Si nous faisons le changement de variables (84), les équations
(83) deviendront

dyj
~^~ === ^iVj ~^~ \.y\ » • . . » y?) y'p+\i • • • i y'n la»

(S9) '^:==^•rA•"+"^lt -'^y^yp+^ • • •»y/ j2-
Les équations (89) sont identiquement vérifiées en prenant

r/,4.1 ==^4-:i= ... =y^ = o; nous sommes donc ramenés au cas
où l'hypothèse (à) est vérifiée. Nous chercherons les solutions
pour lesquelles on a y'^ ===y^a== ... =y^ = o et par suite

y ' —— yf ——. __ «,/
J p n — j p n — • • • — Y ni

(9°) -^ =>v\yy-4-[yl^•.ïy/», o...o]2 ( y - t -1 , -2 , . . . , ^ ) ,

y ^ y ï i • • • 5 y? s'exprimeront au moyen de développements pro-
cédant suivant les puissances des p quantités C, e'^, ..., Cpe^r^
Nous avons, d^autre part, pour les solutions que nous considérons,
yk= ° (^ = P + i » ..., /i); nous aurons donc, d'après (84),

(9>) yÂ-==/A-(^i, ' . . , } •? ) (^==/?4-i, ..., n),
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et, par suite, les n variables y», y^ ..., y,, seront exprimées au
moyen de développements contenant/? arbitraires.

Si nous considérons Fespace à n dimensions y<, y^ . . . ,y/<, les
courbes intégrales que nous obtenons ainsi forment une famille
dépendant de p — \ paramètres, car on peut, comme nous l'avons
remarqué ailleurs, faire G( === i sans modifier ces courbes. Toutes
les courbes ainsi obtenues sont situées sur les multiplicités à p
dimensions représentées par les équations (91).

CAS C. — Supposons enfin que rhjpothèse (&) ne soit plus
vérifiée. Nous ferons, comme au n° 9, le changement de variables

(92) <=logM'\ yi-^u'-iui (n^in— i).

Les équations (83) deviennent

(93) -̂  = y-tUi-r-B^u, u^ ..., ,̂ u^t, ..., u^) ( /== i, 2, . . . , /o,

les B/ sont des séries ne contenant ni termes constants, ni termes
du premier degré, et l'on a

u''i^i(u, u^ ..., un) =A,(yi, ...,^),

On peut donc supposer /• assez grand pour que les nombres
^,, ..., y.p aient leurs parties réelles positives. Les parties réelles
des nombres y-p^.^ ..., y-n sont évidemment négatives. La condi-
tion (6) étant vérifiée pour les équations (98) auxquel les nous
adjoignons Fcq nation

du u
~df7-9

les résultats obtenus dans le cas B nous montrent que nous avons
des solutions de ce sjstème, pour lesquelles M < , u^y ..., Un seront
développables en séries procédant suivant les puissances de

e' ', Ci^V, . . . , C^<?lV; les coefficients de ces développements
peuvent être des poljnomes en t. Il résulte alors immédiatement
des formules (92) que y^ y^ ...,y,, seront exprimés par des
développements de même forme dépendant des p constantes arbi-
traires Ci, . .^ Cp.
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Montrons que, pour les solutions ainsi obtenues, nous avons
entre les y des relations analogues aux relations (91).

Pour démontrer l'existence, pour les équations (93), des solu-
tions considérées nous introduisons, conformément à ce que nous
avons fait dans le cas B, de nouvelles variables u'p^.\, .. ., u'n
définies par

(94) <4= u/,—F/,(u, Mi, ...,M,,),

et nous considérons toutes les solutions pour lesquelles on a

î<p+i == Up-^î = . . . = Un = 0.

Les fonctions F^ sont des séries entières vérifiant les n—p
équations

p
(95) ? ̂ --"S^"^liy("' "" • • • ' u l " F/'+" •••'Fn)]^ ~XÂF/'

==B^.(M, MI, ..., Up^ F^-n, ..., F,,).

Les raisonnements que nous avons faits pour l'équation (54)
s'appliquent sans modifications aux équations (90) et nous
montrent qu'on a

u^F/,(u, Mi, ..., u^)== 1^(1,^1, ...,y//):-/^•(yl, ...,y//)i

identité définissant la série entière f/c. On a donc, d'après (94)?

(94') ^u'k^yk—flAy^ " " . y ? ) a=/?-+-i, ..., /i)fc

^p+i, u'p^.î') • • • ? ^'/< étant nuls pour toutes les solutions consi-
dérées, nous aurons, pour toutes ces solutions, les relations (91)

(06) y k = f k { y \ ^ ' ^ y p ) (Â-=/?-f-i, ..., n).

Remarque /. — Le coefficient é^+i du terme ^+1 Yp deA^_i esl
nul, car on a toujours \p^^é\p. Il en résulte que fk(y^ " " f j ^ p )
ne contient pas de termes du premier degré. Dans le cas B, nous
voyons en effet que les expressions A^(yi. y^, .. ...y/», o, ..., o)
ne contiennent pas de termes du premier degré. 1 1 en sera de
même poury'^, puisque les termes de moindre degré deyASont sem-
blables aux termes de moindre degré de A^(v'i, ..., yn, o, ..., o).
Dans le cas G, les expressions BA(M, u^ ..., Up^ 0^4.1, ..., o,,),
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oùÂ-==/?4- i , / ?+2 , . . . , /t, ne contiennent que des termes du
second degré au moins par rapport à u^ u^, ..., iip. Il en résulte^
en raisonnant comme nous l'avons fait au n° 9, pour la fonction
Fy vérifiant l'équation (07), que F^,, . . . , F",, ne contiennent pas
de termes du premier degré en u^ u^ ..., Up. Donc/^,, ...,/„
ne contiendront pas de termes du premier degré en y^ y ^ y . .., y p .
On a

fiAy\,y^ ....^,,)= [yi,^, ...,y/jî.

La convergence des séries/A se déduit de la convergence des
séries F^ en raisonnant comme dans la remarque 1 du n° 9.

Remarque I I . -- Pour compléter les résultats obtenus, faisons
les remarques suivantes :

Le système (83) jouit dans le cas A où la condition {a) est rem-
plie de la propriété suivante : II existe une solution de ce système
pour laquelle on a y?^ ==y^+2 == ... ==y,, = o, tandis que y^
y-ii • • • ? y / » prennent des valeurs initiales que l'on peut choisir
arbitrairement. Réciproquement, si celte propriété est vérifiée, la
condition (a) est remplie. En effet , si nous considérons les solu-
tions pour lesquelles on a y?^ =-y^+2 == ... =yn == o, le sys-
tème (83) devient

-^=^y-^A,(yi, ...,y/,, o, o) ( j = i, 2, ...,y),

(a) o==A/,(ji, ...,yp, o, o) {k = /?-+-1, ..., n).

Si ces dernières égalités (a) ne sont pas identiquement vérifiéeSy
elles établissent des relations entre les valeurs initiales de ri, y»,
y'.ïf • • - î y p ' Ces égalités (a) doivent donc se réduire à des iden-
tités : la condition (a) est remplie.

2" Si nous posons

y'k^u^ùk (À ==^4-1 , ..., n),

nous avons, d'après (94'),

(9^) y'k^vi—Myi, ...,y/,) (À'=p-n,..., n).

Faisons le changement de variables défini par ces formules (96^
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les équations (83) deviennent

<97) '~Sî ==x^'4-c/^ "^y^y'p^ -'.y'n) (/= i, î< • • • , / ? ) ,
(9/) "3?;== Â^4" c^1 •"^»^P+n -»yn) ( / .=/?-+-!,. . . , 71),

les expressions G/ ont la même forme que les expressions A( cor-
respondantes, les y^ jouent le rôle desy^.

D'après ce que nous avons dit, le système des équations (g3)
admet une solution pour laquelle les quantités ù^4.0 • « . , u\
définies par (94) sont identiquement nulles, tandis que u^ u^^
^3, ..., Up prennent des valeurs initiales arbitraires. Puisqu'on a

j t
y^=ur^'u^ et que u == e^ ne peut jamais être nul, on voit que,
pour que les u^ soient nuls (A* ==/? 4- i? • • • ^ ^), il faut et il suffit
que les y\ le soient. De plus, d'après les formules y j = u^uj^ on
voit qu'en choisissant convenablement les valeurs initiales de u^
Ma? • • • ? Upi on peut donner à yi, ya, ...,y^des valeurs initiales
arbitraires. Le système d'équation (97), (97') admettant une solu-
tion pour laquelle on a y .̂, ===^+2 == • • • =V^ tandis que y,,
yii • • • ? y / < prennent des valeurs initiales arbitraires, la condition
(a) est vérifiée. Nous aurons

^k(y\-,y^ ...».r^ o, o)==o (À =/?-M, ..., n),

3° Nous voyons que, comme dans le cas B, notre méthode
revient à faire un changement de variables (96') de manière à être
ramené au cas A. Nous en concluons, comme dans B, que les
fonctions y .̂i, .. ̂  fn vérifient les n—p équations (86), mais ici
on a

At(yi, ...,y/,,yy,-n,..., y,,) = ̂ ^-1-4- [yi, .. . , y? , yp+i, ..., y/ils
(i= i , 2, ..., /i),

et les constantes 61, 63, ..., bp ne sont pas supposées nulles. Nous
avons donc démontré que ce système d'équations admet pour so-
lutions des séries entières /^(Vn •• •^ .Y/») ne contenant pas de
termes de degré inférieur au second. La démonstration de ce théo-
rème s'étend, au moyen d'un changement linéaire de variables, au
cas où les termes du premier degré des expressions Ay sont des
fonctions linéaires quelconques des seules variables y ^ , y^^ ...,y/?.
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La convergence des séries fk qui résulte de la démonstration
donnée entraîne, comme cas particuliers, la convergence de toutes
les séries employées dans ce travail.

Le théorème que nous avons démontré sur l'existence des solu-
tions de (86) i\ été établi par Poincaré (Acta, t. XIII), dans le
cas où tous les bj sont nuls. Il a été démontré par M. Liapou-
noIT (Mémoire cité, p. 3io) dans un cas qui se ramène par un
changement linéaire de fonctions au cas que nous avons con-
sidéré.

Remarque I I I . — Nous avons obtenu, dans la remarque II, le
résultat suivant : il existe un changement de variables (96^) rame-
nant ]e système (83) au système (97), (97') pour lequel la condi-
tion (a) est vérifiée. Si nous cherchons toutes les solutions du
système (97), (97') pour lesquelles on a y^== ... ==y^== o. Ce
système se réduit à

-^ ==^/.r/4-^yy-i4-[,ri, ...,^,,jî.

La condition i° étant vérifiée pour ce système^ on peut, au
moyeu d'un changement de variables

(98) .ry=^y-H^i» • . . . ^Is (y= ', -2, ..., p ) .
le ramener à la forme réduite

^99) -^ ==\^y-+-<?/( 5i, ..., 5y-i) (y== i, 2, . . . , /?;,

et les formules (96) nous donneront

(1.00) yk=fk{y\, ...,y/.)===[^i, ..., zp}ï (/:==/?-n, ...,/!).

Toute solution du système (99) donnera, par rinlermédiaire des
formules (98) et (100), une solution du système (83). La solution
générale du système (99) nous donnera une famille de solutions
(83) s^xpnmant au moyen de développements suivant les puis-
sances de C,cV, Ca^S . .., C^eV. Les coefficients de ces déve-
loppements peuvent être des polynômes en t. Nous arrivons donc
au théorème suivant d'où l'on déduit immédiatement le théorème B
(n-2).
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Etant donné le système

d'Y i
-^~==^/^-+-B/^_i4-[yi, ...,^J2 (i= i, 2, . . . , /Q,

désignons par 5.,, Xa, ..., 5^ /^ < '̂(W5 points \i situés d'un
même coté d'une droite D passant par l'origine^ tandis que
tous les autres points \i sont situés de l'autre côté de D. On
peut toujours exprimer y^ y^ ..., yn en fonction de p
variables z^ ,̂», ..., Zp par des formules

y j = = Z j — [ z ^ ..., ̂ ], (y== i, -2, ..., /?),

Ĵ ,.= [.;!, ..., Sp}^ (k =? -4- î , ..., 71) ,

de telle façon que si z^, z^, ..., Zp vérifient un certain système
adéquations différentielles

dzj .
-^ == À^y4-9y(.5i, ..., ^_, ) (y == i , .2, . . . ,^),

toute solution de ce système fournisse une solution du système
donne.

Remarque IV. — Tous les résultats que nous avons obtenus
subsisteraient si certains des nombres ^4.1, ^4.2? • • . , ^n étaient
nuls. Il n'y aurait qu'à modifier la démonstration de l'inégalité (88)
en désignant par s la plus petite des parties réelles des nombres
A i , ..., \p et — ,̂4.1, — ^+2? • • •? — ^/iî en ne considérant pnrmi
ces derniers que ceux qui ne sont pas nuls.

Remarque V. — Si aucun des nombres /^.,, ..., )^ n'est n u l ,
nous pouvons faire jouer à ces nombres le rôle joué par les
nombres ).,, ..., \p. Nous aurons donc une nouvelle famille de
solutions dépendant de n —p arbitraires. Si certains des nombres
A/*+i, ..., X/<, par exemple \E»+|, ^p+s? ..., A/>_p, étaient nuls, nous
ferions jouer aux nombres ̂ +,4.1, ...,À/, le rôle joué par).,, ...,5^,.

En faisant varier la position de la droite D, sans jamais la faire
passer par ceux des points X,qui ne sont pas confondus avec l'ori-
gine, nous aurons, pour chaque manière de séparer, au moyen de
cette droite, les points À, en deux groupes, deux familles de
solutions dépendant, l'une de p ' constantes arbitraires, l 'autre
de q ' et si l'on désigne par s le nombre des \i qu i sont nuls, on a
p ' -\- q1 = n — s.
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V.

13. CAS D'UNE SEULE ÉQUATION DIFFÉBENTIELLE. — Considé-

rons le cas où Von a n == 2, c'est-à-dire l'équation

/ _____û^r_____ _ _____dy^______
ax + ̂ y -4- [x, y}ï ~ y! x-^ ^4-f.r,yJ2*

Nous allons facilement retrouver les résaltats connus relatifs à
cette équation.

Si les racines À| et /.a de l'équation caractéristique

(a-X)(^-X)-^=o

ne sont pas nulles toutes les deux, les résultats précédents s'<»|)-
pliquent.

Pour que la condition i° soit vérifiée, il f.iul et il suffit que le
rapport \^'.\^ ne soit ni négatif, ni nul, ni infini. Si cette condi-
tion i° n'est pas vérifiée, les résultats du n° H mettent seulement
en évidence l'existence bien connue de deux solutions holo-
morphes, si A i , îvg ^sl négatif, et d'une seule solution, si À|
ou \^ sont nuls.

Supposons que la condition i° soit vérifiée. La condition 2° est
sûrement vérifiée si l'on a î^y^^a. Il existe un changement de
variable, tel que, si x ety étant les nouvelles variables, l 'équation
(101) se mette, si la condition 2° est vérifiée, sous la forme

, . dx dy(102) =—^^^^—r-~=T'
^-t-L^yJa ^y-^-L^rJa

et, si la condition 2° n'est pas vérifiée, sous la forme

dx dy
(103) = — — = . = — — - -/ .- -. '

^-i-L^yJa y-^ax-^-vx^y\î

Pour que la condition 3° ne soit pas vérifiée, il faut qu'on ail,
soit \ == m, soit i === m\^ le nombre m étant un entier. Le pre-
mier cas seul peut se présenter si l'on suppose, comme on peut
toujours le faire, qu'on a X, :)^ >> i, lorsque ce rapport est réel.

Il résulte alors de ce que nous avons vu que si 5. n^cst pas un
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entier, les équations (102) se ramènent, par un changement de
variables

(104) î==a'i4-[.ri,yi]2, jr= yi-h [a?i, y^

à la forme
. ^ dx\ dvt
(105) —- = r^--.

a"i \Ti

Si \ est un entier (),=== w), un changement (io4) donne les
équations

Oo6) ^1=___^___,
x-i my^-^ax"^

a étant une constante. C'est encore cette même forme (106) avec
m == i qu'on obtient si la condition 2" n'est pas vérifiée. Nous
supposons que dans (106) a n'est pas nul ; en effet, si a est nul ,
on est dans le cas de l'équation (io5).

Les solutions générales (io5 et (106) sont données respective-
ment par

(107) yi==C*r^ y-i === Ca*^-^ aa?^ loga-.

On voit que Inéquation (106) n'admet pas de solution y == \^x\ ]i^
en désignant par cette notation une solution holomorphe et nulle
pour x^ ==o. 11 en résulte que l'équation correspondante (102 )/

ou (io3) n'admet pas non plus de solution y= [*y]o car une pareille
solution entraînerait, d'après les formules (io4), l'existence d'une
solution y< == [.2*1 ]r Au contraire, l'équation (io5) admet toujours
la solution holomorpheyi == o et en admet une infinité d'autres si À
est un entier. Donc, lorsqu'on pourra ramener à la forme réduite
(îo5) l'équation (102) ou (io3), cette équation admettra au moins

une soluliony === [*y]r
Si), n'estpas un entier, on obtient toujours la forme réduite (io5).-
Si \ est un entier, on peut obtenir, soit la forme réduite (icà),.

soit la forme réduite (106). Il résulte de ce qui précède que, pour
savoir dans lequel de ces deux cas on se trouve, il n'est pas néces-
saire d'effectuer le changement de variable (io4). On met, suivant
qu'on a \ >> i ou X===i, l'équation ( 1 0 1 ) sous la forme (ioa)
ou (io3). 11 suffit alors de chercher si cette dernière équation admet

XL. 25
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une solutiony==[.c]i. Si Fon a \> i, il ne peut se présenter
d'impossibilité dans la recherche des coefficients du développe-
ment \x\\ que dans la détermination du terme en x1"'. Si Fon a
\=\ et par suite l'équation (io3), il ne peut se présenter d'im-
possibilité que si l'on a dans cette équation a-yé. o. Dans les deux
cas, on sait que les séries obtenus sont convergentes.

Si nous remarquons que, d'après les formules (io4), on a, en
désignant par P et Q des fonctions de la forme [*y,y]i

xi = V(x, y), yi == Q(a-, y),

on voit, d'après (io'j), que nous pouvons énoncer le théorème
suivant :

U intégrale gêner aie de V équation (101) se met^ ou bien sous
la forme

QP-^== const.,

puisque dans (106) on peut supposer a=i , ou bien sous la
forme

QP-w _ log P == const.

Elle ne se met sous cette seconde forme que dans les deux
cas suivants :

i° Le rapport des racines ).i et \^ de V équation caractéris-
tique étant égal à i, l'équation (101) se ramène par un chan-
gement linéaire de variable à la forme (io3) avec a -yé. o.

2° Le rapport des raçines\\ ̂ î.a étant un entier m et Inéqua-
tion étant ramenée à la forme (102) avec \ = m, il est impos-
sible de déterminer le terme de degré m d^un développement
y ==[^*]i vérifiant Inéquation (102).

14. CAS DE DEUX ÉQUATIONS. — I. Considérons le cas de deux
équations à trois variables

(108)
dx dy dz

\{x,y,z) \ { x , y , z ) Z(x, y, z)

où X, Y, Z contiennent des termes du premier degré. Nous n'exa-
minerons que le cas où la condition i° est vérifiée, ce qui revient
à dire que les affixes des trois racines X < , Àa, 5»3 de l'équation
caractéristique sont les sommets d'un triangle à l'intérieur duquel
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ne se trouve pas l'origine. Nous allons rechercher quelles sont les
formes réduites les plus simples possibles auxquelles on peut
ramener le système (108), lorsque les conditions 2° ou 3° ne sont
pas vérifiées.

Si nous supposons tout d'abord la condition 2° vérifiée, un
changement linéaire de variables permet de supposer que les
termes du premier degré de X, Y, Z se réduisent respectivement
a Àf. r , 5.2y, 5.3^. Pour trouver les polynômes y qui figurent dans
les formes réduites, nous avons à chercher toutes les façons pos-
sibles dont une quelconque des quantités 5^, 5.2, 5.3 peut s'expri-
mer au moyen d'une combinaison linéaire des deux autres.

Considérons tout d'abord le cas ou une seule des racines 5^, 5.2,
5.3 figure dans une de ces combinaisons. Nous pouvons supposer
qu'on a À2==/^5.i. Deux cas se présentent alors : i° 5.3 n'est pas
égal à une combinaison de 5., et 5.2; 2° 5.s est égal à une combi-
naison de À, et As : on a 5.3 ==/?5^ -+- q\^ Dans les deux cas
nous pourrons, en remplaçant t par t \ \^ prendre X, = i ,
5.2= m.

Dans le cas i°, un changement de variable du genre de ceux
employés ramène, en supprimant l'indice de 5.3, le système à la
forme réduite

(«w dx. = ^ ==lu = ,/<
x my -+- ax1"- \z '

dont l'intégrale générale est donnée par

z == Ca^, y = B^ -+- ax111 log.r.

Dans le cas 2°, nous avons une combinaison telle qu'on ail
Â3=7? 4-ym et il peut y avoir d'autres combinaisons telles qu'on
ait 5.3 ===// + q ' m . Il suffit pour cela qu'on ait

p - ^ q ' m ^ p - ^ - q m , p ' — p == m ( q — q ' ) ,
^ = y —- /', p ' = p 4- f'm.

Nous pouvons supposer qu'on a q^q^ puisque rien ne dis-
tingue les uns des autres les couples de nombres /?, q ; //, n\ Le
nombre /• sera donc un entier positif, au plus égal à q. 11 faut de
plus qu'on ail

p^m.
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S'il n'en était pas ainsi, nous pourrions, en faisant r == — i,
prendre q1 = q -4- i et p ' = p — m, ces valeurs de y' et p ' étant
positives seraient acceptables et l'on n'aurait pas q1 ̂  y. Nous avons
donc, par un changement de variables, la forme réduite

, . dx dy dz -
(i 10) — = ———J-—— == ———————————————————— == cit.

x my -4- axm {!
(p -t- y m )^ -+- ̂  brXP^1'111 y {^-^

r==0

Pour obtenir l'intégrale générale, conformément à ce que nous
avons fait au n° 6, nous prenons

(n i ) x = e1, y == Be^-l- ate^.

En remplaçant dans la troisième équation *r, y par ces expres-
sions, nous aurions z. Si nous voulons obtenir les intégrales de
M. Lindelôf, nous avons d'abord, d'après (i 11),

(n-î) ^—aloga'=B.

Nous devons ensuite, d'après la remarque II, n° 8, supposer
B === o dans les relations (i 11), qui donnent

(n3) x == e^ y-^ate^^

intégrer dans cette hypothèse l'équation en -r- et enfin porter dans
l'intégrale générale ainsi obtenue les valeurs de et et de t tirées
des relations (i 11). Nous avons ainsi

'7
— =(p-\- qm)z —e^-Hy^^^af)?-^

r=0
(]

z = G e{lt-^<11n}t -+- — e(/^-<7^^\^ ——— /-——(at}7-',
a ^ q —/•-+-1 v 7 '

7'==0

y^p+qm ̂  I) { y \q-r
z = Ca-p^/^1-^- J-——— > ———-—— ( -v— } ,

a2 y " 1 •̂J q — r 4- i \vm /
r •=. 0

-7
ru 4) .s— ~V———r-——rc/'4-^-^ r<7-/•-^-l==.C.r^+<7'"4- ;———oy-——•/ aîÀ»àq—r-^\ " (q -^-T)a•2.r^-^

/•=!

Si nous prenons le premier membre de (ii4) pour nouvelle
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variable ^, la première intégrale (112) ne sera pas changée et l'in-
tégrale (i i4) nous donne

z _ _ _ _ _ b ^ y ==C,a'p+ym (ç-t-i)^^'/"^1^

qui est Fintégrale de M. Lindelôf relative à un système (i 10) où
&i, es, ..., bq seraient nuls. En supprimant l'indice de &o? o11 voit
donc que le système (108) est ramené à la forme réduite simple

. „ . dx dy dz , ,( i j5) —=———==-———== -—————————;———= dt pS/n.x m y -+- ax'11 (p -h qm)z -+- b x v y ^

Si a et b ne sont pas nuls, ou peut les supposer égaux à i, en
changeanty en ay et z en bz.

II. Considérons le cas où il n'y a entre les racines 5^, As, ^3
aucune relation de la forme 5.a = /^lAi, mais où une combinaison
de deux des racines est égale à la troisième racine

(ll6) Xj ==/^2-+-<7^2-

Nous pouvons distinguer deux cas, suivant que celte égalité a
lieu pour un seul couple de valeurs de p et de y, ou bien a lieu
pour différentes valeurs de p et q.

î ° Dans le premier cas, nous pou vons faire À< ==i, Xa==X et nous
avons la forme réduite

dx _ dy _ ______dz______
(II7} '~x"~~ T y " (p^q^z-^axPy^^'

dont l'intégration est immédiate.
2° Dans le second cas, nous devons avoir, en dehors de l'éga-

lité (i 16), une ou plusieurs égalités ^3 =pf\^ -+- y'Xa, d^où

^ ^ P'-P ^ P
Ai q—q' ^

a : jî étant une fraction irréductible. Nous pouvons» prendre

Xi==a, XÎ==P, 7?'— /?==/•?, y--^=ra,
^ ==^-}-/'p, q'=q^-rai.

Nous pouvons, comme tout à l'heure, supposer qu'on a q'^q^
ce qui exige que l'entier r ne prenne que des valeurs positives.
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II faut de plus, pour que q ' soit positif, que Von ait /•<< q : a.
Si s est le plus grand entier tel que l'on ait 5^ q: a, nous

aurons r^s.
Enfin, il faut qu'on ail p < (î, car si cette condition n'était pas

vérifiée, on aurait, en prenant /* === i, un couple de valeurs posi-
tives pr =p — [î, q' = q 4- a qui seraient acceptables, tandis que
r doit être positif d'après nos hypothèses. Nous avons la forme
réduite
. - dx dy dz ,
( 1 1 8 ) ^fy-——————————^——————————=^

(/?a -+- q^)z -hV^a-P-^^-^
/ •==o

d'où
/ 'ï \

x == <?^, .y === B eP<, -s = <?^a-«-^ ( G -+-1 V 6,. B^/ ^ ),
\ r==0 /

f

z == C/^'7-t- -o§y ̂ brXP+^y^ /'a.
r=0

III. Passons au cas où l'équation caractéristique a une racine
double. Trois cas peuvent se présenter :

i° Aucune des deux racines distinctes n'est égale à une combi-
naison formée avec l'autre racine. Nous pouvons prendre

X, = Xa == i , Xa= À,

et nous avons la forme réduite

dx dv dz ,
( 1 1 9 ) —=——v-——•-= — = dt,
' J / x y-\-ax \z

où l'on peut supposer a === i.
2° La racine double est égale à une combinaison de la racine

simple. Nous pouvons prendre

Xi==i, X j==X3==w, m entier positif,

et nous avons la forme réduite

, , dx dy dz ,(120) — = ———J-—— == ————-—————— = dt.x m y -f- ax'11 m z ^ - b y - ^ c x ' 1 1



— 375 —

On a ensuite, conformément au n° 6,

(121) x=et, y == Be^^-h ate^, y = Ba^-h a-r^ \o^x.

Pour obtenir l'intégrale (le M. Lindelôf, faisons B==o, nous
avons

—i==m5-+- abt e " 1 1 -+- c e'111,ut
/abt2 \3 = Ce^-^-e^Ç——-+-^)î

^c^+^f-^^-^-VV^â-r27" a x " 1 /

(122) ^ — ^ Z =C^-+--6^-.v / rf 'lax111

c y
Si nous prenons pour nouvelle variable z l'expression z — —»

la première intégrale (121) ne sera pas changée et (1^2) nous
donne

z bv^- _
Ic^ ~~ 'iax111 ~~ Ài

qui est l^întégrale ( 1 2 2 ) relative à un cas où Fon a c = o. l^e sys-
tème (120) est donc ramené à la forme réduite plus simple

dx dy _ dz _ ,
^ l 2 3^ ~~x == m y -+- a x " 1 ~~ m s -+- by ~~ '

ou l^on peut supposer a = i et b == i si ces constantes ne sont pas
nulles.

3° La racine simple est égale à une combinaison formée avec la
racine double. Nous pouvons prendre

Xi==Xî== i , X3==/?i. m entier,

et nous avons la forme réduite

dT. = ^ = dz = dt,
x y -+• ax m

mz-'r^brX1^-1'y1'
r=0

d'où
x == e1. y == B ef-+- at e1, y •== B.r-4- ax loga".

Pour calculer l'intégrale de M. Lindelof, faisons B==o, nous
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.avons successivement :
m

^=mz-^e^^b^atY,
/•==o

^C^^V.A-(a^,a Â^ r -+- i /

/•--=o
in

yyw-ï Y^ b,. / V\r
z= Ca^-h ;SL——— > ———( 1--) fa ^ r -+- i \ x I

r=0

.(,,4) ^ - IV _ÈL_ ̂ -t-r^i ̂  ç .̂. ̂  ^^ r^ .
' / aA^r - f - i •7 (w+i)./;

/•=o

Si nous prenons comme nouvelle variable z le polynôme qui
est dans le premier membre de cette égalité (124) , nous aurons

_3_ __ b,ny'^
3;m (m-^-\)Xm•^ï

qui est Fintégrale de M. Lindeluf relative au cas où l'on a

bo =• bi ===...== b^-i = o.

Si nous faisons ce changement de variable et si nous suppri-
mons l'indice de &w, nous avons la nouvelle forme réduite

, _ dx dy ds• (120 ) _ — v — _______•
x y -h- ccx mz -\- by'11

IV. Supposons que Inéquation caractéristique ait une racine
triple Ai ==5.2 =5^3 == i. Nous avons, en utilisant la remarque IV,
n° 9, la forme réduite

dr dy dz(i^()) — = ——-—— = ———j— === df,x y -h ax z -+- by
^où

x == e1^ y = Bet-+• aie1,

-et en faisant ensuite B == o pour obtenir l^inlégrale de M. Lin-
<lelôf

dy-j- == z H- abte^

- , abt^ , z by^ „,
^=C^+——^, - — —J— == G.2 .y îaa*2
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Nous oblenons ainsi 8 systèmes : (109), ( i i5 ) , (117)? (nS)?
(i 19), (ia3), (120), (i'?6), que nous appellerons formes réduites
exceptionnelles. Si nous ajoutons à ces 8 formes réduites le
système
, ^ dx dy dz -
(iî7) — = = — - = = — = = ^ ,x \y y.z

que nous appellerons/orme réduite normale et qui convient au
cas général ou les conditions 2° et 3° sont vérifiées, ainsi qu'aux
cas particuliers où les constantes a et b figurant dans les formes
réduites exceptionnelles sont toutes nulles, nous aurons le
tableau complet des formes réduites, dans le cas où la condition i°
est vérifiée.

Remarque. — Pour traiter les questions qu'on peut étudier à
l'aide des formes réduites, il est utile d'éviter d'examiner le même
cas avec 2 formes réduites différentes. Pour éviter ces doubles
emplois, il est nécessaire de préciser les valeurs que peuvent
prendre les constantes a, A, p, y, )v qui figurent dans ces équa-
tions. C'est ce que nous allons faire, en exprimant que pour cha-
cune des formes réduites nous n'avons pas d'autres relations entre
les racines À,, À2, Â;{ que les relations que nous avons envisagées
et spécifiées dans l'établissement de chacune de ces formes
réduites.

Tout d'abord, nous supposerons que les constantes a, b, &o?
AI, ..., bs qui figurent dans les équations d'une même forme
réduite ne sont pas toutes nulles simultanément, car, s'il en était
ainsi, on serait dans le cas de la forme réduite (127) ; un certain
nombre de ces constantes pourront être nulles.

Les entiers m, a, ,S ne pourront pas être nuls. Sauf avis
contraire, p et q pourront prendre des valeurs entières positives
quelconques ou être nuls. Passons maintenant en revue les divers
systèmes réduits.

Système (109). —\ ne devra pas être égal à une fraction de la
forme ( m — p ) : y, car nous aurions m ===/? + <y)^, c'est-à-dire
entre les racines À( , Xa, ^3, la relation \^=p\^ 4-<y^3, relation
que nous avons supposée ne pas exister dans le cas I, 1°. En parti-
culier, 5, n'est ni un entier, ni l'inverse d'un entier.



- 378 —

Système (ii3). — Nous avons dit qu'on doît avoir/?<;m et
que a et b ne sont pas nuls simultanément.

Système ( 1 1 7 ) . — Rien ne s'opposerait, dans ce cas II, 1°, à ce
qu'on prenne, dans certains cas, ). == j3 : a, a et p étant des
entiers, mais nous tomberions alors dans un cas que le système (i 18)
permet de considérer en faisant s=o. Nous supposerons donc
que \ n'est pas un nombre rationnel. De plus, nous suppose-
rons q 7^ o, car, pour q = o on retombe dans un cas que le sys-
tème (109) permet de considérer.

Système (i 18). — Nous avons p < ̂  et q — ^a^o. Nous sup-
poserons, de plus, qu'aucun des entiers a et |3 n'est égal à i, afin
de ne pas retomber dans un cas que le système (ii5) permet de
considérer.

Système (i 19). — Nous supposons que X n'est ni un entier, ni
l'inverse d'un entier, afin de ne pas être dans l'un des cas que les
équations (128) ou (120) permettent de considérer, mais X peut
être rationnel.

13. Recherche des solutions algébroïdes. — Parmi les ques-
tions pour l'élude desquelles il y a avantage à employer les formes
réduiles trouvées, je signalerai la recherche, pour le système pri-
mitif (108) des solutions holomorphes ou algébroïdes pour les-
quelles x^y et z s'annulent simultanément.

Etant donné le système (108), je dirai qu'on a une solution
algébroïde passant par I1 origine lorsqu'on a des fonctions a?? y, z
qui peuvent s'exprimer au moyen de séries entières par rapport à
un paramètre 8, les fonctions ainsi obtenues vérifiant les équa-
tions (108) et s'annulant pour 9 == o.

Je dirai qu'on a une solution holomorphe et nulle pour x=o,
si l'on a des fractions y et z de la variable x, holomorphes et
nulles pour x == o et vérifiant le système.

Nous pouvons considérer de même des solutions holomorphes
etnullespoury==ooupour^==o.

Une solution passant par l'origine sera dite tangente à Ox, si,
lorsque x tend vers o, y : x et z : x tendent vers o.
- Étant donné le système primitif (108), pour le ramener à l'un
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des systèmes réduits considérés, nous avons employé un système
intermédiaire

(19,8)
dx____ _ ____ dy dz

Âi.r-+-[a?,jK,^]2 ~" \îy-^-a^x+[x,y,z}^ ~" ̂ z-^aîy^-[x,y,z}^

où Fon a a^ = o, si Fon a Aa ~^ \\, et 03 = o, si Von a ^3 7^ Xa.
Diaprés la nature des changements de variables employés pour

passer d'un système à l'autre, il est évident que toute solution
algébroïde passant par U origine dé F un des systèmes fournira
une solution de même espèce pour les deux autres systèmes.

De plus, toute solution holomorphe et nulle pour x = o d^un
système réduit fournit une solution holomorphe et nulle du sys-
tème intermédiaire et réciproquement. En effet, si nous désignons
par x, y, z les variables de l'un des systèmes et par a-, y, z celles
de Faulre, nous avons

(129) 'x=x-}-[x,y,z\^ J^;=.r-+-[.y,.r,-s]î, î=^-4-[a-,^,-s]î.

Si y et z sont remplacés par les fonctions de x correspondant à
une solution holomorphe et nulle pour x = o, nous pourrons de
la première équation (129) tirera? en fonction holomorphe de .r,
et en portant cette expression de x dans les deux dernières équa-

tions (129), y et z sont exprimés en fonction holomorphe de x.
Ces mêmes formules (120) montrent qu^à une solution passant

par Forigine, tangente à Qx et vérifiant le système intermé-
diaire (128) correspond une solution de même espèce du système
réduit et réciproquement.

-Qe ces remarques il résulte que, pour étudier les solutions
holomorphes ou algébroïdes du système primitif (108) ou du sys-
tème (128), il nous suffira d^étudier les solutions holomorphes ou
algébroïdes du système réduit correspondant. Cette étude ne pré-
sente aucune difficulté, elle demande cependant une attention
assez minutieuse, pour ne laisser échapper aucun des cas qui
peuvent se présenter, suivant les valeurs attribuées aux constantes,
qui figurent dans les équations et aux constantes arbitraires qui
s^introduisent par l'intégration. Pour donner un exemple des
circonstances qui peuvent se présenter, considérons le sys-
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tème (i 18)

dx dy dz _______
^ X ^ J y ^ _ _ •

(poi -+- q^)z ̂ -^brVP^yl-^
r=0

Nous avons
/ ^ \

a'=A<?^, y=B<?PS s = e^^U C-+-^VérAP+^By-^ j.
\ r=0 /

Supposons d'abord qu'on prenne A ̂  o ; nous pouvons
faire A. === i et prendre comme paramètre 6 == e^ Nous n'aurons de
solution algébroïde passant par l'origine que si l'on a

,v

(l3o) V^By-/-a==o;
ï'==.0

nous aurons alors

;r==8a, y=B6P, ^ == C^P^^.

A chaque racine B de l'équation (l3o), y compris ia racine B == o
qui existe si l'on a q—sa-^o, correspond une famille de solu-
tions algébroïdes dépendant d'un paramètre arbitraire C. Nous
n'avons de solution holomorphe et nulle pour x == o que si l'on a
B == o, G == o.

Supposons qu'on prenne A == o. Nous avons les deux cas sui-
vants :

i° p n^est pas nul, ou bien JE? étant nul bo est aussi nul. Nous
avons

x = o, y == B e^, z == G e^a4-^.

En faisant B == o nous avons la solution a?==o, j^==o holo-
morphe et nulle pour z •===. o.

Si B n'est pas nul, nous pouvons faire B == i et nous aurons
une famille de solutions algébroïdes dépendant d'un paramètre G.
On n'obtient dans cette famille une solution holomorphe qu'en
faisant C === o qui fournit x = o, z = o solution holomorphe et
nulle poury== o;

2° p est nul et 60 n'est pas nul. Nous avons

x = o, y = Be^, z === e^+9^(C 4- b^tW).
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En faisant B === o nous avons, comme dans i°, la solu-
tion ^===0, y == o qui est holomorphe et nulle pour^===o. Dans
tous les autres cas, nous n'obtenons jamais de solution algébroïde
passant par l'origine.

16. Détermination de la forme réduite correspondant à un
système donné. — Etant donné un système (108), la résolution de
Inéquation caractéristique permel de reconnaître si les condi-
tions i°, 2° et 3° sont vérifiées. S'il en est ainsi, la forme réduite
correspondant au système (108) sera la forme normale (127). Si la
condition 1° est vérifiée, sans que les conditions '2° et 3° le soient,
la connaissance des diverses manières dont une des racines peut
s'exprimer au moyen d'une combinaison des deux autres permet de
reconnaître quelle est la forme réduite exceptionnelle qui corres-
pond au système donné, mais cette connaissance ne permet pas de
décider si les constantes a et b qui figurent dans la forme réduite
considérée ne sont pas toutes nulles et si, par conséquent, on n^a
pas affaire en réalité à la forme réduite normale (127).

Pour distinguer si oui ou non la forme réduite correspondant
au système (108) est la forme normale, il sera presque toujours
utile, pour la commodité des calculs, de ramener le système (108)
à la forme intermédiaire (128), mais il ne sera pas nécessaire
ensuite de chercher le changement de variable permettant de
passer à la forme réduite, ni même de faire les calculs de ce chan-
gement de variables avec un nombre fini de termes figurant dans
les séries employées.

Assez souvent, en comparant les résultats obtenus pour la
forme réduite dans l'étude des solutions holomorphes pour x=o^
o u y = = o , ou ^ == o, avec les résultats obtenus par la recherche
directe sur le système intermédiaire (128) des solutions holo-
morphes on pourra décider si cette forme réduite convient, ou si
l'on retombe dans la forme réduite normale. Par exemple, si les
trois racines de Inéquation caractéristique sont proportionnelles aux
nombres i, m et X, m étant un entier et À un nombre irrationnel,
nous ne pouvons être que dans le cas de la forme réduite (109) ou
dans celui de la forme réduite normale. La forme réduite (109)
n'admet pas de solution holomorphe et nul le pour x=o. Donc,
si l'on trouve pour le système (128) une solution holomorphe et



- 382 -

nulle pour x === o, on a a === o et Fon retombe dans le cas de la
forme réduite normale.

Dans le même ordre d'idées, si l'étude des solutions holo-
morphes ne suffit pas, on peut avoir recours à l'étude des solu-
tions algébroïdes.

Si ces procédés ne suffisent pas, ou présentent des complica-
tions, on pourra avoir recours aux développements de x, y, z en
séries procédant suivant les puissances de constantes arbitraires.
Nous avons appris à former ces développements (remarque
du n° 7). Si Von a affaire à la forme réduite normale (127) on
voit que ces développements ne contiennent que des puissances
des quantités Ae^ B^, Ce^, tandis que, si l'on a affaire à une
forme réduite exceptionnelle, les coefficients des séries considé-
rées contiennent, en dehors des exponentielles, des puissances
entières de t. On vérifie en effet sans peine que, pour toutes les
formes réduites, les expressions de *r, y ou z contiennent des puis-
sances de ( en dehors des exponentielles. Si nous désignons

par cT, y, z les variables du système intermédiaire (128) nous
uvons les relations (129)

Si nous remplaçons x, y, z par leurs expressions, nous'avons
les développements dont nous parlons. Nous verrons dans un
instant, d'après l'étude d'un cas particulier, qu'il est impossible
([ne les puissances entières de t disparaissent dans ces développe-
ments. Donc, si, en cherchant directement sur le système (128) ces
développements, on ne trouve pas de terme en <, la forme réduite
normale conviendra. Précisons la méthode par un exemple.

Supposons que les racines de l'équation caractéristique soient
proportionnelles à i, /n, p -+• qm, m, /?, q étant des entiers posi-
tifs. La forme réduite correspondante sera

dx^ ̂  dy ^ ____dz______ ^ ̂
x my -+- ax'ii- (p -+- qm)z -i- bx^y'l

Nous avons
a?== AeS y==e'^(B-4-aA^),

. r- b(B•+•a\mty/^i—bl}f/+l'}s == e^i"^1- \ C -t- -————————-——————— •
L (,q-+-i)a\^-/1 ]

Nous nous sommes arrangés de telle manière que, toutes réduc-
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lions faites, les expressions de x^ y, z soient des polynômes par
rapport aux constantes.

Si a n'est pas nul et si Fon a m ̂ p 4- y, l'expression de y con-
tient le terme aA^ t e^ qui est, parmi les termes de y et de z où
figurent t^ te terme de degré minimum par rapport à A et B. Ce
terme ne se réduira donc avec aucun autre dans le développement

de y, puisqu'il sera seul de son espèce. Si a est nul, ou si Fon
a mïp -4- y, nous remarquerons que l'expression de z contient le

b^PB^te^^/^-^^ ,. . , i ,. iterme —————————, ce terme ne disparaît pas dans le dévelop-

pement de -s, puisque tous les autres termes de y et de z qui con-
tiennent t sont, par rapport à A et B, de degré supérieur à ce
terme. Si nous cherchons, pour le système (128), les développe-

ments de .r, y, z suivant les puissances des A, B, C, nous pour-
rons, après avoir trouvé les termes de degré égal au plus grand des
deux nombres m et p 4- y, décider si la forme réduite normale con-
vient, ou s'il faut se servir de la forme réduite exceptionnelle (i i5).
Nouspouvons, pour abréger les calculs, supposer C == o dans les
développements que nous cherchons. Nous pourrions même, si
nous voulions seulement voir si a est nul ou non, supposer
B ===o, C == o.


