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GENERALISATION D'UN THEOREME DE M. LANDAU;

Par M. Georces Rémounpos.

1. En 1904, M. Landau (') a démontré le théoréme suivant :

Soit une fonction analytique
H(z)=ao+ a1 3+ 0232+ ..+ 2, 27"+ . .,
réguliére en 5 = o, pour laquelle

ay # o,
il existe un cercle
| 3| <R =R(a, )

dont le rayon dépend seulement de a, et a, (et non des autres
coefficients ay, a3y ..., &m,y ...), & Uintérieur duquel la fonc-
tion H(z) posséde un point singulier ou prend au moins une
Jois Uune des valeurs zéro et un.

C’est nne généralisation trés importante d’un célébre théoréme
de M. Picard.

Dans un travail qui paraitra prochainement dans les 4nnales
de UEcole normale supérieure de Paris, nous établissons une
extension du théoréme ci-dessus indiqué de M. Landau a une
classe trés étendue de fonctions qui ne sont pas réguliéres
en z=o.

Je me propose de donner maintenant une nouvelle extension du

(1) Ueber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes ( Sitzungsberichte
der Koniglich. Preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, 1904,
p- 1118-1133).
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théoréme de M. Landau, moins générale, mais présentant un
intérét particulier. Cette nouvelle généralisation est, pour ainsi
dire, plus fidéle, et le théoréme, que nous allons établir ici, a un
énoncé plus simple et presque identique a celui de M. Landau.
Elle ne concerne que les fonctions algébroides et finies en z = o,
ce point étant un point critique algébrique pour certaines de leurs
branches; au contraire, la premiére généralisation (qui va paraitre
dans les Annales de I’ Ecole normale supérieure) concerne aussi
des fonctions qui sont infinies en z =0, ou pour lesquelles le
point 3= o peut éire crilique transcendant.

Dans la nouvelle généralisation, il s’agit des points singuliers
de la fonction elle-méme, qui prend ou non une fois au moins
'une des valeurs zéro et un, tandis que dans la premiére il s’agit
des points singuliers d’une autre fonction qui se rattache a la
fonction donnée. Les deux généralisalions ne sont pas de méme
nature.

2. Soit u=¢9(3) une fonction multiforme dans le voisinage
du point z=o0, qui est pour elle un point critique algébrique.

Soient
Ury, Uga, Uiz,  +eey  Utn, du systéme Sy,
U1, U2y, Uz, ..., Usp, » S,,
(1)
chy eeey eeay aeey » .
Umty Um2y, Um3y +-+y Umn,, » Sm,

les divers systémes circulaires S,, Sy, ..., S, des branches de la
fonction donnée u = ¢(5). Soient

1 2
91(3) = ayo+ 0y B4 ayp 3" ... pour le systéme S;,
! 2
(2) P2(3) = dgo+ Og1 3™ 4 g9 8™ 4, .. » S,,
......... . et s essss s s s as e e » .y
1 2
' v?m(z) = Ao+ %1 B A Uy 3T AL » S,

les séries qui représentent dans le voisinage de s = o les branches
de chacun des systémes circulaires. Nous supposons, bien entendu,
que la fonction donnée soit finie en 5 = o. En posant

1 1 1

M= w, 2N = Wy, ceny Zm = W,
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nous obtenons les fonctions holomorphes dans le voisinage
des v, =0, ws=0, ..., Wp=0:

Ji(wg) = ago+ o+ appwi+...,

fg(w2) = %gg—+ Ay W3 + aggwg—k. ‘s

(3)
fm'(wm) = 0ot AmtWm 4+ Xypa w;n e

D’apreés le théoréme (') de M. Landau, applicable a ces fonc-
tions, il existe un nombre

L(ako, 2r1) [k=1,2,3,...,m]

ne dépendant que des coefficients axo et ax, tel que, & I'intérieur

du cercle
| wr ] < L(ago, ar1) [k=1,2,3,...,m],

la fonction fx(wx) ou bien posséde un point singulier, ou bien
prend une fois au moins I'une au moins des valeurs zéro et un.
Il en est de méme des fonclions

¢1(3) = fi(wy) dans le cercle | 2| < [L(a1g, 241)}"1,
92(2) = fa(wz) » | 3| < [L(220, @21)]™s,
.............. » ety
(?m(z)=fm(mm) » |z|<[l'(amOy 4”“)]""',

avec la seule différence que ces fonctions, lorsqu’elles ne prennent

ni la valenr zéro ni la valeur un dans les cercles ci-dessus indi-

qués, possédent au moins un point singulier différent de 5 = o.
En effet, d’une part, nous avons

|z|= ]m, |"'=|w2]"’=---'—"|‘°m I”m;

d’autre part, nous remarquons que si, par exemple, a 'intérieur

du cercle
| 3] <[L(a10, 211)}™,

la premiére des séries (2) est convergente et ne prend ni la valeur
zéro ni la valeur un, alors, a U'intérieur du cercle

| wg | < Layo, a44),

la premiére des séries (3) sera aussi convergente el ne prendra ni

(') Il faut, bien entendu, supposer : a,, % 0, @, # 0, ..., @, # 0.
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la valeur zéro ni la valeur un, ce qui est absurde; d'ailleurs, il est

évident que si la fonction ¢, (z) est holomorphe dans le voisinage

d’un point z = z,, la fonction f,(w,) sera aussi holomorphe dans
1

le voisinage du point w = z7*; inversement, si la fonction f,(w,)
est holomorphe dans le voisinage d’un point w = w, 3£ o, la fonc-
tion ©,(z) sera aussi holomorphe dans le voisinage du point

correspondant 3 = w?.

3. Nous obtenons ainsi le théoréme suivant :

Tutorime. — Soit u = ¢(z) une fonction algébroide et finie
en z = o, ce point étant pour elle un point critique algébrique,

et sotent
1 2

Ag9+ 1“3{"4— 2198+, ..,
1 2

4) Qg9+ %gy B+ Ag9 3™ 4. . .,

T Tim
Ao+ 013 ™+ U233 ™. ..,

les séries qui représentent dans le voisinage de z = o les bran-
ches des divers systémes circulaires. St nous supposons

a4y # 0, a3 7 0, ceay %my # O,
il existe un nombre positif
R = g (a0, @11, %205 X21y  + oy Tmoy 1)

dépendant seulement des deux premiers coefficients de chacune
des séries (4)

@10, X11, G20, %21, vy %m0y Ama

(et non des autres coefficients aya, %43y ...y Oagy Ragy «ovy -
%may Am3y - -+ ), tel que, @ Uintérieur du cercle

*

13| <R = g(a0, %11, %20, %21, - + -y %oy Em1)y

la fonction donnée (') u = @(z),0u bien posséde un point singu-
lier différent de z—=e (endehors du z=o qui est déja un point

(') C’est-a-dire 'une au moins de ses branches,
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critique), ou bien prend une fois au moins I'une des valeurs
zéro et un.

Il n’est pas sans intérét de remarquer que, dans le cas ou la
fonction donnée u = ¢(z) posséde une infinité de branches for-
mant des systémes circulaires, il y aura une infinité de séries (4)
et le point z = o0 sera un point critique algébrique des branches
formant un systéme circulaire et un point régulier pour les
branches isolées qui ne rentrent pas dans des systémes circu-
laires. Dans ce cas, le théoréme ci-dessus énoncé est aussi vrai.

Nous remarquons aussi que, dans le tableau (4), il peut y avoir
des séries entiéres (c’est-a-dire des séries ne contenant que des
puissances entiéres de z) appartenant aux branches isolées,
c’est-a-dire aux branches qui sont holomorphes en z=o0. Notre
énoncé se rapporte a4 l'’ensemble des branches de la fonction
donnée u =9 (z).

4. Le rayon R du cercle indiqué dans ’énoncé de notre théoréme
- peut, évidemment, étre pris égal au plus petit des nombres

(3) [L(ag0, @11)]%, [L(ag0, a21)], ...y [L(amoy am1)]"m.

Si nous considérons le cercle, dont le rayon est égal au plus
grand de ces nombres, a lintérieur de ce cercle le théoréme
sera valable pour les branches de chacun des systémes circu-
laires.

Nous pouvons, bien entendu, limiter avec plus de précision le
rayon R, en utilisant les fonctions ¢(aie, @11), ¢(%a0y %24)y .oy
©(%mo, %mi) indiquées par- M. Landau (') et déterminées par
M. Carathéodory (2). On pourrait aussi donner a L (a0, o),
L (@30, ®21), ... les valeurs élémentaires données par MM. Hur-
witz (3) et Schottky (*).

(') LaNDAU, Ueber den Picardschen Satz (Vierteljahrsschrift der Natur-
Jorschenden Gesellschaft in Ziirich, Jahrgang 51, 1906).

(?) CARATHEODORY, Sur quelques geénéralisations du théoréme de M. Picard
(Comptes rendus de I’Acad. des Sciences de Paris, t. 141, 1905, p. 1213-1215).

(*) Hurwirz, Ueber die Anwendung der elliptischen Modulfunctionen auf
einen Satz der allgemeinen Functionentheorie ( Vierteljahrsschrift der Natur-
Sorschenden Gesellschaft in Zirich, Bd. 49, 1904, p. 242-253). .

(*) Scuortky, Ueber den Picardschen Satz und die Borelschen Unglei~
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Nous remarquons enfin que, si nous voulons utiliser les résul-
tats récents établis par M. Montel ('), notre procédé pcrmettrait
d’obtenir pour les fonctions multiformes dans le voisinage de 3=o
des résultats plus généraux que ceux qui sont jusqu’ici énoncés.

chungen (Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der Wissen-
schaften, Berlin, 1go}, p. 1244-1262).

(') P. MonNTEL, Sur quelques generalisations du théoréme de M. Picard
(Comptes rendus, 18 novembre 1912, p. 1000-1003).



