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SUR UN DEVELOPPEMENT D'UNE FONCTION A VARIABLE REELLE
EN SERIES DE POLYNOMES;

Par M. H. GarBruUN.

Les dérivées successives par rapport & z de la fonction e™ se
présentent comme un produit de deux facteurs dont 'un est la
fonction primitive et I'autre un polynome; la dérivée n™™ est
ainsi de la forme

dan e—x?
dxn

= e~*'P,(x),

P,(z) étant un polynome de degré n,ne contenant que des termes
de méme parité que n; ces polynomes satisfont a la relation de
récurrence

(1) Pp(z) +22Ppy(2) +2(n—1)Pr_s(z)=0

qui permet d’établic facilement leur expresion générale; pour n
pairon a

(@) Pap(m)=(azyr— POP Y (appay

2p(2p—1)...(2p—2q9+ ')(az‘)’l'—"l—f-...-}—(-—l)!’(mp')!

(=07 q! p!

chungen (Sitzungsberichte der Koniglich Preussischen Akademie der Wissen-
schaften, Berlin, 1go}, p. 1244-1262).

(') P. MonNTEL, Sur quelques generalisations du théoréme de M. Picard
(Comptes rendus, 18 novembre 1912, p. 1000-1003).



et pour n impair

(2") Pzp+1(x)=—[(2x)zp+i_gﬁf_"_"l_'_)ﬁﬂ(zx),,,_,_'_“_
(ep+1D2p...(2p—29+2)

4+ (—1) Y

(2ax)2p2q+1 4,

—+—(-—l)g£;_—',-—l—)—!-ax] .

On sait d’autre part que 'on a
+o _ a?
(3) ﬁe—1’=f e *cosawda.
[}

En dérivant les deux membres de cette égalité par rapport a z,
on trouve
a2

—+ %
(%) Ve 2Py p(2) = (— I)Pf e *a2Pcosaxda,
1]

o2

~+ o
4") Vi e= ¥ Pypiy (&) = (— )P+ f e v arr+isinarda.
Jo

Ces deux égalités permettent d’obtenir une limite supérieure
du module des polynomes P,(z) quand z est réel; dans ce cas,
il est clair qu’on a

as

+ @
|Vre=zP,(z)| <f e varda.
[
Or, si dans 'intégrale

—+
T(z+1) _—.f et 1= dt,
0

définissant la fonction eulérienne de seconde espéce, on fait le
changement de variable

t=7)

on obtient

+ o ol + w n—1
-2 —_— . —+1
f e "axda=2"f e—t¢ 2 dt=2"[‘(f———)-
() ) 2

On a donc finalement

(5) |Paa)| <2 () f};
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Pour faciliter les écritures nous serons amenés a poser

Pep(2) =(—1)P a22p I‘(QP:—I>U,,,(:L'),
(6)

2p + 2

Papir (@) = (—1)p+iatr+iT (

>U![)+I(T)-
L’inégalité (5) devient alors

(5 [Un(2)] <

e’

Vv

En nous appuyant sur la formule de récurrence (1) et sur I'iné-
galité (5), nous nous proposons d’établir que toute fonction f(z)
de la variable réelle 2, continue dans un intervalle (a, b), et
n’admettant dans cet intervalle qu’'un nombre fini de maxima
et de minima peut y étre représentée par une série de la forme

as+a, P (z)+ asPy(2) +...+ anPp(z)+...

dans laquelle a,, a,, ..., @, sont des coefficients constants. La
démonstration est semblable 4 celle qu’'on emploie pour établir
les propriétés des séries de Fourier et s’appuie sur une formule
d’addition analogue a celle des sommes de cosinus et de sinus dont
I'argument varie en progression arithmétique.

Considérons la somme

(7) Sag(x, @)

=Po(z‘)Po(u)-i—P‘(z)P'(z)—*—P’(x)P’(a) - +P:1,(1')qu(¢)’

2.1! 222! o 227.2q!

ou par définition
Py(z)=1.

Quand dans le second membre de (7) on remplace les poly-
nomes P, par leur valeur en fonction des polynomes U, déduite
des égalités (6), il vient

Saq(z, a) = [r (%)]’Uo(x)Uo(a) + MU,(z)U,(1)+...

Ay,

2q!

-+ qu(Z‘)U’q(a).
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Or, la somme Sy4(z,2) peut étre divisée en deux parties : la

premiére
p=gatp [p(ﬂ’:_')]
A,q = Z = 2
p=0

vy Usp(2) Usp ()

est la somme des termes d’indice pair; la seconde

p=q—1g20+1 [ p(y:r_z)]
2 2

Brg1= (2p+1)!

Uspr1(2) Usprs (@)
p=0

est la somme des termes d’'indice impair.
D’autre part, la relation de récurrence (1) peut s’écrire

2 Usp(2) = ;%%%[U:pﬂ(w)—mp—a(xﬂ
2
ou
e
et 2p! zUsp(z) = 7 [Usp+1(2) — Uspa(2)].

ap!
Mais on voit que
2”’1’!1‘(2[)4—1)
N2/ _p(h).
ap! (2)
Il vient donc finalement

2P |"[‘ (.2_2:'.:_'
. 2

ap!

2
(8) )] .z-U,,,(x):I‘(%)[U,”,(x')—U,p_.(m)],

et 'on peut écrire la suite d’égalités

[r (i)]’z Uo(2) = "(i) Ui (=),

2 § :
Mz‘ Us(z) = 1‘(%) [Us(z) — Uy(2)],

2!

(9)

1
2

)] 2Usg(2) = I‘( )[U,,,+,(x)—-U,,,_,(x)].
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Ajoutons ces égalités membre & membre aprés les avoir multi-
pliées respectivement par Uy(a), Us(a), ..., Ugqg(a); il vient

(10) xAy,=T (&) ; Uy(2)[Ug(2)— Us(2)]+ Us(2)[Us(a)— U, (a)] +...
+ Usg—1(2) [Uzg-2(2) — Uzg (2)] + Uzg () Usgs (2) .

D’autre part, la relation de récurrence (1) donne

r <2p + 2

a7y @ Ut (2) = Usp(2) = Unps(2),

F(*55)
d’ou I'on tire

" 2p +2\]?
- 1([:15-4—1‘;! >] wU’P“(w)=F(i>[U’P(z)—U2PH(x)]'

1)

Dans le second membre de (10) remplacons les différences
Uzp(a) — Uspya(a) par leur valeur tirée de (11); il vient

(12) :z'Ag,,=aB,q_1+I‘(%)U,q(z)U,qH(x).

Le méme raisonnement peut étre fait en partant cette fois des
q premiéres égalités (11) qu'on ajoute membre & membre aprés
les avoir multipliées respectivement par U,(«), Us(a), ...,
Uag_i(2); il vient ainsi

ng,’_1= P(é) g Uo(Z‘)Ug(a) -+ Ug(dz‘) [U;(d.) —U|(u)] “+...

+ Usg—a(2)[Usg—1(a) — Usg—s(a)] — U!q(-’”)Uzq-x(a)g
ou
2Byg g = P(i‘)%” (;) Us(2) Ug(a) + Us(2) [Us(a) — Uy ()| 4.

+ Usg—a(2) [Usg—1(a) — Usg—s(2)]
+ Ugy () [U2q+l(“) —_ U!q-—l(a)] - Uzq/“)Uiq-H(a)"

En remplacant dans le second membre les différences
Uspyi(a) — Usp_y () par leur valeur tirée de (8), il vient

(13) 2 Bags = ahsg— T (3) Usg(@)Urgun (a).

\ 2
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- En ajoutant membre & membre les égalités (12) et (13), il vient

(—2)[Azg+Bygy]=T (%) [Usg(a)Usgsi1(2) — Usg(2) Uzgs1(a)],
d’ou
r(t
2
xr — %

(14) S,q(x, e) = [qu(a)qu+1(m)—Uz(l(w)qu.(_l(a)],

expression valable tant que x et « sont deux nombres différents ;
elle s’écrit en fonction des polynomes P, ()

I‘<l)

2

zbq+lr(2q+2>l‘(9‘q_l>
2 2

=< Pag(2)Pagiy(2) — Pm(“)P‘qu(Z‘).

r—a

(14") Seq(w, a) =

1I.
D’une fagon générale, désignons par I5;*(x) l'intégrale
b
(15) 13, () =j Saq(@, ) = da,

et considérons tout d’abord le cas ou la limite supérieure b est
infinie, tandis que la limite inférieure a est égale a z; la formule (15)
devient ainsi

(16) 17,77 (=) =f OS,,,(.z', o) e—** da.

D’aprés la définition méme de Sy4(z, ), on a

+ ® —x2 P —x2
ST P 1Y 1) AT
x

_ Pog(2)Pyg—i(x) e—l".
227.2q!

Quand ¢ augmente indéfiniment, le second membre de cette
égalité devient une série dont le terme général est

Po(2)Ppy(z) e
= 2nn! ’

(17) Un

Celte série est convergente.
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En eflet, groupons ses termes deux a deux et considérons la
série ainsi formée par les groupes de deux termes consécutifs; son
terme général s'écrit

P,,,(a:)P, ...|($) Pg +|(3‘)P’ (a:) e

(18) [ 2’1'2;! + 21‘;"’"(2})-:1)! Je ¥
ou

P » -3

;ip—i";%);_,_—,)!["(ﬂp—*-‘)"w—t(z‘)*'P:p+t(1‘)],

ou, en vertu de la relation de récurrence (1),

Py, () e—>*

(19) W (ap+ 1)l

[ng_1($)—ngp(x)].

Or, d’aprés la relation (6), on a

e [2P ]
bos () Pans () 2] (__._2 ) () Uzp(a) Uspms (@)
2 (2p+1)! T'(2p+2)

Si la variable 2 est astreinte a ne prendre que les valeurs d’un
intervalle (@, b) fixe et d'ailleurs aussi étendu qu’on veut, on
peut d’aprés I'inégalité (5') déterminer un nombre positif tel
que le module des polynomes U, (z) reste inférieur 4 ce nombre
si grand que soit I'indice n. D’autre part, on sait que y augmentant
indéfiniment par valeurs positives le rapport

T(y)
1

Vary e~y

tend vers I'unité; il en résulte que la quantité

arr (22

T(2p +2)

’ I NP , .
tend vers o comme I quand p augmente indéfiniment; la série de

terme général

Pyp(2) Pypy () =
22P-1(2p +1)!

est donc absolument et uniformément convergente.
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D’apreés la relation (6) on a

pucor _ [T (5710
220(ap+1)l [ (2p-+2) '

Un raisonnement analogue au précédent montre que ce rapport

tend en valeur absolue vers o comme —'5; la série dont le terme
P_i
général est
[Pap(2)]? e
——————
2P (2p + )l

est donc absolument et uniformément convergente.

La série dont le terme général est 'expression (18), somme de
deux séries absolument et uniformément convergentes, est abso-
lument et uniformément convergente.

Il en résulte que la série dont le lerme général est I'expres-
sion (17) est elle-méme uniformément convergente; considérons
en effet la somme de ses premiers termes; si le premier terme, du
resle, correspond & une valeur paire de n,la somme obtenue n’est
autre que la somme S; des premiers termes de la série dont
le terme général est 'expression (18); si le premier terme, du
reste, correspond a une valeur impaire de n, la somme obtenue est

de la forme
S+ ua.

Mais le module de u, tend vers o comme ;i; les deux quantités Sy
et Si+ u, tendent donc vers une limite commune S; la série
considérée est convergente; on peut méme affirmer qu’elle
converge uniformément quand la variable x est astreinte i ne
prendre que les valeurs d’un intervalle fixe (a, b) d’ailleurs aussi
étendu qu’on veul.

En résumé, quand ¢ augmente indéfiniment, la quantité
I5;*=(x) a pour limite une fonction continue que nous désigue-
rons par I":*+*(x).

Considérons de méme la quantité

@0) T57* (@)= [ S1y(x, 2) e~ da

= " e— % da + Piy(z)e " T Pyg(z) Pyg_y () e—f’.
- w 2 ' a,q..zq!
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Quand ¢ augmente indéfiniment le second membre de cette
égalité devient une série uniformément convergente dont la
somme 17=*(z) est une fonction continue.

On a manifestement

+ ®
[+ e (2) 4 I- = (z) =f e~ da = /x.
D’autre part, la différence
[-=%(x) — 1% +=(x)

n’est autre que la somme de la série

v

a + o
(21) S(z) = [ e~ da—-f e—% da
x

+2[P1($‘)3_" +P,(:c)P,(w)e—1‘ +
2 22,21

L Pu@) (@) e J
2%.nt
On a donc

x g —xt
S(x) ___f = du + Py(z)e-" 4 Pi(z)zpt(?)e * +
2 o 2 242.

+ Pu(_z) Pu—-l(z) e—** +

27 n!

En dérivant terme a terme, et en remarquant que

d_[)‘;gl =—2nPnr(2),
1l vient
(22) g%‘z;) = e~ 4 Pz(z‘2) e—x? . [Pz(:’)']:!e_‘t’_[l)i(z‘z}z -t .
LNPr@) e [Paa(2)]?e
2!1‘]1! 2/1—1.(’1__[)!

Or, les polynomes P, (z) el Py(z) satisfont a la relation

Pa(z) _ [Py(@)]t
.2

, 1=o0;

d’autre part, les autres termes de la série du second membre se
détruisent deux a deux; la somme des n + 1 premiers termes de
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cette série est donc
[Pr(z)]2 e
2% n! )
Son module est au plus égal a la quantité

ke (53]

n!

dans laquelle K est un nombre fixe indépendant de z, si I'on
assujettit cette variable 4 ne prendre que les valeurs d’un inter-
valle fixe (a, &) d’ailleurs aussi grand qu’on veut; celte quantité
1 . , .
tend vers o comme —; quand n augmente indéfiniment.
n?
La série figurant dans le second membre (22) est donc unifor-
mément convergente; elle représente bien la dérivée de la fonc-

tion S(z); sa somme est constamment nulle; on a donc
S'(z)=o

et la différence S(z) est indépendante de z; mais elle s’annule
avec x; on a donc finalement

[—u,.r(z) — I+n,r(z) — ?,

111.

Quand, dans. I'intégrale dé:ﬁni'ssanl I3 (x) on remplace Sy, (x,2)
par sa valeur tirée de (14), il vient

2
25,,+11‘("]+2)1~<’9+')
2 2

< fbfpzq(z')Paq+t(¢)-—qu+1(~"’)qu(¢)]e_a. da.

I3l (z) =

X — o

Supposons que le point z n’appartienne pas a I'intervalle (a, b);
I
€r— &
XLI. 3

quand a varie dans cet intervalle, la fonction

varie toujours
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dans le méme sens et 'on peut écrire

(23) I3f(a) = l<§)
2,,,I+,I,<zq2+z>l,<2q+x>

2

§ .
X[ x_l_a m/,: [P2g(#) Pagr1(a) — Pagi1(2) Pag(a)] e=* da
|

+.7:—-b

b
‘/i‘ [P2q(2) Pagir(2) —Pages () Pag(a)] e~ d“] )

£ étant un cerlain nombre appartenant a l'intervalle (a, b).
Mais on a

3
(26) [ [P1g(®) Prgas(a) — Pagus () Pag(a)] =" di
= Pag (@) [Paqg() e—“’]i — Pagi (z‘)[qu—ah(a) e_“,],E,-

L’inégalité (5) donne une limite supérieure du module du
second membre; on a

| Pag(@) [Prg(a) el | < 2 [ (2L22) | e

T 2

et

[P () [Pags () 15| < 2200 (22) 1 (2252 ) o

Il en résulte que

(25)

‘/a‘.E[qu(z‘) Pygi1(2) — Pagi1(x) Pag(a)] e=%* da
<EE () [ (EE) fe

En raisonnant de méme sur I'intégrale prise entre les limites £ et &
I
(26)  |I§P(@)| < 7=

=== +|;—i—b|)_
X\‘(—qi—) “(2.7")"'["(1%2)]’
[ (52)r (35

on voit qu’il vient finalement
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()

Or, quand g augmente indéfiniment, le rapport NZTEST tend
r(2%
asymptotiquement vers
2q9 _1
29\* -
g (F)

29 +1 2q
r(24x) (m)’e-”’f‘

2

En désignant par A un nombre fini, on peut donc écrire
T A
_T@  _A,

29 +1 1
r(252) o

f(*5-)

o]

De méme, le rapport ————~ tend asymptotiquement vers

P(zq +2
2
() (>—
\ 2
. ) 291 2q+2

29 + 2
2

et, en désignant par B un nombre fini, on peut écrire

F(2q+ l)
B
___.__2___<_._.

29 + 2 .
(=) v

On a donc ﬁnalement en désignant par A celui des deux nom-

bres a, & qui donne : 4 —— sa plus grande valeur absolue,

Ker
(27) |lz»”(z)|<———”——.’
|z —X|q?

K étant un nombre fini indépendant de z, a et b.
Quand ¢ augmente indéfiniment, la quantité I3;’(z) tend donc

vers zéro.
Supposons que z étant inférieur a a, b soit un nombre quel-
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conque supérieur a @, choisi aussi grand qu’on veut. Dans

I'inégalité (27), A est alors égal a a, car des deux nombres
r-—a

I

—b
grande; le second membre de (27) étant indépendant de b, on
peut faire correspondre 4 tout nombre ¢, un nombre 7 tel que

sous la seule condition que

et — le premier est celui dont la valeur absolue est la plus

g>n

on ail
“(;’r]b(z)l <s,

et cela si grand que soit b, autrement dit la quantité I+ (x) tend
vers o quand ¢ augmente indé(iniment, si z est inférieur 4 a; on
démontrerait de méme que la quantité I;"“(z) tend vers o, si
est un n()ll]l)l'e Supél‘ieur aa.

Or, on peut écrire, z étant inférieur a a,

La limite de I5;*= () est nulle, celle de Ij;*=(z) est égale a Tn;

donc la quantité I;;*(z) a pour limite ‘/—;-;quand q augmente indéfi-

niment,
On démontrerait de méme que la limite de I3 (z) est la méme

. s
. —w0,2 0 ’ a VT
que celle de I;**(z), autrement dit est égale a =

Si B est un nombre compris entre x et a, a étant supérieur a z,
on peul écrire
1304(2) = 13 (2) + 1B (=).

Supposons que 3 tende vers z, de telle sorte que x — {3 tende
vers zéro comme ¢~#, p étant un nombre positif; I'inégalité (27)

donne alors
K er*

1
3T

q

|Be(2)] <

Si i est inférieur a %, la limite de I,ﬂ,;“(.z-) pOllr q infini est nulle

et la limite de I}’ (z) est encore @
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On démontrerait de méme que Ifq'(x) tend vers @» B tendant

vers x par valeurs inférieures a z, de telle sorte que la différence
z — B tende vers o comme ¢~¥, w élant un nombre positil infé-

. I
rieur a —-
2
Nous examinerons encore le cas oli la limite supéricure de 'inté-
grale I;‘;,"(x) est un nombre 4 tendant vers z par valeurs supé-

rieures & z, quand ¢ augmente indéfiniment, de telle sorte que la
différence b —x tende vers o comme ¢~%, w étant un nombre

Cpe p e o1 . e .
posilif inférieur a = tandis que la limite inférieure @ est un nombre

quelconque assujetti & rester compris entre x et b, mais pouvant
d’ailleurs varier avec ¢. Dans ces conditions, 'intégrale 13,/ (x)
reste finie quand ¢ augmente indéfiniment.

En effet, a lintervalle (z,) appartient le point £ dont la

|-;-

distance au point x est égale 4 ¢ *; il est clair que si le point @ est
situé entre le point $ et le point b ou coincide avec le point 3, on
a, en vertu de I'inégalité (27),

|18 (2)| < —— =K e

K e
}_I
q ?

qi

Supposons donc que le point a soit situé entre le point z et le
point {3, et considérons 12,, (z); en posant

o = x—f-'x,
( )
2

25q+1p("‘7 +z) 1,(27 ~+ |>
2 2

/‘p“'quH(z) Pyg (2 4+ N)— Py (€) Pagi(@ +N) e—r+N g}
x X

il vient

(28) 13f(2)=

Pagr1 (@ + 1) = Pogus (@) + APy (2 + 0))
= Pygr1(®) —2(2g + 1) APy (z + 0}),

Pag(z -+ 1) = Pyg() -+ APl (2 + 0'0) = Pay () — 4 A Pay s (z + O1),



— 38 —

el 'on a finalement

, )
T e ey

B—-x
Xf [‘2(2q+I)P2q(x)qu(x+9)\)
 —§qPagus (@) Page 1 (7B V) et

Mais A variant dans V'intervalle d’intégration, on a

(30) 2(29 +1) Pag(2) Pag(x + 61) (zq+1)r(ﬁq:“)
() )|

et

(31)

49 Pag1(2)Pag-y(z +0}) B 29T (q) s
-m+11‘(2‘1+2>r<29+') 1~(3_‘1i')
2 2 T2
A et B étant deux nombres finis.
Des inégalités (30) et (31), dont les seconds membres augmen-

“_ . .
tent avec ¢ comme ¢?, on conclut que la quantité sous le sngnef

4
est inférieure a K ¢?, pour des valeurs suffisamment grandes de g,
K étant un nombre fini convenablement choisi; mais comme,
d’autre part I'intervalle auquel est étendu l'intégration tend vers o

comme g *, I'intégrale 1;f () reste finie.

Iv.

Soit f(z) une fonction de la variable z, finie et continue dans
'intervalle (a, b), et considérons la série

b b
(32) f Sf(2)e—* da + P'(lz;)f S(a)Py(a)e=* da
Pz(l‘)
ool

n(x)

)Il n'

f f(2)Ps(a)e-*dx+...

f S(@)Py(a)e—* da+....
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En désignant par oj*(x) la somme des 2¢ premiers termes de

cetle série, on a

b
997 (2) =f F(@) Sy (2, ) e~ % da.

Supposons que dans U'intervalle (a, b) la fonction f(z) ne soit
jamais croissante, ou jamais décroissante; on peut écrire

E b
o3l (x) = _f(a)[ Seq(x, a) e~ da+f(b)£ Ssq(x, ) e-% da
ou

(33) oty (#) = fla) If(2) + (&) 152 (=),

£ désignant un certain nombre de lintervalle (a, b).

Si x est a I'extérieur de l'intervalle (a, b) les quantités I;‘,,E(x)
et I,E,/"(x) tendent vers o quand ¢ augmente mdéﬁmmenl, il en est
donc de méme de la somme 95’ (x).

Supposons que la fonction f(x), finie et continue dans l'inter-
valle (z, b), n’y soit jamais croissante ou jamais décroissante, et
choisissons un nombre a situé entre z et b; on peut alors écrire

oF (@) = f(a) 13} (z) + f(b) 1§} (),
¢55% (7) = f(2) I3 (#) + | f(a) — f(2)] 3] (=),
£ étant un certain nombre compris entre a et b, et n un certain

nombre compris entre z et a. En ajoutant ces deux égalités membre
a membre, il vient

(34) 3" (2) = f(2) 5% (z) + [f(a) — f(2)] 137 (=)
+ f(a)1f (@) + () 1y¢
Faisons tendre le point a vers le point z, de telle sorte que la
différence a — z tende vers o comme ¢ ¥, quand ¢ augmente

indéfiniment, u étant un nombre positif inférieur 3 i; dans ces

conditions 13;%(z) tend vers ——, Iz%(2) et I§? tendent vers o, I L ()
reste fini et f(a)— f(x) tend verso; la llmnte de la somme o3 ()

\ T
est donc égale a - f(x).
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On démontrerait de méme que la limite de la somme of;"(z),

. PR L
a étant un nombre inférieur & z, est égale & —2‘/:f(x)

La démonstration précédente serait encore applicable si la fonc-
tion f(x) présentait au point z unc discontinuité, pourvu que f(a)
tende vers une limite bien déterminée f(z +¢) quand o tend
vers z par valeurs supérieures & z; la limite de la somme ¢52* ()

serait alors —;—tf(.z' +¢). De méme si f(a) tend vers une limite

J(x —¢) quand « tend vers z par valeurs inférieures & z la limite

de la somme 5" () est ‘/Tﬂf(x —e¢).

En résumé, si la fonction f(z) finie dans l'intervalle (a, b) y est
en général continue, n’admet qu’un nombre fini de discontinuités
du genre de celles qui viennent d’étre définies et n’est jamais
croissante ou jamais décroissante, la somme de la série (32) est
égale a

Q/;—r [f(z+¢)+ f(x —¢)] si x est compris entre a et b, soit

V() si la fonction est continue au point «;

—iff(a) si z est égal d a;

;f(b) si x est égal a b;

o si x est extérieur a l'intervalle a, b.

Ces résultats s’étendent manifestement au cas d’une fonction en
général continue dans l'intervalle (a, 6), qui n’y admet qu'un
nombre fini de discontinuités de I'espéce indiquée et qui présente
un nombre fini de maxima et de minima; car, on peut alors diviser
Uintervalle (a, b) en un nombre fini d’intervalles partiels dans
chacun desquels s’appliquent les démonstrations.

Dans un cas étendu, on peut méme s’affranchir de la condition
que la fonction f () reste finie, comme nous allons le montrer.

Considérons une fonction f(x) devenant infinie pour z = z,;
on suppose que de xo— ¢ a x, et de zy & o+ ¢ la fonction con-
scrve un signe constant; de plus

f .rf(x) dx
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tend vers une limite quand z tend vers x, en lui étant inférieur
ou supérieur. On a toujours

Il‘(:}) [Usg(@) Usgr1 () — Usy(2) Usgy(a)] =% | < 2_;_:_’

™

Supposons, pour fixer les idées, que quand o varie dans P'inter-
valle 2, — ¢, x,, la différence 2 — a soit positive; on a alors

— 9 e_l.e ?‘e_-l-a

_—2¢ g —ar o 26"
Vaa—m B <

ou, en désignant par m une limite supérieure de

I
uand «
z—a1d

varie dans l'intervalle £, — ¢, z,,

—2e*m 2er?

I m
— < Sy, a) e—* <L
N 2¢(7, 2) Nz
Si, dans ce méme intervalle, la fonction f(x) est positive, on a
donc

X

B %./‘;ﬂ»/;—ogf(a) dx < - —-.esﬁfl<xa 0) flx) e da < > i;t-m-[ —.Ef(a) -

Mais, d’aprés les hypothéses faites, on peut choisir ¢ assez petit

a

X
pour que / JS(a)da soit inférieur a toute quantité donnée a
/ry—s
I'avance; il en résulte qu’on peut choisir ¢ assez petit pour que
I'intégrale

f " Saq(a, @) fla)e-® da

ro—E

soit en module inférieure & toute quantité donnée a l'avance, si
grand d’ailleurs que soit le nombre g.

La méme remarque s’applique évidemment a l'intégrale

[ su@ 0 f@) e an

Xo
Ainsi, si l'on écrit
937 (@) = 930 8(@) + o7y S ¥ (@) + iy T E (@) + gyt (@),

la seconde et la troisi¢éme intégrale tendent vers o quand ¢ tend
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vers o, g augmentant indéfiniment; les résultats énoncés précé-
demment pour la limite de 95’ (x) sont donc encore exacts.

Nous considérerons encore le cas ou 'une des limites de I'inter-
valle (a, 0) devient infinie; supposons par exemple que ce soit la
limite supérieure b; on peut alors écrire, en désignant par z, un

nombre positif trés grand,
2er* e
< —r'f
V“ X

Si I'intégrale du second membre converge, autrement dit, si elle
tend vers o quand z, augmente indéfiniment, on pourra toujours
choisir ce dernier nombre assez grand pour que l'intégrale du
premier membre soit inférieure a toute quantité donnée al’avance,

S(2)

r—a

da.

lf“sz,,(x, a) f(a)e % da

si grand que soit ¢; ainsi, sous la seule condition que

‘/ﬂ«+°° ‘f—(-glldx

ait un sens, les résultats énoncés s’appliquent encore a la limite de
) P

i, 4o

la somme o3,

(z); de méme sous la seule condition que

A

b
o

-f(—x)-ldx

ait un sens; ils s’appliquent & la limite de la somme o;=%(z).
; pphq 72q

Il en est encore de méme si, quand x augmente indéfiniment, la
fonction f(x) n’est jamais croissante ou jamais décroissante et si

f(z)
Tz

Soit, en effet, un nombre a supérieur & z, a partir duquel la
fonction f(x) n’est jamais croissante ou jamais décroissante;
f(z
z -
jamais croissant ou jamais décroissant et ’on peut écrire

le rapport reste fini.

quand « croit depuis @ jusqu’a -+ o, le rapport L nest alors
f(a) El‘<i>[P2q($)qu+,(ct)-—P,,,H(z-)qu(a)]e‘_aada

z—a, 2“/+1I‘<27+2)I‘<2‘]+')
2 2

o3 (x) =

/(%) ”PG) [P2(@) Pag1 (2) — Paga1 (@) Pag ()] =" da
Z——btg 2"I+|[‘<2q‘+2)r(?‘q+l) ’

2 2

+
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b étant un nombre quelconque supérieur a a et § un nombre com-
pris entre @ et b; le module de chacune des intégrales du second

e p, . ., A .
membre est inférieur & une quantité de la forme —, out A est un

iy a*
nombre fini indépendant de a, b et g.

Sf(a) . f(D)
Comme les rapports =—— et %

pr— sont finis, on a donc finale-

ment

K

led7 ()<

q2
et cela si grand que s.oit b; l'a quantité 93" () t.end donc vers o
quand ¢ augmente indéfiniment, et dans la série (32) on peut
rejeter a I'infini la limite supérieure des intégrales. On démon-
trerait évidemment un résultat analogue dans le cas ou la limite
inférieure a de ces intégrales serait — oo.

V.

Quand la fonction f(z), finie dans l'intervalle (a, 4), y admet
des points de discontinuité de 'espéce définie précédemment, la
série (32) ne peut étre uniformément convergente dans cet inter-
valle. Il en est autrement si, dans P'intervalle (a, 4), la fonc-
tion f(x) est continue.

Désignons, en effet, par a,, a,, ..., a, les maxima et minima
en nombre fini présentés par la fonction f(z) dans l'inter-
valle (@, b) et par ¢ un nombre fixe, choisi aussi petit qu'on
veut; nous allons démontrer que la différence

Vif(z)— o3t (z)

tend uniformément vers o quand ¢ augmente indéfiniment,
a appartenant a l'intervalle (ap +¢, ap, —¢).
On peut écrire

(35) ofy (@) = 93 (2) + 9™ (2) +...

+ q;’;g;-"‘(m) +eprre(x) o+ ot ().

D’autre part, 'égalité analogue a (33) relative 4 un intervalle
tel que (@m, @myy) s'écrit en désignant par £ un nombre compris



entre an, et @myy
pgymti(z) = Slan) im &(2) + f(amr) li’;"‘“'
Les modules de If»* et 1§+ sont au plus égaux &
K eJ"
1’
|z —X|q*
) étant la valeur de a qui rend maximum le module del 2l et K

étant un nombre fini indépendant de x et ¢; on a donc

KI b!
(36) | gam amn (2)] < —

€ q2
K étant un nombre indépendant de an, @my4, x €t q.
D’autre part, ’égalité analogue & (34) s’écrit

71y (@) = f@) P + () — S(@)If (=)
+f(f5)l§f(-”") +f(ap+.)ls;m+:

@ étanl un nombre compris entre xr et @, 4, n un nombre compris
entre z et 3, et § un nombre compris entre § et a,p.,; de méme
ona

27 (2) = f(@) 187 (@) + Lf(B) — f(@) 1" (=)
+ (VIR (@) + flap)If ¥ (2);

en ajoutant membre 4 membre et en retranchant y/x f (), il vient
(@) + giy " (@) — vV f(@)
= f() [I,;,’(x) - —‘/2: + 1P (@) — @]
+ L) = S@NILf + LF(B) = f@)E + f(B) I (=)

+ flap) gms it F(BVIEF + flap)I .

Supposons que les distances des points § et 8’ au point 2 tende
vers o comme ¢g~¥, w étant un nombre positif inférieur a i

En se reportant aux démonstrations du Chapitre 1I, on constate
que le module des quantités I,ﬁf(x), If;,“"'“(x), IE;,B'(x), I;',;"E'(.z')



est inférieur a
Aet
1
il

q

ou A est un nombre fini indépendant de z.

Vv

e X, ‘,x . . .
Les quantités Izqﬁ(x) et IE,, (z) tendent uniformément vers —;

enfin, comme la fonction f(z) est continue, les différences
S(B)—f(x) et f(B') — f(x) tendent uniformément vers o.

On peut donc trouver un nombre 7 tel que sous la seule condi-
tion que ¢ soit supérieur a n, la différence

Ve f(z)— 9% (2) |

soit inférieure 3 un nombre 7 choisi aussi petit qu'on veut, quel
que soit z appartenant a U'intervalle a, +¢, apy —¢.

La série (32) converge donc uniformément quand z est compris
dans 1'un des intervalles '

(a+¢ a;—e), (ar+c¢e ar—e), ..., (ar+¢e, b—e).

11 est aisé de montrer qu’il en est encore de méme quand z est
voisin de l'un des maxima ou minima a,, @i, ..., @, Soit par
exemple £ = a, correspondant & un maximum y, = f(a,) de la
fonction f () positive dans le voisinage de a,; f(z)croitdea,—:¢
dapetdécroitde ap d ap+<.Je considére lafonction continue Q ()
ainsi définie dans l'intervalle (ap—- ¢, ap+¢),

Q(z) = f(=) de a,—e a a,
Q@)=yp+uplyp—Sf(®)] de ap & ap+e (p>1).

Cette fonction est croissante dans l'intervalle (ap — ¢, ap+c¢).
Considérons maintenant la fonction

P(z) = Q(=) + f(=),
ona
P(z)=12f(x) de a,—e a ap,

P(z)=yp(1+u) —(p—1)f(2) de @, & ap-+e.
P(z) sera aussi croissant dans l'intervalle (a,—¢, ap+¢). Par

suite f(x) est la différence de deux fonctions variant dans le
méme sens de part et d’autre de a,. Si 'on développe P(z) et Q(z)
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en séries, il n'y aura aucune difficulté relativement a la valeur a,.
La série (32) représentant f(z) est donc uniformément conver-
gente dans 'intervalle (a +¢, b —¢).
L’uniformité de la convergence ne s’étend pas a 'intervalle (a, b)
tout entier; il convient d’en exclure les extrémités a et b; il est
d’aillears évident que ces points, oit la somme de la série est

respectivement égale a —‘/)—;f(a) et —‘Z—Ef(b) sont des points de

discontinuités de la fonction représentée par la somme de la série.
Le terme général de la série (32) est

Pn(x)

2n.n!

Up=

b
/ F(2)Pu(a) e=%* da.

Supposons que dans l'intervalle (a, &) la fonction f(z) ne soit
Jamais croissante ou jamais décroissante; on a

P, (x)
2rn!

Up=

[ £(@)[Prs(2) =T — F(B)| Pacs(2) et ).
Si 'on désigne par M un nombre supérieur aux modules de f(a)

et de £(b), on a donc
s ()0 (3)

2
lunl < 2% n! T e

A
|u,,|<—’
n

A étant un nombre fini indépendant de ~n.

. . 1
Le terme général de la série (32) lend vers o comme - quand

les intégrations sont étendues a un intervalle dans lequel la fonc-
tion f(z) reste finie.

Dans. les démonstrations relatives & la convergence de la
série (32), nous avons toujours envisagé des sommes o5’ (z) ayant
un indice pair; elles s’appliquent donc, en réalité, non a la
série (32), mais a la série qu'on en déduit en groupant les
termes consécutifs deux a deux; comme u, tend uniformément
vers o, 11 est clair que si cette derniére série est convergente ou
uniformément convergente et a pour somme S, il en est de méme

“»
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de la série (32); les différents résultats énoncés s’appliquent donc
bien a la série (32) elle-méme.




