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SUR LES SYSTEMES DE LAGRANGE A PARAMETRE PRINCIPAL;

Par M. Er. DEeLassus. -

1. Nous dirons qu'un systéme S, de n équations différentielles
du second ordre délinissant n paramétres a, b,, ..., b,_, en fonc-
tion de la variable ¢ est & paramétre principal a, s'il posséde n
intégrales premiéres

(') 01=Ch ooy 0n=Cm‘
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ol les paramétres secondaires & ne figurent que par leurs déri-

vées &'. L’élimination des &' entre les équations (1) fournira immé-
diatement I'équation principale

(2) F(a: ala t, Cg,...,Cn)_—‘O

déterminant @ et fournissant l'intégration compléte de S, par
quadratures chaque fois qu’elle sera elle-méme intégrable par qua-
dratures, ce qui arrivera, par exemple, quand les n intégrales
seront indépendantes de ¢, car cette variable ne figurera évidem-
ment pas alors dans I’équation principale.

2. Nous donnant a priori I'équation (2), on peut évidemment
trouver d’une infinité de fagons des fonctions 0 de a, de &, de ¢ et
de n— i autres paramétres b, ..., b, telles que F résulte de
Pélimination des &' entre les ¢quations (1), puis former un systéme
S, admettant ces n intégrales premiéres; donc, I’équation princi-
pale peut étre une équation absolument quelconque.

3. Le systéeme S, est équivalent au systéme S, déduit de (1) par
dérivation ce qui n’introduit pas les b et donne pour les a’, b,
by, ..., b,_, des expressions conlenant @, a’, t et les &'; récipro-
quemenl, soit un systéme de la forme

a"= A(a,a, b t),
(S1) o o )

b= Bi(a,a’, b, t) (i=1,2,...,n—1).

On obtiendra des intégrales premiéres indépendantes des b
comme solutions de I’équation linéaire

o 0
(3) d,A Zdb, @+ =o.

Comme cette éqnation est & n + 2 variables, on peut, d’une
infinité de fagons, trouver un sysiéme de n intégrales principales,
c’est-a-dire indépendantes des b. Le méme systéme pourra donc
donner naissance 4 une infinité d’équations principales.

4. Soit un groupe de n — 1 intégrales principales
(G) 01=Ch ey Opy= Cn--n

c’est-a-dire satisfaisant a I’équation (3).
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Soit 8 une nié™¢ intégrale principale quelconque. Les équations G
définissent les &' en fonction de a, a/, t, Gy, ..., C,_, eten porlant

dans la n'™ intégrale
0= C,

on a évidemment I'équation principale correspondante
(4) F(a,a,t,Ci, ..., Cot) = C.

Tout systéme de fonctions a, b, ..., b,_, vérifiant (S,) véri-
fiera, pour des valeurs convenables de C,, Cy, ..., C,_y, G, les
équations (G), (4) et la premiére équation de S,, donc aussi
toutes les équations gu’on pourra en déduire par dérivations et
combinaisons. En particulier, il vérifiera I'équation

oF , oF oF

— a4+ —a'+—=0
oa *tw@® ’

déduite de (4) par dérivation, et ’équation
(5) "= do(a,a,t,Cqy ..., Cpuy)

obtenue en portant dans la premiére équation de (S,) les valeurs
des b’ fournies par les équations (G) et, par suite, I’équation

LS

(6) 2%t 0w ot

qui en résulte par élimination de a”.

C’est une identité en ¢, mais comme S, admet une solution cor-
respondant 4 des valeurs arbitraires de C,, ..., C,_, et & des
valeurs initiales quelconques a,, a, pour ¢ =¢,, c’est, en réalité,
une identité par rapport & toutles les variables a, @/, ¢, C,, ...,
Cp_i. Nous 'appellerons I’équation fondamentale du groupe G
et nous remarquerons immédiatement qu’elle exprime ce fait
presque intuitif que toute équation principale obtenue en com-
plétant le groupe G au moyen d’une ni¢™e intégrale principale
est une intégrale premiére de U'équation

a'=d(a,a,t,Cy ..., Cuy),

alaquelle se réduit (S,) en vertu des intégrales (G).

5. Etudions le cas important des équations principales indé-



— 129 —

pendantes de ¢, cas dans lequel on a Pintégration de (S,) par qua-
dratures.

Pour que (G) puisse, par adjonction d’'une n'*™ intégrale prin-
cipale, fournir une telle équation principale, il faut que I'équation
fondamentale de G admette des intégrales indépendantes de ¢, ce
qui exige manifestement que ¢ ne figure pas dans . Nous dési-
gnerons par (T') les groupes (G) satisfaisant a cette condition.
Les équalions principales indépendantes de ¢ seront alors fournies
par I'équation

JoF oF

—d 4+ —d=0

da da’
qui admel une intégrale indépendante de ¢, soit
f(aa (l’, Ch ey ‘Cn.—l)

F =q>(fv t, Ch R Cn-—l)'

et donne

F ne doit pas contenir ¢ qui, ne figurant pas dans f, ne doit pas
figurer dans @ ; les équations principales indépendantes du temps
sont donc de la forme

‘b(.ﬂ Gy, ey CII-—I) =G
et se réduisent toutes a I’équation unique

f= const.

Ainsi : toutes les équations principales indépendantes de t
qui peuvent étre obtenues au moyen d’un méme groupe (T') se
réduisent a une seule.

Si I'on remarque que ’équation principale n’est que l'intégrale
complémentaire

0 =C,

réduite au moyen des intégrales (T'), on voit que les intégrales
principales susceptibles de fournir avec (T') une équation prin-
cipale indépendante de t se réduisent toutes, en vertu des inté-
grales (T) a la méme relation

f(a,a',Cy, ..., C,_y)'= const.

6. Appliquons ces généralités aux sysiémes (S,) satisfaisant
aux conditions suivantes :

XLL 9
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1° A est une forme quadratique, homogeéne ou non, de a' et
des b ;

2° (S.) posséde un systéme (T') d'intégrales principales li-
néaires;

3° (S:) posséde une intégrale principale J algébrique et
entiére par rapporta a', b',, ..., b;

4° Les intégrales (T') et J conduisent a une équation princi-
pale indépendante de t.

Les intégrales (T') fournissent les &’ fonctions linéaires de o’ et,
en portant dans J, on a une équation principale

F(aw a" Ch ey Cu—-i) = C,

dont le premier membre est un polynome entier en o’ satisfai-
sant a

oF , JoF
(7)

E;a—l—w::ﬂa:o,

J étant ici un polynome du second degré en a'
Qb =aa'?+ Ba’+ v,

a coefficients fonctions de a,Cyy ..., Gy
Supposons d’abord que le groupe (I') soit tel qu’on ait

Y=o,
I’équation (7) se réduit a

oF oF ,
E—Fw(aa—i—p)—o

et posséde une intégrale linéaire en a’

f=Aa'+p,
donc
F= d)()\a'-i— B),

et 'équation principale algébrique et entiére a I'inconnue a’ pos-
séde la propriété de seé transformer en une équation a coefficients
constants par un simple changement linéaire d’inconnue. Dans ce
cas, on peut dire que l’intégrale J ou bien est linéaire, ou bien
est réductible a une relation linéaire en vertu des intégrales (T).
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Supposons en second lieu gne (T') ne donne pas un cofficient y
identiquement nul. L’équation (7) est alors

oF oF
— (2a"t+ Ba’ =—a —
5w (e +da'+7) oa’
les deux membres sont des polynomes entiers en @', le second

contient a'en facteur et comme ¥ n’est pas nul, @' doit étre en

JF . . T .
facteur dans 5o ¢e qui revient & dire que F ne contient pas de
terme du premier degré en a’, donc :

Si Uintégrale J n’est pas réductible & la forme linéaire au
moyen des intégrales (T), le terme du premier degré en o
n’existe jamais dans l'équation principale supposée indépen-
dante de t.

En particulier :

St une intégrale quadratique, non réductible a la forme
linéaire au moyen des intégrales (T), fournit une équation
principale indépendante de t, cette équation est de la forme

at*=W¥(a,Cy, ....Cphey, C).

II.

7. Les équations de Lagrange du mouvement d’un systéme
holonome soumis a des forces ne dépendant que de la position sont
de la forme considérée daus la premiére partie. Mises sous forme
résolue, elles donnent des fonctions A et B; qui sont toutes qua-
dratiques par rapport aux ¢’. Donc, elles sont dans le cas particu-
lier qui a été examiné en dernier lien. Nous pourrons donc
dire :

Si un systéme de Lagrange posséde n— 1 intégrales li-
néaires et une intégrale quadratique indépendantes des n — 1
paramétres by, ..., b,_, et conduisant & une équation princi-
pale indépendante du temps, cette équation est de la forme

at=W¥(a)
ou de la forme
a(la'+p)+B(ra'+ p)+y=o,

%, B, y étant des constantes et ), p. des fonctions de a.
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8. Additionnons les équations de Lagrange aprés les avoir
respectivement multipliées par les ¢’ correspondants et convenons
de dire qu'on a l’intégrale des forces vives chaque fois que cette
combinaison sera une dérivée exacte. On peut I'écrire en décom-
posant la force vive 2T en groupes homogénes

d oT
E(T:—To)"i"d—t'—'LQq =0,

il faudra donc supposer

o ., do
(8) v —:Qe=—

et I'intégrale des forces vives, sous sa forme générale, sera

(9) Ty— To+ Q= C.

9. La condition (8) exige que T, ne contienne pas ¢ et que I'on
ait
oT, ., . o¢
o T Ee=5p

, . 8 L e, .
en desngnant par -a—t la dérivée prise €n ne tenant pas compte du ¢

qui peut figurer explicitement.

Nous conviendrons de dive qu'un systéme de Lagrange est un
systéme a fonction V si T, est indépendant de ¢ et si la quan-
Lté

0T,
1 _s0gq'
T Qg

o 3 . .
est la dérivée exacte 5, d’une fonction des g et de ¢, fonction que

nous conviendrons de toujours représenter par la letire V.
Nous considérerons ces systémes en méme temps que les sys-
témes a fonction U définis par la condition
8U
’_" —
2Qg'= ot

10. On sait qu’un systéme a fonction U posséde une infinité de
fonctions génératrices G

db
G=T+U+3;’
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8 fonction arbitraire des ¢ et de ¢, permettant de I'écrire sous la
forme
4oy i _,
dt (dq’i dgi
‘Considérons de méme un systéme a fonction V. L’égalité de
définition
T, BV
E A7

donne
L). ‘& —Qi= oV
ot 9g; — ' og;

ou, puisque T, ne contient pas T et que T, ne conlient pas
les ¢,

Portant ces expressions des Q; dans les équations de Lagrange,
celles-ci deviennent

il_(dT)_dT_i(dT)_ﬁ

dt \ 9g’; dg; ~ 9t \9dq:)  oq;
ou
d[o(T—V)] 0 o(T—V) o(T—V)
E[ g% ]—5? og;  og; ¢
ou enfin
S [(T—V) _d(T—V)_
5[ g7 ]~ ogr ¢

Si alors on pose

I‘.—.T——V+g-g+f(t),

8 étant une fonction arbitraire des ¢ et de ¢ et f (¢) une fonction
arbitaire de ¢, les équations de Lagrange s’écriront sous la

forme
Lmy_r_,
ot 04'1) dgi

Les systémes & fonction V possédent donc des fonctions généra-
trices ' donnant une (orme canonique analogue 4 celle des sys-

; . . . d
a N TP 1 .
témes a‘foncuon U, mais ou 'opération 77 st remplacée par’opé-
.38
ration &«

3t
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11. Les systémes a intégrale des forces vivessont forcément des

systemes a fonction V, mais la condition (8) montre alors que
l'on a

0T, oV
ot~ ot

si donc on prend
r=T—V

et si 'on décompose en groupes homogénes, on aura

Fy= T?)
Pl = Tl:
Ty=To—V,

de sorte que Iy sera, comme T,, indépendante de ¢. En outre, au
moyen de cette fonction T, P'intégrale (g) des forces vives s’écrira
simplement

I's — Ty = const.
qui met en évidence le fait que U’intégrale des forces vives est
toujours indépendante de t.

Réciproquement, partons du systéme a fonction V, écrit au

moyen d’une quelconque de ses fonctions génératrices T' et effec-
tuons la combinaison des forces vives

P L’F_)_QE -
71%\og’) " og|=*
on aura
8. ,0r , o ,oT
w20 g = 2y -2 ] =
ou
By 00 _dr_
58779 "% T°
ou
] or
(g™ 1) =
St(qt’q r) °
ou enfin
]
E-z(rr“ro)=0-
Si on Pécrit

d . or
z(lz—ro)'-l———o

ot O

puisque I'; ne contient pas ¢, on voit que la condition nécessaire
et suffisante d’existence de l'intégrale des forces vives est que
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dl‘o . . . !
¢ soit une dérivée exacte et, comme elle ne contient pas les ¢/,
il faut que ce soit une fonction de ¢ seulement, soit
or'
_',t_o =f(2),

et alors, la nouvelle fonction génératrice

r_ff(z)dz

ne contiendra plus ¢ dans sa portion de degré zéro. Ainsi :

Pour qu’un systéme & fonction V posséde U'intégrale des
Sorces vives, il faut et il suffit qu’il posséde une fonction géné-
ratrice T ne contenant le temps que dans sa portionT, et alors,
au moyen de cette fonction T, l’intégrale des forces vives
s’écrit

T'y— Ty = const.,

théoréme qui est I'analogue du suivant démontré ailleurs (') :

Pour qu'un systéeme a fonction U posséde l'intégrale des
Sorces vives, il faut et il suffit qu’'il posséde une fonction géné-
ratrice G ne contenant pas le temps, et alors U'intégrale des
JSorces vives s'écrit, au moyen de cette fonction G,

G; — Gy = const.
Ajoutons enfin la remarque bien évidente qui suit : si un sys-

téme a fonction V posséde une fonction génératrice T indépen-
dante du temps, c'est, en méme temps, un systéme a fonc-

. . .8 .
tion U car, pour une telle fonction ', Popération & est équivalente

\ . d . .. .
a l’opérauonz-t- et les équations ainsi écrites montrent que T est

une fonction G, de sorte qu'il existe bien une fonction U.
12. La forme générale

8 /or or .oy
5 (m) ~ o= o (T; et Ty indépendants de ¢),
I‘,-—— I‘o = h

(') Er. DeLAssus, Sur les forces vives équivalentes (Nouvelles Annales de
Mathematiques, 1912).
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des systémes & intégrale des forces vives et de cette inlégrale va
nous permettre d’étudier complétement les systémes de Lagrange
a intégrale des forces vives et a paramétre principal mis en
évidence par cette intégrale des forces vives et par n — 1 inté-
grales linéaires indépendantes du temps.

Alors I'y et Ty ne contlicnnent ni ¢ ni les b; Ty est une fonction
de a et T, est de la forme

aTe=Aa2+2a'P(d") + Py(d'),

P, polynome homogéne du premier degré aux &', P, polynome
homogéne du second degré aux &'; A, les coefficients de P, et
ceux de P, étant des fonctions de a.

Nous savons a priori que I'équation principale obtenue sera
indépendante du temps et de I'une des deux formes

at= F(a),
a(ha'+ p)+ B(Aa'+p)+y=o0 (2, B,y constantes)

que, pour des raisons qui apparaitront ultérieurement, nous appel-
lerons forme normale et forme accidentelle.

Soient
(10) I, =Cy, ceey I -1=Choy
les n — 1 intégrales linéaires et
dl] o dl,,_l _
(11) 7Rkl cooy =

les équations du second ordre qu’on en tire par dérivation.
Des équations (10) nous tirerons les &' sous la forme

(12) b= \id + i,

les A étant des fonctions de a et les p. des fonctions linéaires des C
a coefficients fonctions de a telles que a étant considéré comme
donné, on puisse déterminer les C de fagon que les u prennent
des valeurs arbitrairement choisies. Portons les &' dans I'intégrale

des forces vives
Iy—To=h

et cherchons les conditions pour que le coefficient de a’ soit nul,
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quels que soient les C. Il suffit de substitner dans T,,on aura

Ty(a'y Aa'+ ),
et si 'on pose
[‘,(l,'l) = A,

S

et ne pourra étre nul, quels que soient les C, que sil’on a

le coefficient de a' sera

JA oA

(l3) -‘-)T‘=0, se ey m:

0.

Considérons les équations (11) du second ordre; en les résol-
vant par rapport aux {’, on en tirera

(4 b= Nia'+...,

les X étant ceux des formules (12). Portons dans I’équation de
Lagrange qui correspond & un b quelconque et cherchons le coef-
ficient de a’ ; il faudra prendre
or's
o6’
y remplacer a' et les b’ par a’ et les b”, puis les &” par les Aa’. Le
T,

coefficient de a" sera alors;’b—,k ou I'on aura remplacé a’ par 1 et les
o' par les X, c’est-a-dire

oA

oA g

donc sera nul. En vertu des équations (11), les équations de
Lagrange qui ‘correspondent aux b se réduisent a des relations du
premier ordre, c’est-a-dire a4 des identités, puisque leurs para-
métres et leurs dérivées premiéres peuvenl étre prises arbitraire-
ment. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation
principale soit de la forme normale est que les n —1 inté-
grales linéaires résultent de combinaisons faites uniquement
sur les n— équations de Lagrange qui correspondent aux
paramétres secondaires b.
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IiL, par exclusion :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation
principale soit de la forme accidentelle est que, parmi les n—t
intégrales linéaires, il y en ait au moins une qui résulte d’une
combinaison ou figure effectivement l'équation de Lagrange
qui correspond au paramétre a.

Commencons par étudier la forme accidentelle.

Soient
8 /or or
A () = a(da') T o2
3 [oF Jar

les équations de Lagrange. Il existe alors une intégrale
l1=ta'+ Zn b + { = const.
telle que 'on ait identiquement

dl
77 = B () + Zh Why(T)
avec

®FZo.

Si I'on groupe les termes par ordre, on voit immédiatement que
cette identité se décompose en trois autres

d
(k@ + ) = p do(Ty) + Ehy Why(T),

dag
:i?cza = pJa(I‘,)+2)\,1l!::(F,),

0= pb(To) + ZX; vb;(Ty).
Comme T, ne contient ni ¢ ni les b, la premiére montre, par

identification des coefficients de a’ et des &7, que u et les A sont
indépendants de ¢ et des b, ce sont des fonctions de a.

On a

8 ’drg 8 dl‘, C)I‘,
N N, . = e  — foee | — ) — g —
PLQAB(I‘Q)-*_ZRlIUO‘(I‘z)—Hat(da’>+z)\‘8t(dbll> i oa’
le premier terme et le second ne donnent que des termes en a',
des termes aux b" et des termes du second degré contenant a’ en

. . or
facteur ; les seuls termes quadratiques aux &' proviennent de 3213 et
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leur ensemble est
()Pg
Ja
Or ces termes ne figurent pas dans le premier membre; donc P,
doit étre indépendant de @, puisque p n’est pas nul.
Considérons la troisiéme identité; elle se réduit a

et, comme p n’est pas nul, Ty est une constante que l'on peut
supprimer dans T'.

Considérons enfin la deuxiéme identité. Elle n’apprend rien par
elle-méme sur T,, mais si nous tenons compte de l'exislence
des.n — 1 intégrales linéaires, nous aurons n — 1 identilés ana-
logues, dans lesquelles un au moins des p n’est pas nul, et aux-
quelles nous joindrons l'identité des forces vives

a'«ﬂ:(l‘.) -+ Eb/‘ 'U'oi(l‘l) =0,

qui a lien parce que T', est linéaire et homogéne.

Des n—1 premiéres nous tirerons o (T',) (parce que I'un des
n’est pas nul) et n — 2 des quantités v, (T,) en fonction par
exemple de #,_; (T') sous la forme

Mo(Ty)=uy Wp(Ty)+v a,
1!'._;,(1‘,) = U, '\’!),,.4(1‘;) -+ ¢ a'

Vop2(T1) = Up-g Vop_1(T1) + vp2a’,

les ‘u et v étant des fonctions de a. Portant dans la n®®e elle
deviendra
(uod 4+ uy by + .o o4+ up—9 b+ b)) Uh,(Ty)
=—a'(vgad' + 010\ +. ..+ 0,20 _,).

Le second membre ne contient pas &,,_, et le second le contient
effectivement si ¥,_; (T'y) n’est pas nul. Si cette quantité est nulle,
'identité exige que tous les ¢ soient nuls et alors tous les v (T'y)
ainsi que A& (T';) sont nuls.

Mais alors I'y ne donne aucun terme dans les équations de
Lagrange et I'on peut le supprimer dans I de sorte que le systéme
admet des fonctions génératrices I' ou G, puisque ¢ n’y figure
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2T =2G = Aa't+ 2a'P;+ P,,

P, étant i coefficients constants. Réciproquement G étant indé-
pendant des b, un tel systéme admet les intégrales principales
immédiates fournies par les éqaations relatives aux b

%;—:Cg, ceey g—l(,}::C,.,
de sorte qu'en employant ces intégrales visibles @ priori on est
falalement dans le cas de I'équation principale de forme normale.
Pour obtenir une équation de forme accidentelle, il faut ne pas
eraployer ces intégrales qui résultent uniquement des équa-
tions ¥ (T') =o. Effectivement il existe une autre intégrale. En
effet, les équations de Lagrange sont toutes de la forme

Ry(8") + Ha"+ Ka't=o,

les R, étant des fonctions linéaires a coefficients constants, les H
et les K des fonctions de a. Si 'on fait une combinaison linéaire
a coefficients constants de fagon a éliminer les 5" on tombe sur
une équation de la forme

Sf(a)a’+o(a)a?=o,
qui, bien visiblement, admet une intégrale linéaire de la forme
{(a)a’'= const.

Cette n'*™® intégrale premiére est en réalité 'équation principale
qu’on obtient ainsi sous forme linéaire sans passer par l'intégrale
des forces vives.

Ainsi : Lorsqu’un systéme est dans le cas qui pourrait con-
duire a la forme accidentelle de Uéquation principale, il
posséde n — 1 intégrales immédiates au moyen desquelles il se
trouve forcément dans le cas de la forme normale de I’équation
principale.

14. Etudions maintenant le cas od I'on a forcément la forme
normale, c’est-a-dire ol les » —1 intégrales linéaires sont des consé-
quences des équations W, (T') = o; les identités analogues a celles
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du cas précédent se réduisent aux deux premicres

, O3\ _d oy 0Ty o dli ol
) — —_—— W —2 -
(Ea—)—- T]b) 2)\;'\"«),([‘2}—2)\,.‘ (db,)— 2)'l)b; Eda db"
d .
dc a' = 32X y(Ty),
la premiére montre que ‘
,zd)\[ d[‘,
= da ov

doit étre une dérivée exacte d’une forme linéaire de a’ et des &' a
coefficients fonctions de @, ce qui est absurde puisqu’elle ne contient
pas les dérivées secondes et elle ne peut pas étre la dérivée d’une
fonction de @ et des b puisqu’elle est quadratique aux o/, &', elle

. a d\
doit étre nulle, donc les o, sont nuls et les A sont des constantes.

Les quantités w5 (T') possédent donc n — 1 combinaisons linéaires
distinctes et & coefficients constants qui sont des dérivées exactes

de sorle que ces n —1 quantités elles-mémes sont des dérivées
exactes.

Ol) a

() = o (55 ) + wa(r),

donc les wb;(I'y) sont des denvees exactes. Or, l'identité des
forces vives pour T,

a' u}lo(l") -+ Xb: ’ll!»,(l‘l) =0
montre que, quels que soient les &', la quantité
2o hi(Ty)

doit étre divisible par a'. Il faut donc que tous les ¥;(T,) con-
tiennent @’ en facteur, et, comme ce sont des dérivées exactes, ce
sont les dérivées de fonctions de a seulement
d d
'\l‘.sl(I'|)- w.(a), coy b, ,(l‘.)— 7 (a).
Posons alors
b =Ty— Sw;b},

on aura

Ub.(d’):o, ey 11!),;-1(‘1’):0
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et, en vertu de l'identité des forces vives pour ®,
Qo (P) = o.

Il en résulte que T, et Zw;b; donneront les mémes termes dans
les équations de Lagrange de sorte que le syst¢éme possédera une
fonction génératrice T’

T2+ Sw;b+ T,

indépendante de ¢ et des 6. Ce sera aussi une fonction G. Ainsi,
et en tenant compte du résultat du paragraphe précédent, nous
pouvons dire :

Les seuls systémes qui sont a paramétre principal, au moyen
de lintégrale des forces vives et de n — 1 intégrales linéaires
indépendantes du temps, sont les systémes a fonction U possé-
dant une fonction génératrice G indépendante de t et des b.
Cette fonction met en évidence et d’une fagon immédiate l’inté-
grale des forces vives et n — 1 intégrales linéaires, et I’équation
principale déduite de ces n intégrales est toujours de la forme
normale.

On peut dire plus simplement que les systémes possédant cette
propriété sont forcément dans le cas régulier d'intégration par
quadratures (') et 'on peut remarquer, a un point de vue pratique,
qu'il n’est pas nécessaire de chercher la fonction G indépendante
de ¢ et des b. Quelle que soit cette fonction G, les équations de
Lagrange sont les mémes, le changement de fonction G ne fait que
modifier le groupement de leurs termes. Si I'on constate qu’on a
'intégrale des forces vives, que les équations relatives aux & sont
des dérivées exactes et que toutes ces intégrales sont indépen-
dantes de ¢ et des b, on sera assuré d’obtenir, par élimination
des ¥/, une équation principale de forme normale.

15. Les systémes de Lagrange a intégrale des forces vives et
dont n —1 équations sont des dérivées exactes possédent des
propriétés intéressantes. Désignons par by,..., b, les para-
métres qui correspondent & ces équations et par a le n®™ para-
métre. Par hypothése T, et Ty sont indépendants du temps.

(') Et. DeLAssus, Nouvelles Anngles de Mdthématiques, 1912.
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Et

d (or 0 dry oy oIy  oF,
\, . =—=={—=)—]l— ==+ — 4+ — 4+ —
Wi(T) = 7 <ab;> [dt ob; " 0b; " 0b; ab,.]

doit étre une dérivée exacte, de sorte que le crochet doit aussi étre

une dérivée exacte, ce qui exige qu’il ne contienne pas de termes
. or, o ..
quadratiques 35, donc T, doit éire indépendant des b.

w5;(T';) est alors une dérivée exacte, donc les quantités

b, (Ty + o),
c’est-a-dire
. or
’l“o,’(l 1) — d—b‘: )
doivent étre des dérivées exactes de fonctions w; de a, des b et

de ¢. On aura donc
dw;

Wi(Ty) = T
— %o _ du
0b; ~ ot

D’apres l'identité des forces vives pour I'y les w;(I'y) doivent
contenir @' en facteur, donc les w; ne contiennent pas les b et
0(0,'

d’autre part, comme T, ne contient pas ¢, les %

sont indépen-
dants de ¢ et les w; sont de la forme

w;= kit + hy,

les k et les /i étant des fonctions de a. Il en résulle

oT',
a5; = ko
donc
o= ko— Zk;b;,
ko étant une nouvelle fonction de a.
Posons
¢ = F] — Emib’,-.
On aura
Sw;
'l]'o[(q)) = 'U!)i(P| ) —_ 8—t = 0.

Les ¥b;(®) étant nuls, l'identité des forces vives pour ® montre
que A(®P) est aussi nulle, de sorte que I'y et Zw;b; sont équiva-
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lentes au point de vue des équations de Lagrange et qy’on obtient
une nouvelle fonction génératrice en remplagant I'; par
Sw; b}
qui ne dépend pas des b.

Finalement nous voyons que le systéme posséde une fonction
génératrice de la forme

Ty+ S(kit 4+ h;)by+ko— Zk;by,

T, étant indépendant de ¢ et des b et les k et h étant des fonctions
de a.

Les n intégrales sont alors

I'y— o= (Ty— ko) + Zkibi= h.
‘g)-’ +hit+h=C,

et 'on voit que l'intégrale des forces vives ne contient pas ¢, mais
contient les b par une fonction linéaire additive a coefficients
fonctions de a, tandis que les intégrales linéaires ne contiennent
pas les b, mais contiennent chacune ¢ par un terme additif dont le
coefficient est celui que posséde le b correspondant dans l'inté-
grale des forces vives. Si celle-ci, qui ne contient pas ¢, ne con-
tient pas les b, les intégrales linéaires, qui ne contiennent pas
les b, ne contiendront pas ¢.

D’ailleurs '’hypothése que l'intégrale des forces vives ne con-
tient pas les b, exigeant.que les %; soienl nuls, il en résulte que T
est en méme temps indépendante des 4 et de ¢, donc :

Pour étre dans le cas régulier d’intégration par quadra-
tures, il faut et il suffit :

1° Que les équations de Lagrange, relatives & n — 1 des para-
métres sotent des dérivées exactes;

2° Que lUintégrale des forces vives existe et ne dépende pas
de ces paramétres.

Etant donné un systéme de Lagrange, on peut se proposer de
chercher s'il existe un changement de paramétres le ramenant au
cas régulier d’intégration. Cette recherche, impraticable dans le
cas général, se fait aisément dans le cas particulier suivant qui se
rencontre fréquemment.
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Considérons un systéme & intégrale des forces vives possé-
dant n—1 intégrales linéaires obtenues en faisant, sur les
n équations du systéme, des combinaisons linéaires au moyen
de multiplicateurs constants.

Une telle combinaison

or .
2).‘[8[(6%) E]:() (E=1,..,n; k=1,...,n-1)

s’écrit, puisque les A sont des constantes,

ad /dI or
dtz)\‘ dq Z "[ (dqi)_mj ="
A ar ari dwg
Z k (dq ) 9g; )~ “de

Effectuons le changement de paramétres

ce qui exige

=Mby 4.+ bay +f:(a),

. qll—x l)|+ + n |bn I+fll(a)v
qui donne
qli=x}b’1+---+)"Itvlbln‘l_‘_f;(a)alv

gn=Mpb\ ...+ A b, + fi(a)a,

de sorte que les ¢’ ne dépendent pas des &. Soit I la fonction
transformée de ', on aura

o' o or dg; O T .,

381 = 2 a7: 361 = gy o

oM g o dg) _

0b), e 9q; 0}, qu,
0 dl") ar’ 2 I} _dl‘_)_iil‘. _ duwg
ot \ob}) — 9b; — ot (dq;- og;: | ~ Tdt’

ce qui montre que, avec les nouveaux parameétres, les équations
relatives aux paramétres b sont des dérivées exactes. Si donc les
paramétres b ne figurent pas dans l’intégrale des forces vives

donc

XLI. 10
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transformée, le systéme se trouvera forcément ramené au cas
régulier d’intégration par quadratures.



