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SUR LES SYSTÈMES DE LAGRANGE A PARAMÈTRE PRINCIPAL;

PAR M. ET. DELASSUS.

1. Nous dirons q u ^ u n système Ss de n équations différentielles
du second ordre déf inissant n paramètres <2, f r i , ..., bn_\ en fonc-
tion de la variable t est à paramètre principal Œ, s'il possède n
intégrales premières

(i) Oi==Ci, ..., e/»==c,,,
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où les paramètres secondaires b ne figurent que par leurs déri-
vées b'. L'élimination des b' entre les équations (i) fournira immé-
diatement Véquation principale

W F(a, a',/, Ci, ..., C^)=o

déterminant a et fournissant l'intégration complète de Sa par
quadratures chaque fois quelle sera elle-même intégrable par qua-
dratures, ce qui arrivera, par exemple, quand les n intégrales
seront indépendantes de <, car cette variable ne figurera évidem-
ment pas alors dans l'équalion principale.

2. Nous donnant a priori l'équation (a)^on peut évidemment
trouver d'une infinité de façons des fonctions 9 de a, de 0', de t et
de /2 — i autres paramètres è,, ..., b^ telles que F résulte de
l'élimination des &'entre les équations (i), puis former un système
Sa admettant ces n intégrales premières; donc, l'équation princi-
pale peut être une équation absolument quelconque.

3. Le système Sa est équivalent au système S'a déduit de ( i) par
dérivation, ce qui n'introduit pas les b et donne pour les a", 6',,
b"^ ..., b",^ des expressions contenant a, a', t et les 6'; récipro-
quement, soit un système de la forme

( €1"== A (a,a',b',t),
î ) ( ^==B,(a,a',^,<) (t=î,.2,...,/i-i).

On obtiendra des intégrales premières indépendantes des b
comme solutions de l'équation linéaire

,,. ^0 Y ^ - àQ , de
(3) :^^A+2•^B4--r-a-hT-==o•àa Â^ ôb àa àt

Comme cette équation est à n 4- a variables, on peut, d'une
infinité de façons, trou ver un Système de n intégrales principales,
c'est-à-dire indépendantes des 6. Le même système pourra donc
donner naissance à une infinité d'équations principales.

4. Soit un groupe de n -— i intégrales principales

(G) ei==Ci, ..., o/*-i=c,,.,,
c'est-à-dire satisfaisant à l'équation (3).
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Soit 6 une n161"6 intégrale principale quelconque. Les équations G
définissent les b' en fonction de a, a', t, C^ ..., C,/_< et en portant
dans la ^ième intégrale

0=C,

on a évidemment l'équation principale correspondante

( 4 ) F (a , a^< ,C l , . . . ,C, / - i )=C.

Tout système de fonctions a, b\, ..., b1^ vérifiant (Sa) véri-
fiera, pour des valeurs convenables de C<, Ça, ..., € „ _ < , G, les
équations (G), (4) et la première équation de 83, donc aussi
toutes les équations qu'on pourra en déduire par dérivations et
combinaisons. En particulier, il vérifiera l 'équation

à¥ , à¥ „ à¥
—— a •+- —- a -+- — == o,
àa àa' àt '

déduite de (4) par dérivation, et l'équation

(5) a^cA^a^Ci, ...,C,,-,)

obtenue en portant dans la première équation de (Ss) les valeurs
des V fournies par les équations (G) et, par suite, l'équation

(f\\ à¥ ' à¥ . ÔF
(b ) — a -+• — <sAo -{-—== o

da àa àt

qui en résulte par élimination de a".
C'est une identité en <, mais comme S^ admet une solution cor-

respondant à des valeurs arbitraires de G( , . . . , C,,_< et à des
valeurs initiales quelconques Oo, Oy pour ^ = = < o , c'est, en réalité,
une identité par rapport à toutes les variables a, a', t, G,, ...,
G,,_i. Nous rappellerons V équation, fondamentale du groupe G
et nous remarquerons immédiatement qu'elle exprime ce fait
presque in tu i t i f que toute équation principale obtenue en com-
plétant le groupe G au moyen d'une n^'^ intégrale principale
est une intégrale première de l'équation

^=^(0,0^,01, ...,C,,-i),

à laquelle se réduit (Sa) en vertu des intégrales (G).

o. Étudions le cas important des équations principales indé-
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pendantes de t^ cas dans lequel on a l ' intégration de (S.*) par qua-
dratures.

Pour que (G) puisse, par adjonction d'une ^ième intégrale prin-
cipale, fournir une telle équation principale, i l faut que l'équation
fondamentale de G admette des intégrales indépendantes de ^, ce
qui exige manifestement que t ne figure pas dans JL. Nous dési-
gnerons par (F) les groupes (G) satisfaisant à cette condition.
Les équations principales indépendantes de t seront alors fournies
par F équation

à¥ , àF ,
——«-+ - — — — J l o = 0àa àa

qui admet une intégrale indépendante de /, soit

/(a,^,Ci, . . . ,C^- i )

F ==<!>(/, ^ € „ . . . , C,/_i).
et donne

F ne doit pas contenir t qui, ne figurant pas dans/, ne doit pas
figurer dans 0 ; les équations principales indépendantes du temps
sont donc de la forme

^(/,C,, .. . ,€„-,)=€

et se réduisent toutes à Inéquation unique

/= const.

Ainsi : toutes les équations principales indépendantes de t
qui peuvent être obtenues au moyen d ' u n même groupe (T) se
réduisent à une seule.

Si l'on remarque que l'équation principale n'est que l'intégrale
complémentaire

O r^
= ̂

réduite au moyen des intégrales (F), on voit que les intégrales
principales susceptibles de fournir avec (F) une équation prin-
cipale indépendante de t se réduisent toutes^ en vertu des inté-
grales (F) à la même relation

/(a,a\ Ci, . . . , C,,-i) = const.

6. Appliquons ces généralités aux systèmes (83) satisfaisant
aux conditions suivantes :

XLI. /.
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i° A est une forme quadratique y homogène ou non, de a1 et

des V ;
20 (^2) possède un système (F) d'intégrales principales li-

néaires;
3° (Sa) possède une intégrale principale S algébrique et

entière par rapport à a1, b'^ ..., b^ ;
4° Z^5 intégrales (F) e^ J conduisent à une équation princi-

pale indépendante de t.

Les intégrales (F) fournissent les b' fonctions linéaires de Œ' et,
en portant dans J, on a une équation principale

F(a,a ' ,Ci, . . . ,C, ,- . i)==C,

dont le premier membre est un polynôme entier en a' satisfai-
sant à
, , àV , à¥ -
(7) Sa0-^^0»

JL> étant ici un polynôme du second degré en a'

<Ao == o.o!1-^- jâa'-t- y,

à coefficients fonctions de a, Ci, ..., C,i_i.
Supposons d'abord que le groupe (F) soit tel qu^on ait

T=o,
Inéquation (7) se réduit à

à¥ à¥ , . -
—— -t- T—C31^ + P) = 0<)a àa! ' "

et possède une intégrale linéaire en a'

/==Xa'-4-^
donc

Fss^W-h^),

et Inéquation principale algébrique et entière à ininconnue a' pos-
sède la propriété de se transformer en une équation à coefficients
constants par un simple changement linéaire duinconnue. Dans ce
cas, on peut dire que Vintégrale J ou bien est linéaire^ ou bien
est réductible à une relation linéaire en vertu des intégrales (F).
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Supposons en second lieu qne (F) ne donne pas un cofficient y

identiquement nul. L'équation ('7) est alors

^(aa'<+?o'^)=-a'^,

les deux membres sont des polynômes entiers en a', le second
contient a'en facteur et comme v n'est pas nul, a! doit être en\ p» * '•
facteur dans —» ce qui revient à dire que F ne contient pas de

terme du premier degré en a', donc :

Si l'intégrale 1 n7 est pas réductible à la forme linéaire au
moyen des intégrales (F), le terme du premier degré en a'
/i5existe jamais dans V équation principale supposée indépen-
dante de t.

En particulier :

Si une intégrale quadratique, non réductible à la forme
linéaire au moyen des intégrales (F), fournit une équation
principale indépendante de t^ cette équation est de la forme

a'»=V(a,Ci, ....C^-i,C).

II.

7. Les équations de Lagrange du mouvement d'un système
holonome soumis à des forces ne dépendant que de la position sont
de la forme considérée dans la première partie. Mises sous forme
résolue, elles donnent des fonctions A et B, qui sont toutes qua-
dratiques par rapport aux q'. Donc, elles sont dans le cas particu-
lier qui a été examiné en dernier lieu. Nous pourrons donc
dire :

Si un système de La grange possède n — \ intégrales li-
néaires et une intégrale quadratique indépendantes des n — i
paramètres b^ ..., bn^\ et conduisant à une équation princi-
pale indépendante du temps, cette équation est de la forme

a'î==W(a)
ou de la forme

a(Xa'+ (Ji)2 -+- P(Xa'+ (JL) -+- y == o,

a, j3, Y étant des constantes et X, y. des fonctions de a.
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8. Additionnons les équations de Lagrange après les avoir

respectivement multipliées par les q1 correspondants et convenons
de dire qu'on a Vintégrale des forces vives chaque fois que cette
combinaison sera une dérivée exacte. On peut récrire en décom-
posant la force vive aT en groupes homogènes

i im

^(T.-T.)+^--^'=o,

il faudra donc supposer

c) ï-w-ï
etPintégrale des forces vives, sous sa forme générale, sera

(9) T 2 — T o - + - û = = C.

9. La condition (8) exige que Ta ne contienne pas ( et que l'on
ait

^îl-SQ^-^,àt " o<
5,

en désignant par 7— la dérivée prise en ne tenant pas compte du t

qui peut figurer explicitement.
Nous conviendrons de dire qu^un système de Lagrange est un

système à fonction V si Ta est indépendant de t et si la quan-
tité ï-^'

<s

est la dérivée exacte ^ç- d'une fonction des q et de ^, fonction que

nous conviendrons de toujours représenter par la lettre V.
Nous considérerons ces systèmes en même temps que les sys-

tèmes à fonction U définis par la condition

^^-
10. On sait qu'un système à fonction U possède une infinité de

fonctions génératrices G

G=T^U^,
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9 fonction arbitraire des q et de t, permettant de l'écrire sous la
forme

^/àG_\ __ àG_
dt^àq'i) agi

Considérons de même un système à fonction V. L'égalité de
définition

àTÏ vn ' 8V
^-^--Ô?

donne
à_ ôT^ _ _ àV
àt àq\ k/ ~ ~5qi

ou, puisque Ta ne contient pas T et que To ne contient pas
les q ' ,

O.^^l-^
'* àt ôq'i à(ji '

Portant ces expressions des Q, dans les équations de Lagrange,
celles-ci deviennent

d. (àT.} _ ÔT. = ̂ ./^î^ _ ày.
dt \àq'i) agi ~ àt \àq'J ~ àq]

on
^ rc ) (T_V)- j ^ àÇT^y) à(T-\)
dt[ àq'i \ àt àq'i ~——àq ' ,—— - 0

ou enfin
i- r ^ ( T — V ) 1 _ ()(T-V)
$4 àq', \ àq, = o.

Si alors on pose
r -T-v^g+Ao,

9 étant une fonction arbitraire des q et de t et f (t) une fonction
arbitaire de t, les équations de Lagrange s^écriront sous la
forme

-ô ( à r \ -- -/)r- -
^à^i/àq'i-0'

Les systèmes à fonction V possèdent donc des fonctions généra-
trices F donnant une forme canonique analogue à celle des sys-

tèmes à fonction U, mais où l'opération d est remplacée par l'opé-

ration ï-Q^
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11. Les systèmes à intégrale des forces vives sont forcément des

systèmes à fonction V, mais la condition (8) montre alors que
l'on a

cTTo _ à\
àt ~~ àt '

si donc on prend
r == T — V

et si l'on décompose en groupes homogènes, on aura

Fî==T2,
r i=Ti ,
ro=To-v,

de sorte que F() sera, comme F^, indépendante de t. En outre, au
moyen de cette fonction F, l'intégrale (9) des forces vives s'écrira
simplement

\\ — FO = const.

qui met en évidence le fait que Vintégrale des forces vives est
toujours indépendante de t.

Réciproquement, partons du système à fonction V, écrit au
moyen d'une quelconque de ses fonctions génératrices F et effec-
tuons la combinaison des forces vives

on aura

ou

ou

ou enfin

Si on l'écrit

,, , r 8 /àT\ aï-}^[ïiW^^r09

8 , àr f . àr .dn
fi/^^-l^'^^J-0

5 , àT 5r
JÏ^^--St=°

è(^-)-

^(r,-r.)=o.

^-r.>-^o,

puisque Fa ne contient pas f, on voit que la condition nécessaire
et suffisante d'existence de l'intégrale des forces vives est que
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\ ji
-^- soit une dérivée exacte et, comme elle ne contient pas les y',

il faut que ce soit une fonction de ( seulement, soit

Ç-/<,),

et alors, la nouvelle fonction génératrice

V-ffWdt

ne contiendra plus t dans sa portion de degré zéro. Ainsi :

Pour qu'un système à fonction V possède ^intégrale des
forces vives^ il faut et il suffit qu7 il possède une fonction géné-
ratrice F ne contenant le temps que dans sa portion Fi et alors,
au moyen de cette fonction F, l9 intégrale des forces vives
s^écrit

Fi—T\)= const.,

théorème qui est l'analogue du suivant démontré ailleurs ( * ) :

Pour quun système à fonction U possède V intégrale des
forces vives, il faut et il suffit qu^ il possède une fonction géné-
ratrice G ne contenant pas le temps, et alors V intégrale des
forces vives s^ écrit, au moyen de cette fonction G,

GÎ— Go == const.

Ajoutons enfin la remarque bien évidente qui suit : si un sys-
tème à fonction V possède une fonction génératrice T indépen-
dante du temps^ c^est, en même temps^ un système à fonc-

î>
tion U car, pour une telle fonction F, l'opération ^- est équivalente

à l'opération-7-et les équations ainsi écrites montrent que F est

une fonction G, de sorte qu'il existe bien une fonction U.

12. La forme générale

X / /îT1 \ tW
-s- ( —-7 ) — ^— == o (r» et To indépendants de t),St \àqi/ àqi

r ï — r o = A

( 1 ) ET. DELASSUS, Sur les forces vives équivalentes (Nouvelles Annales (le
Mathématiques f 1912) .
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des systèmes à intégrale des forces vives et de cette inlégrale va
nous permettre d'étudier complètement les systèmes de Lagrange
à intégrale des forces vives et à paramètre principal mis en
évidence par cette intégrale des forces vives et par n •— i inté-
grales linéaires indépendantes du temps.

Alors Fa et TQ ne contiennent ni t ni les b ; Fo est une fonction
de a et Fg est de la forme

'i\\== Aa^-hîCT'Pi^') 4- Pâ(^),

P| polynôme homogène du premier degré aux b\ Pg polynôme
homogène du second degré aux V \ A, les coefficients de P, et
ceux de Pa étant des fonctions de a.

Nous savons a priori que l'équation principale obtenue sera
indépendante du temps et de l'une des deux formes

a^=F(a),
a(Xa'4- ^)2-^ P(W-+- ^)-i-Y = o (a, (3, y constantes)

que, pour des raisons qui apparaîtront ultérieurement, nous appel-
lerons/orme normale et forme accidentelle.

Soient
(10) î i = C i , . . . , !,/_, ==€„-,

les n — i intégrales linéaires et

(ï\\ dïl n dln-1
( 1 1 ) -^=0, ..., -^-==0

les équations du second ordre qu^on en tire par dérivation.
Des équations (10) nous tirerons les V sous la forme

(12) b'i== \ia'-^y.i,

les \ étant des fonctions de a et les (JL des fonctions linéaires des C
à coefficients fonctions de a telles que a étant considéré comme
donné, on puisse déterminer les C de façon que les a prennent
des valeurs arbitrairement choisies. Portons les V dans l'intégrale
des forces vives

r2—ro=A

et cherchons les conditions pour que le coefficient de al soit nul,
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quels que soient les C. Il suffit de substituer dans Fa, on aura

1-2(0', Xa '+îx) ,
et si Fon pose

, r , ( i , X ) = A .
le coefficient de a' sera

Vi à\
L^

et ne pourra être nul, quels que soient les C, que si Fon a

àA _ àA
F,-0' " " à^Z,

v^t. vi\.

^ 5XT=°' • • • ' 5X———0-

Considérons les équations (n) du second ordre; en les résol-
vant par rapport aux 6", on en tirera

( i 4 ) b} ==W -+-...,

les X étant ceux des formules (12). Portons dans l'équation de
Lagrange qui correspond à un b quelconque et cherchons le coef-
ficient de a" ; il faudra prendre

<^
àb'k

y remplacer a! et les 6' par a" et les è", puis les b" par les Xa". Le
\ T^ • •

coefficient de a" sera alors —— où Von aura remplacé a! par i et les
b' par les \ c^esl-à-dire

àA
à\k

donc sera nul. En vertu des équations ( i l ) , les équations de
Lagrange qui correspondent aux b se réduisent à des relations du
premier ordre, c^esl-à-dire à des identités, puisque leurs para-
mètres et leurs dérivées premières peuvent être prises arbitraire-
ment. Donc :

La condition nécessaire et suffisante pour que Véquation
principale soit de la forme normale est que les n—i inté-
grales linéaires résultent de combinaisons faites uniquement
sur (es n—i équations de Lagrange qui correspondent aux
paramètres secondaires &.
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El, par exclusion :

La condition nécessaire et suffisante pour que Inéquation
principale soit de la forme accidentelle est que, parmi les n—i
intégrales linéaires^ il y en ait au moins une qui résulte d'une
combinaison où figure effectivement l'équation de Lagrange
qui correspond au paramètre a.

Commençons par étudier la forme accidentelle.
Soient

, /p. S ( à T \ àT
^(^)=$^^-^==0'

8 /à¥\ àr
^•^^Site.}-^-1

les équations de Lagrange. Il existe alors une intégrale

1 = ç a' -+• S TÏ b' -+- Ç = const.

telle que l'on ail identiquement

d\^ ==^JL(r)-+-sx,^(r)
avec

^7^0.

Si Fon groupe les termes par ordre, on voit immédiatement que
cette identité se décompose en trois autres

^(Ça f+S^r)^)==^xJl ,(^,)-+-SX^Dl„(^,) ,

^a'=^(ri)4-2^'ift,/(ri),
o = (A JL(ro) 4- s \i iib,(ro).

Comme 1̂  ne contient ni t ni les 6, la première montre, par
idenlifîcalion des coefficienis de a" et des 6^, que a et les \ sont
indépendants de t et des è, ce sont des fonctions de a.

On a

^(r^^^r.)=4(^)-.^4(^)--^;

le premier terme et le second ne donnent que des termes en a9\
des termes aux b" et des termes du second degré contenant a' en_\j-^
facteur; les seuls termes quadratiques aux 6'proviennent de — et
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leur ensemble est

àP,
!^-

Or ces termes ne figurent pas dans le premier membre; donc Pa
doit être indépendant de a, puisque (JL n'est pas n u l .

Considérons la troisième ident i té ; elle se réduit à

./r,»
^-^

et, comme y. n'est pas nul, Fo est une constante que l'on peut
supprimer dans F.

Considérons enfin la deuxième identité. Elle n'apprend rien par
elle-même sur Fi, mais si nous tenons compte de l'existence
des.n—i intégrales linéaires, nous aurons n— i identités ana-
logues, dans lesquelles un au moins des y. n'est pas nul, et aux-
quelles nous joindrons l'identité des force s vives

a' JV (FI ) -h S b'i l̂ (Fi ) = o,

qui a lieu parce que F^ est linéaire et homogène.
Des n—i premières nous tirerons J L ( F < ) (parce que l'un des [JL

n'est pas nu l ) et n—2 des quantités iH», (F< ) en fonction par
exemple de ^\>n-t (F) sous la Forme

X(ri)==tto 1^-1 (ri) 4-^0 a',
Kî,,i(ri)=^ ^,,-i(ri)+^ a',

-̂, ( ri ) = Un-î ^n-i ( ri ) -+- Vn-2 a',

les u et v étant des fonctions de a. Portant dans la n^^ elle
deviendra

(uoa'-h Mi^i-+-... 4- Un-îb'n^^-b'^) i(»),,_i(ri)

==—a'(^o«^+ ^1^1 -^-. ..-4-^-2^-2).

Le second membre ne contient pas é^_, et le second le contient
effectivement si t^n-\ (1^ ) n'est pas nul. Si cette quantité est nulle,
l'identité exige que tous les v soient nuls et alors tous les ^(F,)
ainsi que oA» (1^) sont nuls.

Mais alors JTi ne donne aucun terme dans les équations de
Lagrange et l'on peut le supprimer dans F de sorte que le système
admet des fonctions génératrices F ou G, puisque t n'y figure
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pas, de la forme
2r==SfcG= Aa^-t-î&a'Pi+Pî,

Pa étant à coefficients constants. Réciproquement G étant indé-
pendant des 6, un tel système admet les intégrales principales
immédiates fournies par les équations relatives aux b

àG àG
^=Ci, ..., W^^

de sorte qu'en employant ces intégrales visibles a priori on est
fatalement dans le cas de Inéquation principale de forme normale.
Pour obtenir une équation de forme accidentelle, il faut ne pas
employer ces intégrales qui résultent uniquement des équa-
tions 'UI (F) == o. Effectivement il existe une autre intégrale. En
effet, les équations de Lagrange sont toutes de la forme

R,(^)+11^-4-10^=0,

les R( étant des fonctions linéaires à coefficients constants, les H
et les K. des fonctions de a. Si l'on fait une combinaison linéaire
à coefficients constants de façon à éliminer les V on tombe sur
une équation de la forme

f(a)all•+• ̂ (a)afî^ o,

qui, bien visiblement, admet une intégrale linéaire de la forme

^(a)a'== const.

Cette /i1*"1® intégrale première est en réalité l'équation principale
qu'on obtient ainsi sous forme linéaire sans passer par l'intégrale
des forces vives.

Ainsi : Lorsque un système est dans le cas qui pourrait con-
duire à la forme accidentelle de Inéquation principale, il
possède n — i intégrales immédiates au moyen desquelles il se
trouve forcément dans le cas de la forme normale de Inéquation
principale.

14. Etudions maintenant le cas où l'on a forcément la forme
normale, c'est-à-dire où les n — i intégrales linéaires sont des consé-
quences des équations ̂  (T) == o; les identités analogues à celles
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do cas précédent se réduisent aux deux premières

â^^^^=^.^,r,)=.x,^(^)=^.)^-a'z^^,
a^ ^' _- V-^ . ̂ 11 /T» \^a'=2X^(ri),

la première montre que
,y^:^2a 2 -7— -777da àb

doit être une dérivée exacte d'une forme linéaire de a! et des b' à
coefficients fonctions de a, ce qui est absurde puisqu'elle ne contient
pas les dérivées secondes et elle ne peut pas être la dérivée d^iine
fonction de a et des b puisqu'elle est quadratique aux a', 6', elle

doit être nulle, donc les -.- sont nuls et tes X sont des constantes.' da
Les quantités i(î>î(r) possèdent donc n — i combinaisons linéaires
distinctes et à coefficients constants qui sont des dérivées exactes
de sorte que ces n — i quantités elles-mêmes sont des dérivées
exactes.

On a

^^-^(Sî)-^^)-
donc les ilb((r\) sont des dérivées exactes. Or, ^identité des
forces vives pour Fi

a'cA^ri) -+- s^'id,(ri) = o

montre que, quels que soient les 6', la quantité

26^(ri)

doit être divisible par a!, II faut donc que tous les ^((ri ) con-
tiennent a' en facteur, et, comme ce sont des dérivées exactes, ce
sont les dérivées de fonctions de a seulement

^i(ri)=:^(x)i(a), ..., 1^-,(r,)= ^to,,-i(a).

Posons alors

on aura
«î>=ri—:S(ri,^,

l)bi(«ï»)==o, ..., ^n-l(fSt)=o
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et, en vertu de l'identité des forces vives pour <Ï»,

<A,(<î*)==o.

Il en résulte que 1̂  et Sco^ donneront les mêmes lermes dans
les équations de Lagrange de sorte que le système possédera une
fonction génératrice F

r^Sto^-r-ro
indépendante de t et des b. Ce sera aussi une fonction G. Ainsi,
et en tenant compte du résultat du paragraphe précédent, nous
pouvons dire :

Les seuls systèmes qui sont à paramètre principale au moyen
de l7 intégrale des forces vives et de n — i intégrales linéaires
indépendantes du temps, sont les systèmes à fonction U possé-
dant une fonction génératrice G indépendante de t et des é.
Cette/onction met en évidence et d^une façon immédiate l7 inté-
grale des forces vives et n — i intégrales linéaires^ et Inéquation
principale déduite de ces n intégrales est toujours de la forme
normale.

On peut dire plus simplement que les systèmes possédant cette
propriété sont forcément dans le cas régulier d'intégration par
quadratures ( h ) et l'on peut remarquer, à un point de vue pratique,
qu'il n'est pas nécessaire de chercher la fonction G indépendante
de t et des 6. Quelle que soit cette fonction G, les équations de
Lagrange sont les mêmes, le changement de fonction G ne fait que
modifier le groupement de leurs termes. Si l'on constate qu'on a
l'intégrale des forces vives, que les équations relatives aux b sont
des dérivées exactes et que toutes ces intégrales sont indépen-
dantes de t et des 6, on sera assuré d'obtenir, par élimination
des &', une équation principale de forme normale.

1S. Les systèmes de Lagrange à intégrale des forces vives et
dont n — i équations sont des dérivées exactes possèdent des
propriétés intéressantes. Désignons par 6 ( , . . . , èn - i les para-
mètres qui correspondent à ces équations et par a le n^9 para-
mètre. Par hypothèse Fa et Fo sont indépendants du temps.

( ' ) Et. DELASSUS, Nouvelles Annules de Mathématiques, 1 9 1 3 .
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-«•--^H^^M]
doit être une dérivée exacte, de sorte que le crochet doit aussi être
une dérivée exacte, ce qui exige qu'il ne contienne pas de termes

quadratiques —; donc Fa doit être indépendant des b.

^1(^2) est alors une dérivée exacte, donc les quantités

^•(ri+Fo),
c'est-à-dire

,î,(ro-^,

doivent être des dérivées exactes de fonctions (o/ de a, des b et
de t. On aura donc

-n ,„ ^ ^t
^ î > < ( I l ) = -^-»

àTo __ àw/
~ 567"" 'ïT*

D'après Pidentité des forces vives pour r\ les ^(ri) doivent
contenir a' en facteur, donc les o)( ne contiennent pas les & et

d^aulre part, comme Fo ne contient pas ^, les •^1 sont indépen-
dants de t et les (i)< sont de la forme

wi=kit-{-hi,

les k et les A étant des fonctions de Œ. Il en résulte

donc

àV^ ,
w^-^

ro=Âo--2Â:,6,,

A'o étant une nouvelle fonction de a.
Posons

4>=ri—2(ù,^.
On aura

^(<ï>)==^,(r,)-^=o.

Les iïî>((^) étant nuls, l'identité des forces vives pour 4> montre
que Jl>(0) est aussi nulle, de sorte que F, et So)/^ sont équiva-
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lentes au point de vue des équations de Lagrange et qu'on obtient
une nouvelle fonction génératrice en remplaçant F| par

^Wib'i
qui ne dépend pas des &.

Finalement nous voyons que le système possède une fonction
génératrice de la forme

r24-S(/-^-4-/l/)^-4-Ào— ^k,bi,

Fa étant indépendant de t et des b et les k et h étant des fonctions
de a.

Les n intégrales sont alors

r2-ro==(r , -Â-o)4-s^=A.
g+^4-A=C,

et l'on voit que l'intégrale des forces vives ne contient pas t, mais
contient les b par une fonction linéaire additive à coefficients
fonctions de a, tandis que les intégrales linéaires ne contiennent
pas les 6, mais contiennent chacune t par un terme additif dont le
coefficient est celui que possède le b correspondant dans l'inté-
grale des forces vives. Si celle-ci, qui ne contient pas t, ne con-
tient pas les 6, les intégrales linéaires, qui ne contiennent pas
les 6, ne contiendront pas t.

D'ailleurs l'hypothèse que l'intégrale des forces vives ne con-
tient pas les 6, exigeant que les ki soieni nuls, il en résulte que T
est en même temps indépendante des b et de <, donc :

Pour être dans le cas régulier d'intégration par quadra-
tures^ il faut et il suffit :

i° Que /es équations de Lagrange, relatives an — i des para-
mètres soient des dérivées exactes;

2° Que l'intégrale des forces vives existe et ne dépende pas
de ces paramètres.

Etant donné un système de Lagrange, on peut se proposer de
chercher s'il existe un changement de paramètres le ramenant au
cas régulier d'intégration. Cette recherche, impraticable dans le
cas général, se fait aisément dans le cas particulier suivant qui se
rencontre fréquemment.
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Considérons un système à intégrale des forces vives possé-

dant n—i intégrales linéaires obtenues en faisante sur les
n équations du système^ des combinaisons linéaires au moyen
de multiplicateurs constants.

Une telle combinaison

Yi.,r 8 / àr\ dn - , ,z^teJ^^J^ (t=I-••^Â•==l--/ l- - - 1 )
ï

décrit, puisque les \ sont des constantes,

d^ ,àr v ^ [ à / à r \ àr \
^^^^"^^L^v^/^J"1

ce qui exige
V ./ f à / àV \ àT ^ _ d^k
^{àf^J^àq^- dt •

i

Effectuons le changement de paramètres

ci =\\bt -^...-+-X l,_^^-^-^-/l(a),

qui donne
qn -= ^ï^i -+-.. .4- A^_, bn-ï -+-//»(a),

q\ = \\ b\ +.. .4- ̂ -i ̂ -i -+-/; (<»)<
. . . . . . . .• .• . . .• . . . . . . .• . . . . . .•• .• . .•y

^=^Ï^l-h...+^-l^ +/n(^)^

de sorte que les q1 ne dépendent pas des 6. Soit T1 la fonction
transformée de F,* on aura

dF _\^^ àq^ __^ àT j
Jbk ~ ̂ 'àq'i'àbk ~ 2^'àq'i A1

àV' __^ àr àq'i _^ àV_ ,
Wk^Zààq'i'àb'k ~Zà'àq'i k'

donc
j)/^r\ àr1 _V^M r-^/'-^.^—.^-l == dwk

Tt\àblJ~Jbi~2^k\_àt\àq'i) àqi\ dt ï

ce qui montre que, avec les nouveaux paramètres, les équations
relatives aux paramètres b sont des dérivées exactes. Si donc les
paramètres b ne figurent pas dans Pintégrale des forces vives

XLI. 10
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transformée, le système se trouvera forcément ramené au cas
régulier d'intégration par quadratores.


