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SUR LA PUISSANCE DE L'ENSEMBLE DES POINTS SINGULIERS
TRANSCENDANTS DES FONCTIONS INVERSES DES FONCTIONS
ENTIERES;

Par M. J. Sire.

1. Dans une Note publiée a la fin des Lecons sur les fonctions
définies par les équations différentielles du premier ordre, de
M. Pierre Boutroux, M. Painlevé a posé les deux questions sui-
vantes :

1° Une fonction uniforme, continue dans une aire D et qui est
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holomorphe dans cette aire, sauf peut-étre pour un ensemble par-
fait partout discontinu de points singuliers, est-elle holomorphe
dans toute l'aire ?

2° L’ensemble des points singuliers transcendants de la fonction
inverse d’une fonction entiére est-il toujours dénombrable ?

M. Denjoy, en reprenant un exemple donné par M. Pompéiu
dans sa thése, a montré que la premiére de ces questions se résout
par la négative. Nous allons établir qu’il en est de méme de la
seconde, en construisant une fonction entiére telle que ’ensemble
des points singuliers transcendants de la fonction inverse ait effec-
tivement la puissance du continu. Il nous est nécessaire, pour
parvenir a une telle fonction entiére, de montrer qu'il existe des
fonctions entiéres satisfaisant a la condition suivante : elles
convergent uniformément vers une limite déterminée X, quand la
variable converge vers le point & I'infini en restant a 'intérieur au
sens large d’un angle A qui différe de = d’aussi peu que 'on veut,
tandis qu’elles convergent uniformément vers une limitekp#)\
quand la variable converge vers le point & 'infini en restant a I'in-
térieur de I'angle A’ dont les c6tés sont les prolongements des
cotés de I'angle A.

2. La fonction entiére

Y

gl2) =Y (¢>0)
=0 (v -+ ;) T (14 va)
vérﬁe, pour tous les points de 'angle
(r) 1: +eS0Som — —';— —e (e nembre positif arbitraire),
la relation i
(2) fla=0 3 = + ()

z? v:,<?v) )I‘( — vg)

(m<a<<m+1,m>0),

1 désignant un nombre réel fini et ¢(x) convergeant unifor-
mément vers zéro lorsque x augmente znde/‘ntment en restant
a lintérieur de Uangle (1).
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Nous poserons a cet effet

(z+ ;E)I‘(l—a—cz)

?(Z) =

)

de sorte que la fonction g(x) pourra s’écrire

g(x) =Z<p(v)x".

v=0
Ceci étant, nous considérerons avec M. Lindelof (*) I'intégrale

¢(3)x® ds

elnlz__ 1 ’

S désignant le contour formé par la demi-circonférence Cy admet-
tant le point x = — a comme centre, de rayon n -+ ;E +a et

située dans le demi-plan 2 —a(z =1+ it) et du diamétre de
o(z)z?
emiz
poles simples a I'intérieur du contour S les points d’affixes entiéres

cette demi-circonférence. La fonction admettra comme

—m, —m+1, ..., R—1, n

et le point d’affixe — i Le résidu correspondant-a un pdle d’affixe

e(v)z¥
27

d’affixe — i étant égal a

enli¢re v étant égal a et le résidu correspondant au point

=
z 2

nous aurons, en appliquant le théoréme des résidus,

Crirta 3 gers [ U s [Y=T—)]

v=—m 8

(') Linoevror, Le calcul des résidus, p. 110.
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Ceci posé, la fonction vérifiant la relation (')

1
T'(1+03)

I —+€)P

T[1+o(x+ peid)]

<

a désignant une constante réelle quelconque et ¢ un nombre posi-
tif arbitraire; pour — E§\P§ Zeta partir d’une valeur de p suffi-
2 2 :

samment grande, la fonction ©(z) qui ne diﬂ'ére de la fonction

- vérifiera dans les

5 que par la présence du facteur
3+~

T(1+az
mémes conditions la relation

(29

|p(a+ped)|<e'? :

Alors nous aurons, d’aprés M. Lindelsf (2), pour tout point
de I'angle (1),

. -1 a"'"“'c(z).zwdz
—iyz ? + o(v)ay ._f
2 e €I 1

V=—m

avec

a+iw 2)rs ds
[ (Péﬂt)tz._l =x-%e(x),
S —io

¢(z) convergeant uniformément vers zéro lorsque z augmente
indéfiniment en restant a I'intérieur de I’angle (1), d’ott 'on déduit
immédiatement la relation (2).

Remarque. — La quantité y= est positive et dé-

S
I‘(l - E)
2
croissante pour toutes les valeurs de o appartenant a l'inter-
valle (0,2 —m), n désignant un nombre positif trés petit. Elle

admet donc dans cet intervalle (0,2 — %) un minimum k== et
T

3. La relation  =y? fait correspondre aux points du plan

un maximum K =

(1) Cf. LinpELSF, loc. cit., p. 130.
(%) Ibid., p. 113-116.



— 152 —

des z situés dans I’angle (1), les points du plan des y appartenant
a chacun des angles

ne € me €
3 <o o _E
3) Tl o
(4) 1r+1!—c+5‘§0§21:—-—£,?—5-
i 2 4 2

Alors si ¢ désigne une constante positive supérieure a y et si

nous posons
’ h(y)=cxiyg(y?),

ou il faudra prendre le signe — si la détermination de y qui décrit
P’angle (3) est pour chaque point z appartenant i I'angle (1) égale

1
a la détermination de z* qui figure dans la formule (2) et le
signe + dans le cas contraire, nous aurons, comme on le constate
aisément, pour tous les points de 'angle (3),

ry)=c+7 _Z(ﬂ_ V)y—v-1 4 y-(a-1¢( y2),
1

et pour tous les points de 'angle (4)

m

h(y)=c—¥ _Z?(_ v) y—(2v=1) 4 y-(2a-1) g ( y2),
1

¢(¥?) convergeant uniformément vers zéro lorsque y augmente
indéfiniment en restant i Dintérieur de 'un quelconque des
angles (3) ou (4). Alors on en déduit que la fonction entiére h(y)
converge uniformément vers le nombre positif c + v lorsque y
augmente vers l'infini en restant a l'intérieur de l'angle (3)
et vers le nombre positif ¢ —y lorsque y s’éloigne a Uinfinu
en restant a l'intérieur de l’angle (4).

Ceci étant vrai, quelque petits que soient les nombres posi-

. . 1 ¢
tifs ¢ el ¢, on voit, en remarquant que ———— est bornée pour
F(=3)]
2
toutes les valeurs de ¢ appartenant a l'intervalle (0,2 —3), qu’il
existe des fonctions entiéres tendant uniformément vers un
nombre positif \ lorsque y augmente indéfiniment dans un
angle A qui est inférieur a w d’aussi peu que I’on voudra et
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vers le nombre positif u £\, lorsque y augmente indéfiniment
dans Uangle A' opposé par le sommet a A.

4. Décrivons du point y = o comme centre une circonférence C
de rayon égal a I'unité et désignons par C, la portion de C située
au-dessus de P'axe des quantités réelles £. Partageons cette demi-
circonférence C, en trois parties égales et excluons tous les points
intérieurs au sens étroit A I'arc médian, de méme queles points de
la circonférence C diamétralement opposés a ces derniers. Parta-
geons de méme chacun des deux arcs restants de G, en trois par-
ties égales et excluons tous les points intérieurs au sens étroit a
chacun des deux arcs médians, de méme que les points de la
circonférence C qui leur sont diamétralement opposés et conti-
nuons ainsi indéfiniment. Considérons I’ensemble des points
restants de la circonférence C (les extrémités de C, étant égale-
ment exclues), nous désignerons par E, la portion de cet ensemble
située sur la demi-circonférence C, et par E, la portion de cet
ensemble située sur la demi-circonférence C,; chacun de ces en-
sembles E, et E, est, comme on le sait, un ensemble parfait non
dense ayant la puissance du continu.

Le nombre des arcs de la demi-circonférence G, exclus pendant
la n**®¢ opération est égal a A(n) = 2"~'. Nous désignerons par

Sn,y Sn2 e-ey Sakm

ces arcs exclus en les supposant rangés dans 'ordre ou les ren-
contre un mobile parcourant la demi-circonférence C, en partant
de son origine située sur I'axe des £ positifs pour aboutir 4 son
extrémité située sur 'axe des & négalifs, par o, leur longueur
'commune, par a, j et b, ; les extrémités droite et gauche de I’arc
Su;j, par a;,’j et b'",j les points de la circonférence C diamétra-
lement opposés aux points b, ; et a, ; et enfin par 0, ; 'angle que
fait la bissectrice de I'angle a,, ; Ob,, ; avec I'axe des £ positifs.
Ceci posé, considérons la suite des fonclions

Jna(¥) Sa2(¥) oo Sarm(X)

ou f, j(y) est la fonction qui se déduit de la fonction h(y) du
n° 3 en y remplagant o par a,, y par y e~/ el le nombre positif ¢
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par le nombre positif ¢, appartenant a l'intervalle

(Z‘Y,,, 3‘{!1)[‘{n= - .
=
2

En vertu d’un résultal de ce n° 3, la fonction f, j(y) conver-
gera uniformément vers le nombre positif a, = ¢, — v, quand y
augmente indéfiniment en restant intérieur au sens large a I'angle
ax»,j Oa, ; et versle nombre positif 8, = ¢, + Y quand y augmente
indéfiniment en restant intérieur au sens large a I'angle b, ; O0), .

Si comme nous le supposons, le nombre positif c,, défini
comme il vient d’étre dit précédemment, est le méme pour cha-
cune des fonctions f; j(¥) [j=1,2,...,A(n)], les nombres a,
et B, seront les mémes pour chacune de ces fonctions et leur
différence f3, — =, qui est égale a 2y, restera comprise entre 2K
et 2k et cela quel que soit I'indice n, K et k& étant les nombres
définis dans la remarque du n® 2, en supposant n = 1.

Appelons angle A toul angle ayant I'origine pour sommet et
interceptant entre ses cOtés un des arcs de la circonférence G
compris entre deux arcs consécutifs de cette circonférence exclus
pendant la n*™ opération. Le nombre de ces arcs sera égal a

p(n) = 2x(n) = 2”. Nous les représenterons par
An,h An.h ‘ ceey An.p.(n),

en les supposant rangés dans P’ordre ol les rencontre un mobile
parcourant la circonférence C dans le sens positif et partant de
I'axe des § positifs. Alors 'angle A,,, admettra 'axe des & positifs
comme bissectrice et I’angle A, 3(n);. admettra I'axe des £ négatifs
comme bissectrice et les deux angles

Anpmr+i—g €t Andmivg [g=1, 2, ..., M) —1]

seront symétriques par rapport & 'axe des quantités réelles.
Yy q p pPp quar

Posons
An)

I =D fn (7).
j=1
Un angle quelconque A étant, pour chaque valeur de j appar-
tenant a la suite des nombres 1, 2, 3, ..., A(n), intérieur & I'un

des angles a,,; Oa;, ; et by,,; Ob, ; la fonction f5(y) converge uni-
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formément vers une limite positive lorsque y augmente indéfini-
ment en restant a 'intérieur de I'angle A. Nous désignerons par
{n,p la limite correspondant a I'angle A, , et nous allons comparer
les nombres ., , entre eux.
L’angle A, , étant intérieur a chacun des angles
anj0al, ; [j=1,2,...,X(n)]
nous aurons
MBn, = A(n)an,

puisque chaque fonction f, j (¥) converge vers a, lorsque y aug-
mente indéfiniment en restant & I'intérieur de l'angle a,,; Oa;, ;.
Ceci étant, si p est un nombre entier vérifiant les relations
2SpsN(n) +1,
on a
Ba,p = B+ 2(P —1)Ya

En effet, I'angle A, , étant intérieur aux p —1 angles
b",/ Obit,j [J= 1,2, ...,p—1]

etaux \(n) — p + 1 angles @, ; Oa, ; [/ =p, ..., 2.(n)] et comme
chacune des fonctions f5 j (i) converge uniformément vers 3,

lorsque y augmente indéfiniment en restant a Dintérieur de
'angle b,,; O}, ;, nous aurons

prp=(p —1)Pa+[Mn)—p+1]a,=pr1+2(p—1)Ya,

puisque
pn — &p = 2Yn.

Il résulte de ce qui précéde que la suite des nombres
Kn,ay  Bngy  ceey Ba\n)+1

forme une progression arithmétique a termes positifs dont la raison
est égale A 2 y,, par suite ces nombres sont distincts et le module
de la différence de deux quelconques d’entre eux est compris
entre 3y, et 2A(n)y,. Par conséquent, en tenant compte de ce
que nous avous dit plus haut, cette différence restera comprise,
pour toutes les valeurs de n, entre les deux nombres 2k et 2% (n)K.
- Supposons maintenant que I'indice p vérifie les relations
An)+2a2spsp(n)
et posons
P=Nn)+1+¢
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Pangle A, 3(u)4149 Sera intérieur aux ¢ angles
a,,jOauj(j=1, -z,‘ ey q)
et aux A(n) — ¢ angles
b,;00,;{j=q+1, ..., Mn)];
alors nous aurons
e m+1+g = qan—+[Mnr) — q]Bs = a1+ 2[Mn) — g] {n = Pan)+1-g0

Comme les angles Ay \n)114¢ €6 Ay ) 14q SONL symétriques par
rapport a 'axe des quantités réelles, on voit que la fonction £, (y)
converge vers la méme limite lorsque y augmente indéfiniment en
restant & U'intérieur d’un angle A, , [p=2, ..., A(n)] ou de son
symétrique par rapport a 'axe des quantités réelles

Soit D, Tensemble des points du plan des y tels que chacun
d’eux soit intérieur au sens large a unangle A, 4[h=1,2,...,u(n)].
D’aprés ce qui précéde la fonction f, (y) sera bornée dans D,,
nous désignerons par M. le maximum de |fa(y)| dans D,

5. Si nous procédons ainsi pour toutes les valeurs entiéres et
positives de n, nous obtiendrons une -infinité dénombrable de
fonctions entiéres f,(y). Ceci étant, nous pouvons déterminer la
suite des nombres positifs o(n), (n=1, 2, ..., ad infinitum)
satisfaisant aux conditions suivantes :

I. Lafonction f(y) = ’E%)-) est une fonction entiére;
II. La série a termes positifs 2
n=1

Désignons par (L) I’ensemble des demi-droites issues de I'ori-
gine et passant par les différents points de I'ensemble E, et par (L,)
I'ensemble des demi-droites issues de 'origine et passant par les
divers points de I'ensemble E, [E, (*) et E, élant les ensembles
définis au début du n° 4]. Soit L, une certaine demi-droite de
I'ensemble E,, cetie demi-droite sera pour chaque valeur de n
intérieure 4 un certain angle A, »,l'indice £ (2) prenant les valeurs

Nn
—— est convergente,
?(n) §

(') Nous supposerons dans ce qui suit, pour plus de clarté dans Pexposition,
que E, comprend en outre les extrémités de C,. '
(?) L'indice . peut varier avec n. !
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1,2, ..., A(n) 4+ 1. Posons
=Z Mn,h s
n=l?(”)
je dis que la fonction f(y) converge vers p, lorsque y s’éloigne a

Pinfini suivant la demi-droite L, Soit a cet effet ¢ un nombre
positif arbitrairement petit; les séries a termes positifs

V P~n h et 2 Nn

dmi (1) o(n)

n=1
étant convergentes, nous pouvons déterminer un entier p tel que
P'on ait

X Ln,h E Q Nin E.
(%) > o(n) =3’ > o(n) <3
n=p+1 n=p+1

Le rayon L, étant intérieur pour chaque valeur de n a A, ; et par
suite a D,, nous aurons, pour tout point de ce rayon et quel que
soit n,

1 f2(7)] < Mn.

Par conséquent, nous aurons, en lenant compte de la seconde des

inégalités (5),
fn(}’)
nept

Ceci étant, nous désignerons par s,(y) la somme des p premiers
termes de la série définissant la fonction f(y) et par s, la somme
des p premiers termes de la série définissant le nombre p. La demi-
droite L, étant intérieure aux angles A, , Ay s, ..., Ay chacune
des fonctions f,(y) (n=1, 2, ..., p) converge vers la limite pn 4
quand y s’éloigne a linfini sur la demi-droite L,. Il en résulte
donc que la fonction s,(y) convergera vers s, quand y s’éloigne a
I'infini en suivant le méme chemin. On en conclut qu’au nombre
positif € on peut faire correspondre un nombre positif R, tel que
I’on ait

(7) s —sl<3

pour tout point y du chemin L, dont la distance a I'origine est
supérieure a R,.
Comme

1) —=rIS| ()= sp( )|+ |sp(y)—sp|+]|sp— 1],
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on aura donc en tenant compte de (5), (6) et (7)

() —rl<s
pour tout pointde la demi-droite L, dont la distance & ’origine est
supérieure a Re.

Considérons maintenant une demi-droite I., de ’ensemble (L,),
que nous supposons étre symétrique de la demi-droite L, précé-
demment considérée par rapport 4 'axe des quantités réelles. Cette
demi-droite L, sera pour chaque valeur de 7 intérieur & un certain
angle A, symétrique de I'angle A, ; par rapport a l'axe des
quantités réelles. Comme d’aprés le numéro précédent

Bn, k= Hn,hs

la fonction f(y) convergera également vers le nombre . lorsque y
augmentera indéfiniment en se déplacant sur le rayon L,.

6. Soient P, et P, deux points de la demi-circonférence C,
appartenant a I’ensemble E,, nous dirons que I'arc P, P de cette
demi-circonférence C, est de rang ¢, s’il existe un nombre entier ¢
tel que I'arc P, P}, ne contienne 4 son intérieur aucun des arcs
exclus de G, pendant les (¢ — 1) premiéres opérations tandis qu’il
contient a son intérieur un arc et un seul exclu a la ¢'*™® opéra-
tion. Désignons par [, la longueur de I'arc P, P, et supposons que
Pun au moins des deux points P, et P, ne soit pas extrémité d’un
arc contigu a 'ensemble E, ; dans ce cas, le rang de I'arc P, P/ sera
égal au nombre entier ¢ vérifiant les relations

n w
3—,1—1>11>§'

En effet, la longueur d’un arc exclu a la ni¢™e opération étant
égale a -;% et les points P, et P, appartenant a E,, I'arcc P, P ne
renfermera i son intérieur aucun des arcs exclus pendant les
(g — 1) premiéres opérations. Si, d’autre part, nous considérons
I'ensemble des arcs exclus pendant les n premiéres opéralions,
deux arcs consécutifs quelconques de cet ensemble sont séparés
par un arc dont la longueur est égale a %, il s’ensuit que P, P
comprendra a son intérieur un arc exclu a la g*™ opération. Il
n’en contiendra d’ailleurs qu’un seul, car dans le cas contraire il

. . T
en résulterait que l,?_.gﬁ, ce que nous ne supposons pas.
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7. SoientL,, L’ deux demi-droites distinctes de 'ensemble (L, )
ne passant par aucune extrémité d’arcs contigus a E, ; désignons par
Auh et Ay p les deux angles A qui, pour une valeur déterminée
de n, comprennent respectivement I, et L. Alors, si L est a
droite de L,, nous aurons pour chaque valeur de n: A'S A et par
suite d’aprés un résultat de la page 155 : w,,»'S phan, puisque les
indices k et 2’ ne prennent que des valeurs appartenant a la suile
des nombres 1, 2, ..., A (n) +1.

Les rayons L, et L) interceptent sur C; un arc P, P, dont la
longueur est différente de zéro et dont les extrémités ne sont pas
extrémités d’arcs contigus a E,. Par suite (¢f. n°6) le rang de cet
arc sera un nombre fini ¢ et nous aurons

Apn=Apn pour n=i1,2,...(qg—1)
Agn#Agn avee h'=h—1
et par conséquent
Moo = Pn,pt POUr R =T1,2, ...,(q—1
g Mg’ = 2Yq
puisque A'=h — 1 (cf. p. 155).

Désignons par Q, Q) I'arc exclu de la g'*™¢ opération et inté-
rieur & larc P, P (Q/ étant 'extrémité droite de cet arc et Q,
son extrémité gauche). Désignons par m le plus petit des rangs
des deux arcs non nuls P, Q, et P, Q) : m sera un nombre fini au
moins égal a4 ¢ + 1. Nous aurons donc

A,,'h= A,,,h- pour gl nm
et, par suite, pour ces mémes valeurs de n
u,h = Pen, s
Pour n2m il viendra A, 54 A, » et la différence h — A’ qui
pour n = m est au moins égale & 1, n'ira pas en décroissant a
partir de n = m, de sorte que I'on aura pour ces valeurs de n

Yn,p— P-n.h’é 2Yn.

Ceci étant, désignons par p' le nombre p correspondant au
rayon L) et considérons la série

' Mn, = Bn,h’
_—u= —_—
pm B,

d’aprés ce qui précéde, le premier terme de cette série sera positif
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et égal a ;(2’), tandis que les autres, sauf au plus un nombre fini

d’entre eux qui sont nuls, seront positifs. On en conclut que
si Parc P, P, interceplé par les deux rayons L, et L] sur G, est de
rang ¢, on a

—_> 2Yq
“TEE

et par suite que les nombres p et i’ sont distincts.

Comme les rayons L, et L précédents de ’ensemble (L,) ont
été choisis arbitrairement et comme (L,) a la puissance du continu,
il s’ensuit que Pensemble (p1) des limites distinctes p corres-
pondant aux divers rayons de (L,) a également la puissance du
continu. L’ensemble (p,) des limites distinctes p.. correspondant
aux divers rayons de I’ensemble (L,) comprenant, en vertu d'un
résultat du n° 5, tous les nombres de I’ensemble (), sauf les
deux nombres qui correspondent aux deux ravons O et OF’
(EE' étant I'axe des quantités réelles), aura également la puissance
du continu.

8. Soit M une demi-droite issue de I'erigine et passant par le
milieu d’un arc exclu de la circonférence C, en procédant d’une
maniére analogue a celle utilisée au n° 5, on voit que la fonction
S(¥) converge vers 'infini, lorsque y s’éloigne a l'infini suivant
une demi-droite M.

Comme entre deux demi-droites L, il y a toujours au moins
une demi-droite M, il s’ensuit qu’entre deux rayons quelconques
le long desquels la fonction f(y) converge vers une limite finie, il
y a une infinité de rayons le long desquels la fonction f(y)
converge vers l'infini.

9. Désignons par y(z) la fonction multiforme définie par

I'équation
z=fly)

Comme tout point z =p [p étant un nombre quelconque de
ensemble ()] est, d’aprés une proposition connue, un point
singulier transcendant de la fonction y (z), nous pouvons énoncer,
en tenant compte du résultat du n° 7, la proposition suivante :

L’ensemble des points singuliers transcendants de la fonc-
tion y (z) a effectivement la puissance du continu.



