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GENERALISATION D'UN THEOREME DE M. LANDAU;

Par M. Georces Rémounnos.

1. Dans un travail récemment paru dans ce Bulletin (') nous
avons donné une généralisation du théoreme (?) de M. Landau par
lequel il a complété le célebre théoréme de M. Picard en donnant
une propriélé commune a toute une famille de fonctions holo-
morphes dans le voisinage d’un point. ‘

Cette généralisation est la suivante :

I. Tatoreme. — Soit w=1(3) une fonction algébroide ct
Jinie ens=o, ce pointétant pourelle un point critique, et soient

1
n Ry
ajo + Ay 37 a9 3 ...,

1 2
(1) / %go + A9y A S PPN S
........................... y

1 2

n
o~ Ay B A Ay BN L

les séries quireprésentent dans le voisinagede s =o les branches
des divers systémes circulaires. St nous supposons

(')‘) “ll#oa a!l#o) ey Ay F o,
il existe un nombre positif
R = g(ajo, 211, @20y X215 +-+5 Limoy Em1)

dépendant seulement des deuz premiers coefficients de chacune
des séries (1)

&0y %11, 220, %21 ey Zmoy  %mi

(et nullement des autres coefficients de ces séries), tel que, a

(') Géneralisation d’un théoréme de M. Landau, t. XLI, 1913, p. 19-2}

(*) Ueber eine Verallgemeinerung des Picardschen Satzes (Sitzungsbe-
richte der Koniglich. preussischen Akademie der Wissenschaften, Berlin,
1904, p. 1118-1133).



- 341 —

Uintérieur du cercle
(3) |s] <R =g (%10, %11, %20, %215 «vvy Zmoy Em1),

la fonction donnée u=o(s) ou bicn posséde un point singulier
différent de 5 = o, ou bien prend une fois au moins l'une des
valeurs zéro et un.

Soit
(§) wr+ A (3 urt1+ Ay (s)u24...+ A (5)u+ A (3)=f(5u)=0

I’équation qui détermine la fonction donnée © = o(s) algéhroide
en 5 =o0; les fonctions A,(z), As(5), ..., A,(35) seront holo-
morphes dans le voisinage de s =o:

Ay(B)=a, +bi3+...,
Ag(z2)=a; + bys+...,
(5) 2() 2

Ap(z)=ap+bpzs+....

Nous allons, dans ce travail, compléter le théoréme ci-dessus
énoncé en démontrant que le rayon R peut s’exprimer en fonctions
des coefficients a,, b, ay, by, ..., au, b, et des nombres entiers n,,
R, ..., Rm, que nous appellerons degrés des systémes circulaires.

2. Si dans I'équation (4) nous faisons la substitution z =35}
I’équation transformée

(6) ur+(ay~+byzh4...)unt
+(@+ bezf+.. . )ur—t+. ..+ (apn+ busp+...) =F(z,u) =0

définit une fonction u = ®(z,) algébroide en z,=o0 dont une
détermination est holomorphe dans le voisinage de 5,==o0 et a le
développement

Ago+ X4y B+ 2123} +.. ..

oP+qF
03% our
an,(p+ q<<n,)s’annule pour les valeurs z,=o0, u = a,,.

Si donc nous dérivons I'équation F(z,,z)=o0 k fois, ol A est
inférieur & r,, nous obliendrons une équation qui devient une
identité pour les valeurs z3,=o0 et « =a,, et ne donne la valeur

Nous remarquons que toute dérivée d’ordre total inférieur
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correspondante d’aucune dérivée. Si nous faisons n, dérivations
successives, nous obtenons une équation qui, pour les valeurs 2, = o
et u = a,,y, devient

) wyn(228) + (5 “’) 0
- 1 = 0.
/ : ou™ / z,=0,u=a,, dz’{' 5,=0, U=,
Supposons que
omF

8
( ) <dz'," ):,:o,u:a,‘,¢ O

. . N » on
alors il doit en étre de méme de la valeur(—) , parce

ouns 5, =0, =0y,

que, dans le cas contraire, nous n’aurions pour z,==0 et u =a,,
aucune valeur finie de la dérivée «' et, par conséquent, il n’y
aurait pas de branche de « = ®(s) holomorphe dans le voisinage
de 3, = o0 et prenant pour 5, = o la valeur a,,.

Or, nous avons

o
(7)—:;’;')- - =(ny)! (byaltgt + baafs? +...4+b,) = (1.2.3...n¢) g (240),
1 =1=0, =0y

et, par conséquent, 'hypothése (8) est équivalente a I’hypothese
(9) q(aig) = brafgt 4+ bealig® +. ..+ byZ 0.
Si nous posons
p(T) ="+ @ T 4= @2, .- Ay T + Ap,

le nombre 2,4 est une racine du polynome p () et, par conséquent,
nolre hypothése (9) consiste en ce que les polynomes p(x) et g ()
ne doivent avoir aucune racine commune. Avec cette hypothése la
valeur a,; sera tirée de 'équation (7) qui peut s’écrire

(10) Pt (agg) (W)t (1.2.3...1) ¢(210) =o0.-

Nous en concluons que le nombre a,, ne dépend que de a4 et
des nombres ny, a,, b,, ay, bs, as, b;, ..., ay, b, et n; d’autre
part, le nombre %,, étant une racine du polynome p(z), ne dépend
(ue des n, a,, @, ..., a,; donc, le coefficient a,, ne dépend que
des nombres n, n; a,, @, ..., ay; by, by, ..., b, [et nullement
des autres coefficients des séries (5)], et il en est de méme des
coefficients analogues a3, a3y, ..., @, : C’est-a~dire, le coeffi-
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cient 2, (k=1,2,3,..., m) nedépend que des nombres n, n;; a,,
sy «.., @y; by, by, ..., b,, tandis que les coefficienls 2,,,
A3y + s Ooy qui sont des racines du polynome p(z), ne dépendent
que des nombres n, a,, a,, a,, ..., a,.

Nous sommes ainsi conduits a la conclusion que, si les poly-
nomes p(x) et g(z) n’ont aucune racine commune, le rayon R
indiqué dans le théoréme 1 ne dépend que des nombre «,, a.,
@y, <oy @y byy bay by, ..., b, des degrés (') ny, na, ..., n, des
systémes circulaires et du nombre n des branches de la fonction
multiforme donnée.

Remarque. — Si nous désignons par 5, et § deux valeurs
1

de 5™, on aura { =57, ott r est une n*"* racine de 'unité el,
var conséquent, la premiére série (1) se transforme, au fond, par
’ I ) )
1

la substitution 3™ == { = 3,14 n, fonctions holomophes :

A1o -+ Ay 31+,
Qo+ %47y By+...,
Qo+ A1 1r2 Ip+...,
..... ch e s eneeaaeny

Ayg— A Tn,—1 31+,

ou les 1, ry, rray ..., r,,_,, sont les n, racines de I'unité.

Donc aux n, branches du premier des systémes circulaires (1)
correspondent ces n, branches holomophes en 5,=o0 de la fonc-
tion « =®(3,); c’est pour cela que I’équation (10) est du degré n,
et donne, pour 3,=0 el & =a,,, n, valeurs de la dérivée v, qui
sont les ni™e* racines d’un nombre.

Nous avons établi le théoréme suivant :

- Tutorime 1. — Soit u = o(z) une fonction algébroide et finie
@ n branches () dans le voisinage de z = o, déterminée par

(') Qui sontici égaux aux degrés de multiplicité des racines du polynome p(2),
puisque nous avons

P (@) # o, P (ag) # 0, P("’_) (agp) Z0, .., P (amo) Z o,

par suite de ’hypothése (9).
(*) Si la fonction posséde une infinité de branches, nous envisageons un nombre
XLI. 23
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Uéquation

(1) f(3, ) =ur+ A () urt+ Ay (B)ur—2+...4+ Ay (U + A, (3) =0,
AM(B)=a; + biz+...,
A(3)=ar + byz—+...,
(12) et e Cheeeaeaee,
' Ape1(3) = @ny+bp_13+...,
Ap(d)=a, + byz+....

S z)pposons que les polynomes

pr)y=x"+a12"V+ asx" 24, .+ Ay T + ay,
q('.z') = bp’t"" -+ ng"—’—i- o= bn_l-’L' -+ b,L

n'aient aucune racine commune el désignons par ny, Ny, ..., Ny
les degrés de multiplicité des racines du polynome p(z).
1l existe un nombre positif

R=0(n, ny, ny. ..., np; ay, by, as, bs, ..., a,, b,)

ne dépendant que du nombre n des branches, des degrés de
multiplicité ny, na, ..., n, etdes coefficients a,, b,, as, b,, ...,
any by [t nullement des autres coefficients des séries (12)], tel
que, a Uintérieur du cercle

|ZI<R=0(H, Ny, Ngy ooy Ny Ay, bh Az, bh ceey seey Qpy bll)y

la fonction donnée ou bien posséde un point singulierdifférent
de z=o0, oubien prend au moins une fois l’une desvaleurs séro
et un.

3. Comme nous avons démontré dans le travail précédent [ Géné-
ralisation d’un théoréme de M. Landau (ce Bulletin, 1. XLI,
1913, p. 19-24)], le rayon R du théoréme ci-dessus énoncé doit
étre plus grand que les nombres ¢ (o0, %11), @(%a0y %2e)y ---s
®(%mos %mi), ol @ désigne la fonction indiquée par M. Landau
dans soun travail : Ueber den Picardschen Sats (Vierteljahrs-
schrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, Jahr-
gang 81, 1906) et déterminée par M. Carathéodory [ Sur quelques

fini n de branches algc¢broides en 2 = 0. On pourrait, d'ailleurs, sans diminucr
la généralité de la question, partir du point 5 == 0 avec un seul sysltéme circu-
laire de branches.
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généralisations du théoréme de M. Picard (C. R. Acad. Sc.,
t. CXLI, 1go5, p. 1213-12135)].

-Les nombres a4, a0, %305 -+., %mo sont les racines du poly-
nome p(z) et le module des nombres ay,, a3y, a3y, ..., %py est
donné par la farmule

nk/(1.2.3...0%)q (%)

a =
| ok | \ FIITTS,

(hk=1,2,3,...,m),

ol p™’ (z) désigne la dérivée d’ordre n, du polynome p(z); on
sait que les nombres ©(ak, 2x) ne dépendent que du module
de Akyo ’

Il faut remarquer que notre théoréme Il est beaucoup plus
intéressant que le premier, parce qu’il exprime le rayon R en fonc-
tion des nombresdonnés a,, b,, as, by, ..., a,, by nyny, nay ooy Ry
au lieu des nombres a,q, @y, %0, %21, - -, %mos %my qui sont diffi-
ciles a trouver et exigent la connaissance des systémes circulaires
des branches qui se permutent autour du point 5 = o. On sait que
la détermination des degrés de multiplicité des racines d’un poly-
nome p(x) est un probleme élémentaire de 1'Algebre facile a
résoudre, tandis que la détermination des sysiémes circulaires (')
se fait par une méthode de Puiseux qui est assez compliquée (Voir
E. Picarp, T'raité d’ Analyse, t. 11, p. 348-360).

Nous tenons ici 4 appeler 'attention du lecteur sur le fait que la
méthode que nous avons suivie poui' établic le théoréme 1I nous
a donné 'occasion d’obtenir le résultat suivant :

Soit u =1 (3) une fonction algébroide et finic a n branches
dans le voisinage de 5= o, déterminée par Uéquation

W+ Ay (3 urt 4+ Ay ()2 ...+ Ap(s) = o,
Al(sg)=a; +by5+..
Ar(s)=ar+byz+...,
........... .
Ap(z3)=a,+byz+. ...
Si les polynomes

p(r)=x"+ a "'+ a,a"r+...+ au,
(/(.Z‘) = byxr—1+ byxn-24 .. 4+ by x + b,

(1) Pour les fonctions algébriques.
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n'ont aucune racine commune, les branches qui, pour s = o,
prennent la méme valeur forment un seul systéme circulaire :
c'est-a-dire a chaque racine du polynome p(z) correspond un
seul systéme circulaire formé par des branches dont le nombre
est égal au degré de multiplicité de la racine.

4. Si la fonction donnée u=»(3) du théoréme 1l est holo-
morphe, nous pouvons prendre » =1 et nous aurons

p(x)=2z+ a,, q(.z‘):b,;

il faut donc supposer b, o pour que les polynomes p(z) et ¢(z)
n’aienl aucune racine commune et cela suffit évidemment. Nous
retombons ainsi au théoréme de M. Landau, qui se présente
parfaitement comme cas particulier de notre théoréme II corres-
pondant a la valeur n=1.

En terminant ce travail, je tiens a faire une comparaison de ces
résultats avec les autres que j'ai publiés dans les Comptes rendus
des séances de I’Académie des Sciences de Paris et les Rendiconti
del Circolo matematico di Palermo.

Les théorémes I et 11 de ce travail apportent au théoréme de
M. Landau une généralisation concernant seulementle point z =0
((ui peul étre un point critique algébrique poar un ensemble fini de
branches, tandis que les autres (publiés dans les Comptes rendus
el les Rendiconti), apporlent une généralisation plus étendue
comme concernant tout le domaine, dans lequel on envisage les
valeurs exceptionnelles, qui peut avoir des points critiques algé-
briques quelconques, mais elle est moins précise el moins fidéle a
d’autres points de vue.



