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SUR LA MÉTHODE DES RÉDUITES;

PAR M. A. PELLET.

1. Considérons le système d'équations

0) ^i—^i^Ci, t = = I , 2 , 3, . . . ,00,

les tp( étant des fonctions homogènes du premier degré des incon-
nues Xk-i

00

<p/ = a/i a;i -h. .. -+- aikXk -4-... = ̂  dikXki
k=i

et les a et les c des quantités données; en même temps, le sys-
tème des équations majorantes ( < )

W x,-^=c,, 1=1,2, . . . ,oo,
où Wi est une fonction majorante de y/,

oo

ir,==^A,/A,
^=1

A^|a//J et C^]c/| .

Si les premiers membres des équations (2) sont positifs pour
un système de valeurs positives des X : X;°\ ...,"X^ ..., les équa-
tions ( i ) admettent un système de solutions qui peut être obtenu
par la méthode des réduites.

( * ) Voir mon Mémoire Sur les équations majorantes {Bulletin de la Société
mathématique de France, t. XXXVII, 1909, p. q3).
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Observons cTabord qu^on peut supposer les quantités Xj^ égales
toutes à ï , par le changement de variables

a^X^.

Ainsi nous supposerons

I>^A^ ( 1 = 1 , 2 , . . . ,00) .

Remplaçons par zéro toutes les inconnaes, sauf Xi dans la i^"16

équation du système Xi—ç/==C(;elle donne alors pour Xi la
1 Civaleur ———; posonsï —au r

^•= —rj—— -^r-yi (l== T , '2, ...,00);ï — a, a

les équations eny, ont la même forme que les équations en x^ les
seconds membres seuls étant changés. Opérant sur les équations
nouvelles comme sur les précédentes et ainsi indéfiniment, on
obtiendra pour les Xi des séries absolument convergentes. En
effet, les opérations analogues effectuées sur les équations (2)
donnent pour les X^ des séries à termes positifs, supérieurs aux
modules des termes correspondants des séries Xi\ d^ailleurs on a

i — S "

C étant le plus grand des nombres Q et S la plus grande des
sommes supposée inférieure à ï ,

oe

^A//, ( t = I , . . . ,00) .

A=l

Cela posé, remplaçons par zéro, dans les m premières équations
du système ( ï ) , toutes les inconnues^, sauf celles dont les indices
sont inférieurs à m + ï , x\^ x^^ ..., Xmi et désignons par ^"),
.r^, .... x^ les valeurs que ces m équations donnent alors pour
ces inconnues. On a

p
-——o-^K^I ( t= i ,^ . . . ,m) ,
l —— 0//1

xui. 4
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Sw étant la plus grande des m sommes

VA,A (i=r,2, ..., m).
k==i

La série

a?</ï -+- (x^ — x^ ) -4-... -+- (^m) — x^-^) •+-...

est absolument convergente/et l'on a

X^) — X^-1^ | ^m)— .r^-^ |,

X(w) étant définie à l'aide des équations (2) de la même manière
que x^ à l'aide des équations (i). Posons

a,^)-.^-1) = u,, X^— X^-*) = U/ (i = i, ..., oo)

et remplaçons, dans les équations déterminant ^w), ..., ̂ ), ces
inconnues par rc^^-t- ^o pour i inférieur à m, sans modifiera;
les seconds membres de m — i premières équations s'annulent, et
ces équations deviennent

w — l
Ui—^aikUk—aimX^o (i = i, 2, ..., m — i),

^=1
^ = w — l w--l

(i-a^^).ry- ̂  a^^=^+^a,„A^/M-<)•
A=l Â-=l

Les équations déterminant U < , ..., U^-i et X^ sont majorantes
de celles-ci; ainsi la proposition est démontrée.

i7 / f \
2. Le rapport des deux fonctions, p1^. >

4-» -^-OB.

F(.r)= V an^, Fi(.r)= ̂  6^^,

peut être ordonné suivant les puissances positives et négatives de x,
et les coefficients du développement être obtenus par la méthode
des réduites, si l'on peut satisfaire par des valeurs positives de p à
Pinégalité
(i) Ao> Aip -+- A-i -+.••-+- A^p^ A-n^ +...,
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A.^1 a,» | pour toute valeur entière positive ou négative de /i,
mais AO$| CTo |î et le développement est valable au moins pour les
valeurs de x dont le module satisfait à cette inégalité, et qui
rendent convergente la fonction Fi(a-). Le terme OQ n'étant pas
nul, peut être pris égal à i et par un changement de variable au
besoin, on peut s'arranger de façon que l'inégalité (i) soit satis-
faite par p == i. Posons

Fi(^) -s CnXn\

on a, pour déterminer les c, les équations

bn == CTO Cn •+• ^l Cn - i -+• ̂ -l <*/»-M •+- ..•-+- ^m Cn-m -t- ^—m Cn-^m -4- • . • »

n prenant toutes les valeurs entières de — oo à + oo. On se trouve
bien dans le cas étudié tantôt.

Si l'on ajoute toutes ces équations, on obtient

Lorsque dn= a-m bn= b_n-> on aura aussi c,<== c_w. En efiet,
en retranchant les équations d'indices n et — /i, on a

0 = Cn — C-n. -+- Ci\ ( Cn—i — C-n-^i. •+• ^w-t-l — cn-\ ) •4- • • • ?

et le terme en Co disparaît. On pourra donc ne retenir que les
équations à indices positifs, en y remplaçant c_m par Cm {rn posi-
tif), et l'équation d'indice o.

De même, si a,,== a^m bn=— b_n^ il viendra c^==—c_^.

3. Soient
+ao -»-»

F(.r)= ̂  q^^, Fi(.r)== ̂  (--i)^'^.
n==—oo n==—ao

L'inégalité ( i ) est satisfaite pour des valeurs positives de p, si

i > 2(Q 4-Q4-^.. .4-Q71'-^...),

où Q représente le module de ^ , Q = = | y [ . L e s considérations
précédentes justifient donc dans ce cas la méthode suivie par



- 52 —

M. Appell [Bulletin de la Société mathématique de France,
i885, reproduite par M. Frédéric Riesz, dans son Ouvrage Les
systèmes d7 équations linéaires à une infinité d'inconnues^
p. i3 et suiv.). La continuité permet ensuite détendre le résultat
obtenu aux valeurs de q dont le module est inférieur à i et de x^

comprises entre les cercles de rayons | q \ et ——• Si Pon décrit de

Porigine comme centre des cercles passant par les divers pôles de
i c - Fi(a;) . . , p .la Fonction , on voit aisément que cette tonction peut être

représentée dans chacune de ces couronnes par une série de Lau-
rent; ces séries peuvent se déduire de Pune d^elles par le change-
ment de x en q~ïvx.

4. Revenons aux équations du n° 1. Si Pinégalité
30

r> V A,Â. (i== m-t-i, . . . ,oo)
ks=m+i

est satisfaite pour toutes les valeurs de i supérieures à m, on
pourra résoudre le système

m

Xi— ̂ i} == Ci-^-^^aucXk ( i = m - + - i , . . . , so),

où o^ est une fonction des x^ d4ndices supérieurs à m^ par rapport
aux inconnues Xm.-{.\i " " s ^*oo 5 substituant dans les m premières
équations, on sera ramené à un système de m équations du premier
degré à m inconnues. Dans le cas où les coefficients a sont
fonctions d^un paramètre ci), et toutes les quantités c nulles,
Pinégalité

CD

I> y^ \ik ( l = = W - i - I , . . . , o o )

k == m -+-1

étant satisfaite pour toutes les valeurs de module inférieur au
nombre positif û, il faudra chercher les valeurs de co, de module
inférieur à Q, qui annulent le déterminant des m équations
du premier degré restantes. C^est le problème qui se pose pour la
recherche des solutions irrégulières des équations linéaires.
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[ Voir mon Mémoire Sur les systèmes infinis d'équations
(Bulletin de la Société mathématique de France^ t. XLI^ IQI3,

P- '^C) . ]

( 1 ) Dans les n°* 3 et suivants de ce Mémoire, aN-hi doit être changé en
aN —i, et |^| supposé inférieur à un nombre positif qu'on peut assigner.


