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SUR LES INVARIANTS INTÉGRAUX DE LA PROPAGATION PAR ONDES;

PAR M. E. VESSIOT.

Dans un travail récent, paru dans ce Bulletin ( 4 ) , M. Dontot
a rappelé l'attention sur un invariant intégral de l'optique géomé-
trique indiqué par M. Hadamard ( 2 ) il y a quelques années, et
étudié les rapports de cet invariant avec les transformations de
droites en droites dites de Malus, c'est-à-dire qui satisfont à la
condition de changer les congruences de normales en congruences
de normales.

J'indique, dans les pages qui saivent, comment ces questions
peuvent se traiter, bien facilement, quand on envisage d'une ma-
nière tout à fait générale, au lieu de la propagation rectiligne de
l'optique classique, la propagation par ondes dans un milieu quel-
conque. On obtient même ainsi les démonstrations les plus immé-
diate de l'existence des invariants pour le cas des rayons recti-
lignes ; en même temps que l'on se rend compte de la véritable
raison du succès des méthodes précédemment employées pour la
recherche des transformations de Malus.

L'image mathématique de la propagation par ondes dans un
milieu donné, de nature invariable, est, comme je l'ai montré (s),

( [ ) Tome XLII, 1914, fasc. 1, p. 53.
( 2 ) C. R. Acad. Se., i4 mars 1898.
( 3 ) Bull. Soc. math. France^ t, XXXIV, 1906; Ann, Éc. Norm. sup., 3' série,

l. XXVI, 1909.
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un groupe à un paramètre de transformations de contact. La fonc-
tion caractéristique H(;Ti, x^ x ^ \ p ^ ^ p î i p î ) de la transformation
infinitésimale homogène de ce groupe caractérise le milieu. Si on
Régale à Punité, on obtient la condition de contact du plan

3

^,pi(^i— Xi) = i avec la surface d'onde quia le pointa 1,^2, x^)

pour origine.
Les éléments de contact sur lequel opère le groupe (G) consi-

déré sont définis par les coordonnées rectangulaires x\^ a?a, x^
d'un point A et les coefficients de direction p ^ p ^ t p ï d'un plan
passant par ce point. En assujettissant ces derniers à la condition
H = = i , on définit un vecteur normal à l'élément de contact (E)
considéré, et que rappelle le vecteur-indice^ parce que sa lon-

gueur N est l'inverse ,? de la vitesse V de déplacement normal,

en A, du front de toute onde dont (E) est un élément de contact.
Toute transformation de contact homogène laisse invariante,

3

par définition, Pexpression de Pfaffco== ^ ^ p i d x i . On en déduit
/ = = i

immédiatement, par le procédé de calcul et de différentiation
symbolique dont M. Cartan a tiré tant de beaux résultats, la série
des expressions différentielles symboliques introduites par lui
dans la théorie des expressions de Pfaf f ( 1 ) : et ce sont, par suite,
avec Pexpression o elle-même, les éléments différentiels d'une
suite d'invariants intégraux dont la forme est commune à toutes
les transformations de contact. Il n'y a plus qu'à les interpréter
pour obtenir en particulier des invariants intégraux de tout mode
de propagation par ondes.

Cette interprétation se fait sans peine au moyen du vecteur-
indice : les premiers invariants J< et Jg, d'ordres i et 2, sont
simplement le travail et le flux de ce vecteur-indice.

Chaque élément de contact (E) définit un rayon (R-), curviligne
en général, suivant lequel se déplace le point de cet élément, dans

( * ) Ann. de l'Éc. Norm.sup., 3* série, t. XVI, 1899, p. 239. — Ce même mode de
dédaction est employé, par M. De Donder, dans un article de ce Tome du Bul-
letin de la Société mathématique, mais sous une forme beaucoup plus com-
pliquée. Voir p. 91.
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l.i propagation de toute onde ayant (E) pour l'un de ses éléments;
de sorte qu'inversement à chaque point A d'un rayon (R) est
associé le vecteur-indice ( N ) de l'élément (E) qui se déplacerait
ainsi suivant le rayon (R). ]\ous disons que (E) et (R) sont
pseudo-orthogonaux. Les rayons (R) pseudo-orthogonaux aux
éléments d'une onde sont dits les pseudo-normales de cette
onde.

Les invariants J< et J^ sont ainsi relatifs à des courbes situées
sur les surfaces lieux de rayons, et à des surfaces traversées par
des congruences de rayons. Mais on constate que J, est un inva-
riant relatif pour les transformations infinitésimales tp(H/') , où le
facteur <? est arbitraire. Ces transformations faisant glisser les élé-
ments (E) le long des rayons (R) suivant une loi arbitraire, il en
résulte que î\ est un invariant pour un tube de rayons, et Ja un
invariant pour une congruence de rayons. La condition pour
qu'une congruence de rayons soit une congruence de pseudo-
normales s'exprime par l'évanouissement de ces invariants ( < ) .

L'invariant J 3 (en tant qu'invariant relatif) et l'invariant J^ pos-
sèdent la même propriété d'invariance pour les transformations
f(ïîf) et sont ainsi attachés aux familles fermées de oo3 rayons et
aux systèmes de oo^ rayons. On déduit de là une interprétation
de J^, qui généralise celle qu'a.donnée M. Hadamard pour les rayons
rectilignes de l'optique des milieux homogènes et isotropes.

L'étude des transformations des rayons résulte très simplement
de la réduction de tout groupe (G), par une transformation de
contact, à la forme canonique d'un groupe de translations. Les
transformations de Malus sont divisées en deux classes, suivant
qu'elles sont compatibles ou non avec la conservation des pro-
priétés élastiques du milieu considéré.

Les unes et les autres peuvent être réalisées en soumettant les
familles d'ondes à des transformations de contact : celles qui
laissent invariante la fonction caractéristique H et celles qui laissent
invariant le système différentiel qui définit les trajectoires de la
propagation.

Comme toute transformation de contact peut être obtenue au

( ' ) Ce résultat avait été indiqué par M. Cartan, pour les rayons rectilignes et
les congruences de normales {Bull. Soc. math. France, t. XXV, 1896, p. i4o).
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moyen d'une transformation de contact infinitésimale, et que
celle-ci correspond à une propagation d'ondes dans un milieu
convenablement choisi, il semble légitime d'en conclure que toutes
ces transformations de Malus pourraient être obtenues en faisant
traverser aux rayons, produits dans le milieu donné, une couche
d'un milieu auxiliaire convenable, à la sortie de laquelle ils ren-
treraient dans le milieu donné ou dans un second milieu à surfaces
d'ondes homothétiques à celles du premier (suivant qu'il s'agit des
transformations de la première ou de la seconde classe). Mais la
démonstration rigoureuse de ce résultat nécessiterait de nouvelles
recherches.

J'ai indiqué en terminant comment la méthode de M. Bruns (4) ,
pour trouver les transformations de Malus, résulte immédiatement
de la réduction du groupe des dilatations à un groupe de trans-
lations.

I. — INVARIANTS INTÉGRAUX.

1. Rappelons d'abord les principes de la propagation par ondes
dans un plan donné (2).

Tout point A du milieu est susceptible d'émettre, à chaque
instant ^o? i1^ onde qui, à chaque instant ultérieur <o+ t•s est? au
point de vue géométrique, une certaine surface S. L'homothétique
de cette surface S, prise par rapport à A, dans le rapport d'homo-

thétie -» tend vers une surface limite S, lorsque t tend vers zéro.

Cette surface limite S ne dépend que du point A, si l'état élas-
tique du milieu est stationnaire, c'est-à-dire indépendant du
temps : ce que nous supposerons. On Rappelle la surface d'onde
ayant A pour origine.

Le mode de propagation est entièrement caractérisé par la
famille des oo3 surfaces d'onde ayant pour origines les divers
points de l'espace. On les définit analytiquement de la manière
suivante :

Soient {x^ x^ x^) les coordonnées rectangulaires d'un point A ;

( !) Das Eikonal {Abh. der k. sàchsischen Ges. de/' Wiss.^ iSgS).
(3) E. VESSIOT, Bail. Soc. math. France, t. XXXIV, 1906, p. 230-269; Ann.

Éc. Norm. sup., 3e série, t. XXVI, 1909, p. 4o5-448.
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écrivons Inéquation générale d'un plan sou la forme

(1) /?i(Xi—3-i)4-/î2(Xî—.r2)-4-7?3(X3—a'3)=i.

La surface d'onde, d'origine A, sera représentée par l'équation
qui exprime que le plan (i) lui est tangent et l'on supposera cette
équation tangentielle mise sous la forme

(2) H(.ri,.r2,a7s; pi.p^ps) = i,

H étant une fonction homogène du premier degré en p ^ p î ^ p n -
Le mode de propagation correspondant a alors pour expression

géométrique le groupe (G) de transformations de contact homo-
gènes, à un paramètre, engendré par la transformation de contact
homogène infinitésimale (<) ayant pour fonction caractéristique H,
c'est-à-dire dont le symbole est le crochet de Poisson-Jacobi

V /àîl âf àH ^/\(3) w-SA^^^é) 1

Voici ce qu'il faut entendre par là : la transformation générale du
groupe (Hy) est donnée par les formules

(4) a,,= .̂(.̂  ̂  ̂  ; p^pi.pï 1 1 — fo) (l == i, 2, 3),
(5) pi-= SiW.x^ x^, pî,pî,pï 1 1 - to) (i = i, 2, 3),

qu'on obtient en intégrant le système canonique

(6) ^ ^ (.=.,.,3),

(7) î=-^ (——,»,3),

avec les conditions initiales

(8) .r/==a7°, P I ^ P Î ( ^ ' = i » ^ » 3 ) > pour t == to'

Le paramètre du groupe est

(9) e= / - f o .

( 1 ) S. LIE et F. ENGEL, Théorie der Transformationsgruppen, t. II, p. 262-
364.
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Les fonctions^- et les quotients des fonctions gi sont homogènes
de degré zéro en p^ ps-, py : on peut [considérer le groupe comme
opérant sur les variables x\, x^ x^ et les rapports des variables JD( ,
p2i pîf qi11 définissent un élément de contact composé du point
de coordonnées x^ x^ x^ et du plan, passant par ce point, normal
à la direction dont les coefficients de direction sontjo^pa^s-

Cela posé, Ponde qui provient, au bout du temps 9, d^une onde
origine quelconque, donnée au temps ̂  se déduit précisément de
cette onde origine en appliquant à ses éléments de contact la trans-
formation (4 )? (5). Le principe des ondes enveloppes ou principe
de Huygens équivaut à ce fait que cette transformation est une
transformation de contact : c'est-à-dire que la propagation des
ondes se fait par éléments de contact.

Les équations (4) définissent oo^ courbes, qui sont les rayons
de la propagation. Dans le déplacement d'un élément de contact,
défini par les équations (4), (5) de la propagation, le point de cet
clément décrit un rayon, et le plan de cet élément prend en chaque
point du rayon l'orientation déterminée par les formules (6).

Ces formules, qu'on peut écrire

( 1 0 ) dx\ dxî dx^
~àîT == ~àÏT == "JÎT
api àpî àps

se résolvent en p^ p^^ psi et donnent

àQ
( 1 1 ) ^==^ (^= I^3^

en introduisant Péquation ponctuelle de la surface d'onde d'ori-
gine (a?i, ^3, .ys) sous la forme

(12) Q(X^XÎ,X^ X i — . r ^ X a — a ^ X a — a ^ ^ î ,

où Q(rCi , x^ x^ ; ^, ç_», $3) est homogène du premier degré en C i ,
^25 ^37 et en posant, pour abréger Récriture,

(13) Q = û(.yi,a*2, x^\ dx^ dx^ dx^).

On peut considérer ces formules comme établissant, en chaque
point (a?i, .Ta? ^3)? une correspondance entre les directions
{dx^ dx^ dx-s) des éléments linéaires de ce point et les orienta-
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fions ( p t - , p 2 i p 3 ) des éléments de contact de ce plan, qui se réduit
à Porthogonalité dans le cas d^un milieu isotrope et homogène.
iNous rappellerons la pseudo-or thog'onalité; et nous dirons, par
suite, que les rayons qui servent au transport des éléments de
contact d^une surface sont les pseudo-normales de cette surface.
Ils sont, du reste, les pseudo-normales de oo1 surfaces, qui sont
les états successifs d^une onde dont la surface considérée serait
la position initiale : c'est la généralisation du théorème de
Malus.

L/ensemble d^une telle famille de ^ surfaces, ou famille
d'ondes^ est représentée par une équation

04) f(^i^î^ï) = t,

où / est âne solution de Inéquation (2) considérée comme une
équation aux dérivées pîirtielles, c^est-à-dire dans laquelle on a
posé

(i5) P^i, (^=i,2,3).

Réciproquement, toute solution de cette équation aux dérivées
partielles fournit Inéquation ( i4) d^une famille d^ondes.

2. Pour chaque élément de contact, défini par x^ x^ x^ et les
rapports de p^ /?a, /?3, nous adopterons pour p < , j » 2 ? ?3 les valeurs
déterminées qui satisfont à Inéquation (2). Cela est possible, parce
que H est un invariant du groupe (G), et que, par conséquent,
inéquation (2) reste invariante par ce groupe. Soit A le point
(x^ ^2? ^s) : a chaque élément de contact dé ce point correspond
ainsi un vecteur N, perpendiculaire à cet élément, ayant pour
origine A et pour composantes les valeurs p ^ p î i p s qui satisfont
à inéquation (2).

Pour interpréter ce vecteur N, imaginons une onde quelconque
contenant inélément de contact en question (E), à ininstant t : les
valeurs p^ p^ p^ sont alors données par les formules ( i5) , Fonde
faisant partie de la famille dnondes représentée par inéquation (i4) ?
et le vecteur N a pour mesure, sur la normale à inélément de

contact (E), la dérivée normale -,-» cUest-à-dire ininverse N == ^ de
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la vitesse V == -,- de déplacement normal du iront de toute onde
contenant (E), évaluée au point A. On peut appeler ce vecteur 1\
V indice du milieu^ relatif à l'élément de contact E.

Si l'on introduit la surface d'onde ayant A pour origine, le plan
tancent (P) parallèle à l'élément de contact (E) a précisément
pour équation l'équation (i) avec les valeurs adoptées pourri ,
j p - 2 - > p 3 ' Si l'on désigne par M le point de contact de ce plan (P)
et par K le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur (P), h1

vecteur AK est le vecteur V, vitesse du front de l'onde, et IF
vecteur AM est le vecteur vitesse v dans le mouvement du point A
sur le rayon qui est pseudo-normal à l'élément (E) : ce qui donne,
en particulier, la définition géométrique de la pseudo-orthogo-
nalité ( 1 ) .

Il convient d'observer que la fonction H a, en général, une
homogénéité positive seulement; ce qui tient à ce que, pour
chaque élément de contact (E), on doit tenir compte du sens de
propagation de l'onde à laquelle on le considère comme apparte-
nant : les vecteurs V et ]\ seront dirigés dans ce sens de propaga-
tion. On peut dire que l'on considère chaque élément de contact
comme dédoublé en deux, ayant chacun une face déterminée, qui
correspond au côté de l'espace vers lequel cet élément commencera
à se déplacer.

3. L'introduction du vecteur-indice N permet d'interpréter, au
point de vue de la propagation par ondes, les invariants intégraux
communs à toutes les transformations de contact homogènes,
c'est-à-dire à toutes les transformations infinitésimales de la
forme (3).

Le plus simple de ces invariants résulte de ce que ces transfor-
mations de contact homogènes sont entièrement définies (2) par la
propriété de laisser invariante l'expression de PfafT

(16) to ==^ptdXt\

(1) Cela résulte do fait que les équations paramétriques de la surface d'onde
sont : X^—a';= — — ( i = i , 2 , 3 ) . Voir Ann. Éc. Norm. sup^ 3e série, t. XXVI,
1909, p. 4^ et 436.

(3) S. LIE et F. ENGEL, Théorie der Transformationsgruppen, t. II, p. 'i^..
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ce qui donne l'invariant intégral caractéristique de la propagation
par ondes : c'est le travail du vecteur-indice

(17) Ji== Au = Fîicos(^,ds)ds,

qui supplique à tout cent inu à une dimension composé d'éléments
de contact (;r<, x^ x^ pi : p^ :7?s).

Ce continu (K) est un arc de courbe CD, portant, en chacun de
ses points A, un élément de contact (E) de ce point. A chacun
de ces éléments de contact correspond un rayon : si ces rayons
sont tous confondus, Parc CD est pseudo-orthogonal à tous les
éléments (E) considérés et Pon a, diaprés les équations (6) et (2),

3 3

(18) <o ^'^pidxi-^^^pi—dt == Hdt == dt.

En supposant, pour plus de netteté, que (o reste positif quand on
se déplace de C en D, Ji est donc, dans ce cas, le temps que met
une onde quelconque, pseudo-orthogonale à CD en C, à se pro-
pager jusqu'en D : dans son évolution, cette onde balaie alors
le rayon CD en lui restant constamment pseudo-orthogonale.

Le cas général donne, comme on va voir, une interprétation
analogue. Les rayons pseudo-normaux aux éléments (E) du con-
tinuum (K) engendrent une surfac'e (^); en chaque point M de
cette surface (s) son plan tangent contient un élément linéaire
appartenant à Pélément de contact pseudo-orthogonal au rayon
qui passe en M; nous dirons que cet élément linéaire est pseudo-
orthogonal au rayon. En unissant ces éléments linéaires, on
obtient une famille de courbes de (^), pseudo-orthogonales aux
rayons qui engendrent (^), et, par conséquent, des bandes ^élé-
ments de contact ayant les rayons considérés pour pseudo-normales.
Ces bandes appartiennent, par suite, à une infinité de familles
d'ondes : on peut, pour définir Pune de ces familles, se donner une
onde initiale quelconque, pourvu quelle contienne, par exemple,
celle des bandes d'éléments de contact en question qui contient
Pélément (E) porté par le point C. Nous avons ainsi une fa-
mille ( i4) bien déterminée.

En chacun des points de Parc CD, les valeurs (i5) des dérivées
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de la fonction y coïncident avec les valeurs données, en ce point,
pour les coordonnées du vecteur N ; car ces dérivées doivent satis-
faire, comme les pi donnés, aux conditions de pseudo-orthogo-
nalité des rayons considérés et à l'équation de condition (2). On
a donc ici

3

(19) ^Sâ^'^-

En supposant encore que (0 reste positif quand on se déplace
de C en D, on voit dès lors que J< est le temps que met une onde
à balayer la courbe CD de G en D, cette onde étant telle qu'en
chaque point A de CD elle soit tangente à l'élément de contact (E)
donné.

Nous avons montré, dans un travail précédent, que cette durée
de transmission d'un ébranlement de G en D est maxima quand
on assujettit l'onde à demeurer constamment pseudo-orthogonale
à la courbe CD ( < ) : cette courbe est alors, pour la surface (^),
une sorte d'arête de rebroussement, car elle est l'enveloppe des
rayons qui engendrent cette surface.

Dans tous les cas, cette durée de transmission ne dépend que de
la famille d'ondes et des points G et D, et non de la courbe CD
particulière choisie.

A. Cette dernière remarque met en évidence une propriété
essentielle de l'invariant J< et, par suite, de ceux que nous en
déduirons plus loin. Il suffît, pour y être conduit, de faire abstrac-
tion des éléments de contact et de ne faire intervenir que les
rayons. On peut, à cet effet, considérer chaque vecteur-indice N
comme attaché, non à l'élément de contact (E) auquel il se rap-
porte, par sa définition première, mais à l'élément linéaire de
rayon {dx^ dx^ dx^) pseudo-orthogonal à cet élément de con-
tact (E) : en d'autres termes, ce seront les formules (n) qui dé-
finiront, analytiquement, les composantes de ce vecteur-indice.

( 1 ) Ann. Éc. Norm. sup., 3e série, t. XXVI, 1909, p. 44o-443- — ̂  maximum
est ce que nous avons appelé la durée de propagation le long de CD. Il suppose la
concavité des surfaces d'onde. Son expression analytique est l'intégrale curvi-

ligne J == /a, prise le long de CD. C'est la généralisation du chemin optique.
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Par suite, à chaque rayon (R) est attaché, en chacun de ses points,
un vecteur-indice N, défini par la direction de ce rayon en ce
point.

On peut dès lors, dans ce qui précède, partir de oo1 rayons (R)
engendrant une surface (^), et considérer un arc de courbe CD
tracé sur cette surface. Cet arc suffit à définir l'intégrale 3^ si Von
convient qu'on prendra pour vecteur-indice N, en chaque point
de (.?), celui qui correspond au rayon (R), générateur de la sur-
face (^), passant en ce point. Si l'on désigne par ç,, i^ ^3 les
coefficients de direction de ce rayon, et par ûç la fonction
iî{x\, ^25 x ' s '•) Sn ^27 Sa)? <L sera l'intégrale curviligne, prise suivant
une courbe tracée sur (.?),

"-' ^-/i '̂-
Cela posé, la propriété annoncée est que cette intégrale Ji ne

dépend, dans ces conditions, que des extrémités de l'arc d'inté-
gration, à condition que la variation de cet arc CD se fasse d'une
manière continue et dans une région de (s) telle qu'on puisse lui
appliquer la construction géométrique du paragraphe précédent.
Elle résulte immédiatement de ce fait que la famille d'ondes qui
résulte de cette construction ne dépend que de la surface (5), et
non de la courbe CD considérée sur cette surface.

S JNous obtiendrons directement, parle calcul, un résultat plus
général, en calculant la variation de J< dans l'hypothèse où l'on
fait varier les éléments de contact { x ^ p ) suivant les trajectoires
de la propagation, mais en laissant arbitraire la manière dont ils
décrivent ces trajectoires. Les variables x^ x^ ^3, p^ p^ ps
subissent alors des variations de la forme

(^o) .̂== 9^^ (î=i,2,3),

(21 ) o/^-y^^ (t=i,2,3);

y est un facteur arbitraire : on supposera, par exemple, que c'est
une fonction arbitraire de x^ x^ ^3, p^ p^ ^3, si l'on veut con-
sidérer cette variation comme une transformation infinitésimale.
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Comme il résulte de ces formules que 3H est nul, les vecteurs-
indices N seront échangés entre eux, car la condition (2) restera
invariante.

On a ensuite

( vî ) û(x) = ô S pi dxi -==. d^pi ^xi 4- 2 Spi âxi — 2 ̂ Xi dpi
= d(Q H) §M — 9 dH Su == H S^ d^.

Si donc on tient compte de la condition (a), on obtient

(î3) 8o> == d^ ÔM-,

c'est-à-dire la formule cherchée

(24) 8Jl=[^]gô^.

Si l'on suppose, en particulier, que G et D restent fixes, on est
dans les conditions du paragraphe précédent, et l'on retrouve bien
ce résultat que J< reste alors constant ( < ) .

6. D'autre part, SJ< est encore nul, si les points G et D sont
confondus, c'est-à-dire si SJ< est pris suivant un contour fermé.

En d'autres termes, J< est un invariant relatif pour les trans-
formations infinitésimales y (H,/) où y est arbitraire, à con-
dition qu'il soit pris suivant une ligne {fermée) tracée sur une
multiplicité H == const.

C'est donc un invariant, au point de vue de la propagation, pour
le cylindre fermé, formé de rayons, constitué alors par la sur-
face ( s ) que fournit le continuum fermé considéré (n° 3).

Pour l'interpréter, nous imaginons un tube (.?) de rayons et,
sur ce tube, les trajectoires pseudo-orthogonales des rayons; et

( 1 ) Si l'on suppose qu'un arc (CD) donne soit tout entier dans une région telle
que par deux points de cette région passe un rayon et un seul, on pourra construire
une surface (s) dont un rayon sera le rayon [CD] joignant G et D, et dont les
autres rayons joindront deux à deux les points de l'arc (CD). Le résultat pré-
cédent prouve alors que l'intégrale (19) prise suivant le,rayon [CD], c'est-à-dire
l'intégrale J = / û est égale à l'intégrale ^ prise le long de l'arc (CD), sur

1 rcette surface (s). Or celle-ci est moindre que l'intégrale S == j SI, comme nous
^(CD)

Favons rappelé a la fin du n° 3. On démontre donc ainsi, d'une manière bien
simple, la propriété de minimum des rayons relativement à l'intégrale J = j Q..
Cf. Ann. Éc. Norm. sup., 3*» série, t. XXVI, 1909, p. 447-448'
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nous remarquons que Pintégrale J ^ , prise sur (^), suivant un arc
(Tune telle trajectoire est toujours nulle, puisque cos(N, ds) est
alors nul tout le long de Parc. Une trajectoire pseudo-orthogonale,
partie d'un point A d'un des rayons (R) constituant le tube, revient
couper ce même rayon, en un point A7, après avoir fait le tour du
tube; et l'on peut alors revenir de A' en A en suivant le rayon (R) :
l'intégrale J < , prise suivant le chemin fermé ainsi constitué, se
réduit à la durée de propagation de A' en A, le long du rayon (R) ;
elle a la même valeur quel que soit le point A considéré sur le
tube et pour tous les rayons (R) du tube, et elle est égale à l'in-
tégrale J^ prise sur le tube le long de toute courbe fermée faisant le
tour du tube une seule fois ( < ) .

Elle est nulle si la trajectoire pseudo-orthogonale considérée se
ferme, et toutes ces trajectoires se ferment alors en même temps.
C'est le cas où le tube de rayons est formé de tous les rayons
pseudo-orthogonaax à une même onde, aux divers points d'un
contour fermé simple pris sur cette onde.

Cet invariant jouera le rôle de période^ si l'on se propose de
trouver la valeur générale de l'intégrale J< pour tous les arcs tracés
sur (.?) entre deux points donnés. Et l'on aurait une généralisation
facile en prenant pour ( s ) des cylindres fermés, formés de rayons,
d'une nature plus compliquée que les tubes simples précédents.

7. De la forme linéaire différentielle (16) on déduit une suite
de formations invariantes donnant des invariants intégraux mul-
tiples, d'ordres croissants, par le calcul symbolique employé par
M. Cartan dans son étude du problème de Pfaff( 2 ) . Ce sont, avec

(1) M. Cartan a développe ces considérations pour les tabès réglés et les trajec-
toires orthogonales des génératrices, ainsi que celles qui en résultent pour les
congruences de normales, dans un article sur les intégféales de l'espace réglé
{BulL Soc. math. France, t. XXIV, 1896, p. i6o-i65).

( 2 ) E. CARTAN, Ann. Éc. Norm. sup^ 3e série, t. XVI, 1899, p. 244-253. Voir l'In-
troduction de cet article (p. 241-242). Comparez aussi l'article déjà cité de
E. CARTAN, Bull. Soc. math. France, t. XXV, 1896, p. 140-177). Une exposition
systématique du calcul des expressions différentielles multilinéaires est donnée,
avec des notations moins condensées, par M. De Donder, dans une publication
récente {Bull. Acad. royale Belgique : Cl. Sciences, n° 12, i9i3, p. 1043-1073 ).
— Voir aussi dans ce Tome XLII du Bulletin de la Société mathématique,
p. 91, les démonstrations données, par M. De Donder, relativement à l'inva-
riant de M. Hadamard.
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les notations mêmes de M. Cartan,

3

(î5) o/ =^dpidxi,
1 = 1

(26) o/'^œo/ ={p3dp^p^dp^dx^dx^(p,dp^-p^dp,)dx^dx,

4- (/?2 ̂ i — Pi dpî ) dxi dx^
( 27) to" == ^ 0/2 = ̂  ̂  ̂  ̂  _^ ̂  ̂  ̂  ̂  _^ ̂  ̂  ̂  ̂

(28) o*v= too)" == (p, dp, dp^p^ dp, dp^p^ dp, dp^) dx, dx^ dx^

(29) (x)V = ^ 0/3 = — ûÇpi ̂  0^3 ̂ , ̂ 3., ̂ .

La dernière est nulle identiquement, puisque nous assujettissons
les variables x,, x^ x^, p^ p^ p^ à vérifier la relation (2). Les
formes (o' et co"7 sont les plus intéressantes, parce qu'elles sont
invariantes par les transformations <?(H,/), et, par suite, corres-
pondent à des propriétés géométriques des systèmes de oo2 et
oo4 rayons. Cette invariance tient, pour (o', covariant bilinéaire
de o), à ce que l'intégrale

oo) ^yy,
est égale, en vertu de la formule de Stokes, à l'intégrale J, prise

suivant un contour fermé (n° 6). Celle de (o'̂  -i.to'2 en résulte
2

L'interprétation de Ja est en effet immédiate : il faut associer à
chaque point A d'une portion de surface (<r) un élément de con-
tact (E), suivant une loi quelconque. On peut alors considérer
les oo2 rayons (R) qui sont pseudo-orthogonaux aux éléments de
contact (E) considérés; et les oo3 vecteurs-indices associés à ces
rayons en leurs divers points; J, est le flux du tourbillon du
champ de vecteurs ainsi défini à travers la surface (o-), et sa valeur
est la même que celle de J, prise, suivant le contour de (o-), sur le
tube de rayons qui sert de frontière au continu formé des
oo2 rayons (R) considérés.

Inversement, on peut se donner une congruence (C ) de rayons,
en détacher un pinceau quelconque, limité par un tube de rayons
de cette congruence, et couper ce pinceau par une surface quel-
conque qui donnera l'aire (<r) considérée ci-dessus.

Pour que l'intégrale Ja soit nulle, quel que soit le pinceau
xui. .,



— 186 —

détaché dans (C), c'est-à-dire pour que J , soit nulle suivant un
contour fermé entourant un tube quelconque de rayons apparte-
nant à la congruence (G), il faut et il suffit que les composantes
P^ P2? pz ties vecteurs-indices (N) composant le champ associé à
la congruence (C) soient des fonctions de x^ x^^ x^ telles que

^ = ^ . p i d x i soit la différentielle totale exacte co = dt d'une
i'.=-. i

fonction t =f\x^ x^ x^),
Cela équivaut à dire qu'il y a une famille d'ondes ( i4 ) dont les

pseudo-normales se confondent avec les rayons de la congruence
(C), comme satisfaisant au même système différentiel (10).

En d'autres termes, la condition que Jg soit nul pour t o u t
pinceau (ou que J< soit nul pour tout tube) de la congruence est
nécessaire et suffisante pour que cette congruence soit une con-
gruence de pseudo-normales ( < ) .

8. Pour interpréter l'invariant intégral(3I) ^-ffff-'"'
il faut introduire un continuum (v) de oo1 éléments de contact, et ,
par suite, une portion limitée, à quatre dimensions, du système
des oo4 rayons de Pespace. Le continuum (v) pouvant, diaprés ce
qui précède, être choisi arbitrairement, pourvu qu^il contienne
un élément de contact pseudo-orthogonal à chacun des oo4 rayons
(R) formant le pinceau à quatre dimensions considéré, on pourra
supposer qu'il est formé en coupant ce pinceau par une surface
auxiliaire quelconque (2) sur laquelle il déterminera une aire (<r) :
par chaque point A de cette aire passeront oo2 rayons (R) du
pinceau, à chacun desquels correspondront l'élément de contact
(E) pseudo-orthogonal et le vecteur-indice N relatif à cet élément
(n°2) .

( ' ) Pour les rayons rectilignes et les congruenceg de normales, les faits ana-
logues ont été signalés par E. Cartan {Bail. Soc. math. France, t. XXIV, 1896.
p. i6:i).

( 2 ) Nous appliquons ici, au cas général, le mode d'interprétation imaginé par
M. lladamard pour les rayons rectilignes (J. HADAMARD, C. JR. Acad. Sc.^ i4mars
1898). — Cf. l'article de M. DONTOT, Bull. Suc, math. France^ t. XLII, 1914,
p. 7->--;8).
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Alors les coordonnées x^ x^^ ^3 sont des fonctions de deux va-
riables u^ u^ qui varient dans un champ (U), et p ^ p ^ j p s sont
des fonctions de quatre variables u^ ^, (< , ('2, les variables ^,
(^2 variant, pour chaque système de valeurs u^ u^i dans un champ
V (u) correspondant. Et l'on a

(3.) -00-= ^p^^^^l^^^
à{ui,u^) à(v^ pa) 1 2

^^3^) ̂ ^/(^^)

à(Ui,u^) à ( v i , V î )
^^^ y^)

^(Mi, ^2) ^n^)

c est-à-dire que l'élément différentiel de J/. est le produit géomé-
trique scalaire des deux vecteurs qui figurent respectivement les
aires élémentaires de la surface (o-) au point A, et de. la surface
fîguratrice ( 1 ) balayée par l'extrémité du vecteur N, lorsque A
reste fixe.

Or la normale à cette surface nguratrice, dont l'équation est
l'équation (2), où l'on considère p { i p - n ps comme des coordonnées
ponctuelles, a pour coefficients de direction -,—» —9 — : sa di-àpt ôpt àps
rection est donc celle du rayon (R) auquel est attaché le vecteur-
indice N (n° 4). Si donc on désigne par dv la mesure de l'aire
élémentaire de la surface o-, et par rfv celle de l'aire élémentaire
de la surface figuratrice, par n la direction de la normale à la sur-
face (<r) et par R celle du rayon, on peut écrire

(33) —(^^(^(R,»)^^.

Mais on peut aussi remplacer d^ par sa valeur (2)

(34) d^W——d———.c o s ( K , i N )

( * ) Noas employons le mot utilisé par M. Hadamard dans ses Leçons sur te
calcul des variations^ t. I, p. 92.

( 2 ) Cette formale, considérée souvent comme évidente, s'établit facilement par
le calcul symbolique. En désignant par <Xp a,, a^ les cosinus directeurs de N, on a

^ = N a ;
et

cos(H, N ) o?v =-. a.^dp^dp^-\-... --= o^rfNa^ (^N03-4-...
= ai [ N rm ( a^ d^— ̂ d^ ) -4- N^rfa^ag] -+-...--. N^âi d^ d^ -+-...) =-- ̂  d^.
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en introduisant l'angle solide dv. balayé par l'extrémité du vecteur
directeur de N ; et l'on arrive pour Jj» à la formule définitive

'"/fff"'^^
qui généralise la formule donnée par M. Hadamard ( * ) pour le cas
de la propagation rectiligne en milieu isotrope

[N == const.; cos(R, N) = r].

9. Comme G/" provient de - (i/ par difierentiation symbolique,

l'intégrale J^ est égale à la moitié de Pintégrale

(36) J'=-///to'•

prise suivant la multiplicité fermée à trois dimensions qui sert de
frontière au continuum (y) considéré au paragraphe précédent;
cette intégrale Ja possède, dans ces conditions, le même caractère
d'invariance que J^. Elle correspond donc aux continuums fermés
de oo3 rayons.

En chaque point de Paire cr, on aura à considérer des vecteurs-
indices N dont Pextrémité décrira sur la surface figuratrice une
courbe fermée (c).

Désignons par de Pangle d'un de ces vecteurs avec le vecteur
infiniment voisin, et considérons le vecteur dont les composantes

(37) pî dps—ps dp^ ps dpi—pi dps, pi dp^—p^ dpt

figurent dans o/'.
On peut y considérer la caractéristique d comme celle du dé-

placement sur la courbe (c), parce que x\, ^2, x^ dépendent de
deux variables u^ u^ seulement, alors que j9i, j0a, ps dépendent
de u^ Uî et d'une autre variable v correspondant au déplacement
sur (c). La longueur de ce vecteur est N2^, de sorte qu'on a l'in-
terprétation

(38) —w'== Nîcos^/z)^^,

( 1 ) C. R. Acad. Se., i^ mar*; 1898.
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n' désignant la direction normale à la fois au vecteur-indice N et
au vecteur-indice infiniment voisin.

10. Quant à l'intégrale

09) ^-ffff^

on ne peut la considérer que prise suivant une multiplicité

ouverte; sans quoi elle serait nulle, étant égale à — f o^ dès
qu'elle est prise suivant une multiplicité fermée.

Elle n'a donc que l'invariance par la propagation considérée ;
et n'est plus un invariant attaché à des systèmes de rayons. Son
élément o»^ est, à un facteur namérique près, le produit

(4o) ^dwdy.,

où figure l'angle solide balayé par le vecteur-indice, et l'élément
de volume dw de l'espace ; car le facteur de dx\ dx^ dx^ dans (o^
est le triple du volume élémentaire balayé par le vecteur-indice.

C'est le résultat trouvé, par une voie toute différente, par
M. Hadamard, dans le cas des milieux isotropes homogènes ( * ) .

II. — TRANSFORMATIONS DES RAYONS.

11. Les expressions différentielles co, a/, a/, o^, co^, ^ sont
invariantes par toute transformation de contact homogène; de
sorte que les invariants intégraux, précédemment étudiés, relatifs
au mode de propagation défini par une fonction

\\{x^x ^ ^ p ^ p ^ p î )

particulière^ se conservent aussi par toutes les transformations de
contact homogènes qui laissen inaltérée Inéquation (2) : comme
cette équation n'est pas homogène en p\^p^ /?a, ces transfornr.i-
tions sont celles qui laissent invariante la fonction H elle-même (2).

(!) C.B. Acad. Se., i4 mars 1898. — C/. DONTOT, Bull. Soc. math. France^
t. XLII, 1914, p. 72-75. _

( 2 ) Une transformation de contact qui cliange H en une autre fonction H doit
être considérée comme changeant le milieu donné M en un autre milieu M. Elle
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Elles forment un groupe (F), dans lequel est invariant le groupe
(G) de la propagation : ses transformations infinitésimales ont
pour fonctions caractéristiques les intégrales, homogènes du
premier degré en p^ p^. ̂ 3, de Inéquation

(4i) (H/)=o.

Pour étudier ce groupe, nous le ramènerons à une forme cano-
nique, en réduisant H elle-même, par une transformation de
contact homogène, à la forme canonique p s .

Nous écrirons Pune de ces transformations canonisantes :

(42)

^•== G, (371,^2,^2; Ri, P^Pî) ( t=-=I ,2 , 3),

Ç, == PI, (a?l, ̂ ,^3; PÏ^PÎJ Pt) (t= », 2),

f qs== H (x^x.î, .2-3; pi, pî, pz),

en désignant pary<, y^ y ^ ' i q\i y 21 </3 1e8 variables transformées.
Le groupe de la propagation devient, par elle, le groupe ( g ' ) des
translations

(43) yi=^î, .r2==yS, y3==^S+o; qi^q9 (^= i ,2 ,3) ;

ce qui équivaut à ce fait que le groupe (G) lui-même, en tenant
compte de la condition (2), a ses oo4 trajectoires définies par les
équations

< 4 4 ) G,=j.î, G2=^, Hi==^, B,==^ H = i ,

si l'on considère dans ces équations y\i y^i ^\f ^ comme des
constantes arbitraires. En éliminant p^ p ^ - s R s entre ces équations,
on aurait les équations des oo4 rayons, qui sont aussi caractérisés
par les quatre constantes arbitraires y ̂  yS, ̂ , ^^.

La même transformation canonisante (42) ramène (r) au
groupe (v) formé des transformations de contact homogènes
(eny i , y2 ,y3 ; û^, û^a? Qï) q111 laissent q^ invariant. Les équations

•conserve les invariants intc^graux en question, si l'on tient compte, dans les ex-
pressions de ces invariants, de la modification du milieu. Nous supposons, au
contraire, dans le texte, qu'on doit toujours appliquer ces invariants au milieu
<lonnë M.
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Hmes de l'une quelconque des transformations de contact

/ ^ \ y ' i ^ ^ i ^ y ^ y ^ y ^ q ^ q ^ q ï ) , ^;-==Q/(yi, jr2,^3; q^q^q-^
\ (^1,2,3)

de ce groupe (y) contiennent donc Inéquation q 3== q 3. Des rela-
lions de S. Lie (1),

(46) (Y, Y/,) - (Q,Y/,) == (Q,Q,,) = o, (Q,Y,) == i (i ̂  k),

on conclut donc, à cause de Q^s=q^^ que Y < , Y 3? Qn Q2 n^ dé-
pendent pas de ya, et que Y 3 est de la forme

(47) ^3== ̂ 3+^(^1,^2; y i » ^ 2 , ^ 3 ) .

Si ron tient compte des degrés d'homogénéité, et si l'on pose

/ / o \ ^i ^ ^2 , . y'i / q'î ^
(4o) "T'^'"'511 T T ^ ^ 2 » ^ - = = ' s l î T T ' ^ ^ z »

^3 ^3 <73 ^3

la tranàformation (45) s'écrira

( y'i= A,(yi, y2;-Si^2) ( t = i , 2 ) ,
i ^- =B/(y i ,^2 ;^ l ,^2) ( t = I , 2 ) ;

avec

(^o) y3=y3--^(yi,^'2;^i^2); ^3= ys-
3 3

Et l'identité ^.qidYi= Sî^y/ Ï5e ^duira à
i i

( 5 i ) Bi â?Ai + Bî dA.î = ^i (fyi + Zî dyï-\- d^.

On a donc le groupe (v) en partant du groupe des transforma-
tions (49) qui laisse invariante, à une différentielle totale
additive près, l'expression de Pfaff^i dy^ +^2 dy^ ; et en faisant
Vextension de chacune de ces transformations définie par les for-
mules (5o) et (48), où la fonction A s'obtient, à une constante
additive près, au moyen de la quadrature

( 02 ) d^ === s\ dy\ -+- ̂  dy^ — Zi dy^ — z^ dy^.

Le groupe (yo) d65 transformations (49) considérées a été intro-

( 1 ) S. LIE et F". ENGEL, Théorie der Transformationsgruppen, t. II, p. 137.
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duit par S. Lie(1). On peut aussi, comme Fa remarqué M. Cartan,
le définir par Finvariance de Pexpression bilinéaire

dy^ dzt 4- dy^ dz^ (î ).

Cest un groupe simple et ses transformations infinitésimales sont
de la forme (K/), K étant une fonction quelconque de y,, y 3 ;
^,M3)-

12. A chaque transformation de contact du groupe (F) corres-
pond donc une transformation (4g) du groupe (yo)- ^a signifi-
cation de celle-ci résulte de la forme (44) des équations des
trajectoires. En effet, en tenant compte des degrés d^homogénéité
et posant
(\'\\ P^ — J ^2 7{ 3 Ï ) — = <i, — = ^

PS PS

on peut poser

(54) G,=y/0i, ^2,^3; ^1, lî), H^== H ^,(^1,3-2,^3; ^1, ^î) ( t =1,1),

et les équations des trajectoires deviendront

(55) ^-y?, ^=^° (^=i , -2) ,

.}'î?yï? z0^ ^2 etaat les coordonnées de l^une quelconque de ces
oo'* trajectoires, ou de celui des oo4 rayons qui lui sert de support.

Une transformation quelconque de (F) est définie par Félimi-
nation des y et des q entre les équations (4^), les équations
analogues écrites avec les lettres accentuées, et les équations (48),
(49), (5o). Elle entraîne donc les équations

(56) ^(.r'I^A.O-l^), ^(;r'|Q=B,(y,^) ( ^=1 ,2 ) ;

c^est-à-dire quelle change chaque trajectoire (55) en la trajectoire
dont les coordonnées y^, y^$ ̂ , z^ sont données par les équa-
tions
(57) y? = A,(yo ( ̂  ^ = B,(^O | ̂ ) ( ,=1 ,2) ,

qui sont les équations de la transformation (49)-

OS. LIE et F. ENGEL, Théorie der Transformationsgruppen, t. II, p. 128, ISQ,
282, 25g, 260.

(2) E. CARTAN, C. /?. Acad. Se., 21 mai 1907.
3) S. LIE, Leipziger Berichtef 1896, p. 292.
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Donc la transformation (49) donne la loi (Rechange des oo4 tra-

jectoires par les oo1 transformations du groupe (F) qui lui corres-
pondent au moyen de la quadrature (52), et par l'intermédiaire
de la transformation canonisante (42).

13. Les transformations du groupe (F), laissant invariante
l'équation aux dérivées partielles (2) des familles d'ondes,
changent toute famille d'ondes en une autre famille d'ondes. Elles
échangent donc les oo2 trajectoires qui servent à la propagation
d'une famille d'ondes, en oo2 trajectoires associées de même à une
même famille d'ondes.

On peut dire, d'autre part, qu'elles échangent les rayons de la
propagation, si l'on convient d'opérer sur un rayon en opérant
sur les éléments de contact auxquels il est pseudo-orthogonal
(nM).

Donc les transformations du groupe (F) changent oo2 rayons qui
sont les pseudo-normales d'une famille d'ondes en oo1 rayons
jouissant de la même propriété. Et, par suite, les transforma-
tions (49) qui donnent, au sens indiqué, la loi d'échange des
oo1 rayons par les transformations homologues de (F), changent
toute congruence de pseudo-normales en une congruence de
pseudo-normales : on peut dire que ce sont des transformations
de Malus.

14. Réciproquement, imaginons une transformation quel-
conque (4p) opérant s or les coordonnées des oo4 rayons, et cher-
chons à exprimer qu'elle change toute congruence de pseudo-
normales en une congruence de pseudo-normales.

Il faut examiner pour cela comment doivent être choisies, en
fonction de deux paramètres i^, u^ les coordonnées y \^y\ ; z^ z°
des trajectoires (55) pour que celles-ci soient les trajectoires de
propagation d'une famille d'ondes ; car dès que la congruence de
rayons est donnée, les trajectoires auxquelles ces rayons servent
de support s'en déduisent par l'adjonction à chaque point de
chaque rayon de l'élément de contact pseudo-normal au rayon en
ce point.

Des équations (55) on passe aussitôt aux équations (44); et en
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leur adjoignant l'équation auxiliaire

(^8) G3=^,

où u sera un troisième paramètre, on aura défini en fonction de
ff^ ^i , u^ les coordonnées x^ x^ x^ ; p ^ p ^ ^ p^ des éléments de
contact correspondant à la congruence de rayons considérée. Et
nous savons que la condition qui exprime qu41s appartiennent aux
oc1 ondes d^une même famille est que l'expression

3

(16) co==Vp,û^
<==!

soit, en u^ u^ ^2, une différentielle totale exacte (c/. n° 7). Car,
s41 en est ainsi, P intégrale ( ==f^x^, x^ x^) de cette différentielle
est une intégrale de Inéquation aux dérivées partielles (2) des
famille d'ondes, a cause de la dernière des équations ^44)? e t?
inversement, si les éléments de contact considérés sont ceux d'une
famille d'ondes, t=f{x\^ x^^ ^3), les pi sont proportionnels aux
dérivées -—> et leur sont, par suite, respectivement égaux-à cause
de la même relation H == i .

Or la transformation (42) est une transformation de contact
homogène, et Pon a Pidentité

3
(59) Hi ̂ Gi+ HÎ dG^ Ha dGs =^.pi dxi,

f=i

d^où Pon conclut, pour les fonctions de ^, u^ u^ considérées,
Pidentité

3

^60} ^pi dxi^du^z\ d'y\ -+- ̂  dy^,
i==i

en tenant compte des équations (44) €t (58).
La condition cherchée est donc que Pexpression de Pfaff

(61) zï dy\ -r- zï dy^

soit, en u^ Us? une différentielle totale exacte.
Donc, pour qu^une transformation (4ç) soit une transformation

de Malus, il faut et il suffit quelle possède la propriété suivante :
Pour que z\ dy\-\-z^dy'^ soit une différentielle totale, il faut et
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il suffit que ^ < dy\ -r- z^dy^ en soit une. Autrement dit, l'équation
symbolique

( 6-2 ) dzi dy^ 4- dz.2 dy^ = o

doit être invariante. Les équations de la transformation doivent
donc conduire à une identité

(63) dz\ dy\ -4- dz\ dy\ == p(û^i dy^ 4- dz^ dy^),

en la différentiant symboliquement, on trouve l'identité nouvelle

(64) o == d^(dz^dy^-^dzîdyî),

d'où l'on conclut sans peine que p est une constante.
Les transformations de Malus sont donc celles qui multiplient

par une constante la forme différentielle dz^ dy\ + dz^dy^^
c'est-à-dire qui donnent lieu à des identités de la forme

(65) z\ dy\ -h z\ dy'^ — p(^i dy^ ̂  dy^} == ̂ ,

p désignant une constante et A une fonction des y^ Zn y^ z\.
En d'autres termes, on a affaire aux transformations en { x ^ p )

de S. Lie ( 1 ) , et l'on ne retombe sur les transformations précé-
demment rencontrées que dans le cas où la constante p est égale
à l'unité.

15. On retrouve les transformations de Malus générales en
considérant le groupe (F') formé des transformations de contact
homogènes qui laissent invariant le groupe (G); chacune d'elles

multiplie la fonction caractéristique H par une constante - » diffé-
rente de i en général ( 2 ) .

Opérons comme au n° H, sur la forme canonique de (G). Le
seul changement est celui de l'équation q'^ == ^3, qui doit être ici
remplacée par q ' ^ = = q ^ : p . L'équation (47) est, par suite, rem-
placée par

(66) y\ ̂  py? -+- <î»(yi, yi ; yi, ^2, qs) ;

( 1 ) S. LIE et F. ENGEL, Théorie der Transformationsgruppen, t . II, p. i3r
(2) Ibid.f p. 264 et 267.— Les transformations infinitésimales de ce groupe (F')

sont les intégrales des équations (H/) == cH, où c est une constante arbitraire.
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et les équations (5o) deviennent

(67) ^3= PY3— ^(yi»^;^!,^), ^3= ̂ 3.

Par suite, l'identité Sg^dy/== ̂ q^dy\ donne alors

(68) Bi ci\t -h Ba 0^2 = p(^i ûÇri-4- s^ dy^) -h rf^,

ce qui fournit, pour la transformation (4 9) des rayons, la propriété
caractérisée par l'identité (65).

Inversement, toute transformation (49) appartenant au groupe
(y^) caractérisé par la forme d'identité (65), c'est-à-dire toute
transformation de Malus, peut être étendue, au moyen des for-
mules (67) et (48); la fonction ^ résultant de l'intégration de la
différentielle totale (63). Elle provient donc effectivement de
l'une des transformations de contact qui laissent invariant le
groupe (G), et même de oo1 telles transformations.

Mais, si p n'est pas égal à un^ ces transformations modifient en
réalité la nature élastique du milieu, puisque tout se passe comme
si chaque surface d'onde était remplacée par son homothétique
par rapport à son origine, avec un rapport d'homothétie constant
égal à p : c'est en effet ce qui résulte du changement de H en - H
dans l'équation tangentielle (2) des surfaces d'onde.

16. En ce qui concerne les invariants intégraux, l'application
de la transformation canonisante (42) met en évidence le fait
que Ja et J/, sont attachés à des systèmes de rayons ; car, en tenant
compte de la condition q^ == i , on déduit de ïipidxi= ̂ qidyi les
expressions

( 69 ) t</ == dst dy^ -+- dzï dy^ w'" = — dz^ dz^ dy^ dy^

où n'interviennent que les coordonnées constantes de chaque
rayon.

On vérifie de plus que les transformations du groupe (F) donnant
lieu à l'identité (5a), il en résulte immédiatement par différen-
tiation symbolique l'invariance de a/; et, par suite de (x)'" (déjà
remarquée au n°ll) . Les invariants Ja et J^ ne sont donc pas
altérés par ces transformations.

Au contraire, les transformations du groupe (F7), comme le
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montre la différentiation symbolique de l'identité (65), multiplient
Ja par p et Jj^ par p2. Il en est donc de même des transformations
de Malus, qui ne laissent invariants Ja et Jji que dans le cas parti-
culier p = i.

17. Dans le cas d^un milieu homogène et isotrope, on a

(70) H==^v^î-t-/^4-pj,

n étant une contante qui est la longueur constante du vecteur-
indice. On peut ici la supposer égale à Punité.

On peut alors prendre pour transformation canonisante :

ci ==/?i, <jî=p^ y3=v //?î-+-/?j-+-/?3^
(70 pi DÎ i—————,————r^s

1 yi==^——a?3-^ y ^ ^ — — a . ^ , y^ == ^ p\ +^j 4-^| —-.

Les équations du rayon qui est ici normal à un élément de
contact '( x < , x^ x^\ p ^ p 2 ^ p s ) quelconque étant

(72)
Xi — x\ Xg — a'2 _ X 3 — x-\

Pi ~ Pî ~ PS '

y\ et ya sont les coordonnées, dans le plan X3==o, du pied du
rayon dans ce plan, et nos deux autres coordonnées

(73) ^=^=-===- ^ql-———pî———^3 \/pï-^-pï-^pï ^ i \/pï-^pî-^pï

sont les deux cosinus directeurs du rayon relatifs à Paxe des x^ et
à Paxe des ^2-

On retrouve donc les variables introduites par H. Bruns dans
sa théorie de YEikonal (1).

La variable y3 est, de plus, la distance du pied du rayon à un
point quelconque de ce rayon.

On voit donc que le succès de la transformation de M. Bruns
tient à ce qu/elle change le groupe des dilatations en un groupe
de translations.

(*) Abhandiungen der k. sàchs. Geselischaft. der IViss., t. XXI, 189.5.
Cf. F. HANSDORFF, Leipzigen Berichte, 1896.


