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SUR LA DENSITE DES ZEROS DES SERIES DE FONCTIONS
ET LES SINGULARITES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES;

Par M. Georces Rémounpos.

INTRODUCTION.

Ce travail peut étre considéré comme suite d’un autre publié
dans le méme Recueil [ Contribution a la théorie des singula-
rités des équations différentielles du premier ordre (Bull.
Soc. mathém. de France, t. XXXVI, 19o8)], dans lequel jai
fait une étude systématique de I'équation différentielle

d
(a) L =hy e+ flz, ) (Ao

qui présente des circonstances particuliéres, lorsqu’il s’agit de
Pexistence d’une intégrale holomorphe et nulle en z =o.

Considérons A\ comme un parameétre variable, les coefficients
de f(x,y) étant supposés donnés et fixes, et désignons par (L)
I’ensemble des valeurs de A pour lesquelles I'équation (a) admet
une intégrale holomorphe et s’annulant en z = o. Dans leurs
mémorables Recherches sur les propriétés des fonctions définies
par des équations différentielles (Journal de I’Ecole Poly-
technique, Cahier XXXVI, 1856, p. 161), Briot et Bouquet ont
étudié I'ensemble (L) dans le cas trés particulier ot f(z,y) ne
contient pas y (est une fonction de x seulement) et ils ont établi
que dans ce cas ’ensemble (L) coincide avec 'ensemble des zéros
d’une fonction entiére. Dans mon travail ci-dessus cité, j'ai
démontré que 'ensemble (L) ne contient aucune valeur positive
dans le cas ou I'équation () a la forme générale, mais o les coeffi-
cients de f(x,y) sont supposés réels et négatifs.

Dans ce travail je démontre que, dans trois cas trés étendus
(ne s’éloignant que trés peu du cas général), U'ensemble (L) n’est
pas un domaine du plan de la variable A.

Mes recherches ont montré que I’étude de la puissance de I’en-
semble (L) se raméne 4 ’étude de la puissance de 'ensemble des
points pour lesquels une série de polynomes converge vers zéro
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avec une rapidité tellement grande que la n*™ racine du terme de
rang n tende aussi vers zéro. L’étude des séries de polynomes & ce
point de vue m’a conduit & quelques théorémes intéressants en
eux-mémes et utiles pour le probléme de I’équation (a), qui fait
Pobjet principal de ce travail.

CHAPITRE 1.
‘QUELQUES THEOREMES SUR LES SERIES DE FONCTIONS ALGEBRIQUES.

1. Envisageons la série

O 1P, [VP@® ), VP& - (VP&

ot P,(z)=A,(5—an)(5—an)...(5— awn) est un poly-
nome du degré n.
Nous établirons le théoréme suivant :

Tutorime I. — St la série (1) converge uniformément dans

B ’ o Ny
un domaine D vers la constante zéro, la quantité ‘/A,, tendra
vers zéro.

Jexposerai ici une démonstration de ce théoréme que M. P.
Montel a bien voulu me faire connaitre.

En effectuant d’abord la transformation (2, 5 + k), qui ne change
pas le coefficient A,, nous pouvons supposer que le domaine D
contienne le point z = o.

D’aprés un théoréme de Cauchy, nous avons

M
(2) |An|<-R—u’

M désignant le maximum de [P, (z)| sur un cercle C de centre
origine et de rayon R contenu dans le domaine D. Mais, la série
convergeant uniformément dans le domaine D vers la constante
zéro, étant donné un nombre positif quelconque ¢, on peut lui
faire correspondre un entier n, tel que pour n > n, et pour tous
les points du domaine D on ait

[VPa(z)| <
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et, par conséquent,
WA <.

La formule (2) nous donne

v < LTl
et nous montre que la quantité /A, tend vers zéro, parce que le
nombre ¢ peut étre arbitrairement petit.

Nous remarquons que par ce procédé nous obtenons le méme
résultat en supposant que la suite (1) converge uniformément vers
zéro sur une circonférence de cercle, puisque la transformation
(5,5 + h) ne change pas le premier coefficient A, et transforme
un cercle en un aultre cercle.

Nous avons donc, aussi, le théoréme suivant :

Tuatoreme II. - 8¢ la série (1) converge uniformément sur
une circonférence de cercle vers la constante zéro, la quantité
n/— ’

VA, tendra vers zéro.

2. Considérons maintenant une série de Maclaurin

n=—-+ e

(3) PIEACIED

n=0

ou les coefficients @, (}) dépendent d'un paramétre A et sont
supposés, pour fixer les idées, des polynomes en A. Donnons la
définition suivante :

Nous dirons que la série (3) converge pour z = z,, uniformé-
ment dans le domaine D du plan A, vers une fonction f(A) lorsque,
4 tout nombre positif €, on peut faire correspondre un entier v tel
que, pour n > v et pour tous les points du domaine D, I'inégalité

SR —=fa(M)[<e

soit satisfaite par la valeur 5 = 5,, fn()) désignant la somme
des n premiers termes de la série

n=+w®

Z an(\) a0,

n=0



— 134 —

Considérons maintenant la série

ol ap (A) = Py () gu, Pu(X) désignant un polynome par rapport
au paramétre A et ¢, désignant une quantité ne dépendant que de n
telle que [W;' tende vers 'infini avec n. Considérons aussi une
valeur positive p et un domaine D du plan X et supposons que la
série (4) converge pour 5 =p, uniformément dans le domaine D
du plan A; alors la définition ci-dessus donnée entraine la consé-
quence que, & chaque nombre positif 9, on peut faire correspondre
un ‘entier v et que, pour n>v et pour tous les pomts du
domaine D, on ait
[an(M)]pm <6
ou bien
[Pa(M) ] gulon <P
‘et, par conséquent,
n I ",/6 l
VP | < —%
Wl
D’autre part, & chaque nombre positif e on peut faire correspondre
un entier n, ne dépendant pas de A tel qu’on ait I'inégalité

vl
pl’(/—,,

parce que le premier membre de cette inégalité (5) tend vers zéro

(3)

avec — et ne dépend pas de .
n

Si donc nous désignons par 7 le plus grand des nombres v et 7y,
nous aurons 1'inégalité

(6) VP.(h) | <,
satisfaite pour n >>T7 et pour tous les points du domaine D; par

‘conséquent, la quantité |y/P, (1) I tendra avec’i‘ uniformément vers

zéro, parce que l'entier 2 ne dépend pas de ).
n=—+ o

Nous remarquons maintenant que la série Z a,,()\)p” se

n=20
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raméne 4 une suite de polynomes en A
(7) i), frA), i), o, fa V), .

ou f, (A) désigne la somme des n premiers termes.

Si donc la série
n—=-w

(8) > anen
n=0

converge, dans un domaine A du plan A, vers une fonction f (1),
on peut, d’aprés un théoréme bien connu, trouver dans le domaine A
un autre domaine D dans lequel la série (8) converge uniforme-
ment vers f(\) (voir P. MonteL, Legons sur les séries de
polynomes a une variable complexe, p. 108-100; Gauthier-
Villars, Paris, 1910); alors, d’aprés la conclusion ci-dessus
obtenue, la suite

(9) 1PiWI1, VPO VP ..., VP 0,

convergera vers zéro uniformément dans le domaine D.
Nous avons donc établi le théoréme suivant :

Tutorizme 1. — Soct la série
n=—- o
(10) 2 gnPu(X) 22,
n=y

ol qu est une quantité dépendant seulement de n telle que
[V/qn]| tende vers Uinfini avec n et P, (X) désigne un polynome
en A

Si cette série (10) converge dans un cercle (

(1) |z| SR
pour tous les points d’un domaine A du plan )., nous pouvons

trouver dans le domaine A un autre domaine D, dans lequel
la suite

(2)  [PaN), VPN, VPOl .y VP09,

converge uniformément vers séro. St donc nous posons

(13) Po(A) = Ag Mt ...
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en supposant que le degré de P, (\) soit égal a n, la quantité
IC’AnI tendra vers séro, d’'aprés le théoréme I.

Ces théorémes seront appliqués dans le Chapitre suivant.

CHAPITRE 1L

APPLICATION A UNE SINGULARITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

3. Considérons I’équation différentielle
(14) zt = =Ay+f(z,y)  (AFo)

ot f (z,y) désigne une fonction holomorphe des z et y dans le
voisinage de £ = o et = o et s’annulant pour ces valeurs des x
et . Nous supposons, bien entendu, que la fonction f(w,y) ne
contienne pas de terme de Ia forme Xy

On sait que, en faisant sur I’équation des différentiations suc-
cessives, nous obtenons une série de Taylor

(15) y=cr—+cr*+c3x3+...+CpTt+. ..

répondant aux conditions initiales (x =0, y = 0) et satisfaisant
formellement & l'équation différentielle (14); mais, dans les
exemples les plus simples, cette série est dlvergente (elle n’a pas
de cercle de convergence).
Dans le Tome I de son Traité d’Analyse (p. 39), M. Picard
traite 'exemple
zt /4 =Ay+azx
dz i
et Briot et Bouquet, dans leur Mémoire Recherches sur les pro-
priéteés des fonctions définies par des équations différentielles
(Journal de U’Ecole Polytechnique, Cahier XXXVI, 1836),

ont examiné la forme particuliére

(16) z’% =Ny + zA(x).

Si nous posons

AMx)=ay+ a,Z + @22+, ..+ apxt+...,
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Briot et Bouquet ont établi le théoréme suivant :

Pour que U'équation (16) admette une intégrale holomorphe
dans le voisinage de x = o et*s’annulant pour x =o, il faut
et il suffit que le nombre )\ soit un zéro de la fonction entiére

H(z)=ay+ S Dy ;‘_"‘———z"—n-. ‘oo
1 1.2 1.2.3...n

Si nous considérons  comme un paramétre, le théoréme de
Briot et Bouquet montre que les valeurs de A, pour lesquelles
Péquation (16) admet une intégrale holomorphe et s’annulant
pour z = o, forment un ensemble dénombrable et ne poss¢dent
d’autre point-limite que l'infini.

4. Dans un travail publié en 1908 dans le Bulletin de la
Société mathématique de France (Contribution a la théorie
des singularités des équations différentielles du premier ordre,
t. XXXVI, 19o8), nous avons fait une étude approfondie, dans le
méme ordre d’idées, du cas général (14) concernant I'ensemble (L)
des valeurs du parameétre A, pour lesquelles l'équation admet
une intégrale holomorphe et s’annulant pour z = o. Dans le travail
ci-dessus cité, nous avons démontré I'absence de I'intégrale holo-
morphe et nulle en z =" dans le casou A > o0 et tous les coeffi-
cients de f(z, y’) sont des nombres réels et négatifs.

Les théorémes que nous avons établis dans le premier Chapitre
de ce travail nous permettront d’étudier 'ensemble (L) dans lc
cas général o les coefficients de la fonction f(z,y) sont des
nombres quelconques.

Soit

(17) Sf(=,5)
=zA(x)+z\(2)y + A(Z) 2+ As(Z) y3 4.+ Ap(Z) i ...

et supposons que les fonctions

At '\: \1

2 oz Y gt

soient aussi holomorphes dans le voisinage de z = o0; en d’autres
XLII. 10
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termes, nous supposons qu’on ait
Au(zx)=zB,(x) (n=2,3,...),

ott B, () est holomorphe dans le voisinage de z = o.
Si nous considérons une expression de la forme

(PP oo (2 Yom,y
nous appellerons poids différenticl de cette expression le nombre

Ri+ 20+ 33+, ..+ R,

Si nous différentions n fois I'équation différentielle (14), le
terme Ay donnera l’expression Ay{?), le terme z?y’' donnera
pour z = o Pexpression n(n —1) y(»=1), le terme z A, (z)y don-
nera pour £ = o et ¥ = o une expression de poids différentiel égal
au plus & n — 1, et tous les autres termes

x2By(x)y?, x2By(2)y3, ..., zB,(z)y", ...

donneront pour z = o et ) = o des expressions dont le poids diffé-
rentiel sera au plus égal & n — 2. Grice & ces propriétés, on peut
démontrer facilement que le coefficient ¢, est un polynome de

R . .
degré n par rapporté 3, s’il en est ainsi pour les coefficients pré-
cédents ¢y, Cay C3y ...y Cn_y- Ll est aussi évident que, si nous posons

cp==P, (%), les termes de plus haut degré dans le poly-

nome P, (%) ne sont fournis que par les termes z2y', Ay, z A(x)
ctz Ay (z)y; il est méme clair que, si nous posons
A(z)=a +d z+...,

A(z)=o 1+ x+...,

les seuls termes de ’équation différentielle qui contribuent 4 la
. . . 1 _—
formation du premier terme du polynome P, <-X) ordonné suivant
. . I N
les puissances décroissantes de y sont z?y', Ly, az et a, Ly
Si donc nous ne voulons calculer que le premier terme du

1 s . ¢ (e Ve
polynome P, (7> » nous pouvons nous borner i 'équation diffé-
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rentielle

(18) @y =Ny +az+ 2y zy.

Soit ‘
Y =T+ 32 Yp T+

la série de Taylor qui satisfait formellement & I'équation (18), qui
nous donne la relation suivante de récurrence :

(19) An=(R—1—21) Yn-1;

nous avons aussi

Yi=— 5

Nous en tirons

o —2(i—a)(2—2)(3—a))...(n—1—a,)
n= A

ou bien

(20) ~{n=—%l.z.}}...(n—l)((_%ﬂ) ([__f‘;[) (I_%')_“<I_n2l>

et cette valeur de va est exactement le premier terme du poly-

1
nome ¢, =10, (7> .
: %
Pour que la série (15) représente une fonction holomorphe dans
T . . . ny;=—
le voisinage de z = o, il faut que la plus grande limite de I\/c,,
. . . o, N T .
ne soit pas l'infini et, comme la quantité y/1.2.3...(n — 1) tend &
infini avec n, si nous posons

P,=1,2.3...(n —1)Q, <-)‘t>’

il faut que la quantité |{/Q, | tende vers zéro avec ,—IL

Si nous posons
Qa (%) = Qa(p) = Aupt 4+ App 4=t 4. ca+ Apn <|"" = L) ’

nous avons

o e (=3) () (=3 - )
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On en déduit

9” 0
[ —=]|1— -
i 2
Soit (') A <8 < k + 1. Nous écrirons

0 0 0
)  1maize (- o) () - (=)

olt nous avons posé

[An|2]2]

0 0 .
I—gl.--ll—':» ou 0=l¢il.

q:

a(.—e)<._g)...(._g>l.

La formule (21) entraine

0 n—1-k
huiza (1 )

ALl> 0 \—lk+1) 0 \»
'~'=‘7(‘—k+1> ('—'m '

Il en résulte
n 0 \—th+ D) 0\
\/7('_k+1) (l—k—l—l)

2 E
et cette formule montre que la quantité |'\'/A:,,| ne tend pas vers

ou bien

N I .
Zero avec —,? puisque son second meml)re tend vers 1 — lorsque

0
k41
I'indice n croit indéfiniment; donc, d’aprés le théoréme III du
premier Chapitre, la série '

[Q(wl, V@G, V&L .., V&, ..

ne saurait converger vers zéro dans un domaine du plan de la
variable p. Par conséquent la série (15) ne saurait avoir un rayon
de convergence plus grand que zéro pour des points A formant un
domaine (une aire).

(1) Il faut exclure ici le cas o a, est égal & un nombre entier positif, puisque
dans ce cas, si, par exemple, a, =k, nous aurons y,,, = o, tandis que les y,,
Yy +-+1 Yi seront différents de zéro; alors, il n’est pas sir que I'équation diffé-
rentielle (18) suffise pour nous donner le premier terme du polynome

P.(w) =P,(5)-
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Remarques. — Si le coefficient «, est nul, nous aurons des
expressions plus simples

th=— s ta3...a=1), As=—2

. sy . )y
et nous voyons immédiatement que lim VA, | =1.
La formule (20) suppose que a5£0; si a= o, on aura y, = o.
Supposons, en général, que le développement taylorien de A (z)
commence par le terme az*; nous aurons alors

a
1= 0, 2= 0, ceey Yh=0, Ykk+i=_‘i

et la formule (19) de récurrence sera applicahle‘ depuis la
valeur n = k + 2 et nous donnera

Yu="")\,,i_k(k+l)(k+2).“(n—l)<[—ICL-;[.)(‘_IC:I—Q)'"(I_H“—'!).

Le polynome Q, () sera de degré égal & n — k et nous aurons

. a _ %y __i_ .. _ - 7
An= 1.2.3...k(' l‘—i—l)(l k+2) (' n——l)

et cette expression de A, ne difféere de I'expression (20') que par

un facteur constant (indépendant de n); donc la quantité “’/A,,'
ne tend pas vers zéro.

8. Nous pouvons obtenir le méme résultat dans le cas ol la
fonction f (z, y) est de la forme

(22) f(z, y)=2'B(z)+2A(2)y + 2B (2)y2+ As(2) y3+...

qui se déduit de la forme générale (17) en supposant que les

fonctions
A(z)=xB(z) et Ay(z)=axBy(=x)

s’annulent pour z = o. Les fonctions B(z) et By(x) sont, bien
entendu, holomorphes dans le voisinage de z = o.

En effet, dans ce cas, le coefficient ¢, de la série (15) est nul,
et si nous faisons la substitution y = x w dans 'équation différen-
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tielle donnée, nous obtenons I’équation

(23) z'w'= v+ Az B(2) + z[A () —1]w + 2By () w?
“+ 22 Az(2) w3+ 23A, (z)wh+. ..

qui est de la forme du numéro précédent, puisque les coefficients
de tous les termes, dont le degré en w est plus grand que 'unité,
contiennent le facteur z2.

D’autre part, il est clair que, pour que I'équation donnée (22)
admette une intégrale holomorphe et nulle en £ = o, il faut et il
suffit qu’il en soit ainsi de DPéquation transformée (23), pour
laquelle ’ensemble (L) n’est pas un domaine d’aprés la démons-
tration du numéro précédent.

6. Supposons maintenant qu’on ait
A(o)=o0" et A'(0) =o0;

alors le développement de A () commence par un terme du second
degré en z et nous avons

A(z) = 22B(x),

ou B(z) est une fonction holomorphe dans le voisinage de z = o.
Dans ce cas, I'équation différentielle est de la forme

(24) 21y’ = 23B(2)+ Ay + A (2) ) + As(2) 72+ Ay (2) P +...

et, si nous y effectuons la substitution y = z*w, nous obtenons
P’équation transformée

(25) 20w =)lw+2B(x) ‘
H+z[A1(x)—2]w + Ay (Z) 220+ Aj(@) Tt i+, ..

qui est de la forme du n° 4, puisque les coefficients de tous les
termes, dont le degré en w est plus grand que 'unité, contiennent
le facteur z2.

D’autre part, grice & la forme du terme z3B(z), les coeffi-
cients ¢, et ¢, de la série (15) seront nuls, et, par conséquent,
pour que l’équation (24) admette une intégrale holomorphe et
nulle en z = o, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de ’équation
transformée (25), pour laquelle '’ensemble (L) ne saurait contenir
un domaine d’aprés la démonstration du n° 4. Il faut seulement que
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le nombre A, (0)— 2 ne soit pas un entier positif et pour cela il
suffit de supposer que le nombre A,(o) ne soit pas un entier
positif.
Nous avons donc établi le théoréme suivant :

Tutoreme IV. — Soit U'équation différentielle

(26) x’j‘—y=1y+f(z‘,y) (A # 0),
7
o la fonction
Sz, y)=x2A(x) +xA(2)y + A (Z) Y2+ A3 (2) Y3 +...+ Ap (&) yr+...

est holomorphe dans le voisinage des x =o et y = o, s’annule
pour x=o et y=o, et ne contient pas de terme de la formely.
Supposons que le nombre A,(0) ne soit pas égal a un entier
positif, considérons \ comme un paramétre variable et dési-
gnons par (L) l’ensemble des valeurs de \ pour lesquelles
l’équation (26) admet une intégrale holomorphe et s’annu-
lant en z = o. Cet ensemble (L) ne contient pas de domaines
(aires) du plan '\ dans les trois cas suivants :

a'. Lorsque les fonctions
1 1 t .
FA,(&‘), FAQ(Z‘), ®cey ;;A,,(w)[ou n;'l], e

sont holomorphes dans le voisinage de x = o;

B'. Lorsque les fonctions A(x) et A,(x) s’annulent
pour £ =o0;

Y'. Lorsque nous avons A (o) =o et A’'(o) =o.

Pour nous rendre bien compte du progrés que ce théoréme
apporte & la singularité qui nous occupe ici, rappelons-nous que
Briot et Bouquet n’ont étudié ’ensemble (L) que dans le cas trés
particulier ou f'(z, y) n’est qu'une fonction de z (ne contenant
pas du tout la variable y).

7. Il est digne de remarque que les fonctions de la série

(27) Q(r), VQi(r), VQ(r), ooy VQal(p), ...

sont bornées en module dans tout demaine fini D du plan p;
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j’entends par la qu'il existe un nombre fixe M tel que l'inégalité
V()| <™

soit satisfaite pour toutes les valeurs de n et pour tous les points
du domaine D.

En effet, écrivons I'équation différentielle (14), prise sous sa
forme la plus générale, comme il suit :

)\j=x’y'—f(x,y)

et remplacons par leurs modules tous les coefficients du second
membre ; nous obtenons ainsi 'équation différentielle

(28) Ay ==z +F(z,y),

ou la fonction F(z,y) a comme coefficients les modules des
coefficients de f(z, y). Soit

(29) ST+ 0., .+ Op+...
la série qui répond aux conditions initiales (z =0,y =o0) et

satisfait formellement 4 ’équation (28) et posons

da=1.2.3...(a — )R, ()l>,

lQn(l")lan(“"”

pour toute valeur finie de p.
D’autre part, si nous considérons aussi 1'équation

il est clair qu’on aura

(30) Ay =zy+F(z,y)
qui définit une fonction implicite
(31) y=g@)=q1xr + g2 +...+ gpx"+...

holomorphe dans le voisinage de z =o (d’aprés un théoréme
classique de Weierstrass) et si nous posons

gn=0cn(),

nous avons démontré, dans notre travail ci-dessus cité [Con-
tribution & la théorie des singularités des équations différen-

tielles du premier ordre (ce Recueil, t. XXXVI, 1908)],



— 143 —
P'inégalité
Ra(lue]) <son(fpl)

satisfaite pour toute valeur finie de p.
Si nous désignons par m le module maximum des points du
domaine D, nous aurons

t"n(l Hl)écn(m)'

puisque les coefficients du polyneme on(j+) sont tous réels et posi-
tifs; nous aurons donc 'inégalité

1 Qa() | < ou(m),

satisfaite pour toute valeur de n et pour tous les points du
domaine D, et il en sera de méme de I'inégalité

(32) V@ | <|Vaa(m)].
Or, la série
(33) gi(m)xr +as(m)x+...+ o, (m)zr—+. ..
représente une fonction holomorphe dans le voisinage de x = o

et, par conséquent, la limite supérieure d’indétermination de la
suite des nombres

lou(m)|, |Ve(m)l, ..., [Vea(m)|, ..

X
k

convergence de la série (33)]- Nous avons donc, & partir d’une

est un nombre fini K [puisque son inverse — est le rayon de

valeur n, de n, I'inégalité
(34) VQa(m) | < &+,

ou ¢ désigne un nombre positif quelconque.
Les formules (32) et (34) nous donnent enfin I'inégalité

|Vn Qu(l-")l<k+5:

satisfaite pour n > n, et pour tous les points du domaine D. Si
donc nous désignons parK, le module maximum des fonctions

Qi(p), VQa(p), ..., VQafln)
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dans ce domaine D et par M le plus grand des deux nombres K,
et K + ¢, nous aurons I'inégalité

I'V' Qn(.“-)l< M,

satisfaite pour toute valeur de n et pour tous les points du
domaine D. Il en résulte que les fonctions algébriques (27) for-
ment une famille bornée en module; mais le nombre des branches
de ces fonctions n’est ni fixe ni borné et, par conséquent, il n’est
pas possible d’appliquer & ces fonctions la théorie des familles de
fonctions algébroides bornées en module, que nous avons exposée
dans notre Mémoire récemment publié : Sur les familles de
Jonctions multiformes admettant des valeurs exceptionnelles
dans un domaine ( Acta mathematica, t. XXXVII, 1914).

8. Je pense qu'il n’est pas douteux que le théoreme IV soit
valable pour le cas le plus général de 'équation différentielle (14),
c’est-d-dire que 'ensemble (L) ne soit jamais (sans aucune hypo-
thése restrictive) un domaine; mais pour établir cela, il faudrait
généraliser les théorémes du premier Chapitre de ce travail, sur-
tout au point de vue du degré des polynomes P, ( z).



