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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

SUR L’EXISTENCE DES FONCTIONS IMPLICITES;

Pxr MM. E.-R. Heprick er W.-D.-A. WEestrarr (').

1. Introduction. — Les théorémes usuels (2) sur les fonctions
implicites paraissent plus restrictifs qu’ils ne doivent Détre,
parce qu'on suppose habituellement Dexistence de certaines
dérivées.

Nous nous proposons de démontrer qu’on peut énoncer les
hypothéses sous une forme nouvelle, ott 'on ne suppose I’existence
d’aucune dérivée. Dans le cas d’une équation 4 une inconnue, ce
procédé ne présente pas de difficulté. Aussi nous ne donnerons
les détails de la démonstration que dans le cas de plusieurs équa-
tions & plusieurs inconnues.

Il est & remarquer que les énoncés habituels des théorémes
d’existence résultent de ceux de ce travail, si les hypothéses qui
figurent dans ces énoncés, y compris 'existence de certaines déri-
vées, sont satisfaites. D’ailleurs la démonstration n’est guére plus
difficile dans le cas général traité ici.

2. Cas d’une seule équation entre deux ou plusicurs
variables. — Dans le cas d'une seule équation donnant la valeur
d’une fonction inconnue, on peut donner plusieurs formes aux
hypothéses; nous en donnerons deux seulement. Nous supposerons
qu’il y a une seule variable indépendante, mais les extensions au

(') Lu a la séance d'été de The American Mathematical Society, aout 1913.
(?) Voir, par exemple, E. Goursar, Bulletin, t. XXXI, 1903; Cours d’Ana-
lyse, . 1, 2° édition.
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cas de plusieurs variables indépendantes sont presque évidentes.
D’ailleurs ces extensions sont trés importantes pour la suite,
car on les emploiera fréquemment dans les autres démonstra-
tions (').

Tutorime 1. — Soit f(z, y) une fonction des deux variables
réelles x et y, définie dans le domaine R

[lz—=o| <k, |y—yo <h]

autour du point (xo,y,), et satisfaisant aux conditions
sutvantes : 1° elle est une fonction continue de x en tout
point (xzq, y) de R sur la ligne x = x,; 2° elle est une fonction
continue de y en tout point de R; 3° le quotient

Qo = S xa, y) —f (%o o)
Y Y=o

est défini (c'est-a-dire de méme signe et différent de zéro)
tant que Uon a o <|y — y,|<<h. Il existe alors un nombre
positif 1, et au moins une fonction ¢(x), définie dans l'inter-
valle (xg— 1, Zo+n), continue au point x = x,, et telle que
lon ait

}’o=?(xo), f[‘T7 ‘P(Z)J :f(xoa.70)1

tant que Uon a |z — xo| <.

En effet, supposons que Q;* reste toujours positif. Alors, si
I'on choisit une quantité positive & plus petite que £, il existe une
autre quantité positive 8, telle que ’on ait

" f(@0y Yo+ 8) > f(@o, yo) + 6,
S(20, ¥o—8) < f(@0; ¥0) — 0.

(1) Ainsi dans le théoréme I, on peut remplacer la variable indépendante z
par un systéme de n variables indépendantes (z,, z,, ..., z,). Le théoréme sub-
siste pourvu que I'on fasse les hypothéses correspondantes sur f(x, Z,, ..., Z,; ¥).
De plus, une fonction f(z,, ..., #,; ) peut satisfaire aux conditions du théo-
réme I pour quelques-unes des variables z et aux conditions du théoréme II pour
les autres.

On peut. dans le théoréme I, remplacer I'hypothése faite sur Q par 'hypothese
qu'il ¥ a dans le voisinage de y, deux valeurs de y, y, et y,, pour lesquelles
on a

[f(zy 7)) =S (20, Y] [f (26, ¥2) — (24, y0)] < 0.
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Mais f(x, y) est une fonction continue de z pour z = z,; il
existe alors un nombre positif § tel que I'on ait

Sz, yo+8) > f(29, y0) > f(2, yo—38)

pour |z — 24| <%, et puisque f(z, )") est une fonction continue
de y, il existe au moins une valeur de ) comprise entre y,— 8
et y, + & pour laquelle on aura

(1) f(z's}’)=f(x0’}'0)’ [ — 20| <8, I}’—_}’o|<8-

Il est ainsi démontré qu’il existe au moins une solution y de
I'équation (1) pour tout choix de & moindre que %, z vérifiant la
condition |z — z,| << . Pour vérifier qu’il existe une solution
continue au point £ = x,, choisissons une suite décroissante ae
valeurs de 8 : 8,, 8, ..., 8p, ... ayant zéro pour limite. Soient §,,
L2y 83y -+vy Gny -y les valeurs correspondantes de &, et soient y, (z),
¥2(2)y ..., ¥n(Z), ... une suite quelconque (s’'il y en a plusieurs)
de fonctions correspondantes de z satisfaisant 4 I'équation (1). La
fonction ®(x) définie par les équations

P(xg)=y0, P(x)=yi(z), pour [ <|x—x|Sl: (i=1,2,..)

est alors une solution de I'équation (1) pour chaque valeur de z de
Vintervalle | # — z, | < §i <<=, el cette solution est évidemment
continue pour £ = Zy.

Une conséquence directe du théoréme I est le corollaire sui-
vant, qui est assez intéressant par lui-méme pour justifier son
énoncé.

Cororrare I. — Soit f(z, y) une fonction continue de x et
de y dans le voisinage de z,,yo. Supposons que les p premiéres
dérivées partielles de f par rapport a y existent et soient elles-
mémes des fonctions continues dey pour = Zo, |y — yo| < h,
et que la p'éme dérivée soit la premiére qui n’est pas nulle au
point (x4, ¥o). Si p est impair, il existe dans tout intervalle
suffisamment petit autour de x = x, une solution y =®(x) de
Uéquation f(z, y) = f(xq, ¥o) qui estcontinue au point x = z,,
et qui est égale a y, pour x = xz,.

En effet, le théoréme des accroissements finis montre que
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l'on a
QO = S(Zos ) — f(®0, ¥0) _ (y—=yo)r~
7 Y=o p!
. (o< 8 L),

1
S P xo, Yo+ 8(y —y0)]

et ce quotient est évidemment défini, si p est impair, pour des
valeurs assez petites de y — y,, puisque f{F)  est continue en y
et n’est pas nulle pour y = y,.

Un cas assez important et déja connu du théoréme est le suivant :

Cororratre . — Soit f(y) une fonction continue et mono-
tone (croissante ou décroissante) de y au voisinage de y = y,;
il existe alors un nombre positif v et une fonction y — ®(z),
et une seule, continue pour x = xz,, et satisfaisant aux con-
ditions

z=fl®(®)], @(@)=p0 pour |z—z0|<m.

Pour démontrer que la solution est unique, comme il est dit
dans I’énoncé ci-dessus, il est nécessaire de modifier légérement
les conditions du théoréme I. Voici une aitre forme de ce théo-
réme, ot 'on peut dire que la solution est déterminée d’une facon
unique par des conditions trés générales.

Tratoreme II. — Soit f(z, y) une fonction continue de z et
de y dans le domaine R; si le quotient

Q — ’f(x’ 7)_.f(x7 }’)
Yy — —

y=ry
est défini pour tous les couples de points distincts (z, y),
(z',:;f) de R, il existe un nombre positif » et une fonction
unique y = ®(z), définie dans Uintervalle |x — x,| <=, pour
laquelle on a

P(20) = Yo, Sz, ®(2)] = [0, ®(x0)], |z —2o| <m,

et cette solution ¢(x) est continue pour toute valeur de x telle
que Uon ait |x — zy| <n.

1l résulte du théortme I qu’il existe au moins une solu-
tion y = @, (x) qui est continue pour £ = z,. S’il y en avait une
autre y = ®,(x), il est évident que le quotient Q, serait nul pour
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au moins deux couples de points de R. Ainsi la solution doit étre
unique. De plus, cette solution est certainement continue en
chaque point de 'intervalle, parce que les conditions du théoréme 1
sont satisfaites en chaque point dont les coordonnées satisfont a
Iéquation y = & (z).

3. Cas de deux équations a trois ou un plus grand nombre
de variables. — Pour le cas de deux équations, nous énoncerons
seulement 'analogue du théoréme II.

Tutorikme IIl. — Soient fi(x, 31, ¥a) et fa(x, ¥, y2) deux
Jonctions des trois variables x|y, y., définies et continues
dans le domaine R

[lz—2| < hy | y1i—y10| <Ry |y2—yao |l < ],

autour du point fixe x4, ¥yo, ¥20- Supposons que, pour un
choizx convenable de Uordre des fonctions f, et f,, et des deux
variables y, et y., le déterminant

Sfilz, yi, ;1) — il v, 7)) film, yi, ve) — file, v, ye)

j._ Yi—1 Ye—D2
fz(fl-‘, ;1, }—’2) —fz(l‘, Y1 ;’2) ,/2(1', Y1y ;:)*fz(-z', Vi, ¥V2)
Y1— Ye— X2

ainsi que les éléments de la diagonale principale, soient définis
pour tous les points (z, ¥, 1), (2, ¥4, ¥2), (2, Y1, ¥2), de R
pour lesquels j existe. Alors il existe un nombre positif 7 et
un systéme unique de deux fonctions y,= ®,(x), y:= ®:(x),
définies si l'on a |x — x4| <, pour lesquelles on a

Y10= P (&), Silz, @ (z), P2(2)] = f1(@0, Y10, Y20,

(2) Yao=P2(x), Jalz, ®1(x), Po(2)] = fa(Zo, Y10y ¥20)»

et chacune des fonctions ®,, ®, est continue pour toute valeur
de x de Uintervalle | x — z4| <n.

En effet, puisque par hypothése le dernier élément de la
deuxiéme ligne du déterminant j est défini, il résulte du théoréme
(voir la note du paragraphe 2) qu’il existe un nombre positif n, et
une fonction continue )y = w(z, y,) (et une seule), définie dans
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le domaine |z — zo| <#4, |1 — ¥10| <mi, lelle que 'on a

(3) .}’zo=w(“‘o>.}’w)'- fﬁ[xr.yh w(xn}’l)] =f2(w07.7107.7‘-‘0)'

Si I'on remplace dans la fonction f, (z, ¥4, y2) la variable y, par
cette fonction w(z, y,), on obtient la nouvelle fonction

$ (=, y1) = fil®, y1, (2, y1)],

qui est continue si Pon a |z — x| <7y, | 51— 1o <, etle
quotient

Q. (§) = Her) =3tz )
Yi—X1

calculé pour cette nouvelle fonction est défini. Nous avons en
effet (')
Q]' (j)= .f‘[‘z" .—;l- w(xﬁ.;iz]__f'[x’ Y1, U)(.Z‘,y‘)]

Y1i—1
‘fi[xa ;h w($s ;l_)] "'fl[xv _}’n m(.z-, ;i)]
Yi—1

+ fl[a" :}713 m(x,;i)]—fl[z’.}'h'w(za .}’1)]
w(.z‘, ;1)—‘0(3‘, y1)
o< w(.z', ;1_) — w(z, .7!);
Y1—1

d’apres la formule (3), on a aussi

fz[x, .;h w(x, }_’1)_] —fz[z‘a Y1, w(x, ;:)]

Y11=
+ filz s o, 7)) ] = filz, 1 0@ 0] vl 7)) —o(@ ) _ o
w(z, y1) — o (2, 31) Y=

En désignant w(z. y,) par y,, il est évident que nous aurons
J= Qy.(j) X< Eaa,

E,, désignant le dernier élément de la seconde ligne de j. Mais j

(1) il y a deux valeurs de y, ¥, et y, pour lesquelles w(z, 7)) = w(z, ;l)
les démonstrations suivantes ne s'appliquent pas. Mais, dans ce cas, il est évi-
dent que Q,= E,, est défini.
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et E,, sont tous les deux définis par hypothése. 1l en résulte
que Q, (¥) est lui-méme défini, pour tous les couples de points

distincts (z, ;.), (z, y1) pour lesquels on a
fz— @ | <y, |y1—r10] <m1.

D’aprés le théoréme I, il existe un nombre positif n <% et
une fonction continue y,= ®,(z) (et une seule), telle que I'on

ait
Y= (xy), Flz, ®1(z)] = F(x0, y10);

cette fonction est continue dans lintervalle |z — zo| <<m, et
vérifie la condition |y, — ya|<<#. dans cet intervalle. Si nous
posons

yr=wlz, ®1(2)] = Ps(2),
les deux fonctions ¢, et o, satisfont aux équations (2), et elles
sont des fonctions continues définies pour toutes les valeurs de z
pour lesquelles |  — x| < 1.

Ce systéme de solutions est unique dans le domaine R. Sup-
posons en effet que pour une valeur particuliére de x telle que
'on ait |z — x| <7n, il existe un systéme de valeurs j/-., ;2,
différent du systeme y, = ®,(x), y; = ®2(x), pour lesquelles on
ait aussi

Si(z, 71, 72) = i @0, Y10, Y200 So(@, Y10 ¥2) = fo( @0, Y10, ¥20)-

11 en résulterait que j est nul pour les valeurs yy, y., 5/. , 5/2 elles-

mémes; si 'on avait ;,:yg, J serait nul pour une valeur quel-
conque de y,.

Le théoréme III est ainsi établi. On en trouve une application
assez importante dans la théorie des transformations ponctuelles

du plan.
Tutoreme IV. — Soient

u=f(x’}’)7 uo=f(xo,)’o),
v=09(x,¥) 0= (%o, Yo),

une transformation ponctuelle bien définie, ot les fonctions f
et p sont des fonctions continues dans ledomaine R

[lz—x| <h, |y —yol < h]
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autour du point (24, y,). On suppose de plus que le détermi-
nant

Kz y)—flz,y) flz,y)— flz, ¥)

j— xr —x ;——}’
z—z Y=y

ainsi qu'un élément au moins de chaque ligne et de chaque
colonne soit défini pour tous les points (:;, ¥), (z,5), (z, )
de R pour lesquels jexiste. Il existe alors un nombre positif 1
tel que la transformation inverse est déterminée et continue
dans le cercle de rayon n de centre (uy, v,)-

C’est en effet un cas particulier du théoréme I1I; les fonctions f
et ¢ pouvant étre échangées entre elles, ainsi que les variables z
et ), on peut supposer que ce sont les éléments de la diagonale
principale qui sont définis.

Remarquons que le déterminant j peut étre mis sous la forme

[

f(z,y) flz,y) flz, )] | =
J=|e(z,¥) ¢la,y) o@y) ||y

1 1 1

’

x
Y
1

- R 8

d’ou l'on déduit que l'on a j = %—, en désignant par A l'aire du

triangle dont les sommets sont (z, y), (x,y), (z,y), et par A’
l'aire du triangle dont les sommets sont les points correspondants
du plan (u, ¢), La condition que j soit défini signifie que les
aires A et A’ doivent toujours étre de méme signe ou de signes
opposés.

Les théorémes habituels sur la résolution d’un systéme de deux
équations 4 deux fonctions inconnues se déduisent des théo-
rémes 11l et IV, en supposant que les fonctions données ont des
dérivées continues par rapport aux inconnues, et que le jacobien
est différent de zéro au voisinage d’un point fixe. Prenons par
exemple le théoréme 1V, et supposons que le jacobien

of of
=%
do  d¢

ox oy
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existe et n’est pas nul au point (z,, ¥,), et que tous ses éléments

sont continus dans le voisinage. Nous pouvons écrire le premier
élément dej,

£G7) = f(=.5)

r—x

=<g{;>;x+0(;‘—w) (o< B L),

et mettre les autres €léments de j scus une forme analogue
Puisque les éléments de J sont continus dans le vmsmage
de (xz,, yo), il est clair que J sera défini dans ce voisinage s’il
n’est pas nul au point (x,, ), ), et par suite j sera lui-méme défini
dans un petit domaine autour de ce point. De méme, puisqu’il y a
au moins un élément de J dans chaque ligne et chaque colonne
qui n’est pas nul au point (z,, ¥,), on en déduit aisément que les
autres conditions supplémentaires du théoréme IV sont aussi
remplies.

4. Cas général. — Dans le cas général, on peut énoncer le
théoréme suivant :

Tutorime V. — Soient

fl(xy}’hy% ~--,}’n);
fz(z‘,}’h}’z, ey Yn)s

f"(w?.}’l.‘yiv ---,)’n),

n fonctions des n +1 variables réelles (x, y,, y2, ..., ¥n) conti-
nues dans un domaine R[|x — zo| < h, |yi— yi| < k] autour
du point fize Py(Zo, 10y Y205 -++» ¥no)- St L'on peut ranger les
Jfonctions f,',f2, ooy [uy €l les variables Yi, Y2y oo, ¥n dans un
ordre tel que le déterminant

ay cee Qip
1= ’
Apy ... Qpup
ou
ar= fi(z* |45 -“7}’/:—1’}’;”;/:4—17 ---,}’n) —fi(x’ Yiseeos Viey YVh+1y ooy .77;) ,

Y=Yk

ainsi que tous les éléments de la diagonale principale, et tous
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les mineurs que lon obtient en supprimant les i premiéres
lignes'et les i premiéres colonnes (i =1, 2, ...,n), sotent définis
pour tout choix des points qui figurent dans l’énoncé, pourve
que ces points sotent dans R et que chaque élement de j existe,
il existe un nombre positif o et un systéme (et un seul) de fonc-
tions y;=o,(x), continues dans Uintervalle |z — x4| <<m,
pour lesquelles on a

}’io=‘l’i(xo),
(4) )fi[za P (x), Py(x), ..., ‘bn(z')] =f1(z‘o,}'m,_}’zo, --w}’no),
) l.}’i—}’i0|<h-

Ce théoréme se réduit au théoréme IlI pour » = 2. Nous allons
montrer que, si le théoréme est vrai pour toutes les valeurs de n
inférieures a N, il est encore vrai pour n = N.

Les conditions de 1’énoncé sont vérifiées pour les n — 1 fonc-
tions fa, ..., f,. Si Pon suppose le théoréme vrai pour un systéme
de n—1 fonctions continues de = et de y dans le domaine

Ix_‘xol<7l|a l)’l—_}’lo|<".n
}’i=wt(-‘l‘1}’l) (i=2) 3, ..., n),
qui satisfait aux conditions

Yie= w;(Zo, ¥10),
(%) Silz, y1, we(zy 31)y -0, Wp(2, 1)l =fi(-”"0,}’0’ cey Yno)

(i=12,3,...,n). .

Remplacons dans la fonction f, les variables y, y, ..., y, par
les fonctions w;; nous obtenons ainsi une nouvelle fonction de x

etde y,:
F (2, 71) = fil @, 71 02(8 71), 03(2, 71, 5 0a(@, 7))
qui est continue dans le domaine défini par les conditions
|z — 2ol <y, y1—x10] <.
Nous allons montrer que le quotient

S"(z‘, }",)—j(x» 1)
Yi—Y2

Q.Va(j) =
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est défini. Nous avons en effet

5 — f’[‘z"yq ’ wi(ws.yll )1 veey '.1),,(1‘,}”1)] _fl[‘z‘y Y1, wl(za_}’ov seey wn(z'a.yl)]
Q),(%)=

Yi—n
k=n
= E biln
k=1

ol nous avons posé

b“= .f\ [xv.yli’ m2<a”yll)7 M) wn(xﬁ}/,l)]_fi [‘7"1 Y1, wﬁ("”'-‘y’l)- ) m,,(.z‘,y’,)]
Yi—1

et pour A >1,

Jil@, y1, wa (@, ¥2), ..., wp (@, yy), W (2, 1) ...
—filz, y1, w22, y2), o 0k (2 Ya), Wpa(Z, ). ]
wi (2, y1) — wi(2, y1)
> ‘ok(‘z‘v y/l) — w/;(.z', J’l),
Yi—n

b=

si wg(x, y,) — wi(Z, i) n’est pas nul, et bx= o si ce dénomi-
nateur est nul. Puisque les équations (5) sont vérifiées identi-
quement en x et )y, nous avons

ﬁ[‘z" .y'l’ m’(x7 yll)7 AR mn(w*, .y’ll)] =fi['z, }’h u)z(.’t, }'I)y e mn(x7.yl)]

(i=2,3,...,n)

i bix= o,

k=1

ou

bix se déduisant de b,z en remplacant f, par fi. Si nous choi-

sissons comme il suit les valeurs des y et des y

Y1=Y1, .7/1':_._}”1’ coeeny .
yi=wi(z, ), yi=wi(z,y), yi=oeilz,yy) (=23 ..,n),

les quantités b sont égales aux éléments correspondants de j
multipliés par

_ wk(Z yh) —wi(@, 71)

B Y=

Par conséquent, si nous multiplions les éléments de la Aiéme
colonne de j par ¢4 et remplacons la premiére colonne par la
somme de tous ces produits, le premier élément de cette colonne
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devient précisément Q,, et tous les autres éléments de cette
colonne deviennent nuls. Dans cette opération, si l'on a

w/-'(z1 y,) = w/m’(wy,}’);

la valeur de y dans la A*me colonne ne doit pas étre remplacée
par la valeur correspondante w4(z, y)), mais les conclusions

restent les mémes parce que le cx correspondant est nul. On a
alors dans tous les cas i
AuQ(¥) =/,

Ayy étant le mineur de a,, dans j, et les valeurs des j ayant éLé
choisies comme il a été dit plus haut. Puisque j et A,, sont défi-
nis, par hypothese, il en est de méme de Q,, ; c’est ce que nous
voulions établir. La fonction §(z, y,) remplitalors toutes les con-
ditions du théoréme IT dans le domaine

[ — 20| < M1y (71— Y1) < i

Il en résulte qu’il existe un nombre positif n et une fonc-
tion )y =@, (z), continue pour |z — xy| <7 et telle que I'on
ait

yu=2i(z0), Iz, Pi(x)] = §[20, B2(20)],
c’est-d-dire telle que
' Yio=Pi(x),
f2;11:, by(2), W]z, Pa2(x)], ..., wala, 4’2(1‘)]2 = fa(Zo, Y205 «+-» Yno)-

Remplacons dans les fonctions w;(z, yy), la variable )
par ©, (z); nous obtenons ainsi les » — 1 nouvelles fonctions

yi=%i(z)=w[z, ¢ ()] (i=2,3,...,n)

qui satisfont évidemment aux équations (4).

Comme dans le cas de deux équations, il est évident aussi dans
le cas général que ce systéme est unique, et que les fonctions ®;
sont continues. Il faut remarquer aussi que la variable indépen-
dante x peut étre, comme plus haut, remplacée par un systeme
de n variables indépendantes x,, Zsy ..., Z,.

Il est ais¢ de voir que les énoncés habituels se déduisent du
théoreme V, comme plus haut pour les théorémes 11l et IV, en
supposant que les dérivées, limites des ¢léments de j, existent et
sont continues au voisinage du point Py, et que le jacobien J est
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différent de zéro en ce point. En effet, sous ces conditions, chaque
élément de j est égal & 'élément correspondant de J en un point
voisin de Py, et j est défini dans un certain domaine autour de ce
point. Quant aux conditions supplémentaires du théoréme V, il
est évident qu’il y a au moins un élément de J et le mineur corres-
pondant qui sont différents de zéro au point P,; dans ce mineur, il
y a au moins un élément et son mineur qui ne sont pas nuls en ce
point, etainsi de suite. Il en résulte qu’il est possible de ranger les
fonctions et les variables dans un ordre tel que tous les éléments
de la diagonale principale de J, ainsi que tous les mineurs qu’on
obtient en supprimant les { premiéres lignes et les { premiéres
colonnes sont différents de zéro au point P,. Puisque les élé-
ments de J sont continus dans le voisinage, ces éléments et ces
mineurs seront aussi différents de zéro dans un certain domaine
autour de Py. D’aprés cela, les éléments et les mineurs de corres-
pondants de j seront aussi définis dans un domaine autour de P,,
et les conditions supplémentaires du théoréme V se trouvent
remplies (').

On a donc démontré tous les théorémes usuels sur les fonctions
implicites sans parler de dérivées, et, pour avoir les énoncés habi-
tuels, il suffit d’introduire 'hypothese de I'existence des dérivées
dans les énoncés plus généraux de ce Mémoire. Les auteurs
espérent pouvoir discuter, dans un autre travail, la question de
Vexistence des solutions dans un domaine plus étendu.

(') Il est aisé de voir que J est la limite de /, lorsque les points qui figurent
dansj tendent vers P,.



