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SUR QUELQUES REMARQUES RELATIVES AU PROBLÈME DE PFAFF;

PAR M. E. GOURSAT.

Dans des recherches antérieures sur les invariants intégraux
{Journal de Mathématiques^ 6e série, t. IV, p. 33i-365; Ibid.,
7e série, t. I, p. 241-259), j'ai été conduit à étudier des systèmes
d'équations aux différentielles totales, que l'on obtient aussi en
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annulant la première variation de certaines intégrales. Le plus
simple de ces systèmes, celui que l'on obtient en partant d^une
intégrale simple, est précisément le système d^équations différen-
tielles bien connu, associé à une forme de Pfaff. En considérant ce
système comme définissant une famille d'extrémales, on établit
sans aucun calcul qu'il est complètement intégrable. Cette pro-
priété peut être prise comme point de départ pour établir Inexis-
tence d'une forme canonique pour toute forme de Pfaff. La démon-
stration est très voisine de celle de M. Darboux, quoique un peu
différente par certains détails. Dans un autre travail, je montrerai
comment on peut étendre les résultats aux systèmes analogues
provenant de la variation d'une intégrale multiple.

On ne trouvera donc dans ce petit article que des résultats
classiques. Il m'a paru intéressant de montrer comment ils se
rattachent étroitement au calcul des variations, ce qui les rend
presque intuitifs pour la plupart.

1. Considérons d'abord le cas de trois variables, et soient
P(.r, y, ^), Q(rc, y, z), R(.c,y,^) trois fonctions continues, ainsi
que leurs dérivées, au moins dans un certain domaine. Soit 1 l'in-
tégrale définie

(i) 1 = f P dx 4- Q dy -+- R dz,
JT

prise le long d'une courbe quelconque F de ce domaine. La
première variation de cette intégrale, quand on déforme infini-
ment peu le chemin d'intégration, a pour expression, d'après la
formule classique (voir^ par exemple, J. HADAMARD, Calcul des
variations^ Chap. II ou le calcul du n° 3),

(2) ^X (^-ë^8^-83-^)
-(S-^)^-8^
+®-£)(^-<^)

+ P(^i ,yi ,^i)A.yi + Q(a?i ,y i , -Si )Ayi-+-R( . r i ,y i ,^ i )A-3i
— [P(-2"o,.r<h zo) A.TO -4- Q(^o, yo, -so)Ayo + R0o,yo, ^o)A^o] .

Dans cette formule, orc, Sy, oz désignent les premières variations
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des coordonnées d'un point de F; (x^^ Vo? ^o) et ( ^ i ^ y n ^ ) sont
les coordonnées des extrémités A et B du chemin d'intégration;
A^o, Ayo, ^o sont les composantes du déplacement infiniment
petit de l'origine A quand on passe an cliemin infiniment voisin,
et AJ^, A) ' ^ , A^i ont une signification analogue.

Supposons d'abord que l'on fasse varier le cliemin d'intégration

sans changer les extrémités, les termes en dehors du signe f dispa-

raissent dans l'expression de 31. Les extrémales sont les courbes
de l'espace (,r, y, z) telles que la première variation SI soit nulle
quand on passe de l'une de ces courbes à une courbe quelconque
infiniment voisine ayant les mêmes extrémités. Pour que SI soit
nul, quelles que soient les variations Sj', oy, Ss des coordonnées x^
y, ; le long de F, assujetties seulement à s'annuler aux deux
extrémités, il faut et il suffit, d'après un lemme fondamental du
calcul des variations, que les coefficients de o.y, 'oy, oz sous le
signe d'intégration soient nuls en tout point de F.

Ces conditions se réduisent à deux, et les éléments du premier
ordre des courbes cherchées doivent vé^fier les relations

(3)
dx dy dz

^ Q _ ^ R - ^ R _ ^ P ~ ^ P _ ^ Q
àz ày àx àz ày àx

Les extrémales sont donc identiques aux courbes de tour-
billon, relatives au vecteur (P, Q,R).

Cette remarque explique aisément les propriétés d'invariance
décès lignes, relativement à une transformation de coordonnées,
et même pour tout changement de variables. Elle explique aussi
très facilement la conservation des lignes de tourbillon. Soient,
dans un fluide en mouvement, ^(.r, y, ^, t), ^(rc, y, ^, t)^
w(x^ y, ^, t.) les composantes de la vitesse de la molécule Iluide
qui passe au point ( x ^ y ^ z) à l'instant t. Si la densité est fonction
de la pression, et si le fluide est soumis à des forces dérivant d'un
potentiel, on sait que l'intégrale définie

/ u dx -i- v dy + w dzf u dx -i- v dy

est un invariant intégral relatif^ c'est-à-dire que la valeur de cette
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intégrale, prise à Pinstant t^ le long d'une courbe fermée quel-
conque Go, est égale à la valeur de la même intégrale prise à un
autre instant t le long de la courbe fermée G, lieu des positions à
cet instant ( des molécules qui étaient sur Go à Pinstant /o (voir
APPELL, Mécanique rationnelle^ t. III, Chap. XXXV). Cela étant,
soit A^BC un arc d'une ligne de tourbillon ?o à Pinstant < o ? et P^
une autre courbe infiniment voisine de ?o joignant les deux
points AO et Bo. Puisque P est une extrémale pour Pintégrale

Y u{x,y, z, tQ)dx-{-v(x,y,z, t^) dy 4- w(x, y, z, to) dz,

la différence des deux intégrales

/ UQ dx -h VQ dy -+- WQ dz — f UQ dx 4- VQ dy 4- WQ dzJ^ ^FO
est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier, quelle que soit
la courbe T^ infiniment voisine de Pô. A Pinstant ^, les molécules
qui, au temps Ï Q , étaient sur Parc A^Eo sont sur une courbe P
joignant deux points A et B, et les molécules qui étaient sur Pg
sont sur une autre courbe P' joignant aussi les points A et B.
Puisque Pintégrale

f u dx -4- v dy -4- w dz

est un invariant intégral pour toute courbe fermée, Pintégrale
prise pour la valeur ty le long du contour fermé composé des
arcs TQ et P^ décrits en marchant toujours dans le même sens est
égale à Pintégrale prise, pour la valeur ^, le long du contour formé
par les arcs P et P' en marchant toujours dans le même sens. Cette
égalité peut s'écrire

/ UQ dx 4- VQ dy 4- V?Q dz — f UQ dx -+- VQ dy -+- WQ dz
^Fo ^T;

== I u dx 4- v dy -+• w dz — j u dx 4- v dy 4- w dz,
JF ^T'

toutes les intégrales étant prises en marchant de Ao vers Bo ou
de A vers B. Mais le premier membre de cette égalité est un infi-
niment petit d'ordre supérieur au premier, quelle que soit la

courbe P. ; il en est donc de même de la différence / — / , quelle
Jp Jp
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que soit la courbe F', infiniment voisine de la courbe F et joignant
les points A et B. Ceci exige que r soit une extrémale pour
V intégrale

f u dx -+• v dy -+- w ciz,

c^est-à-dire, nous venons de le voir, une ligne de tourbillon.

2. On peut aussi rattacher très facilement a celte propriété des
lignes de tourbillon la condition d4ntégrabilité de l'équation aux
différentielles totales

(4) P(a-, y , z) dx 4- Q(.r, y , z) dy -h R(a-, y , s) dz == o.

Cette équation étant supposée complètement intégrable, c^est-à-
dire telle qu^il passe une surface [intégrale par chaque point du
domaine considéré dans Fespace, soit S une de ces surfaces. Nous
allons montrer que cette surface est un lieu d^extrémales de
F intégrale I. En effet, pour toute courbe F située sur S, on a,
par hypothèse,

1 = Ç P dx -+- Q dy -+- R dz == o.
Jr

Or, toute variation infinitésimale de F peut se décomposer en
une variation tangentielle à S et une variation normale à S.
Pour toute variation tangentielle, on a évidemment SI==o. Pour
qu^une courbe F de la surface S soit une extrémale, il suffit donc
que la variation 51 de Fintégrale, qui correspond à une variation
de F normale à S, soit nulle. Or, pour une variation normale, on
peut poser (les axes de coordonnées étant supposés rectangu-
laires)

ô.r 5y ^z
-p-== Q-=-^-= A oa,

et 81 prend la forme

"-"fA (§-$)<"-fr-'2'">

-@-^^-^
-^-^-".4

La courbe F sera donc une extrémale si elle vérifie Inéquation
XLIV. 2
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différentielle du premier ordre

<5 ) (g-^)(R<<y-Q^)-....=o,

qui détermine une famille de courbes sur la surface S.
Toute surface intégrale de Inéquation (4) est donc un lieu

d'extrémales, ou une surface de tourbillons.
En particulier, la courbe de tourbillon qui passe en un point

quelconque ( x ^ y ^ z) doit appartenir à la surface intégrale S qui
passe par ce point, puisqu'il ne passe qu'une de ces courbes par
un point de l'espace. Cette courbe de tourbillon doit donc être
normale au vecteur (P, Q, R), ce qui donne précisément la con-
dition d'intégrabilité

^fà0 àf{\ ^/àR àp\ n/^ <K?^
W p(^-^)- i-Q(^-^)4-Rfe-"^)==o•

[n versement, supposons cette relation vérifiée; elle exprime
que Pintégrale I, prise le long d'un segment d'extrémale quel-
conque, est nulle. Cela posé, soit Co une courbe différente d'une
extrémale, telle que les coordonnées (.To? yo? -So) d'un point de
cette courbe vérifient la relation

(7) P(.yo,yo,^o)^o-+-Q(^o»yoî^o).â?yo-+-R(.yo,yo^o)^o=o;

ces courbes dépendent d'une fonction arbitraire et il en passe une
infinité par chaque point de l'espace. Le lieu des extrémales issues
des différents points de Co est une surface S; nous allons montrer
que cette surface ̂ est une surface intégrale de t équation (4).

Considérons, en effet, un arc d'extrémale variable Mo M< de S,
terminé d'une part à un point Mo de Co, d'autre part à un point
M< (a^, yn ^i) d'une autre courbe quelconque Ci de S. La valeur
de l'intégrale 1 le long de cet arc Mo M, étant nulle, on a
aussi SI == o, et la formule générale (2) qui donne SI devient, en
tenant compte de la condition (7),

(8) P(a-i, ̂ i, zi) Aa;i+ Q(.ri, yi, ^i) Ayi -+- R(a-i, yi, ^i) A^i = o.

Cette relation s'applique à un élément linéaire quelconque de la
surface S, qui est par suite une surface intégrale (1),

(1 ) La condition d'intëgrabilité (6) exprime que le vecteur (P, Q, R) est, en
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3. Considérons maintenant une forme de Pfaff à un nombre

quelconque de variables indépendantes

(9) co === Xi ^i+...4-X,,(/;r,,,

X < . . . X ^ étant des fonctions de x^ x^ ...,^. Ces n variables
étant regardées comme les coordonnées d^un point dans Pespace
à n dimensions, les n équations

(10) Xi-=fi(t) ( t==l, 2, ...,/l),

où ( varie de t^ à ^, représentent dans cet espace une variété à une
dimension ou courbe F, et Fintégrale définie

r1'1 Xiûfa?i+...+X,,(/.r,,,
^/-

où Fon a remplacé Xi par fi(t) et dxi par f'^t)dt^ est encore
appelée une intégrale curviligne prise le long de F et représentée

chaque point, normal au vecteur tourbillon. L'élégante méthode d'intégration de
M. Joseph Bertrand consiste en réalité à obtenir d'abord les surfaces de tourbil-
lons, ce qui exige l'intégration du système (3), puis à déterminer la fonction
arbitraire dont dépendent ces surfaces de façon que le plan tangent soit normal
au vecteur (P, Q, H).

Sans rien emprunter au calcul des variations, la formule de Stokes permet de
retrouver très simplement la condition d'intégrabilité par une méthode un peu
différente de la méthode classique. Les surfaces intégrales (S) de l'équation ( 4 )
peuvent être définies en effet comme des surfaces telles que Fintégrale I, prise le
long d'une courbe quelconque, fermée ou non, située sur S, soit nulle. Au
contraire, d'après la formule de Stokes, les surfaces de tourbillon S sont telles
que l'intégrale, prise le long d'une courbe fermée située sur S soit toujours
nulle. Il est évident, d'après cela, que les surfaces intégrales S sont aussi des
surfaces de tourbillon S. et par suite le vecteur tourbillon doit être normal en
chaque point au vecteur (P, Q, R).

Réciproquement, cette condition étant satisfaite, prenons, comme dans le texte,
une surface de tourbillons S engendrée par les lignes de tourbillon issues clés
différents points d'une courbe G(, vérifiant la relation (7) . Sur cette surface,
considérons une courbe fermée F, composée d'un arc A(»B(( de Go, de deux arcs A^A,
B((B de deux lignes de tourbillon, et d'un autre arc quelconque AB de S. Puisque S
est une surface de tourbillons, l'intégrale 1 le long de ce contour fermé F est nulle.
Mais les intégrales le long des arcs A,B,), A((A, B(,B sont nulles, en vertu des
conditions ( 6 ) et ( 7 ) . Il en est donc de même de l'intégrale prise le long de
l'arc AB de S, quel que soit cet arc, et par suite S est une surface intégrale S de
l'équation (4) .
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par

1= fXirf.ri-+-...+X,»^.
JT

Quand on remplace la courbe r par une courbe infiniment
voisine, Pintégrale prend un accroissement dont nous allons
calculer la partie principale. Il suffit d'appliquer à ce cas particu-
lièrement simple la méthode générale permettant de calculer la
première variation d'une intégrale; j'indiquerai rapidement le
calcul. Pour cela, imaginons une famille de courbes variant d'une
manière continue avec un paramètre a et se réduisant pour a == o
à la courbe F. Soient a-,=/(((, a) les équations de cette famille
de courbes, la fonction fi(tj o) étant identique à/,(^).

Nous supposerons que les limites t^ et <i sont elles-mêmes
variables avec a, et nous avons à calculer la dérivée I'(a) de l'inté-
grale définie

n

(10) I(ot)==./ ^^V*»./^---»/^^
•° < = 1

par rapport au paramètre a. La formule classique de différentiatioa
donne

i./ ^ r^v /àxi ̂  -4- -4-àxi ̂ àfi dtI '(a)= ^ Zte-Sa^---4-^-^^^

+^li;u^^•-A)^<
f9 i=\

dt^ Fv y ( f f f ^1 dte Fv xô f i}
^-cii\2^wi'fî'"^fn)~àt\ ^dï\2éxi~àt\L=i J<='. L<=» J<=<.

En intégrant par parties la seconde intégrale, on peut la remplacer
par

rv x w c t l vàft (uxi àA + -+- ̂  àf^\ di
2^^ ~J, 2à^\-àx[ àt^-^àxn à t ) ^

L i -i/o " '=1

Dans le produit 8I==F(a)8a, on a sous le signe d'intégration
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les termes suivants, en posant Sv,= -^Sa,
ôa.

r ^ V i j / ^ i s . à\,^ \^ l^^8^---^0-")

-/:<•|;-(^^——^ï^
= jfs^ê8—^?8^^^

ou, en permutant les indices i et k dans la seconde intégrale,

j^Sfê-t)-"-
Quant aux termes en dehors du signe / , en les réunissant on a
Pexpression suivante :

r n n r " ~i
^ V Y àfi Hf V Y ̂0(1 2^-57 ~^° ^^

i^f] - fî l {•+i- S'1-! - S^,
.l==l J<=<i U==l J<=/o)

Posons
à\t à\k ,. .<l'^5ï;-^7 ('^='^, • • • > " ) ,

-•'.-[(f),.,.̂ (g)J»'.
( 1 1 ) -"•'[(^^-(SL]^
nous avons pour expression générale de 81

(i2) ^=f^^aikdx^Xk
i h

4- ( Xi Aa-i -+- X, Aa-î -h... -+- Xn ^Xn ){.

Remarquons que (A.r,)o, (A^),», ..., (Aa^)o représentent les
composantes du déplacement infiniment petit de Porigine du
chemin d'intégration quand on fait varier a de Sa, et ( A . T i ) < ,
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(Arcs)!? - • • ? (^n)^ ont une signification analogue. Si donc on
fait varier le chemin d'intégration sans changer les extrémités,
le terme tout intégré disparaît, et la formule générale (12) se
réduit à

(iiy 8i= / W a//, û^-8.r/,.
Jr—.

Plaçons-nous dans cette hypothèse. Pour que 31 soit nulle,
quelles que soient les variations S^, ..., S^, le long de F, ces
variations étant seulement assujetties à s'annuler aux extrémités,
il faut et il suffit que les coefficients de ïx^ o^? • • "> û.r,, soient
nuls en tout point de la courbe F, c'est-à-dire que tous les élé-
ments du premier ordre de cette courbe vérifient les relations

fi3) anclxi-+- a^idxî-r-.. .4- anidxn== o (i = i, 2, ..., n).

Nous appellerons encore extrémales les courbes satisfaisant à
ces conditions. Si le déterminant de Pfaff

04) A=

du 012 . . . Oin

Clît a^ . . . Ctîn

an\ an•î . • • ann

est différent de zéro, ce qui ne peut arriver que si n est pair, les
équations (i3) sont vérifiées seulement en prenant

dx^ = dxz === . . . === dxn = o ;

il n'y a pas d^extrémales. Mais si A est nul, il y a une infinité
d'extrémales dépendant de constantes arbitraires si les équa-
tions (i3) se réduisent à n—\ équations distinctes, ou de fonc-
tions arbitraires si elles se réduisent à n — p équations ( D > > i ) .

4. L'expression qui figure sous le signe d'intégration dans SI
et le système (i3) jouent un rôle important dans la théorie du
problème de Pfaff. En particulier, c'est sur leur propriété d'inva-
riance qu'est fondée la méthode de M. Darboux {Bulletin des
Sciences mathématiques^ 2e série, t. VI, 1882, p. i4-36, 49-68).
Ces propriétés d'invariance se déduisent d'une façon intuitive de
l'interprétation qui précède. Supposons en effet que l'on effectue
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un changement de variables

(15) ^'=y<(yi,r2, ..-,^) ( i = = i , 2, ..., ^),
la forme linéaire <x> se change en une nouvelle forme linéaire
de différentielles

(16) œ'==Yitfyi+...-+-Y^^,

Y < , . . . , Y,, étant des fonctions de y ^ , y^ ..., y^, et l'intégrale L,
prise le long d'une courbe F dans l'espace (^, ^25 • • • ? ^,,)? se change
en une intégrale

'= fYi^4-Y^+...4-Y,,^
^r'

r = / Y
^r

prise le long de la courbe F'de l'espace (y\^y^ ••^y^)? qui corres-
pond à la courbe T de l'espace (x^ x^ ..., x^) par la transfor-
mation (i5). De l'égalité !==!', on déduit que les premières
variations sont égales, 51 = SI'. Mais on peut calculer SF de deux
façons, soit en partant de la formule générale (la/, ce qui
donne

-ISS''-̂ /.. '-^-^§1
i k

soit en appliquant la formule générale du changement de variables
à l'intégrale 81, et remplaçant en même temps la variation S.r/
par .̂..̂ ,..
En égalant ces deux expressions de SI', on a donc

(17) ^^aikcixi^xk^^^ bikdyi^jk.
i k i k

L'expression qui figure sous le signé f dans SI est précisément

le covariant bilinéairede la forme (•».
Il est évident aussi que si la courbe F est une extrémale pour

l'intégrale I, la courbe V est une extrémale pour F, et inver-
sement. Le système (i3) est donc lui aussi un système covariant
de la forme ce. Après la transformation (i5) il est remplacé, par le
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système

(l8) ^•lC(ri-h...4-&/,,^=0 (t== l, 2, ..., 7l).

Considérons encore la forme à n + i variables

;r,»-n ( X i dr^ -+-... -4- Xn dxn ) -+- dxn+i î

où Xn^.^ est une variable auxiliaire. Les équations différentielles
des extrémales pour cette nouvelle forme sont

/ . l ̂ n-^i(aa û?a-i4-...-+-a/,t</;r,t) + X, û̂ .+.i = o ( i==î,2,. . . ,7i),
( Xi ûf.ri-4-.. .-4-X,( dxn^ o,

«(•A ayant le même sens que tout à Pheure. Des n premières équa-
tions on déduit, en les multipliant respectivement par dx^, dx^ ...,
dx^ et ajoutant

dXn^(X^dXi^-...-^-^ndXn) s=0.

Si dx,t+ç== o, le système des n premières équations (19) est iden-
tique au système (i3). Si dx,^^ 7^0, la dernière des équations (19)
est une conséquence des n premières. Les courbes intégrales du
système

. an dx\ -\-... -h din dxn. dx,t^ .
<20) —————————,--—————————=—-^——— ( 1 = 1 , 1 , ...,7l),

A/ Xn.+\

où Pon regarde Xn^.\ comme une variable paramétrique, repré-
sentent donc les projections, dans Pespace à n dimensions
{x^ x^ ..., ̂ ), des extrémales de la forme linéaire

dXn-^-\ •+- Xn^-\ tu.

11 est évident, diaprés cela, que ces équations forment un système
covariant pour toute transformation de la forme

xi = 9/(yi, yi,..., yn\ a -̂n = y/i-Hî

où Von ne change pas la variable auxiliaire Xj^{ -
Cette propriété du système (20) joue aussi un rôle essentiel dans

la méthode de M. Darboux.

5. Nous montrerons encore comment on peut rattacher au calcul
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des variations la propriété fondamentale du système (i3), d^être
complètement intégrable.

Il faut d^abord, pour cela, présenter quelques remarques géné-
rales sur les systèmes d^équations aux différentielles totales.

Soit

( 2 1 ) A/i dx^ -+-...-+- A/rt dxn ==o ( i == i, 2, ..., î )

un système de cette espèce se réduisant à n — p équations dis-
tinctes (jo^i), dont les coefficients A^ sont des fonctions quel-
conques de x^ .2*2, ..., a?,,. Si ces équations forment un système
complètement intégrable, le système (21) est équivalent à un
système de la forme

(22) rfFi=o, dFî=o, ..., d¥n-p=o,

Fi, Fa, ..., Vn-p étant n — p fonctions distinctes, et les équations

(l3) FI=CI, ^2=^2, . . . , F,»-? == Cn-p

représentent une famille de OD^P multiplicités à p dimensions E^,
telles qu'il passe une de ces multiplicités, et une seule en général,
par tout point de Pespace {x^ x^ ..., x^). Nous appellerons ces
multiplicités Ep les multiplicités intégrales du système (21).

Quel que soit le système (21), nous appellerons courbe inté-
grale toute multiplicité à une dimension dont tous les éléments
infinitésimaux du premier ordre vérifient les relations (21). Une
telle multiplicité est définie par un système de n fonc-
tions Xi=fi(t)^ continues et admettant une dérivée continue.
Nous supposerons même que les dérivées /J(t) peuvent avoir un
nombre quelconque de discontinuités de première espèce.
S i o = = = i , le système (21) est toujours complètement intégrable,
car il se réduit à un système de n — i équations différentielles
ordinaires, et les courbes intégrales se confondent avec les multi-
plicités intégrales Ep.

Il n^en est plus de même si l'on a p >> i. Il y a toujours une
infinité de courbes intégrales, dépendant de fonctions arbitraires,
puisque l'on peut ajouter aux n — p équations équivalentes au
système (21) p — i relations arbitraires entre les variables Xi.
Lorsque le système (21) est complètement intégrable, les coor-
données d^un point de toute courbe intégrale satisfont aux rela-
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lions (21) et, par suite, aux relations (28) et inversement. En
d'autres termes, si le système (21) est complètement intégrable^
toute courbe intégrale est située sur une multiplicitéintégrale „
et réciproquement toute courbe située sur une multiplicité
intégrale est une courbe intégrale.

Considérons en particulier l'ensemble des courbes intégrales.
issues d'un point quelconque M de l'espace; toutes ces courbes
sont situées sur la 'multiplicité intégrale TLp qui passe par M. Par
conséquente l'ensemble des points de Vespace que Von peut
joindre à un point quelconque M par une courbe intégrale
est une multiplicité dont toutes les courbes sont elles-mêmes^
des courbes intégrales.

Cette propriété caractérise les systèmes complètement inté-
grables. Soit en effet E'(M) la multiplicité formée par l'ensemble
des points que l'on peut joindre à un point M par une courbe-
intégrale du système (,21), pouvant présenter un nombre quel-
conque de points anguleux (c'est-à-dire de points où quelques-
unes des dérivées sont discontinues). Il est évident que, par tout
point M, passe une de ces maltiplicités, et que la multipli-
cité E^M7) correspondant à un point quelconque M' de E'(M)
est identique à E'(M). Ces multiplicités E'(M) sont au moins a
p dimensions, car les tangentes aux courbes intégrales issues d'un
point M, qui sont toutes situées sur E'(M), dépendent de p— i
paramètres arbitraires.

D'autre part, puisque toute courbede E'(M) est une courbe
intégrale, tous les éléments linéaires situés sur cette multiplicité
vérifient les relations (21) qui se réduisent à n—p relations
distinctes. Ces multiplicités E^M) sont donc à p dimensions et
sont des multiplicités intégrales du système (21), qui est par suite
complètement intégrable.

6. Pour démontrer que le système (i3) satisfait à la condition
précédente, nous établirons d'abord deux lemmes :

Lemme J. — Soient Ea une multiplicité quelconque à deux
dimensions composée d'extrémales, et F une courbe fermée quel-
conque située sur cette multiplicité, et pouvant se réduire à un
contour fermé infiniment petit par une déformation continue en
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restant constamment sur Ea; l'intégrale

j Xi dx^ 4-... -h X^ ûf-y»,

^/^5ô fc /o^ d<? ce contour fermée est nulle,

On pourrait le déduire facilement de la formule de Stokes
généralisée, mais, au point de vue adopté dans ce travail, il est
préférable de le déduire de la formule générale qui donne SI. Tout
revient à prouver que, si l'on fait subir à une ligne quelconque C
de Ea une déformation infiniment petite dans laquelle cette ligne
reste sur Es, sans changer les extrémités, on a toujours 51 == o,
quelle que soit cette déformation. Si la courbe C est elle-même
une extrémale, la propriété est évidente. Si C n'est pas une extré-
male, écrivons la formule qui donne 51

ô ï = fV^Va^8^.\^;
Jc Ï Vf )

puisque la multiplicité Eg est composée d^extrémales, on peut
supposer que dans la déformation infiniment petite de C, chaque
point de C décrit un élément d^extrémale, c^est-à-dire que les
variations 5^, 5.2*2 ? • • • ? 5;r^ vérifient les relations

2Oîk^Xk^O ( l==I ,2, ...,/î),

k

qui sont identiques aux relations (i 3), diaprés Fidentité a,Â+aA(==o.
On a donc aussi 51 == o. c. Q. F. D.

Lemme I I , — Soient Fo une extrémale quelconque, et Es une
multiplicité à deux dimensions formée par une suite continue
d^extrémales, différentes de Fo, issues des divers points de Fo (ce
qui suppose que ces extrémales dépendent de fonctions arbitraires);
toute courbe située sur Ea est aussi une extrémale.

Considérons en effet un arc de courbe F, obtenu en prenant sur
chaque extrémale issue d^un point Mo d^un arc AoBo de Fo un point
arbitraire M, et limité aux deux points A et By situés sur les extré-
males qui partent des points Ao et Bo. Tout revient à démontrer
qae r est aussi un arc d^extrémale. Pour cela, prenons un arc de



courbe quelconque F', infiniment voisin de F et terminé aux
mêmes points A et B. Par chaque point de F' faisons passer une
extrémale de façon que le lieu de ces extrémales soit une multi-
plicité E^ infiniment voisine de Ea, et de plus que E^ et Eg aient
en commun les extrémales AAç, BBo de Ea; ce qu'on peut faire
évidemment d'une infinité de manières. Sur cette multiplicité E^,
prenons ensuite un arc F^, infiniment voisin de Fo, et terminé aux
deux points Ao, Bg. En appliquant le lemme précédent à chacun
des contours fermés AoFoBoBFAAo, AoF^BoBF'AAo, qui sont
situés l'un et l'autre sur des multiplicités d'extrémales, on en

conclut que la différence des deux intégrales f — f , prises de A

vers B, est égale à la différence des deux intégrales f — f ^
^r, ^Fo

prises de Ao vers Bo. Mais cette dernière différence est un infini-
ment petit d'ordre supérieur au premier puisque Tç est une extré-

male. Il en est donc de même de la différence / — / , quelleJr ^r
que soit la courbe F7 infiniment voisine de F, et par suite F est
aussi une extrémale.

Ces lemmes étant établis, la proposition que nous avons en vue
s'en déduit immédiatement. Nous supposons que les n équa-
tions (i3) se réduisent à n—p équations distinctes, p étant au
moins égal à deux, de façon que par chaque point de l'espace il
passe une infinité d'extrémales. Soit, comme au n° 5, E'(M) la
multiplicité formée par les extrémales issues du point M, c'est-
à-dire le lieu des points que l'on peut joindre à un point M par
une extrémale pouvant présenter un nombre quelconque de points
anguleux. Il s'agit de montrer que tout arc de courbe AB, situé
sur E'(M), est aussi un arc d'extrémale. Or, soit ApBo un arc
d'extrémale pris à volonté sur E'(M). Diaprés la définition même
de E'(M), on peut joindre un point quelconque de AB à un point
quelconque de AoBo par un arc d'extrémale situé sur E'(M). Si
l'on associe ces points deux à deux de façon que ces extrémales
forment une suite continue, elles engendrent une multiplicité à
deux dimensions, à laquelle on peut appliquer le second lemme,
et par suite l'arc AB est aussi, d'après ce lemme, un arc d'extré-
male : ce qui prouve la proposition énoncée au début du n° 8.
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7. Cette propriété du système (i3) est évidente si la forme co
est ramenée à la forme réduite. Nous la démontrerons encore d'une
autre façon en nous appuyant uniquement sur la propriété d'inva-
riance du système (i3), relativement à tout changement de
variables.

Le théorème peut être considéré comme exact, si le détermi-
nant A n'est pas nul; dans ce cas, en effet, le système (i3) est équi-
valent au système

dx\ == o, dxt =o, ..., dxn = o,

et Fon peut dire qu'il admet n intégrales premières distinctes

^' i==Ci, a*j==C^ ..., a?^=:C/t.

Le théorème est vrai aussi si les n équations (i3) se réduisent
à n — i équations linéairement distinctes $ elles forment alors un
système de n — i équations différentielles ordinaires, et admettent
par conséquent n — i intégrales premières distinctes

f\ == C|,, fî == Cj, . . ., fn-\ == G^-i.

Reste à examiner le cas où les n équations (i3) se réduisent
à p équations linéairement distinctes ( p < < / i — i ) . Ajoutons à.
ces p équations n — p — i équations différentielles

Attdvi -(-... -+-A,,» ûte,, = o (î==i, 2, ...,n—jD--i),

dont les-coefficients sont des fonctions quelconques des variables a*,,
choisis de façon à former avec les p équations du système (i3) un
système de n — i équations différentielles distinctes. L'intégration
de ce système nous fera connaître une famille de courbes extré-
males dépendant de n — i constantes arbitraires. Soient

./I=G|, y,== Cj, ..., fn—\ == ^n-t

les équations de cette famille d^extrémales. Imaginons maintenant
que Pon fasse un changement de variables, en prenant un nouveau
système de variables (y,, y 3, ..., y,,), où

^l=/l, ya^/l» ...» ^n-l==fn-i,

la dernière variable y,< restant arbitraire, à condition de former
avecy<, ..., y/i-i un système de n variables indépendantes. Parce



— 30 —

changement de variables, la forme donnée <o est remplacée par
une nouvelle forme

tu' == YI dy^ •+•...-+- Y^ û?y,i,

tandis que le système (i3) est remplacé par le système

(18) bu û?yi-h...4-6^rfyn==o (t'== i, 2, ..., n),

où
, à\/ à\k
^c^-^-

Ce système (18) doit admettre la solution

yi==Ci , y2= Ça, ..., ^-i==Cn-i,

la variable y,, étant arbitra ire, quelles que soient les constantes Ci,
Ça, • • • 7 C,<_i. On a donc identiquement

bin = 0

pour toutes les valeurs de l'indice i. D'autre part, on a aussi,
quels que soient les indices i, k^ f, les identités faciles à vérifier,

^+^+^"•
et par suite, en supposant l=n^

^==0
^n

Les nouvelles équations (18) ne renferment donc ni y/, ni dyn-, et,
par le changement de variables précédent, nous avons remplacé
un système de p équations à n variables par un système équivalent
a n — i variables, comprenant/? équations linéairement distinctes,

(i8/ 6/1 ̂ .ri-^----4-6^-!^-^0 C^1» ^ . . . , n — i ) .

S; n = = 7 i — 2 , le système (18 )' est complètement intégrable, et
par suite il en est de même du système primitif (i3).

Si p -< n — 2, le nouveau système (i 8 )' est de même nature que
le système (i3); en d'autres termes, il définit les courbes extré-
males pour une intégrale de la forme

f Zi dy^ -4-... -i- Z»-i df^,
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où Z < , Za, ..., Z^_.< ne dépendent que dey<, .-., y/i-i. En effet, la
relation (24 ) étant vérifiée pour toutes les combinaisons d'in-
dices ^ A', ^, on peut trouver n — i fonctions Z, de y\, ..., ya^ y»»-<
vérifiant les relations ( < )

, ^Z<- <)ZA.
^^r-àTi9

'et la différence

^Y^/-^Z,<fy/

est une différentielle exacte, de sorte que les extrémales sont les
mêmes pour les deux intégrales

/S^" fÏ7-^-i i

On peut donc recommencer la même transformation sur le sys-
tème (18)', et ainsi de suite. Il est clair qu'on finira par arriver à
un système de p équations à p + i variables seulement, c^est-
à-dire à un système complètement intégrable.

8. Du théorème précédent on peut déduire très facilement
l'existence d'une forme canonique pour toute expression co, en
suivant une marche très analogue à celle de M. Darboux dans le
Mémoire cité plus haut. La démonstration comprend plusieurs
parties :

( * ) La proposition, qui est classique pour n = 3, s'établit de proche en proche
par récurrence. On satisfait aux relations

<^i à7., , , . „ ,^-^^, (^.,3,...^)
«n prenant

/*Vi
z,=o, z,=-/ ^rfyi+y.b^ ..-,y«).

^rî

<t, en substituant dans les suivantes, elles deviennent, en tenant compte des
relation» (a4),

^-^=^(yî^.^yJ (^=2,3,...,n).° } k "y.
On a donc un système de même forme que le premier avec une variable de
moins.
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I. Toute forme X^ dx\ + . • • 4- X,, dx,^ pour laquelle le déter-
minant A est nul, peut être ramenée, par un changement de
variables, à la somme d^une forme à moins de n variables, pour
laquelle ce déterminant est différent de zéro, et d^une différen-
tielle exacte (qui peut être nulle).

Supposons en effet que les n équations différentielles (i3) des
extrémales se réduisent à p équations distinctes (jo < /i), ce qui
aura toujours lieu si n est impair. Puisque ce système est com-
plètement intégrable, il admet p intégrales premières distinctes,
et Pon peut faire un changement de variables tel que les équations
différentielles des extrémales se réduisent à

(i5)

Soit

(26)

dy\ = o,

Y,^i

d y p = o.

• Y,, dy,

la nouvelle expression de la forme de Pfaff considérée après ce
changement de variables. Le système d^équations différentielles

(27) bu o^i-+-...-+- bindy^-= o (i== i, 2, ..., n),

ou
b,k=

à\j à^k
àyk ày i f

doit être équivalent au système (aS). Il faut et il suffit pour cela
que tous les coefficients bi/s^ où Pun des indices est supérieur àp,
soient nuls, et de plus que le déterminant

bn
b^

6,,,

en ... b
b

b

i/<
îp8=

soit différent de zéro, ce qui exige que p soit un nombre pair.
Si dans la relation générale (a4) nous prenons pour les indices i
et k des nombres non supérieurs à p, et pour l un nombre supé-
rieur à jo, on en déduit immédiatement que tous les coeffi-
cients bik-, où i^pf Â-^JO, ne dépendent pas dey^^i, ..., yn. Ces

coefficients forment donc un système de '—'—— - fonctions des p
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variables y,, ya, ..., y-p^ vérifiant les relations (24), où aucun des
indices ne dépasse p . On en déduit comme plus haut que Fon
peut trouver p fonctions Z « , . . . , Zp ne dépendant que de y^
y' i i " " ) y pi vérifiant les relations

iÏLi , àZt,
^-^-^ (^==1^...^).

Li différence

^Y^-^Z^y,
<=i A==I

est donc une différentielle exacte, en vertu des relations

^ __ ô\^ _ à7^ _ à7.k
^yk àyi ~~ àfk ~~ àyi f

qui sont vérifiées quels que soient les indices i et A-. Cela est évi-
dent si aucun des indices i et k n^est supérieur à p* Si Fun de-»
indices, i par exemple, est supérieur àjo, on a

^—^^^ • =o Z - = o à7^=
^Vk ^fi ~~ ik 01 ' 01 Ofi ~ 0>

La forme de Pfaff ^, Y/ûîy, est donc identique à
i

p
(9.8) Vz^r^-^u»

Z ( , . . . , Ï p ne dépendant que de y i,y:s, •••,y/», et la fonction U
pouvant se réduire à une constante; le cas où U ne dépendrait
que de y i, ya, ...,y^ se ramène immédiatement à celui-là.

II. Toute forme de Pfaff, pour laquelle le déterminant A est
différent de zéro (ce qui exige que n soit pair), peut être ramenée,
par un changement de variables, à une forme où ne figurent

que - différentielles. La proposition étant exacte pour n === 2, il

nous suffira de démontrer que, si elle est vraie jusque une cer-
taine valeur de TI, elle est encore vraie pour la valeur de n supé-
rieure de deux unités.

XLIV. 3
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Soit X, dx^ -h...-+- X,, dxn une forme de Pfaffpour laquelle le
déterminant A n'est pas nul. On peut toujours, et d'une infinité
de manières, déterminer un facteur e^ de façon que le détermi-
nant correspondant pour la forme <?^(X| dx^ + ... 4- X,, dXn) soit
nul; en égalant ce déterminant à zéro, on est conduit en effet a
une équation aux dérivées partielles du premier ordre, et l'on s'as-
sure aisément que l'une au moins des dérivées de \ figure dans
cette équation si A n'est pas nul (on reviendra du reste sur ce
point au n° 10). La fonction \ ayant été choisie de cette façon,
l'expression de Pfaff e^(X( dx\ 4- ... 4- X,, dx^) peut, d'après la
proposition précédente, être ramenée à la forme

YI </yi-+-...-4- Y,,o?y,,-+- û?U,

Y^, Ya, . . . , ^Lp ne dépendant que de y^ y^ ...,y^, et la fonc-
tion U pouvant se réduire à une constante. Le nombre p, qui est
forcément pair,, est au plus égal à n — 2, Le déterminant A pour la

r
formel Y/ dyi n'étant pas nul, on peut, par un nouveau chan-

gement de variables, le ramener à une forme où figurent .seu-

lement ' différentielles, puisque le théorème' est supposé vi\ii

pour les formes à moins de n variables. Après toutes ces transfor-

mations, la forme de Piaff e^^^id^i est remplacée par une

autre forme, où figarent au plus n ~ 2 -4- i == n- différentielles;

nous verrons tout à l'heure qu'il ne peut en figurer moins de n-

II en est par suite de même de la forme V X/ dxi:.

III. Soit

(29) Yi<<ri-r-...-+-Y,^

une forme de Pfaff, où ne figurent que n différentielles d y ^ , . . . , dyn,
et dont les coefficients Y/ dépendent de 2/1 variables y < , ..., }\.,, :
si le déterminant A n'est pas nul^ les fonctions Y < , . . . . Y,, sont
des fonctions distinctes de y,/^.,, ...,y2/c
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Ceci revient à démontrer que le jacobien

„_ D(Y, ,Y , , . . . /Y ,Q
û(y^i,y^2, ...,yîn)

est différent de zéro. En effet, si Pon avait S == o, on pourrait satis-
faire aux équations différentielles des extrémales de la forme (29)
en prenant dy 4 ==...== dyn= o, et en prenant des valeurs
de dy,^^ .... dy^ai non toutes nulles^ vérifiant les n équations

<)Y, . <)Yi .
——dyn^\ 4-. . . -4- ——- dy^n = 0,àyn^—— • • • • l ày,n

à^n , à\n ,-dyn^ -+-... -4- ,——dy^n^Q.
à ^ i ^ 1 ••"^.

Les fonctions Y<, ..., Y,, forment donc, avec yi, ...,y^, un
système de 271 variables indépendantes, et en posant

- S I = = Y I , ..., -s^===Y<»,

la forme de Pfafl* est ramenée à la forme canonique

3t dy -+-... 4- ïndyn,

II résulte de ce raisonnement que, lorsque le déterminant A nest
pas nul, on ne peut ramener une expression de PfafTà2/ i variables
à une forme où figurent moins de n différentielles.

9. En rapprochant les trois parties qui viennent d^être démon-
trées, on en conclut immédiatement que toute expression de Pfaff
peut être, par un changement de variables, ramenée à Fune des
deux formes canoniques

(a) s\ dy^ -+- Si dy^ -+•... 4- Sp dy^
( P) s\ dy^ 4- z-î dyî -+-.. .4- Zp dyp-^dyp^,

les variables (^,, y^) étant indépendantes. Les extrémales corres-
pondantes ont pour équations différentielles

<<Ti=o, . . . , c?^==o; ^1=0, ..., rf^==o.

Ceci permet de déterminer a priori le type auquel une forme de
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n

de Pfaff donnée ̂  X( ûî.r, est réductible, et le nombre p . Le
i

nombre ip est égal, en effet, au nombre des équations différen-
tielles distinctes qui définissent les extrémales. Pour distinguer
si la forme appartient au type déterminé ou au type indéterminé,
il suffit d^observer que dans le premier cas Inéquation obtenue en
égalant la forme de Pfaff à zéro est une combinaison linéaire des
équations différentielles des extrémales, tandis qu41 n^en est pas
de même si la forme appartient au type indéterminé.

Par exemple, pour que Inéquation

(3o) Xi dxt-+-. ..-hXrt dxn== o

soit complètement intégrable, sans que le premier membre soit
une différentielle exacte, il faut et il suffit que les équations dif-
férentielles des extrémales se réduisent à deux équations dis-
tinctes, et que Inéquation (3o) en soit une combinaison linéaire.
On peut vérifier que ces conditions sont suffisantes par un raison-
nement analogue à ceux des n08 5-6. En effet, puisque les équa-
tions différentielles des extrémales se réduisent à deux, ces
courbes sont distribuées sur des multiplicités E^_a à n — 2 dimen-
sions dépendant de deux constantes arbitraires, et toute courbe
située sur Pune de ces multiplicités est une extrémale. De plus,
Pintégrale

j Xi dïi -4-. . . 4- \n dXn,

prise le long d^un arc d^extrémale quelconque, est nulle. Cela
étant, soit Vy une courbe de Pespace à n dimensions, autre qu^une
extrémale, dont tous les éléments du premier ordre vérifient la
relation (3o). Les multiplicités E^_,, qui passent par les différents
points de Fo, forment une multiplicité E^-| , et toutes les courbes T
situées sur E,,_, vérifient la relation (3o). Il suffit de reprendre le
raisonnement du lemme II (n° S), E^.i est donc une multiplicité
intégrale à n — i dimensions, et il passe évidemment une multi-
plicité de cette espèce par un point quelconque de Fespace à
n dimensions.

La généralisation de la méthode de M. J. Bertrand (FORSYTH,
Theory of differential équation^ Part I. p. 20) consiste à déter-
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miner (Tabord les extrémales, puis à faire un changement de
variables tel que les deux intégrales premières des équations diffé-
rentielles des extrémales soient précisément dy^ === o, dy^=o.
L/équation à intégrer se change alors en une équation différen-
tielle ordinaire à deux variables y\ et ^.j. Il semble qu^on aug-
mente ainsi la difficulté du problème, puisqu^il faut d^abord
obtenir les extrémales de la forme considérée. En réalité, il n^en
est rien, car si Pon a intégré Inéquation 5X(ûî;rj== o, on a par là
même mis SX,ûte( sous la forme y 3 d y ^ y et Fon a par conséquent
ramené les équations différentielles des extrémales à la forme

dyi = o, dy^ = o.

10. Je terminerai par une remarque relative au cas où le déter-
n

minant A correspondant à la forme ̂ , X, dxi njest pas nul. Pour
i

n

que le déterminant A' correspondant à la forme é^^^S^idXi soit
i

nul, il faut et il suffit que les équations suivantes, qui définissent

les extrémales pour Pintégrale f ^SX/Ar/,

I / n v

^ ait fl^rf-r-. . .-h Cljn dXn-^ X/<A — ^^ ̂  \k dxk j = 0

( ( l = = î , 2 , . . . , / l )

soient vérifiées par des valeurs non toutes nulles de dx^
dx^ ..., dxn. En éliminant dx^ dx^ ..., dxn entre ces n équa-
tions homogènes, on obtient une équation aux dérivées partielles
du premier ordre en X. Au lieu de chercher la solution générale,
cherchons à déterminer X de façon que les équations (3i) soient
vérifiées par des valeurs non toutes nulles de dx\^ ..., dXi^ satis-
faisant aussi à la relation

(3'2) Xi rfa•t-^-».--t-xn^n= °.

Les équations (3i) se réduisent alors aux suivantes :

(33) a/i dxt -+-... -+-rt/,,ûte,»-+-Xf rfX = o (i = i, 2, ...,/i).

Réciproquement, si les équations (33) sont vérifiées par des
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valeurs non toutes nulles de dx\^ dx-^ .*., dxj^ ces valeurs des dxi
vérifient aussi la relation (3a). En effet, en multipliant les 71 équa-
tions (33) par (te,, ..., dXn respectivement, et ajoutant les équa-
tions obtenues, il vient

c?X(Xi dx\ -+-...-+- X,, dxn) == o.

On ne peut supposer d\ == o, puisque par hypothèse les équa-
tions (33), où Fon fait dX===o, sont incompatibles pour des
valeurs non toutes nulles de dx\^ ..., rf.r,,. Ces valeurs des dxi
vérifient donc aussi la relation (3a), et tout revient à déterminer \
de façon que le déterminant des équations (33) développées soit
égal à zéro, ou encore à déterminer \ de façon que les n 4- i équa-
tions en dx\^ ..-^ dxn^ d\^

<»,iûtoi -+-... -h d.in.dx/t-^- XirfX ==s o (i ===i, a, ..., /t)f
(34) à\_

[ àx^
^L
àx.,,

dx» — d\ == odx\

soient compatibles. Il faut et il suffit pour cela que \ soit une
intégrale de Inéquation aux dérivées partielles

[ an ... ÛM/I Xi«il

a,,i
à\
àx,

...

...
a in

^nn

^
dXn

Xi

X,,FCM^(35)

Cette équation contient nécessairement quelques-unes des déri-
vées de 5^; pour que toutes ces dérivées disparaissent, il fa'udr:iît
que le déterminant formé par les mineurs du premier ordre dé A
soit nul, ce qui n'est pas puisque A lui-même n'est pas nul. Ayant
déterminé une solution \ de cette équation, les équations diffé-
rentielles (33) définissent les extrémales de Pintégrale

n

fe^^dri,

mais on remarquera que \ ne figure dans ces équations différen-
tielles que par sa différentielle d\^ de sorte que Fon peut déter-
miner ces extrémales sans connaître la fonction ): elle-même* II
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suffit pour cela d'intégrer le système d'équations différentielles

/^ ^M dx^ -h .. .-4- q^ /̂.r^ _ a^dxY-\-...-+- q^ dx^ __\ / ' ' — — - — - — — — - . — , . _ , ^ _ _ — — , — , — _ ___ • ••»
î \î

identique au système ^20) signalé plus haut (n° 4). Soient

/i=Ci, /,=€„ ..., //,_i== C^i,

l'intégrale générale de ce système. Si l'on prend un nouveau
système de variable (y<, y,, ..., y,,), y,, y^. ..., y^ étant iden-
tiques à /i, /a, ..., /,,_i, la dernière variable y,, pouvant être
choisie à volonté, on a vu plus haut (n° 9) que ^(SX,^-) se
change en une expression de la forme

Yi dy, +... 4- Y,^i ̂ -.i + rfU,

^ i , Ya, ..., Y,,., ne dépendant que de y<, ya, ..., y^-i. Mais
dans le cas actuel d\] doit être nul, car les équations (36), qui
sont identiques à dy^ = o, ..., dyn-\ = o, entraînent la rela-
tion SX,âî;r/== o. On a donc

X, ^Fi-4-...-+-X,,r/;r,t== ̂ (Yi û?yi-}-...+Yn_i c^^-i);

par suite, si l'on fait le changement de variables précédent dans
la forme SX/Ar/, on voit qu'après cette transforjnation elle ne con-
tiendra pas dy,^ et les rapports des coefficients de dy^ ..., dy^-i
seront indépendants de y,,. On aura donc mis l'expression SX/ dxi
sous la forme

K(Y^+...4-Y^,^-0,

la variable y» ne figurant que dans le facteur K.
La méthode qui précède est absolument identique dans la

marche des calculs à celle de M. Darboux (/oc. cit^ p. 21-22).
Leur interprétation seule est légèrement différente.


