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SUR LE DEVELOPPEMENT EN FRACTION CONTINUE
D'UNE IRRATIONNELLE QUADRATIQUE;

Par M. AmsvrEr.

De ra mépiatioNn. — Solent a b et ¢ :d deux fractions i
. A . . . a+c ,
termes entiers aux dénominateurs de méme signe. —— s’appelle
b+ d

leur médiante. Notons les égalités
(1) ad—bc=a(b+d)—b(a+c)=(a+c)d—(b+d)c.

a-+c )
Elles montrent que 5 —a €5\ comprise entre a : betc:d.

Au cas ou ad — bc = =1, appelons contigués les deux pre-
mieres fractions; chacune d’elles est contigué a la médiante
d’apres les égalités (1).

Approximation d’une irrationnelle par médiations succes-
sives. — Soit w un nombre positif donné. Partons de 1 :0eto: 1
et formons une suite de fractions f,, fo, ..., fa, ...y [k, ... par
la régle suivante : fx, est la médiante entre fx et f3, f4 étant la
fraction d’indice inférieur & A la plus récemment écrite telle
que f et f soient approchés de w en sens contraires.

Les fractions se partagent en groupes de fractions approchées
de w par exces et en groupes de fractions approchées par défaut.
Nous appellerons principales celles qui terminent les groupes en
(uestion.

A chaque fraction par exces faisons correspondre le symbole ¢,
& chaque fraction par défaut le symbole ». La suite des nombres ¢, 7
correspondant aux diverses fractions et rangés dans 1’ordre de for-
mation s’appelle la caractéristique de w.

Comme 1 : 0 et o: 1 sont contigués, toute fraction de la suite
est contigué a la précédente et a la fraction principale la plus
récente écrite avant cette derniére.

Interprétation des fractions principales. — Les fractions



principales coincident avec les réduites du développement de
en fraction continue.

Si enPedq et n’. .. est la caractéristique de w, son développement
en fraction continue a p — 1 pour partie entiére, les premiers
quotients incomplets étant ¢, 7, s, ¢, .. ..

Le théoréme est évident pour les deux premitres réduites p — 1

et gﬁ;&ﬂ - On D’établit aisément en le supposant vrai jusqu’a

un certain rang des réduites et des fractions principales et formant
4 l'aide de la caractéristique la fraction principale du rang suivant.

Réciproquement, si une irrationnelle positive v est comprise
entre deux fractions contigués, ce sont deux fractions de la suite
formée pour calculer w par médiations successives, celle dont les
termes sont les plus petits étant une fraction principale.

. a c . N .
Soient z et a deux fractions & termes > o el entiers comprenant

entre elles w et telles que |ad — bc|=1.
En supposant @ < ¢, on en déduit b < d.
Divisons ¢ par a et d par b

c=aq +r (r<a),
d=bg" + 1 (r'<b).
Un raisonnement connu dit que ¢ = ¢’ el que
ad — be = ar' — br.
On forme les fractions

a a-—+r 24+ r qga—+r

D b+ 2bar’ " (/b~&—/'"

. , c . . . .

la derniére étant du reste 7 elle-méme; & partir de la troisicme
. . , e P a
fraction, chaque fraction est la médiante entre la précédente et P

On aurait en classant par ordre de grandeur (croissante ou décrois-

sante)
a gqa—+r sa-+r

b b+ T b

\ r
Mettons & leur place w et 7

qa—+r 22+ r a—+r

»
—_ W, ZE—— ces —_— — -
5’ ’ 9b+r', P 5bar b
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r , c . .
5 est approché de w comme - Mais avec une moins bonne

a r . . .
37 sont deux fractions contigues comprenant
entre elles w; on divise a par r, d’'ou le reste p; a’ par ', d'ou le

reste o'.

approximation, et

. . 53 . a c
On est ramené au raisonnement déja fait sur > et . On con-
tinue jusqu'd épuisement des termes successifs a, r, g, ...,

dyr', ¢, ... etle calcul est résumé dans I'un des Tableaux :

0 o a c r i
-y eey =y . )y mmy W, m—y seey —3y  seey —3
1 o' o T d » o’
! P a c r o
A
o o' b ' d r 1

o , . . a ¢
En lisant ces Tableaux & rebours on voit que et - résultent de
Sy . . \ . o .1
quelques médiations faites & partir de 7 et = pour approcher de w,

a .. L
7 Précédant un changement de sens de 'approximation.
C. Q. F. D,
On déduirait de la le théoréme de Serret :

Si deuxr nombres positifs w et o' sont équivalents, c'est-
b

pw—+q . ,
pw+q' oup,q, P’, q sont des

entiers tels que | pq' — qp'| =1; ils ont en commun un quotient

a-dire liés par la relation ' =

complet.

On montrerait qu’d partir d’un certain rang, les caractéris-
tiques de w et w' coincident.

Approximation d’une irrationnelle quadratique. — Soit a
développer en fraction continue une racine d’une équation du
second degré.

En amorcant le calcul par la méthode de Lagrange, on pourra
toujours ramener le cas d’'une équation & deux racines de méme
signe & celui de 'équation aux racines de signes contraires.

Soit alors
az’+abz+c=o0

une équation od a, b, ¢ sont des entiers premiers entre eux,
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a et ¢ étant de signes contraires. Nous lui ferons correspondre
une forme quadratique indéfinie ax?—+- 2bxy + cy? que nous
appellerons réduite, voulant rappeler, par I, que ac < o.

Traitons I'exemple
3524+8z—7=o.

. N . 1 o
Nous calculerons la racine w >o0a Pal‘tll‘ de ° et ; et nous rem-

placerons z par les fractions successives dans 332+ 85 — 7 pour
connaitre & chaque instant le sens de 'approximation. Plus com-
modément, nous formerons les valeurs de 3x2? + 8xzy — - y2
quand x et y sont les termes des fractions successives :

(1) 3 —7 4 —9 =3 1t 12 7 —4 ...,
I o 1 1 2 3 5 9 9
(2) o 11 a2 3 % 5% 1

La caractéristique de la racine w est
elnlelnled. .
d’ont
o =I1—1-+
1+
2+

I
3+

Appelons index successifs les termes de la suite (1).
On peut les calculer directement i partir de 3 —7 —+4, sans
passer par la suite (2), donc sans faire de substitutions dans

3xt+ 8zy — 72,

comme nous le montrerons bientét.

Appelons index contigus deux & deux les index fournis par
une fraction de la suite, la fraction principale antérieure la plus
récente et par leur médiante qui, précisément sont trois fractions
conligués deux a deux.

Etablissons une relation du second degré entre trois index
contigus.

! s "

. . . . . )
Relations entre trois index contigus. -— Soient £, iq)—,, %
trois fractions contigués empruntées a la suite, r, »/, 1" les index

correspondants, r et r' étant nécessairement de signes contraires.



On a
ap*+2bpg +cq? =,
apt+20p'q" +cq't =71,
ap"t+2bp"q" + cq"r = 1",
avec

pP=p+p, q¢=qg+7q.
Dans la forme f=az?+ 2bzy + cy?, faisons la substitution
z=pX+pY,
. y= qX -+ q'Y.
Il vient
S(pX+p'Y, gX+q¢'Y)=rX2+ XY + r'Ys,
% dtant un entier; faisons X =Y =1, il vient
=r +A+1r,
A=r"—r—ur.
Mais b*-— ac est un invariant pour toute substitution linéaire
taite dans f; comme | pg'— gp'| =1, on a

A —4rr'=4(b2— ac)
ou encore

(1) (r"—r—r')2—4rr'= 4(b2— ac),

(2) P22 " — o' — 21" r —orr' = (02— ac).

C'est la relation annoncée (on en déduirait qu’un index uel-
conque est inférienr & A en valeur absolue). Elle est symétrique

par rapport a r, ', r’.

Remarque. — 1l est clair que la forme réduite
rXz4 (r"—r—r")XY + r'Y2,
ou dailleurs 1" - r — »" est pair d’aprés (1), donne précisément
pour premiers index r, r’, r quand on fait usage des frac-

. I 0 I
tions -, — et -+
o 1 I

DeriNirion cENErALE DES 1NDEX. — Comme on P’a dit plus haut,
les index relatifs & la racine w de f(z, 1) = o sont les résultats
de la substitution dans la forme des termes des fractions qui
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convergent vers le nombrc >0 :.w, au iur et & mesure que le
nombre des médiations augmente.

Pour une forme & non réduite, on pourra attribuer une suite
d mdex a chaque racine positive de Véquation g(u, 1)=o0; on
les obtiendra en substituant dans g(z, y) les termes des mé-
diantes successives et commencant chaque suite & la premiére
variation de signe accusée par les résultats de substitution.

Si dans g(x, y) deux certaines fractions contigués 3 et 5 four—

nissent deux résultats de signes contraires, la plus simple d’entre
elles est une réduite du développement d’une racine de g(z, 1) =o
en fraction continue.

RECURRENCE LINEAIRE DEs INDEX. — Ktant donné un groupe de
trois index contigus, former le suivant :

Soient r, r', r’ trois index contigus, ou d’ailleurs r et r’ pré-
sentent une variation. Nous distinguerons deux cas :

e r,r,r présentent deux variations.

Par exemple 1. r', r". Si r'” est le suivant de 77, il est contigu
ar'etr”, donc l’equduon

(2 — 1" —1")2= 41 r"+ j(b2— ac)
admet comme racines r et ', d’olt
P == — I"” = o,

r=r" =ao(r'+r").

2° r, r', ' présentent une variation.
: L
Elle est entre r et r’ et 'on aura, par exemple, r, 7', 7’

Si r” est le suivant de 7", il sera contigu & r et r" et ’équation
(z‘;—- r— r"y)*y: 4rr" + 4(02— ac)
aura pour ‘racines r’ et r'", d’ ol

Ver—1r"+r"—r—r=o,
’_V + ’_"I - 2(" :_’_ ,.IIK)')

Concilions les cas 1° et 2° dans une régle unique.
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Régle de récurrence. — On écrit les quatre index r, »', r', 1"
dans un ordre tel que les trois premiers présentent deux vavia-
tions, en permutant au besoin les deux premiers. La somme
des extrémes est alors le double de celle des moyens.

Application. — Si dans un groupe de trois index contigus, on
échange les deux premiers, les index postérieurs ne sont pas
altérés.

A remarquer que, dans un groupe d’index contigus, l'index
seul de son signe n'occupe jamais la derniére place, car il n’y a
jamais lieu de prendre la médiante entre deux fractions approchées
de w dans le méme sens.

Reprenons ’exemple donné plus haut et partons du groupe

+3 —7 +4

8 —7 -9 —9=1( §—7)—3,
-7 4 -3 —3=2(=9+4)+7
4 -9 11 IO
4 -3 —12 Cheeea Cheirie ey
-3 11 7 7=12( 12 —3)—11,

Nous construisons la suite des index et il en résulte immédia-
tement la caractéristique de w.

On voit immédiatement que si r, r’, 1" sont lrois entiers de
somme paire, r et 7’ étant de signes contraires, on peut engendrer
une suite d’index a partir de r, r’, r", qui régira le calcul de la
racine > o de I'équation

r—r—r ,
rz’+').———)———z+r=o.

RETRORECURRENCE DES INDEX. — Si r et r' sont de signes con-
traires et r—+r'—+ r” pair, on peut se demander si le groupe (r, 1/, ")
représente toujours un groupe d’index contigus de rang au moins
égal & deux, relatif au calcul d’une certaine irrationnelle quadra-
tique. La réponse est affirmative.

L. r et »' seraient consécutifs. — Soit ¢ I'index principal le
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plus voisin de r quand on remonte la suite supposée. On aura par
exemple
+ -

N " N4
T S A

La régle de récurrence donne

p+r=a(r—+1),
p=o2r—+a2r—r’.

II. r et 1’ ne seraient pas consécutifs. — Soit ¢ I'index qui
dans la suite supposée précéde immédiatement r'; r est l'index
principal le plus voisin de 7' quand on remonte la suite et I'on a

par exemple
+ -
ry ..., o, r, 1

Appliquons la régle de récurrence

e, 1, 1, 17

e+ 1"=a(r+r'),

¢=2ar4ar—r.

Dans la suite supposée, le groupe d’index contigus qui en-
gendre (r, 1', 1) serait donc

(2r+ar'—r', r,r) ou bien (ryar=-or'—r', r');

encore faut-il, pour que ce groupe soit acceptable, que r et
2r -4 27— " soient de signes contraires.

Si cette condition est remplie, (r, r', ") sera au moins le
second d’une certaine suite de groupes d’'index contigus; nous
dirons qu’il admet un précédent.

Si cette condition n’est pas remplie, (-, 1/, 1'") n’aura pas de
précédent, mais par contre (1, r, 1'") aura un précédent, puisque,
dés lors, 1’ et 27 + 21’ — " seront de signes contraires.

Donc on peut, par rétrorécurrence, constituer une suite de
groupes d’index contigus ou (7, 1/, 1), ou, peut-étre, (r', r, ")
occupe un rang arbitraire et cela d’une seule maniére.

Exemple. — Donnons-nous

-—2 +26 -+3o.
XLYI. 2
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En principe, prenons pour précédent de (r, r', r') le groupe
(2r+2r'—7r", r, r') quitte & modifier Pordre des deux premiers
pour engendrer un deuxi¢me précédent,

—4 +52 —30, —2, -+26 ou +18 —2 —+-26.

Le précédentde +18 —2 +26serait6 18 —2 qui estdrejeter;
il faut donc écrire —2 18 26 et prendre le précédent 6 —2 18, ....
On lira le Tableau de bas en haut :

6 —2 18 26
18| —2 26 3o
Remarque. — Supposons qu’en calculant une suite d’index, on
constate que le signe des index est & un moment donné stabilisé
pour une durée assez longue, ce qui correspond pour w & un
quotient incomplet élevé; on pourra accélérer le calcul par le
moyen d’un Tableau de différences.

- _ _
Sila —b — c|engendre un grand nombre d’index négatifs,
on verrait qu’ils se calculent par le Tableau suivant :

Index. A. Al

—b | — | 2a

—c | — | 2a

20 +b—2¢c | — | 2a
n(n+1)a+nb—(n+r1)c | — | 2a

On ira jusqu'au premier nombre > o qu’on rencontrera dans la
premiére colonne et I'on reprendra la régle de récurrence ordi-
naire.

PetriopiciTE DES GROUPES D'INDEX CONTIGUS. — Pour une forme
réduite ou b2 — ac = A, les groupes d’index contigus font partie
des solutions en entiers non tous du méme signe de I’équation

r2a-r'tar—or' " —2r"r —orr'=4A
ou encore
(FM—r—re—j§rr'=4A.



—_— 19 —

Soient r I'index seul de son signe; R, R/, R" les valeurs absolues
de ry r', . On aura

(R"+ R — R')*+ 4RR' = 44,

équation qu’il faut résoudre en entiers positifs. En suppo-
sant R"Z R/, on posera

R+ R —R'=2),
RR'= A — A2,

A étant un entier positif dont le carré soit inférieur 2 A; R"2R’ en-
traine RS2, ce qui conduit & rejeter la valeur A =o0. 1l y aura
un nombre firni de solutions, puisque A2<C A, et, a fortiori, la
forme az?+ 2bxy + cy? ne pourra engendrer qu’un nombre
fini de groupes d’index contigus.

Appliquons & 'exemple

3z2+ 8xy — 7y ou A =16+ 21=37;
RR' =37 — )2 (o< M < 37),
R =22<R—R (RZ2)).

On peut former le Tableau suivant :

A RR'.

=
=
=

-

36 37
18 18
33 36
11 12

28 33
14 18

~

W -

FSQICI
Q
©

21 28

N WO ON
-
-

'
N
-
—— A, e ———— |~
N WO -
[TURN |
-
N

DA WY -

=)

.
-
-
-
W
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Nous soulignons les groupes qui figurent dans la suite relative
A3x2+ 8xy — 72
Soit p le nombre des groupes R, R/, R" relatifs & la forme

azt+2bxy + cy?.
Au groupe RR'R" peuvent correspondre les huit groupes suivants :

R—R—R, R—R—R, —R R—R, —R"+-R—R,
—R R R, -R R R, R-R R, R-R R,

puisque I'index seul de son signe n’est jamais le dernier du groupe.
Il faut méne supprimer la moitié de ces groupes comme n’ayant
pas de précédents. A l'instant ot l'on écrira le groupe d’index
contigus d’ordre 4p +1, au plus tard, il y aura dans la suite
deux groupes identiques.

La régle de récurrence montre qu’a partir du groupe qui s'est
reproduit le premier, il y a périodicité des groupes et par suite
des index de la suite.

Je dis que le premier groupe récrit est le groupe de téte,
abstraction faite de 'ordre des deux premiers index.

Supposons qu’il n'en soit pas ainsi; nous entrons en contradic-
tion avec la propriété signalée plus haut, au sujet de la rétroré-
currence d’aprés laquelle tous les précédents d’un groupe sont
déterminés d’une maniére unique. C. Q. F. D.

Perionicire pes 1npEx. — Si le premier groupe d’index contigus
admet un précédent, pour parler comme plus haut, il se repro-
duira tel quel. Sinon il se reproduira avec inversion des deux
premiers index.

Dans le premier cas, la suite des index sera périodique au
moins & partir du deuxi¢me; dans le second cas, elle sera pério-
dique seulement & partir du troisi¢me.

Remarque. -— 1l arrive souvent, et c’est le cas pour
3r2+ 8xy — 7y,

que le groupe de téte se reproduit au signe prés avant de se repro-
duire exactement. Dans ce cas la période d’index se décompose en
deux antipériodes de méme longueur ne différant que par un chan-



gement de signe général :

e

IN=24 —9 —3 11 2/ 793 11 —12\ 74 —9 —3 1112

Cycles de groupes d’index contigus. — Si a partir d'un
groupe (r, r', r") de trois index contigus qui admet un précédent
on construit une suite d'index, le groupe de téte se reproduira tel
quel et 'on aura une chaine sans fin parfaitement périodique de
groupes d’index contigus qu’on pourra reconstituer par récur-
rence ou rétrorécurrence & partir d’un seul de ces groupes.

Nous appellerons cycle une telle chaine.

Exemple : 3 —5 4 engendre un cycle.

7 —3 4 n’engendrerait qu'un cycle imparfait; il deviendrait
parfait par suppression du groupe initial.

Formes réduites rattachées ¢ un cycle. — Engendrons un
cycle a partir de (r, 7', r") et soit (g, p', p") ungroupe du cycle.

La forme

pot+(p"—p'—p)ay + o'y
sera rattachée au cycle. Elle est réduite puisque pg' << o.

Toutes les formes rattachées a un cycle sont équivalentes
proprement ou improprement. 1l suffit de raisonner sur deux
formes consécutives, la premiére résultant du groupe (o, p/, p")-

1” (9, 9/, ") ont deux variations, d’ ol

. 1] 1)
rJIII= 2(9,+ P”)_ 9.
On vérifie aisément que les deux formes

pat+(p'—p' —p)ay o'yt et p' X4 (p"— " — o)XY 4 p'Y?

sont liées par la substitution

z=Y
’ avec

ryr=X+Y;

2° (g, ¢'y ') ont une variation, d’ot

plll——_: 2(pl’_'_ P)—P’.
Les deux formes

pat+(p"—p —p)ay o'yt et pXi (p"—p"—p)XY + " Y2
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sont liées par la substitution

r=X+Y, Lo
avec = —+1
r=Y; o 1
CrcLEs consucuis. — Soient un cycle et les formes réduites y

rattachées.
A toute forme de la suite, faisons correspondre une autre forme

par la tranformation
’ r = Y1 Yy =— x1

si la premiére correspond 4 un groupe d’index 4 deux variations;
par la transformation

si le groupe en question ne présente qu’'une variation.

Si on range les nouvelles formes en sens inverse de 'ordre de
formation, elles sont rattachées & un certain cycle. Pour le démon-
trer, considérons deux formes consécutives : f,, f» rattachées au
cycle donné, les formes nouvelles g_, et g_, qui leur corres-
pondent.

Il y a lieu de distinguer quatre cas, suivant les nombres de
variations que comportent les groupes d’index qui engendrent f,
et f,.

Traitons le cas ol f,, f, sont engendrées par deux groupes &
deux variations,

-+
U

+
Si> oo Si=rat +(r"—r —ray +r'y?;

"

Ja—> PO ar e ar— r, Jfa=re+4(r'+r"—r)yzy+ryt.
A f, carrespond

ga=rXe—(r"—r —r)XY+ ryz;
A f, correspond

g—a=r"X? —(r'—i—- r"— r)XY +r'Yz.

Prouvons que g_,, g_, sont deux formes consécutives rattachées
a un méme cycle.



Dans g_, faisons

O (S

y=0;

11 vient
+ -+
-

”or
Faisons les mémes substitutions dans g_,; il vient
- o+

’

ror a2r+aor—r'.

Le signe 27 + 2r' — r” n’est du reste pas douteux; puisque

(r, r'y r") admet un précédent, c’est que 2r + 21 — r’ est du
- - 4+ -+ -

a1 T " N ! " U

signe —. On voit que (r , 1 r) et (r, ry 2r -+ 21 ——r) sont

deux groupes dont le premier engendre le second en appliquant

la régle de récurrence. C. Q. F. D.

(Démonstration analogue dans les trois autres cas.)

On lira donc les g dans l'ordre des indices croissants et elles
seront rattachées 4 un cycle.

Ce cycle sera dit conjugué du premier.

En observant les quatre formes f,, g_,, f2, g_» dans les quatre
cas possibles, on trouve que f, et g_,, d’une part, et f, et g_, de
Pautre, sont engendrés par des groupes d’index ayant le méme
nombre de variations.

Comme la transformation

lz,7; X, =Y|  ou |zy;Y, —X|

devient dés lors réversible, on voit que deux cycles conjugués sont
réciproques.

Signification du cycle conjugué d’un cycle donné. — Cal-
culons la racine positive de

rl2+(r"—r—r)L+r'=o;

le calcul est régi par le cycle issu de r, r', 1.

Dans l'hypothése ou r, r/, r" présentent deux variations,

posons Z = — zl, il vient

r2—(r"—r—r)l+r=o.
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La racine positive de cetle équation se calcule au moyen du cycle
conjugué du proposé.
Donc si un cycle régit le calcul d’une racine > o de

rl2+(r"—r—rMZ+r=o,

le conjugué régit le calcul de la deuxiéme racine ou peut-étre de
son inverse, suivant que r, r’, 1’ présentent une ou deux varia-
tions.

urorime. — Les suites d’in ives @ s con-
T Les suites d’index relatives @ deux cycles co
Jugués présentent la méme succession de signe + et —, d con-

111 n rer ) e d’elles.
dition qu’on renverse le sens de lecture pour U’une d

Dans les quatre cas distingués plus haut, comparons les signes
de deux groupes de trois index consécutifs r’, r, " et son ana-
logue; en respectant le sens de lecture propre 4 chaque cycle; on
trouve :

Cycle donné. Cycle conjugué.

et R g S

— —+ — - ~+ -

H....... cevieen — + + -+ + -

nr............. . — — - — — —

Ve, —- — -+ + . -

La propriété est visible.

Remarque. — Toutes les formes rattachées i deux cycles con-

jugués sont évidemment cquivalentes (proprement ou impro-
prement).

TutorimE nE Lacrance. — Nous avons ramené le cas d’une
forme indéfinie quelconque & celui d’une forme réduite.

La suite des index étant périodique au moins & partir du troi-
sitme, la fraction continue qui développe une irrationnelle qua-
dratique quelconque finit par étre périodique.

D’apres les propriétés des cycles conjugués, la période des quo-
tients incomplets relatifs & I'une des racines d’une équation du
deuxi¢me degré est celle des quotients incomplets de I'autre lue
en sens inverse.

Traitons
az?+2bz+ c=o, avec ac < o.
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En changeant au besoin z en :;', on pourra toujours faire en sorte
que le groupe d’index contigus (a, ¢, a + 2b + c¢) admette un
précédent. Il y aura lieu de distinguer quatre cas, suivant que ce
groupe initial (@, ¢, @ + 2b + c) présente une ou deux variations
et que, lors de sa premiére réapparition, a et ¢ sont ou ne sont pas
consécutifs dans la suite.

Traitons I'un de ces quatre cas; celui ou (a, ¢, @+ 2b+¢),
qui admet un précédent, ne présente qu'une variation, @ et ¢ étant
consécutifs dans la suite lors de la premiére réapparition du
groupe.

Ecrivons la suite d’index et au-dessous la caractéristique

+ + —
a ¢ a+2b+c .......... vee. @ ¢ a+2b+c ..ol R

®
.
.
.
=
R
®
-
=
py
@
>
.
.
=
R
®
=
<

 étant au moins égal & 2; 3, v, ..., A au moins égaux i 1.

L’irrationnelle a pour partie entiére o — 1, la période des quo-
tients incomplets étant 8, v, ...\, a; de méme, dans les autres cas:
on observe les résultats suivants :

1° Si I’équation a entre — 1 et + 1 un nombre pair (o ou 2)
de racines, ces deux racines s’expriment par des fractions conti-
nues périodiques, la partie non périodique comprenant un quo-
tient incomplet.

2° Si elle a entre — 1 et 4+ 1 une seule racine, on trouve deux
fractions continues immédiatemeut périodiques.

On en déduit aisément que :

Si une équation quelconque du deuxiéme degré a une racine
développable en fraction continue immédiatement périodique,
elle a une seule de ses racines entre — 1 et - 1, ’autre étant du
signe contraire, plus grande que 1 en valeur absolue et pourvue
d’un développement immédiatement périodique.

Irrationnelles rattachées a un cycle. — Ce sont les racines
positives des équations successives
p3t+(p"—p—p0)z+p =o.

Deux irrationnelles consécutives sont liées par 'une des rela-
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tions

1
Tt
u=t-+1,

u

)

suivant le nombre pair ou impair des variations du groupe
(s ¢’y p") qui engendre u.

La partie non périodique de lirrationnelle engendrée par
(@) ¢’y p") est égale au nombre des index qui suivent p’ et sont du
méme signe que lui. On formera la période en lisant au dela.

Une irrationnelle rattachée & un cycle est en méme temps
plus petite que 1 et immédiatement périodique, en méme temps
plus grande que 1 et affectée d’un quotient incomplet non
periodique.

Tutorkme. — ST deux formes réduites sont lices par une
substitution unimodulaire, et que l'une d’elles soit rattachée
a un cycle, ce cycle est contenu dans le cycle parfait ou
imparfait engendré par Uautre.

Soit .
oz, y) =rad+(r"—r—r)zy +r'y

une forme rattachée & un cycle.
Soit f(z, y) une autre forme réduite telle que 'identité sui-
vante ait lieu :

() f(pX+qY, pX+q'Y)=9(X,Y), avec |pg—gqp'|=1

P> q, Py q' étant quatre entiers.
Nous distinguerons deux cas, suivant que p' et ¢’ sont de méme
signe ou de signes contraires.

1° p' ét q' sont de méme signe. — L’égalité |pq’' — qp'| =1
montre que p et ¢ sont aussi de méme signe, ainsi que les deux

fractions £ et L. Ces deux fractions ont pour médiante P, -+ q,-
14 q pP+q

Dans I'identité (1) faisons successivement

X=|, X=0, X=l,
Y =o0; Y=rt; Y=r1.
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Il vient
Sflp,p)=r
f(qv ql) =r,
Sp+piqg+q)=r".

Puisque 11’ <<o, il y a une racine de l'équation f(z, 1) = o
comprise entre les deux fractions de méme signe contigués 5
et Z.

9

C’est dire que, si 5 et g— sont positives, (s, 7, 1) sont un groupe
d’index contigus du cycle parfait ou imparfait engendré par la
forme f(z, y); sif, et g, sont négatives, (r, ', r") fait partie du

cycle conjugué de celui qu’engendre f(x, y).

2° p et p' sontde signes contraires. — L’égalité | pg' — qp'| =1

. . . . . B
montre que p et g sont de sngqes contraires et que les fractions »
et :_% sont de méme signe, leur médiante étant 2—7,.

Dans I'identité (1) faisons successivement
‘X:l, ;X:o, P X =1,
lY:o; Y =—1; Y =—1;

il vient
f(P’ P') =r,
Sfl—q,—q)=r,

flp—q,p—q)=2r"+2r—r"

Réglons l'ordre de r et r' par la condition que le groupe des
trois nombres admette un précédent.

En somme, nous venons de former un groupe emprunté au
cycle conjugué du cycle T auquel ¢ se rattache.

Sif; et :—Z—, sont positives, le cycle conjugué deT fait partie du
cycle engendré par f.

Si§ et :_qu sont négatives, le cycle conjugué de T fait partie
du cycle conjugué de celui qu’engendre f; plus simplement I' fait
partie du cycle engendré par f, puisque deux cycles conjugués
sont réciproques. C. Q. F. D.
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Tutoreme. — La condition nécessaire et suffisante pour que
deux formes réduites différent par une substitution unimodu-
laire est que les deux cycles qu’elles engendrent, rendus par-
Jaits, s’il y a lieu, par suppression du groupe de téte, soient
itdentiques ou conjugués.

Les deux parties de ce théoréme ont été démontrées plus haut.

Applications. — 1. La substitution automorphe la plus simple
relative & une forme réduite f est le produit des substitutions ¢lé-
mentaires de module

effectuées au cours du cycle entre deux appositions consécutives
de la forme f.

Quand il y a deux antipériodes d’index, on trouve, en plus, des
substitutions qui restituent la forme au signe prés.

II. Décomposer une substitution unimodulaire en ses élé-
ments. — Soit la substitution

| z=6X+5Y, ‘6 5
u =—+1.

| y=7X+6Y, 7 6

Appliquons-la & la forme réduite Az — wy*®, ou A et w sont
deux entiers > o. Il vient la forme

A6X +5Y)2— u(7X +6Y),

(ui sera réduite si
(36X — 4ou) (25 — 36) < o.

85
Prenons pour fractlon = la médiante entre 49 , donc —-
" 36 © 61

Nous aurons la forme 8522 — 61y2 et la transformée
71X2— 24 XY — 71 Y2,

aux deux termes extrémes de laquelle figurent des coefficients
opposés, d’aprés une propriété connue de la médiante.
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Le groupe 71 —71 —a24 n’admet pas de précédent, car
2(71—71)+ 24 =24
est du signe de 71.

Dans le cycle issu de 8522 — 61y? identique d’ailleurs & son
propre conjugué, vu 'absence du terme rectangle de la forme, il
faut nous attendre & trouver le groupe —71 71 —24 et non pas
J1 —71 —24.

Corrélativement, il s'introduit une forme

— 1 X2 — 24 X' Y + 71 Y2
et non pas
71X2 — 24 XY — 71 Y2,

comme transformée de 8522 —61y2.
Calculons les index consécutifs & — 071 :

Index. A. A%
8 — 61 — 24 | —159 — —159 | — 50 | +48 +24 —71 471 | —24
—61 24 —159 | —209 — —209 | -— 2 | +48 —71 471 —24
24 —159 —209 ——211 | + 46 | +48

—165 | + 94 | +48

— 70U | +142

+ 71

D’aprés les nombres de variations des groupes d’index contigus,
nous posons

xr =y, T =Yz, Try= T3+ Y3y | 3= T4+ Yy
Yy=x1+Y1; | V1= T2+ )3, |}’z=}’3; Ys=JYu;
&, = X5+ Vs, I rs=x6+ys, | Te=Y, X'=Y,
r=ys; Ys=Uxs; ye=X+Y; | Y=X.

Telles sont les substitutions élémentaires cherchées.

IIl. Toutes les formes réduites ou non pour lesquelles
b2 —ac = A,
olt A est un entier positif donné, non carré parfait, se raménent par

une substitution unimodulaire & un nombre fini de formes réduites.
On le verra en utilisant ’équation

S(r2—ar'r)=4A.
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Par exemple, le Tableau donné plus haut pour A = 37, conduit
a former trois cycles distincts dont le premier coincide avec son
conjugué, les deux derniers étant conjugués l'un de autre.
Toute forme de l’ordre propre ou A =37 se raméne par une
substitution unimodulaire 4 'une des deux formes

r?—37y%, 32?4 8zy — 7yl

Relations entre les fractions qui correspondent a deux
périodes consécutives d’index. — Appelons fractions homo-
logues deux fractions qui sont séparées par m — 1 autres frac-
tions, m étant le nombre d’index de la période.

En renversant au besoin toutes les fractions de la suite, on
pourra supposer que le groupe initial de trois index contigus
admet un précédent, donc que la suite des index est périodique
au moins dés le deuxiéme. Reprenons la forme

3z2+ 8xy — 7y
Elle conduit aux deux suites :

3 —7 4 —9 —3 11 12 7 —4 9 3 —i11 —I2 —

1
+

-
.

période des index.

16 25 34 5_9 84 109

23 36 49 85 121 157

wiv |

9
13

=N g%}

| =19
—_ -
N
2o
NN

| S 1=

Soit; une fraction quelconque de la suite, on peut Iécrire

12 +oy
or+ 1y
effectuées de proche en proche i partir des deux fractions ini-

, meltant ainsi en évidence le résultat des médiations

. I o
tiales - et —-
(o] 1

Si % est la premiére fraction homologue de; qui lui est posté-
25z + 84y

rieure, il faudra la noter ————=
36z 4+ 121y

» & cause de la périodicité des

index, et 'on aura

(1)

X =125z + 84y,
Y =36z + 121y.

»

25
36

D

36 est égal & 41, car

Le déterminant ' est approché
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. ‘ 1 84 [} ,
de la racine cherchée comme 5 Ta I'est comme Set I'on a

IXI—0X0=+1I.

On forme donc aisément la récurrence entre deux fractions
homologues consécutives en observant la premiére réapparition
du groupe initial d’index conjugués.

;et % fournissant le méme index, on a I'égalité suivante pour

une infinité de couples de valeurs de x, y :

3+ 8xy —7yr=3 (252 + 84y)?
+ 8(257 + 84y)(36x +121y) — 7(362 + 121¥)2.

C’est donc une identité, de telle sorte que les formules (1) four-
nissent la substitution automorphe la plus simple de la forme
considérée.

Relations entre les fractions qui correspondent a deux anti-
peériodes consécutives d’index. — Un raisonnement analogue
conduirait & former, dans le cas de deux antipériodes, une frac-
tion quelconque a l'aide de celle dont le rang est moindre d’un
nombre égal 4 celui des index d’une antipériode. Dans I'exemple
choisi, on aura
(2) ? Xy=o27+ 7y,

- Yi=3z+10y.

. . ’ ) I o
Le déterminant est égal & — 1, car au classement 5>

(o
correspond, & cause du signe contraire des index, le classe-
2 -

ment 3 < l’—o-

Les formules (E) fournissent une substitution, qui restitue la
forme au signe prés, la plus simple de toutes.

Le produit de deux substitutions telles que (_2_) redonne la
substitution ( 1 )

Récurrence entre les trois fractions homologues de (rois
périodes consécutives. — Soit une suite de fractions ot la récur-
rence des fractions homologues de deux périodes consécutives
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s'exprime par
g X'=pX+qY,

P g
Y =rX +sY, .

7 S

(1) avec l = 1.

"

. e . X
Prenons ’homologue immédiatement suivante s ona

X'=pX'+q¢Y,
Y = rX' Y.

Des équations (I) nous tirons, puisque ps — qr = +1,

X=sX'—qY,
d'otr par addition
X +X'=(p+s)X".
On aurait de méme
Y+Y'=(p+s)Y.
On a donc la récurrence

| Xr'—(p+5)X'+ X =0,
Y —~(p+s)Y+Y =o.
Dans I'exemple choisi, on aura

p + s =146.

Récurrence entre les fractions relatives a trois antipériodes
consécutives d 'index. — Supposons qu’il y ait deux antipériodes

X2 .
=2 rencontrées dans

. . . . X X
ans la pér .S 5 S T o
dans la période. Si les trois fractions Y'Y, ¥,

. X X . .
cet ordre ont deux fractions homologues 7 et -Y—’ consécutives et
2
. X . , . .
la fraction \—l qui en est équidistante, on aurait
1
{ Xi=pX\+q1Y, | Xe=p1 X1+ aq1 Yy,
avec  pysi—qir=—I,

2 Y, =nmX+s5Y; Yo=rmX;+s Yy,

et 'on en déduirait
‘ .\,—(p,-i—s,)xp— X = 0,
( Yg-—(Pl—l—Sl)Yl——Y = 0.
Dans U'exemple choisi, on aurait p, + s, =12; d’olt

X,—lnx,-—— X = o0,

Yo—12Y;— Y =o.
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En multipliant 1’échelle de récurrence. u? — 12u— 1 par
u*+12u—ri,ona

(ur— ()2 —154u= u*— 146 u?+1

qui correspond bien & la récurrence entre trois fractions homo-
logues consécutives.
D’une facon générale, on aurait

p+s=(p1-+51)2+ 2.

Application a z2— Dy?, ou D > o. — Soit, par exemple,
r2—- - y2?,

Cette forme est réduite, puisque 1 et —7 sont de signes con-
traires.

Le premier groupe d’index contigus est 1 —7 —OG, qui a un
précédent, car 2(1 — 7) + 6 = — 6 qui est du signe contraire i 1.

Formons le cycle

1 —7 —6 1| —3
1 —6 —3 | 42
1 =3 42| =3 V=24 !
—3 2 —3 t 14 !
2 —3 1 | —6 14 -
—3 1 —6 | —7 1+ = !
t —6 —7 | —6 4+,
1 —7 —6

D’ou les deux suites

1|—7—6—-32~-31 6| —7—6-—-3 2-3 1—6]|...,
1] e 1t 23 58 13| ar 29 3745 83 127 209
o [ 11 23 5 8 11 1417 31 48 79

Récurrence & deux périodes et substitution automorphe fonda-
mentale
[ X'=8X+aY,
| Y=3X+ 8Y.
XLV, 3
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Récurrence a trois périodes

{ X'—16X'+ X =o,
| Y—16Y +Y =o.

Le premier index engendré par z*— Dy? est toujours —1.
L’équation z2— Dy?—=1 admet donc pour solutions tous les
couples de valeurs de z, y formées 4 I'atde des homologues de ?;
8 127
- T

Prouvons qu’il n’y en a pas d’autres. Soit par exemple (a, b)
une solution de 22— 7y2=1. On en conclut

a - b
"b'>‘/71 77<\/-7_

— ) . b S
Donc /5 est compris entre deux fractions 7;—, contigués

a
Z’
d’ailleurs, puisque a < a —7b>< b= +1. La plus simple des

deux est donc une réduite du développement de \/E Clest g-

C. Q. F. D
Remarque. -~ On aurait un résultat analogue dans le cas ou
la suite présente 'index — 1.
Par exenple la plus petite solution de z*-— 73)2 = — 1 est
x =1068, y =125
1068

toutes les autres proviennent des fractions homologues de =5

La premiére des solutions de £ — 7352 = + 1 est

r = 2281249, ¥ = 267000.
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