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SUR GERTAINS CRITERES DE CONVERGENCE;

Par M. EmiLe Corron.

Les critéres qui font le principal objet de ce travail sont relatifs
aux séries

(1) 2| Acal,
dont les termes sont les modules des différences prémiéres
Acp=cCp+1—Cy

d’une suite de nombres complexes ¢,. Ces séries (1) se rencontrent
dans D'étude d’autres séries par la méthode de transformation
d’Abel.

Pour faciliter I'exposition, je définis d’abord (n° 1) ce que
j'appelle suite de nombres réels a variation bornée. Cette notion
est voisine de la notion classique de fonction & variation bornée,
due & M. Jordan. Jaborde ensuite les séries (1); et j’étudie en
premier lieu (n° 2) le cas ou les nombres ¢, tendent vers une
limite différente de zéro; puis le cas ol la limite est nulle, en
commencant (n° 3) par deux critéres simples de convergence,
suffisants pour les applications indiquées plus loin; viennent
enfin (n° 4, 5) d’autres critéres plus complexes et intéressants au
seul point de vue théorique.

On peut se poser au sujet des séries

Zan on(3)

construites avec des fonctions données ©,(s) et des coefficients
constants des questions analogues A celles qui constituent la
théorie des séries de Taylor, chercher par exemple I'analogue du
théoréme d’Abel, entrainant I'existence du cercle de convergence.
Les criteres simples signalés tout & I’heure conduisent ainsi (n° 6)
Pn+1(3) _ Pn+1(30)
(?n(z) ) (Pa(zo)
d’un terme au précédent dans les suites v,(z), on(5,). Cette
XLVI. 6

A étudier les quotients

» formés avec les rapports
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étude est possible dans des cas nombreux : séries de polynomes
données par des équations aux différences finies, séries de Diri-
chlet, séries de factorielles et généralisations diverses. Il est inté-
ressant de comparer les facons dont cette étude se poursuit dans
différents cas, de classer ainsi et d’étendre parfois (n°® 7 &4 9)
(quelques-uns des résultats obtenus antérieurement par différents
auteurs.

1. Nous dirons qu’une suite indéfinie de nombies réels
(') Qoy A1y ..oy Qpy ...

est a variation bornée si la série formée par ses différences
premiéres

X Aap,, Aap,=apy1— a,
est absolument convergente. Lorsqu’il en est ainsi la suite (1)
(ou suite a,) admet une limite, mais l'inverse n’est pas vrai; la
série des différences peut converger sans converger absolument, la
suite (1) peut admettre une limite sans étre a variation bornée. On
peut rattacher ces suites aux fonctions a variation bornée de M. Jor-
dan, en supposant la fonction définie non pour toutes les valeurs
de la variable comprises dans un intervalle déterminé, mais seule-
ment pour les valeurs entiéres de la variable.

Parmi les propriétés que cette analogie conserve, nous citerons
les suivantes, dont la démonstration est immédiate et qui seront
utilisées plus loin.

Toute suite a variation bornée peut s'obtenir en retranchant
terme a terme deux suites convergentes et non décroissantes.

On ay en elfet,
an= ap+ Aap+...+ Aa,—y,

et 'on sait que la série absolument convergente I Aa, peut étre
obtenue en retranchant terme & terme deux séries convergentes i
termes positifs.

1. Etant données deux suites a,, b, a variation bornée, les
suites ay—+ by, ay— by, anb, obtenues en les ajoutant, en les
retranchant ou les multipliant terme a terme sont encore a

. . , " . a,
variation bornée. Il en est de méme de la suite b—"que donne la
n
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division terme a terme, pourvu que la borne inféricure des
valeurs absolues des b, soit différente de zéro (*).

On peut donc dire que des opérations rationnelles en nombre
limité effectuées sur les termes correspondants d’un nombre limité
de suites & variation bornée donnent le terme général d'une suite
a variation bornée, pourvu que les dénominateurs soient tous, en
valeur absolue, supérieurs & un nombre fixe. Il n’est méme pas
nécessaire que les opérations soient rationnelles, ainsi que le
montre la proposition suivante, qui s’applique encore au cas ot
I'on opérerait sur plusieurs suites au lieu d’une seule (2), et qui
est également valable (avec quelques modifications dans I'énoncé),
pour les fonctions de M. Jordan :

. Etant données une suite a variation bornée a, et une
Jonction o(z), la suite a,= o(a,) est a variation bornée dés
que les nombres de la premiére suite restent compris dans un
intercalle o la fonction o(x) et sa dérivée o' (x) existent et
restent bornées.

On a, en effet,
Ady, = ‘?(an-H) - '?(an) = ?I(Cn) Aa,,

¢, étant compris entre a, ., et a,; la série T Aa, étant absolument
convergente et o'(c,) €tant inférieur en valeur absolue &4 un
nombre fixe, X| Az, | est convergente.

La remarque suivante, bien évidente, nous sera utile :

HI. Etant donndes trois suites a,, bu, cn telles que pour
toutes les valeurs de n les modules des différences Aa,, Ab,,
Ac, puissent représenter les longueurs des trois cités d’un
triangle, si deux des trois suites sont a variation bornée la
troisieme l’est ausst; autrement dit, si deuzx des trois séries
Y Aay, TAby, YAc, convergent absolument, il en est de méme de
la troisieme.

Nous allons appliquer ces propositions a I'étude de certaines

(') Voir le Chapitre I du Cours d’Analyse de M. Jordan,
(*) Voir HapAMARD, Acta mathematica, t. XXVII, 1903, p. 181.
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séries. Quand nous dirons que les hypothéses sur lesquelles elles
reposent sont vérifiées, nous sous-entendrons en général qu’elles
le sont asymptotiquement, c’est-i-dire par ceux des termes des
suites sur lesquelles on opére dont le rang est assez élevé.

2. Soit

co= ao—+ by, ¢y = ay;+1b, Ceey cn=an—+ tbp,

une suite de nombres complexes, nous allons étudier la conver-
gence de la série formée par les modules de leurs différences

(1) 2| Acg|, Acp= cpr1— Cp= Aap+ i Aby,

D’aprés une proposition bien connue il faut et il suffit, pour que
la série soit convergente, que les séries | Aay |, £|ZAb,| le soient
aussi; en d’autres termes que les suites a, et b, soient toutes
deux & variation bornée. /

Nous représenterons aussi les nombres complexes ¢, par leurs
modules ¢, et leurs arguments 6,, que nous supposerons essen-
tiellement choisis de fagon que les valeurs absolues de leurs
différences | Al | = | 050 — 8| solent comprises entre o et =.

Si la série (1) est convergente, la suite ¢, admet une limite ¢ ;
supposons d’abord cette limite différente de zéro.

Pour que la série (1) soit convergente et que la limite c soit
différente de zéro il faut et il suffit que les suites p, et ),
sotent a variation bornee, la limite de ¢, étant différente de
séro.

Ces conditions sont suffisantes, car p, et 8, étant & variation
bornée, sinfl,, cosf,, et les produits a, = p, cosb,, b,= p,sinh,
forment des suites de méme nature (propositions I et Il du nu-
méro précédent).

Montrons maintenant que ces conditions sont nécessaires.

Pour o,, c’est une conséquence d’une proposition antérieure
(n° 1, H1). On |peut, sans changer les différences Af, multiplier
tous les nombres ¢, par cos'{z—{-isin?, ® désignant 'argument

I . o« e
de ~; autrement dit, on peut supposer que la limite ¢ des nombres

complexes ¢, est un nombre réel et positif. S’il en est ainsi,
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b . .. . ,
tangfl, = a—: est & variation bornée et 8, — arctang(tangf,) l'est
aussi (n° 1, IT).

Les conditions relatives i la suite p, : variation bornée, limite

non nulle équivalent a la suivante : logg, est a variation bornée.
On peut dés lors résumer ce qui précéde en disant :

Pour que la série (1) soit convergente et que la limite c
de c, soit différente de zéro, il faut et il suffit que la

série 2
inférieur a = soit convergente (').

On raméne cette proposition & la régle de convergence absolue
d’un produit infini. Posant, en effet,

e N o . .
log—c‘—t“ ou le coefficient de i, dans le logarithme, est

n

Cn+1

=1+ Tp, Acp=rpcu,
Cn

nous avons
cp=Cco(1+r)(1+7r)...(1+ry).

Le produit infini ¢ [I(1+r,) est absolument convergent en
méme temps que la série Z|log(1+ r,)| et la convergence de
I'une des séries a termes positifs | r,[, T|log(1+ rz)| entraine
celle de 'autre puisque le rapport des termes correspondants tend

vers 'unité quand n devient infini (2).

3. Lorsque la limite ¢ de ¢, est nulle, le raisonnement antérieur
reste exact pour g, qui est toujours & variation bornée, sa limite
étant alors nulle. Il n’est plus valable pour 6,; on voit bien que
si pn et B, sont tous deux & variation bornée £|Ac, | converge, mais
cette série peut converger sans que 6, soit i variation bornée. Les
cas élémentaires suivants, importants par leurs applications, vont

nous le montrer.
I. Ona

IACM'=Icn+l_cn,§lc/l+ll+|c"l=P"+1+P"‘

(') Bien que celte proposition raméne I'une & l'autre deux questions dont les
difficultés paraissent égales, elle a des conséquences intéressantes (n° 9).

() Cette méthode différe peu de celle de M. Jordan (voir son Cours d' Analyse,
3¢ édition, t. I, p. 311).
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et par suite : st la série Sp, est convergente il en est de méme de
la série S| Ac,|.

Un autre critére simple résulte de I'interprétation de I|Ac,|
comme longueur de la brisée obtenue en joignant les points A,
A Aa, oL, A, d'affixes ¢o, €4y Cay ovny Cay - .- et de la remarque
suivante.

I2¢lément d’arc d’une courbe (C) rapportée & des coordonnées

polaires 0, o est
do _ pdb

ds = cosV _ sinV’

V désignant I'angle de la tangente et du rayon vecteur. Supposons

I courbe telle que le rayon vecleur décroisse constamment quand

on la parcourt dans un sens convenable, et que l'angle V reste

inférieur & un angle o << 3-; La longueur de tout arc de la

courbe intérieur au cercle p=g, reste finie et inférieure
Pp

CcCosa
La proposition subsiste quand la courbe (C) admet une infinité

de points anguleux; soient Ay, Ay, ..., A,, ... ces points rangés
dans T'ordre des rayons vecteurs décroissants; les arcs inlermé-
diaires A, A, ., sont toujours supposés réguliers et la limite a de
Pangle V est la méme pour tous. La ligne brisée obtenue en tra-
cant les cordes AgA,, A, Aq, ... a, elle aussi, une longueur finie.
On peut inversement se donner la brisée AgA ... A,... et
chercher & construire une courbe (C) remplissant les conditions
qui préceédent. Supposons, comme plus haut, les points A, donnés
par leur affixes ¢, ou par leurs coordonnées polaires g,, 0,
(avec |Af,| < ®); nous prendrons pour arcs A,A,,, de (C) des
arcs de spirales logarithmiques ayant le péle O comme point
asymptote. L’angle V, sous lequel 'arc A, A, coupe ses rayons
vecteurs est donné par
|46, |

eV Talogeal

1 suffit que cette expression reste inférieure 4 un nombre fixe
pour que la courbe (C) remplisse les conditions requises et que la
brisée ait une longueur finie. On peut d’ailleurs écrire

A0, d(logg,) _ Cp+q

f— n= —

= ’
Alogon,  R{logqn) Cn
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MR (3) et 3(s) désignant respectivement la partie réelle et le coefti-
cient de ¢ dans le nombre complexe . La détermination du loga-
rithme est telle que |3 (logg,)| << =. La décroissance de la suite g,
se traduait d’ailleurs par & (logg,)<<o. Nous arrivons ainsi au cri-
tére cherché :

Il. Si lon a posé q,= C—Z-i’-, etsi:
n
lo
R(loggn) <o  (suite p, décroissante);
20
|3(]0.‘:(ln)|

[ R (Togga)| ~1"8%

Acy| est convergente; de

. P
Plus, lereste|Acp| + | Acpyi| +. .. est inférieur a 2=

a étant un nombre fize, la séric S

Nous appliquerons plus loin ce critére; mais nous allons aupa-
ravant en donner d’autres qui proviennent encore de la comipa-
o,L1A9n|.

raison de la croissance des suites p,, |Azy], ¢

4. Soit [, la longueur de la partie de la brisée AgA A, ... com-
prise entre les sommets A, et A, :

ln=AcA 1+ A Ag+. ..+ A A= Aco| + [ Acy | +. .o+ | Acu—q ]

On a

Alp=lpy— ln=|Acp |,

et le triangle OA, A, donne

. AD
Al,= \/(AP/L)2+ 40nPn+1 Sin? T” b

ce qui montre que ()

Al,, | Apn | et 2 \/Pn Pr+1

. AD
sm—".
2

peuvent représenter les cotés d’un triangle; donc, pour que i,

(') Nous ne supposons plus ici la suite p, décroissante.
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tende vers une limite finie, il faut et il suffit que

2Apnl et EVoupn+t

. AB
sin 2 I
2
convergent ().

La convergence de I'une des séries

et EZypupn+|A0,]

. Af
sin —2
2

2 \/Pn Pu+i

entraine celle de 'autre, puisque le quotient des termes de méme
. . . 1 I
rang reste compris entre les limites 5 et —.

On a d’ailleurs

2 A n 2
‘/EnPn-H = &/Pn(Pn—f‘ APu) = \/(\Pn+ éA9n> -_ <L> 5

2

la série T|Ag,| est censée convergente, par suite aussi Z|Ag, Af,

puisque |Af, | <<=, donc (1, 1II) les séries
— N + n+1
2\/971 PIH—II Aen‘ et 2&"_‘)3‘—‘| AO,,'

sont simultanément convergentes. On peut d’ailleurs substituer a
leur étude celle de p,[A8,|, ou plus généralement celle de Xo;,|Af,]|,
I p;z — On I
Aoy,

h

AD,
Alogsn

’

o), étant un nombre positif tel que le quotient
)

n reste

. o O
borné. Tel est, par exemple, le cas de la série Zl

y n
puisque
Ao _ Pn+1—Pn . P’
Alogp, = logpp+i—logp, 7"

est, d’aprés la formule de 'accroissement fini, compris entre g,
et oppi- En résumé :

Pour que la série 2| Ac, | converge, il faut et il suffit que les
conditions suivantes sotent remplies.

1° La suite des nombres o, =|c,| est & variation bornée;

2° La série ¢,| A0, est convergente.

A cette derniére série on peut substituer toute série Xp) | Af,|

(') Voir la Thése de M. CAnEN, Annales de 1’Ecole Normale, 3¢ série, t. XI,
1894, p. 83.
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qui lui soit équivalente au point de vue de la convergence, en
supposant la condition 1° remplie.

| A6,
|Alogpn|

est remplie, la condition 2° 'est également; on a ainsi une exten-
sion de la régle de convergence donnée plus haut (n° 3, II).
Nous avions, & cet endroit, supposé la suite g, décroissante; étant
formée de nombres positifs, elle est alors & variation bornée.
Quand ce critére du n° 3 n’est pas applicable, mais que I’extension
actuelle peut étre utilisée, on aura une limite supérieure du reste
de la série Xp,[Ap,| en remplacant le facteur g, du n° 3 par la
variation totale de p, c’est-d-dire par X|Ap, |, 'indice n variant de p
A+ oo,

A e _
Quand 1801 gevient infini avec n, on peut essayer des cri-
|alogonl .

téres, dont nous allons dire un mot, qui sont analogues aux cri-
teres logarithmiques bien connus (').
A Taide des fonctions

5. Si les quotients sont bornés, et si la condition 1°

logix = loga, logsx = log(logx), e log;x = log(logi—1 ),
obtenues par itération de la fonction logarithmique et des nombres
Tp= an’ construisons la suite dont le terme de rang n est

ui,p,n= (logizn)P,

p désignant un nombre réel, et considérons la suite des diffé-

rences
Aui,p,n = (lOgi-l‘u+1 )P — (logizu )-r.

Admettons que les nombres g, forment une suite décroissante,
et tendent toujours vers zéro. Toutes les différences Au; ,, ont le

(') Voir BorkL, Lecons sur les series a termes positifs, Chap. I; JORDAN,
Cours d’Analyse, t. 1, p. 292-298; Encyclopédie des Sciences mathématiques,
t. I, 4, ne 8, 9.

Les séries de comparaison employées ici different peu sans doute des séries
indiquées dans les Ouvrages cités; mais la forme qui leur est donnée, attirant dés
le début 'attention sur la croissance de la somme de la série de comparaison, m’a
paru assez intéressante par sa simplicité pour justifier ’exposé rapide qui fait
Pobjet du n° 5. '
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signe de — p; lorsque p est positif, la série I, Aw;,, (2 termes
tous négatifs) est convergente; si p << o, elle est divergente.

Unpe formule bien connue

f(@)— flz) _ Fa)
g(x)—g(z')  g'(2")

x" étant compris entre x et x', se préte facilement i 'étude asymp-

. Au; . . . .
totique des rapports ——"-, qui deviennent infinis avec n lorsque

Alti—y,p 0
P’ est positif et tendent vers zéro lorsque p’ est négatif, et & celle

Au;i p.n

«es rapports —2=
PP AU, n
compare, plus facilement encore, les diverses expressions u, ), , et

iLp,n

> qui deviennent infinis avec n si p’> p. On

par suite les sommes ou les restes correspondant aux n premiers
termes des séries.

Utilisant alors les séries | Au; p »| comme séries de comparaison,
nous suivrons le procédé indiqué par M. Borel (Ouvrage cité,
p- 10) en 'appliquant & la série /| A, |, oti, comme nous I'avons
vu (n° 4), o), peut étre choisi de facon quelconque entre g, et g, 4.
En regardant { et p comme fixes, nous prendrons pour g, un
nombre tel que la formule de Paccroissement fini donne '

’ Au;, pn ‘ - (log;z, )P
P

Ai““; AP/n

. o
formule ot x), = ethr =z logz...log:x.
n

Si z, était connu, on pourrait déterminer p, tel que

(logiz,)=rn _ , 180n] _ [A8a],
Aizh " Ao, ', App’
. \ . 1
associons un tel nombre p, i tout nombre x,, compris entre £, = ”
n

1 . . A . , . .
CLpy = o=y puis faisons croitre n indéfiniment, dans ces condi -
n+1

tions p, admet une plus grande et une plus petite limites p’ et p". S¢
ces deuzx limites d’indétermination sont positives, les séries
To,|A8,| et 3| Ac,| sont convergentes; si p' et p" sont négatifs,
les séries sont divergentes; s'ils sont de signes contraires, le cri-
tére est inapplicable; si p'= p"=o0, il tombe en défaut et 'on peut
essayer le critére analogue en remplacant 7 par i + 1, etc.
L’hypothése, faite en dernier lieu, que la suite p, est décrois-
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sante, n’est pas indispensable : on peut présenter le mode de coin-

paraison précédent en faisant intervenir la grandeur de g,, o), = —t

gnts et non le rang n, et admettant que la suite (log;z,)? (ox‘xup
est 'exposant de la série de comparaison) est & variation bornée.
Mais nous n’insisterons pas sur ces questions dont nous n’aurons
pas & faire usage.

6. Les séries X|Ac,| se rencontrent quand on applique aux séries
de la forme Zc,u, la méthode de sommation partielle d’Abel.
Rappelons & ce sujet les propositions suivantes :

I. La série Ec,u, converge si les deux séries Zu,, X|Ac,| sont
convergentes.

II. La série Zc,u, converge si les trois conditions suivantes
sont réalisées : 1° la somme des p premiers termes de la série T u,

. . ) 1 .
reste bornée quel que soit p; 2° ¢, tend vers zéro avec =3 3° S| Ac,|

est convergente.

Ces théorémes peuvent étre complétés par des énoncés concer-
nant la convergence uniforme des séries c,u, quand la suite ¢,
est formée de fonctions d’une variable, la suite u, étant composée
de constantes ('). Ils ont permis d’étendre & diverses classes de
séries (séries de Dirichlet, séries de factorielles, etc.) (*), la plu-
part des résultats que les travaux d’Abel, de Cauchy et de M. Hada-
mard avaient donnés pour les séries de Taylor en ce qui concerne
I'existence et la détermination du domaine de convergence, la
continuité de la série, etc.

Les séries ainsi étudiées se contruisent, d’une facon générale,
en partant d’une suite donnée de fonctions d’une variable com-

plexe

(1) (?0(7')7 ?l(z)v ceey ‘Pn(z)~

(1) Voir Encyclopédie des Sciences mathématiques (11, 1, 17), pour ce point
et pour la bibliographie.

(?) Voir Encyclopédie des Sciences mathématiques, t. I, 17, n>*1 et 17 a 20.
Depuis 'apparition de cet article, M. R.-D. Carmichaél a étudié une classe géné-
rale de séries de cette nature ( Transactions of the American Mathematical
Society, vol. 17, 1916, p. 207; American Journal of Mathematics, vol. 39, 1917,
p. 385).
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Elles sont de la forme =«, on (%), les ap désignant des constantes.

L’existence du domaine de convergence s’établit en montrant
que si la série Za, o,(5) converge pour une valeur s, de 35, ou
plus généralement si la somme de ses p premiers termes reste, pour
cette valeur de s, bornée quelque soit p, on peut affirmer la con-
vergence de la série pour un ensemble de valeurs de 5 indépendant
de la suite des coefficients a,. On écrit

9n(2)
apon(z)=a (z
n ‘n( ) n®nl 0)‘?"(30)
et posant
9n(3)
Uy = a,9p(3), Cp= ?—:(—105’

on est conduit par les théorémes I et II i étudier la série Z|Ac,|ou
les a, ne figurent plus.

La convergence de cette derniére série I|Ac,| peut, ainsi que
nous I'avons vu (n° 2, 3), étre, dans un grand nombre de cas,
étudiée par I’examen des expressions

Cn+1 ‘?lz-#l(z) . Pn+1 (%0)

9n= Cn = ©n(3) ’ Pn(30)

7. Nous poserons

0,,(:.): ©n+1(3)

en(z)
on(2) 3

Ou(ﬂo)

d'ou qn= .

Les critéres de convergence ou intervient le quotient q, sont
d’une application particuliérement simple lorsque dans la
suite (1) le rapport 9,(z) d’un terme au précédent tend vers
une limite.

1° Supposons d’abord que la limite dépende de z; soit §(z)
cette limite.

On applique alors le premier critére du n° 3; la convergence
de la série La, 9,(5) est assurée en vertu de l’hypothése concer-
nant Za, o,(5,) dans tout le domaine o |4(z)]|<<|0(z,)]|. Cest
le cas des séries de Taylor; c’est également le cas de certaines
séries de polynomes, par exemple de celles signalées par Poin-
caré dans son Mémoire (') : Sur les équations linéaires ordi-
naires et auz différences finies. Les séries de cette nature s’étu-

(1) American Journal of Mathematics, t. VII, 1885, p. 243.



—_ 81 —

dient, comme les séries de Taylor, sans faire appel, en général, &
la méthode de sommation d’Abel.

2° St 8,(3) tend vers une limite § indépendante de z, et
différente de zéro, q, tend vers 'unité. On peut alors écrire

0. (2) =0[1+pal2)],

P 1
Pn(5) tendant vers zéro avec ~» et

1+ pn(3)

1+ pn(3o) =1+ pp(3) — pa(50) +....

dn=

Les termes non écrits peuvent étre négligés dans application des
théorémes des n* 2 et 3, si, comme nous le supposons, p,(z)pa(3o)
et [pn(30)]* sont infiniment petits par rapport & la différence
Pn(3) — pn(5,)- Dans ces conditions, on étudiera d’abord la série
S| pa(z) — pe(50)| (n°2); s'il existe une région ou elle est con-
vergente, Za, 9,(z) converge dans cette région. Si l'on ne peut
affirmer l’existence d’une pareille région, on examine, comme
au n® 3, la partie réelle et le coefficient de ¢ de logg, ou de l'infi-
niment petit équivalent p,(5) — pa(3,). La série Ta,0,(s)
converge dans toute région ol &§p,(s)— pa(3,)} est négatif et
A} pa(2) — pa(30)|

“prn(z)_}’n(zo): i .
On peut donner comme exemple certaines séries de polynomes

ot le rapport reste borné.

(Poincarg, loc. cit., p. 254), les séries de factorielles et leurs
généralisations ().

Il est facile d’ailleurs de construire des suites de fonctions ¢, (=)
pour lesquelles le rapport 8,(z) tende vers une limite § indépen-
dante de 3; on peut toujours (par le changement de ¢, en ["v,)
supposer §=1. Il suffit de déterminer alors v, par la donnée de o,
et de 0,(z). Prenons, par exemple,

4

So=1, B y(5)= tang(§ — —);

n

on voit facilement que les séries construites en partant de la suite

de fonctions
n
T F4
on(3) = I I tang<7l — 7L>

h=1

(') Lanpav, Sitzungsberichte Akad. Miinchen, 1906, p. 151,
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ont un domaine de convergence limité par une paralléle & l'axe
des quantités imaginaires. Il est intéressant d’observer que se
donuner §,(s) tendant vers la limite 1 revient 4 se donner
Pn(3)=19,(5)— 1, et & déterminer les fonctions v, par le systéme
d’équations linéaires aux différences finies

A0,(5) = pn(2)9n(3).

8. Les critéres précédents peuvent étre encore d’une application
facile lorsque §,(z), sans tendre vers une limite finie et différente
de zéro, a une expression simple.

Telles sont les séries de Dirichlet, o, comme on le sait.

on(3) = e,

les nombres 2, étant positifs croissants et devenant infinis avec 7.

On a

0,(3)= e—(hng1—hn)z

et 'étude des quotients

gn= e“()\u+r M) (3—35)

est immédiate. Les différences A,y — A, pouvant étre des nombres
positifs quelconques, on n’a plus, en général, de limite pour 6, (3);
mais on voit immédiatement que si K(z) > R(3,), le coefficient
de { dans 5 étant naturellement fini, les conditions du n° 3 sont
réalisées; l'existence de l'abscisse de convergence en résulte
immédiatement.

Plus généralement, supposons connue une expression asympto-
tique pour 0,(5), telle qu'on puisse en déduire
(1) loggn=gn ; a(z,3,)+tb(z, zo); 3 14 a4,( 3y 30) + £ Bu(3, 30) ;,
les nombres g, étant constants, réels, positifs, la série £ g, étant
divergente; a(s, 5,), b(3, 50), (5, 59), B(5, 50) désignant des
expressions réelles construites en partant des nombres complexes =

. I
et 3, a2, et 3, tendant vers zéro en méme temps que — On a

b
ﬁlogqn=£’na l+au_‘zgn )

Slogq, _ b | B.
Aloggn  a + )

b b
l+an—zpn l+“n“";ﬁn
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Si donc la série Ea, 9, () converge pour 3 = 3,, ou si tout au
moins la somme de ses p premiers termes reste bornée, elle con-

vergera pour les valeurs de s telles que a(s, 39) soit négatif et

b(z,3 ‘ e drndia M
que ;—E?’—;% reste borné. C'est le cas des séries étudiées par M. D.
20

Carmichaél dans le travail cité plus haut.
On peut encore donner un exemple d’utilisation d’une expres—
sion asymptotique de ¢, en prenant

). r
(2) gn= (%\’ﬁ) =t =2 (5-2),
n

Dans logq, le terme p(logh, .« — log),) est négligeable vis-a-vis
du terme contenant L,y — h, en facteur, lorsque les A deviennent
infinis avec n. Ce rapport (2) intervient et ces circonstances
se présentent dans I’étude directe des séries obtenues en dérivant
terme & terme une série de Dirichlet, étude faite par M. Cahen
dans sa Thése bien connue.

9. Etant données deux suites de fonctions

‘Po(")» '-?l(z)r sy ?n(z)7 sty
$o(2), $1(3)y -0y Yn(2), ...,
si l'on pose ¢, = gig—%, et si 'onadmet que pour tous les points 5

d’un domaine D la série £|Ac, | converge (ce qu’on peut souvent
N \ . ¢ \
reconnaitre, d’aprés les n°* 2 et 3, par 'étude du rapport 3= i”if) ,
‘n ©n
alors en tous les points de D ot une série =a, o. (=) converge, la
série Sa, ¥,(5) construite avec les mémes coefficients est égale-
ment convergente ().

Si, de plus, la limite ¢ de ¢, pour n infini est différente de
zéro, dans le domaine D la réciproque est vraie (voir n°1, 1) de
telle facon que les séries Xa, ©,(3), 2a, 4, (=) convergent pour
les mémes points. D’aprés ce qu'on a vu plus haut (n°2), pour
que les deux conditions : X|JAc,| convergente, ¢ £ o soient rem-

(1) Lorsque c, tend vers zéro, X| Ac, | étant convergente, il suffit que la somme
des p premiers termes de Xa,,(5) reste bornée quel que soit p pour que la
série £a,¢,(5) soit convergente.
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plies, il faut et il suffit que le produit infini

c -
(1 ~+ ra), I+ ITp=qp= ';—+
n

soit absolument convergent.

C’est ainsi que la proposition de M. Landau (loc. cit., p. 166),
concernant la convergence simultanée d’une série de factorielles
et d’une série de Dirichlet, se rattache & la convergence absolue
du produit infini

z(l+z)f]%<[+ %) esms(l—%)%

n=2 l
T'(3)

zeciﬁg(l—f— §>e~%;',

AN
n=1

qui représente la fonction » et qu'on raméne aisément & la

forme classique

ou C désigne la constante d’Euler.



