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SUR DEUX POLYNOMES ASSOCIES AUX POLYNOMES
DE LEGENDRE;

Par M. Pierre Humperr.

Soit P, (3), le polynome de Legendre d’ordre n. Nous définis-
sons les deux polynomes A, (5), de degré n—a, et B,(s3), de
degré n— 1, par Pidentité

Ay(3)Pu(3)+B,y(s)P,(5)=1,



— 121 —

que nous appellerons identité fondamentale. Nous nous propo-
sons d’étudier les principales propriétés de ces polynomes, ainsi
que de quelques autres que l'on peut en considérer comme des
extensions ().

Premiéres remarques. — Le simple examen de l’identité fon-
damentale nous permet les remarques suivantes : A,, qui est
d’ordre n — 2, ne contient que des termes d’ordres n— 2, n —4,
n—G6, ...; B,, au contraire, n’a que des termes d’ordres n—1,
n—3, n—-35, ....

A, A,, et By n’existent pas.

Les polynomes définis par les premiéres valcurs de n sont les
suivants :

Bl——l,
A’——‘Z, B’=5,
¢ P
Ay=—53, B,= 2% . 2.
3532—8 3533 — 233
= B, =
Ay 3 + 12 ’
523 — 58— ]
A;,:—ng 1473’ Bi= 31538 — 2872 +32’
12 60

Eafin, si o est une racine quelconque de P,(z) I'identité fon-
damentale montre que
(1) Bu(2) = F’,:lz_a)';
le signe de B, («) est donc celui de P),(¢). On en déduit que, de
méme que les n— 1 racines de P,(z) séparent les n racines de
P,(3), les n — 1 racines de B, (z) séparent les n racines de P,(z).
On voit de la méme maniére que les n —2 racines de A,(z)
séparent les n —1 racines de P, (), et séparent également les
n — 1 racines de B, (z).

(*) Nous supposons connues du lecteur les propriétés élémentaires des fonc-
tions de Legendre, qui se trouvent dams tous les traités d’Analyse. Voir, notam-
ment, WHITTAKER et WATsoN, Modern Analysis, 2¢ édition, Cambridge, 1916.
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Formules de récurrence entre P et B. — Entre les polynomes B
et les polynomes de Legendre existe la relation de récurrence

(2) P,._,(z)B,,(z)_.P,,(z)B,,_,(z)-;-f-’—n———‘ =o.

Il nous suffit, pour la démontrer, de prouver gue le premier
membre, qui est un polynome en z de degré 2n— 2, s’annule pour
an — 1 valeurs de s, a savoir les n racines «;deP, (z), et lesn—1
racines (3;deP,_, (5). Eneffet, pour s =a; 'expression (2)devient,
en vertu de (1), égale a

Pn—l(ai) “1? —1
Pra) ~ n

ce qui est nul, d’aprés I'une des formules de récurrence entre les
polynomes de Legendre et leurs dérivées,

(z2—1)P,(3)=nzP,(3) — nPu_y(3).
De méme, pour une racine B;, I'expression (2) devient égale a

Pa(B) . PI—1
P (8 7

ce qui est encore nul, en vertu de la relation
— (22 —=1)P)_(2)=nzP,—y(3)— nPy(3).

La formule (2) est donc démontrée.
Par un raisonnement identique, on démontrera aussi la formule
suivante

n —+
(3) Ppi1Buy—PpyBppy= ;9-(’;—_*_'11-)3(5’—‘)-

Valeurs particuliéres des polynomes B. — En faisant, dans
la formule (2), 3=1, et en nous rappelant que P, (1)=1, nous

obtenons le résultat
Bn(l) = Bn-—l(')’

B,(1) =1.

et, comme B, (1)=1,

De méme, faisant 5 = — 1, et sachant que P, (—1) = (—1)",
nous trouvons
Bp(—1) = (—1)r+1.



— 123 —

Enfin, faisant 5 =0, nous pourrons écrire

Bzm(o) =o,
2.4.6...2m 1

Bamvi(0) = (=1 1.3.5...(2m +1) = (2m +l)P,,,,(o).

Le polynome B sous forme de déterminant. — Si nous écri-
vons la formule (2),

3—1
P,—1B, “\Pn By +

—_-0,

et la suite des formules oblenues en diminuont chaque fois nd’une
unilé,

22—
PusBp1—Pnr_yBy o+ =0,
....................... e,
22—
PyB; — PyB;+ — =0
en y joignant
P¢Bj—1=o0,

nous obtenons n équations linéaires en B,, B,, ..., B,, d’ott nous
pourrons tirer ces n quantités considérées comme inconnues.
Nous aurons ainsi B, sous forme du quotient de deux détermi-
nants. Le déterminant dénominateur sera simplement le produit

Pi Pg. . .Pn_’;

et le déterminant numérateur sera trés aisément simplifié, en ajou-
tant terme a terme deux lignes consécutives, et tenant compte de
la formule de récurrence entre trois polynomes de Legendre consé-
cutifs. Le produit P, P, ... P,._, se trouve en facteur au numérateur,
et nous obtiendrons I’expression suivante :

25 2

o o o
2 5z 3 0o o

Bn(z)—“—;l? o 3 7z 4 o ...|
o o 4 9z 5

le déterminant ayant n — 1 lignes et colonnes.
Cette forme trés simple permet aisément le calcul d’un polynome
B, d’ordre quelconque.
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Formule de récurrence entre -trois polynomes B consécutifs.
— Reprenons les relations (2) et (3), joignons-y la suivante,

J 3 J—1
3

P, By — Pn+l B+ —— = 0,
n-—+1

et éliminons P, ,,, P, et P,_, entre ces trois équations et la for-
mule de récurrence bien connue

(n+1)Pppy—(2n+1)3P,+nP,_ = o,

de facon & obtenir une formule ne contenant plus que des poly-
nomes B. Nous trouvons

(¢D) (n+1)Byy—(2n+1)3B,+nB,— = o,

c'est-a-dire la méme formule de récurrence qu’entre trois poly-
nomes P consécutifs.

On aurait pu également I'obtenir a partir de B, mis sous forme
de déterminant.

Ezxpression de Q, au moyen du polynome B,. — La for-
mule (4) va nous conduirc a un résultat trés important. Si nous
considérons I’équation aux différences

(3) (A+Nupr1+nupy=(2n+1)3Up,

nous remarquerons que nous en connaissons deux solutions parti-
culiéres, P, (5) et B, (z) ; la solution générale en sera donc

up=9(3)Pu(2) + $(3)Bn(2),

o et ¢ étant deux fonctions quelconques, indépendantes de n. Or
nous savons que cette équation (5) admet également pour solution
la fonction de Legendre de seconde espece, Q, (=). 1 existe donc
deux fonctions ¢ est ¢ telles que l'on ait

Qn(s) = ?(2)Prt(z) + $(3) Bu(3).

Cherchons a obtenir directement cette expression ('). On a, par

() Nous avons déja publié ce résultat, ainsi que leraisonnement qui y conduit,
(Comptes rendus Acad. Sc., t. 165, p. 759) et Pavons étendu en faisant connaitre
une méthode de réduction pour des fonctions de seconde espéce vérifianl une
équation différcntielle d'un type général (Proceedings of the Royal Soc. of
Edinburgh, vol. XXXVIII, p. 61). Nous en verrons plus loin deux exemples.
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définition de la fonction de seconde espéce,

| B = dt
Q"(Z)—P"(z)‘/; er’

€€ que nous éCI‘il‘Ol’lS
Qn(s)= Pll(z)fw Alan""BnP;z. B

Pz o1

En intégrant par partiesle terme contenant P, nous trouvons

Qn(z) _ B,.(2) . fw [Au+ B,,, 2tB, J dt

Pu(z)  (a—1)Pa(3) P, (G—nP,| =1

En dérivant I'identité fondamentale, nous avons la relation

Ai+B), AL _ BaP;

Py

Py, Pub

Par décomposition en éléments simples, les racines de P, élant
a,, as, ..., a et celles de P, étant by; by, ..., by_y, nous pourrons
écrire

i=n—1

A, AL(b) 1
P, 2 Pr(bi) z—b;'

i=n i=n—1
B.P, B,(a;)P}(a;) B, (b;) 1
P,P, —E[P‘u(ai”i(z—a,-) - Zt Pu(by) =5

ce qui nous donne, en observant que les sommes portant sur les &
se détruisent en vertu de 'identité fondamentale dérivée,

i=n
A,+ B’" =__Z B,,(ai)PZ(a,') 1 .
P, 4t [Ph(a ]t z—a;
i=

Mais nous tirons de ’'équation différentielle de Legendre la rela-
tion suivante :

P':,((ll) —_ 2a;
lrn(“i) - (l:"" v’
donc
i=n
Av+B, _ W 2a:Ba(a;) 1

P, —.—' (a2—15)P)(a;) z—a;

D’autre part, la décomposition en éléments simples, jointe aux
résultats que nous avons établis plus haut sur B, (1) et B, (—1),
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nous permet d’écrire

zzB,,(z) 2a;B,(a;) L
(GT—1)Pn(2) z(a’—l)Pjt(ai)(z—ai)’*-z—[ Z+1
d’ott
(6) A,,+B;,__ 22B, R S
Pn (z2—1)P, 241 z—1’

donc, en portant dans l'intégrale, et en intégrant,

Q,,(z)__ B,(2) l] L3+ z

P.(z) ~ (2*—1)P.(3) 2 81 F—1

b

c'est-a-dire

Qn(3) = —P"(‘)]o.,’""l 2P, (3) — Ba(z)

z—1 22—

C’est bien I'expression ‘que nous cherchions, et nous avons

done
1 zZ+1 F9

De nombreux auteurs ont mis Q, sous la forme

1 Z -+
Qn="Pnl

2 ®z—1

—fu-h

ou f,, _, est un polynome d’ordre n— 1. Les expressions qu’ils en
ont données sont en général compliquées, et contiennent les poly-
nomes de Legendre d’ordre inférieur a n. On voit que nous avons

simplement
zP,—B, .

31—

fn—l =

e polynome f,_, est encore solution de I'équation aux diffé-
rences (5), avec cette fois

°(2)= 22— A / 37:1

Enfin la formule (6), que I'on peut écrire

(z2—1)(Ay+By) =2(3B,—Py),
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montre que le polynome

A(s)=— Z(As+Bj)

est lui aussi solution de Ja méme équation aux différences, avec

. W=t

Zr—1
La formule
41 zP,— B,
—1 i1

—_—P,, )og

est de toute premiére importance dans la théorie des polynomes
qui nous occupent ; elle permettra en effet d’écrire de nombreuses
propriétés du polynome B,,, 4 partir des propriétés connues
de Qn.

IL.

Les polynomes A jouissent de propriétés analogues, et dont la
démonstration est & peu de chose prés identique a celle que nous
avons donnée dans le cas des polynomes B.

Formule de récurrence entre A et P'. — Clest par une démons-
tration calquée sur celle de la formule de récurrence entre B et P,
mais en considérant, au lieu des racines de P et P,_,, celles de
P et P,_.,, que l'on établira la relation

(7) Ap P, — AP, =n,
ainsi que la suivante:

(8) Ap1Pury— ApniPr = (2n+1)a

Valeurs particuliéres des polynomes A. — Ces formules nous
permettent d’écrire, en lenant comple des valeurs particuliéres

des P,
n(n-+1)
'_2—’

Ap(—1) = (—1)"An(1)

Azm-&-l(°) = 0,
2.4.6..
1.3.5.. (am-—l)

Apn(1) =1—

et

A (0) = (—1)m = —2mBypy—1(0).
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Le polynome A, sous forme de déterminant. — En apérant
sur les formules (7) et (8) exactement comme nous 'avons fait sur
les formules de récurrence entre les P et les B, nous obtiendrons
sans difficulté I'expression

52 2 0o o o
4 73 3 o o
2
A"=—Z—’T———T)_! [} > 9z 4 o B
o o 6 ¥tz 5 ...

.

ou le déterminant a n — 2 lignes et colonnes.
Kormule de récurrence entre trois polynomes A consécutifs.
— On la tirera des mémes formules, jointes  la suivante,
aPy ., —(2n+1)3P,+(n+i)P)_, =

et 'on obtiendra
nA,  —(2n—+—1)3A,+(Rn+1)A,_y=o0.

c’est-i-dire la méme formnule que pour P'. Or cette équation aux
différences est satisfaite aussi par la fonction Q), (3), qui dés lors
puurra s’exprimer au moyen de P, et de A,.

Ezpression de Q,, en fonction de A,. — 1l suffit, pour obte-
nir cette expression, de dériver la formule donnant Q, en fonction
de P, et de B,.. Nous trouvons ainsi

341 3P}, — z2B;, — 2P, — sP),+ B}, + 23B,

r_ Ypr _
(gll_‘_).Pnlogz___l (zz___')g

En tenant compte de la formule (6) établie plus haut,

(z*—1)(A,+B))=2(sB,— Py)»

nous trouvons I’expression trés simple

Q=1 log 2H1 zP, + A,
T TR s 32—

Remarquons que ce terme
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n'est pas un polynome, comme dans le cas de Q,. On a en effet

n(n4+1),

n(_n.::..!_)., A,,(l):l—— ;

2 2

PL,(1)=

le numérateur n'est donc pas nul pour 5 =

I11.

Formules de récurrence entre A et B. — 1l existe, comme on
b
le sait, un certain nombre de formules de récurrence entre les
b

polynomes de Legendre et leurs dérivées, linéaires par rapport
aux P et aux P/, et vérifiées aussi par les [onctions de seconde
espéce (), et leurs dérivées. Considérons l'une d'entre elles, et
écrivons-la

E(Qi Qjs +++5 Q1. Qjy --.) =0.

Remplacons dans cette formule les Q par leur expression en
fonction de P et de B, les Q' par leur expression en fonction de
P’ et de A; tous les termes en P et P! disparaitront en vertu de

F(P,‘, Pj,...,Pl[, ’/',...)'—‘0

et il restera 'expression
F(B,‘, Bj, ceey ™ Ai, —_ Aj, ...)= 0.

On obtiendra donc des formules de récurrence entre les poly-
nomes A et Ba partir d’'une quelconque des formules de récur-
rence entre les fonctions de Legendre et leurs dérivées, en rem-
placant P; par B; et P; par —A,.

Nous écrirons donc, i partir des formules de récurrence clas-
siques des polynomes de lL.egendre,

zAp— A,y+nB, =o,

Ap—3Ap 4+ nByy=o,
(32— 1)A, + n(sBy— Bu_y)=o,
(22— A, +n(B, —zB,—)=o,

(2n+1)By= A1 — Ay,
et, & partir d'une formule donnée par . Neumann,

(2n+1) (32— DA, =n(n+1)(Buy— B,y ).
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Remarques. — Nous avons dit que Ay, A, et B, n’existaient
pas; mais, pour que les formules que nous venons d’écrire soient

~valables quel que soit n, nous serons amenés i poser, par conven-
tion,

Ap=1,
A|=0,
Bo= Z.

Toutes les formules indiquées ci-dessus (relations de récurrence
entre P et'B, entre P’ et A, entre trois B ou trois A consécutifs,
expressions de Q, et de (), ) serontalors valables sansrestrictions;
et il en sera de méme de celles que nous établirons par la suite.

Formules de récurrence contenant les dérivées. — On peut
obtenir un certain nombre de formules de récurrence introduisant
les dérivées des polynomes A ou B; mais elles contiendront en
général les polynomes de Legendre. On y parviendra en dérivant

la formule

1 Z41 zP,— B,
=-P,lo —
Q- 5 n08 T Z1—1

b

et enappliquant la relation de récurrence
(32— 1)Q,=nzQp— nQu-y.
On trouvera ainsi
(z22—1)B, = (n+1)Bpyy—(n—1)2B,— 2P,
o (32—1)B,=(n+2)sB,— nB,_y— 2P,
ou encore

(9) " (s2—1)AL+n(n+1)B,= 2P,

A ce groupe se rattache la formule, que nous avons établie par
ailleurs,
(3*—1) (Ap+B}) = 2(2B,— Py),

d’ott 'on pourra tirer la suivante, ne contenant plus P,
(z2—1)B)+[n(n+1)—2]B,+25A,+2(232—1)A), =0,

mais ces derniéres formules ne sont plus des formules de récur-
rence proprement dites.
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Equation différentielle pour A,.— Nous allons néanmoins
en tirer un résultat intéressant : dans la formule (9), remplacons B,
par sa valeur tirée de 'identité fondamentale : nous obtenons

(52— 1A PL,—n(n+1)ApPy=2P2— n(n +1),

d’ol, par dérivation, 'équation différentielle du second ordre,
linéaire et avec second membre, & laquelle satisfait le polynome

A, (s ’ »
» (%) (B2—1)A,—n(n+1)A,=4P),.

On en remarquera la forme particuliérement simple; et 'on
pourra noter que I'on connait une solution de l'équation sans
second membre, & savoir la fonction primitive de P, (z).

Equation différentielle pour B,. — Le méme procédé pour-
rait nous conduire & une équation différentielle vérifiée par le
polynome B, (z). Il est plus simple de la rechercher a partir de
I'expression de Q, en fonction de P, et de B, : on la dérivera deux
fois, et 'on écrira que Q, vérifie 'équation de Legendre. On sera
ainsi amené & une équation différentielle pour B, (), beaucoup
moins simple d’ailleurs que celle de A, :

(z2—1)B),—23(52—1)B,+ [2(52+1) — n(n+1)(32—T1)] B,
=4zP,— 4(32—1)P),.

Fonction génératrice de B,. — C’est encore & partir de la
méme expression de Q, que nous pourrons trouver une fonction
génératrice pour B, : il nous suffira de partir des fonctions géné-.
ratrices bien connues de P, et de Q, : nous trouverons sans diffi-
culté

n=oaw
Z: 2 — L z—h+Vi—2hs+ h?
h2B,(3) = ____i_l.___log (ez’—lz h+yVi—2hz+ I >,
1—2hz+ h2 Z+1

le logarithme étant népérien; et nous n’oublierons pas la conven-
tion que nous avons faite sur B,.

n=0

Formules de récurrence diverses. — De nombreuses autres
formules pourraient étre établies par des procédés analogues :
signalons par exemple les suivantes, dont la démonstration serait
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aisée :
AP+ B, P =3,
AuPu+Ap Py — 3( Pn‘An—l +PuAp)+-3t—1=0,

y 1 z -1
BnQn—l—Bn—lQu= m[zs——(:’—])]()g__—l], P

1v.

Dévelopvements en séries se rattachant aux suites de Sturm.
— L’équation aux différences i laquelle satisfont les polynomes B,
montre que ces polynomes appartiennent & une suite de Sturm.
On peut donc leur appliquer la formule fondamentale établie par
Darboux dans son Mémoire sur le théoréme de Sturm, et écrire
le développement suivant:

(Il+l) Bn-H(Z)Bu("’;):zn—'—l(x)Bn(Z‘) — ('zn—}—l)B,,(z)B,,(x)
) + (27 —1)By1(3)Bacy (@)
R R R Y
+ 5B,y(2)By(x)
+2B,(5)B.(x).

La démonstration directe de cette formule, & partir des rela-
tions de récurrence, est d'ailleurs immédiate.
En faisant z = 3, nous obtenons le développement

(n+1)(B By— By By)=(2n+1)Bi+...+ 5B} + 2B3.

De méme, en remarquant que les polynomes P, vérifient la
méme équation aux différences, on pourra écrire un autre groupe
de développements :

(n —}-l)(B,,P/,Hq — Bp P;,) = Bopo—!- 2B, p1+. . .+(ﬂll -+ |)Bnpn,
(n+1)(Byy s Pu—BaPuyy) =— By Po+ 3B, Pi+...+ (2n +1)B,P,.

En counsidérant a présent que, pour la méme raison, les poly-
nomes A forment une suite.de Sturm, nous aurons les développe-
ments suivants :

i=n
1\,,4.,(3)1\,,(.17) — Au(3) Ap(Z) . Z 2+ 1

(n+1)(5—2x) =i i(i_‘_')Ai(z)Ai(z‘)y

i=n

Apir An— AL Apiy _Q 20+1 .,
" ad 1 (1) "
i=2
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et de méme

At (3P, (2) — Ay (3P, (2) _ 1 5 -\p’
(n+1)(z—x) = 7= T g M&Pa@),
e ey
2n 4+ 1

, st ' e
’ . -+ n(n_*_')An(z)Pn(w)»
d’od, en faisant z = sz,

=n

AnPly —Api Pl AL PL— AP, _2 20+1 AP
n+1 n—1 T (1) "
i=2
Autres deéveloppements. — Des développements en série

3

analogues & ceux que I'on rencontre dans la théorie des fonctions
de Legendre s’obtiennent aisément & partir des diverses formules
de récarrence : ainsi

— (Apr1+Ag)=— 1+ 3B+ 5By+...+ (20 +1)B,,
—Ap=(2n—1)Bpy+ (2n—5)Bp_ 3+ (20 —9)B,s+...,

le dernier terme étant ici 2 B, ou 5B, suivant que n est pair ou
impair.

L.es mémes formules de récurrence permettent d’écrire

1—32A,=B;+22Bs+...4+ n3"1B,
et

s IB,—

1—3?

sn—2

. .
= Ayt 2 Agt.. .+ n-
2 3

Un développement introduisant les fonctions Q. — La for-
mule suivante, due & Frobenius,

1 “(.1:+|)(y—|)_. ,
2(},__3)‘03 @—1)y +1) _;(zn—a—l)Q,,(x)Q,,(y_),

va nous permettre d'écrire un développement particuli¢rement
remarquable.
Remplacons dans le second membre Q,(z) par sa valeur en

fonction de P, et de B,; puis tenons compte du développement
fondamental

y—z

= (2 +)Pu(2) Q).
[

XLVI.
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Nous arriverons alors au développement cherché :
Pl

s (gt —a) Z(zn+-)Bn(a~>Qnm

Développement de B, en série de polynomes de Legendre. —
Plusieurs résultats ont été établis par Christoffel (*) sur le poly-.
nome que nous avons appelé f, _, (z), tel que

Z 41
Q,,__—P,,Io"

= — Ju-1:

Nous: allons utiliser ces travaux pour obtenir de nouvelles for-
mules relatives au polynome B,,.

Tout d’abord, nous partirons du développement, indiqué par:
Christoffel, de f, _, ensérie de polynomes de Legendre,

f __2n—lP + )n-——5p 4 A9 2n — +
n-1— . n--1 3(" n—3 5(“ l) n—s oo
Or nous avons établi la formule
Foor = zP,— B,
nm1=
d’ol nous tirerons
on -1 2n—>5
B,=s5P,—~(52—1)| ——Pp—4y+ ——Pp_3+...|.
n n < ) n—1 3("_[) n-3

Les formules de récurrence entre les polynomes P nous permet-
tent d’écrire

n—+1 n
zP, = mpnﬂ-i-;mpmu
n(n—+1 nt
(2n —1)32P,y = —5(_11—_—|——|—2P"_H +on —+1 Pu-s
n—i)? n—i)y(n—a2
iy Pt R P
_ (n—B(n—o 2
(2n—5)32P, 3= —(Z)—(_—:‘*—)-—)Pn -+ (——__-%P,i«s
— 3)2 —3 —
+(n ’p (n )(n 4)],”_5’
2R —7 an-—7

(*) Ueber die Gaussische Quadratur (Crelle, t.55,1858). Legs notations de Ghriy-
toflel sont un peu différentes et le polynome f,_, dent il s'octupe différe du
notre par un facteur constant.
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Ceci nous donne, aprés simplifications, et en remarquant que
les termes en P, ., se détruisent, le développement du polynome
B, () en série de polynomes de Legendre :

B )(gn-—l)l, __2(2n—5)(nt—2n~+2)
"= T 3 ot 1.3.5.0(n—1)(n—2) "7
a2(an—g)(nt—f4n-+q) P
n—s

—3.5.7.(1;—1)(n——2)(u—3)
9(2n-—|3)(n3—0n+7o)
.7.9. (n——z)(n—&)(n-— )

ce que nous écrirons de la facon suivante:

m=—=n—1
———82 (om—+1)(n24+m2+n+m—2)P,
- (n—m—2)(n—m)(n—m-+2)(R+m—+3)(R+m+1)(Rt+m—1)

m=0,1

la parité de m étant diﬂ‘érénte de celle de n.

Déceloppement da polynome A,. — Le polynome (ue nous
avons désigné par A,, ¢’est-a-dire

1
- ;(An‘" B'n)r

admet un développement analogue, mais un peu plus simple. [l
suffit, pour le trouver, d’écrire une formule connue,

Py—zB,

All"" zz— 1

= Pn “+ 3 n—1y,
et d’appliquer le développement de Christoffel. On trouve. aprés
réductions,

m=n—2
(om41)(n—m)(n+m-+1)

(n—m—i1)(n—wm+1)(n+m-—+2)(n+m)

m=01

An:L’l

III y

m et n étant de méme parité.

Développements introduisant des produits-de fonctions de
Legendre. — La seconde formule de Christoffel dont nous allons
nous servir est la suivante:

n—m—1 P
2 : P s¥n—m—s—1
men—l"" p/:fm—-l: T

m—s 41
y=0
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qui comprend, comme cas particulier, la formule de Schifli ct

Hermite, -
s:rg

fn—l =2 ::' Pn—s Ps—i-

s=1

Nous remarquerons que le premier membre de la formule de
Christoffel.n’est autre que
Pn Bm'— Pln Bn .

32—1

Si nous faisons alors m = 2, nous arriverons i ’expression sui-
vante pour le polynome B, :
3 s=n P
3 Bu= 3 (P4 [Pacy = Pica)) + Py 2002

s=3

z P,,_
2

ce qu'au moyen de formules de récurrence on peut encore mettre
sons la forme

s=n

3 g2 28— 3 sP,
R

Faisons de méme,.dans la formule générale,.m = 1; le premier

membre devient
P,— 3B,

’
51—

c'est-a-dire le polynome A,. Nous avons par conséquent le tres
snmple développement suivant :

V.

Intégrales définies diverses. — Un certain nombre d’intd-
grales (leﬁmes ou figurent les polynomes A et B ont des valems
simples et qu'il est fac1le de calculer.

Si nous considérons 'identité fondamentale, et si pous l'inté-
grons enlre — i et -+ 1, en remarquant que, puisquc A, est de
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degré inférieur i P,, P'intégrale
+1
f An(5)Pa(3)ds

(RS

est nulle, nous obtenons le résultat
+1
f B, (3)P}(s)ds = .
—1

De méme, la formule de récurrence

32—
PyyBy—PpBuy+ T =0
nous permet d'écrire, en intégrant,
v+ 1 /
(10) f Ba(3)Ppoy(5) ds = 7

Si nous posons & présent

B,,(z) =bp_y 31 4...,
Pu(3)=ppan+...,

il est facile de calculer b,_, en fonction de p,: il suffit par
exemple de se servir de ’équation différentielle satisfaite par B,
ou du développement de B, en série de polynomes de Legendre.
Nous trouverons ainsi
2
) bn—l = ’.;Pn-
Ecrivant alors _
zBp=ap+ ay Py +...4 anan

nous aurons d’une part, en égalant les coefficients de 57 dans les
deux membres,

bp—y=aupn,
d’on
_ 2
Qp = 3 ’

et d’autre part
2 +1
a, = m‘[l 3Ba(3)Pa(s)ds,
d’ou la formule

4
3(an—+1)

+1
f 3Bu(3)P,(3)dz =
—1
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qui n’est d’ailleurs valable que pour » >>1; car pour n =1, on
" 2
n'a plus b, , = 3 Pa-

Un procédé analogue nous conduira aux intégrales suivantes :

/‘“'\ P ds=— i
g, S=f n(“) N(") “_—-“3(')‘""‘1)’

+1
f 5 Au(3)P(5)ds =2~ n(n—+1),
—1

f(n—1)
3(2n +1)

+1
f 5Bl (5)Pu(3) ds =
1

En appliquant les formules de récurrence, nous trouverons encore

+1 ‘
f ZA/;(Z)P,._l(z)dz =—§,
—1

4(2n—|—l).
- 3n

+1
(1) f An1(3)Pyy(35)ds =
—1

Enfin, en appliquant aux intégrales (10) et (11) la formule d'Olinde
Rodrigues pour le polynome P,, nous obtenons les suivantes :

! dnB,, n+e
. 2
/‘ (I__;!)IL_—nl(Iz__——
n

J, ds . 3(n+x)n"
+1 drA, s (2n + 3)an+2
— 52N —ads = —

~[| @ )" dazr d 3(n—+1) "

Il nous est facile d’écrire une formule plus générale que toutes
les précédentes. Si nous nous reportons au développement de B,
en série de polynomes P, multipliant les deux membres par P, et
intégrant, nous trouvons de suite, si m est.de parité différente de n
ct inférieur ou égal dh n — 1,
“+1
B.(z)P,(3)ds

-1
16(n24 m2+n + m — 92)

= (n—m—2)(n—m) (n—m+2) (n4+m—+3) (n+m-+1) (Rn+m— l).

Si m est de méme parité que n, ou supérieur & n —1, on a évi-

demment 1
+1
B,.(3)P,i(3)ds =o0.

-1
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Nous avons donc en particulier, si n est impair,
+1. — |6

B = .
- n(z)ds (n—z2)n(n+1)(n—+3)

Nous obtiendrons de méme les résultats suivants :

- 1° Si n et p sont de parités différentes,
+1
f B.(3)B,(3)ds=o0;
—1
2° Si n et p sont de méme parité,

+1

B.(3)B,(5)ds

R—n—+2)(m—n)(m—n—2)(m—+n—+3)(m—+n-+1)(m+n-—i) i

. A : .
_ 1982 (am~+1)(m2+n2+m~+n—2)(m2+ p-+m -+ p—2)
- \ (1

" 1 X(m—pa42)(m—=p)(m—p—2)(m—+p—+3)(m—+p-+1)(m-+p—1)|

la somme étant entendue de la facon suivante : m doit étre de
parité différente de n et p, et varier depuis o ou 1 jusqu'au plus
petit des entiers  — 1 ou p — 1.

De méme, nous reportant aux résultats établis sur le poly-
nome 4,, nous aurons, avec m << n et de méme parité,

f"” (n—m)(n—+m-+1)

J, 8,(3)Pp(s)ds = S(n—- m—n(n—m-+1)(n+m+2)(n+m)’

et, en particulier, avec n pair,

+1
/ Ap(3)dz = 8

.y (n‘—l)(n—l—-z).

Enfin, pour terminer, nous signalerons la formule suivante, que
I'on déduira facilement de I'expression de Q, sous forme d’inté-
grale définie, dite de Neumann :

+

1 z2) — 3
Au(.’-): ::-f .z'P,,(..z).q_;P,,_(z)dr.
—1' :

VI.

Polynomes de Gegenbauer. — Les principales propriétés des
polynomes de Legendre ont été étendues & divers polynomes
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satisfaisant & une équation différentielle analogue, mais plus géné-
rale. Telles sont les fonctions CY, de Gegenbauer, dont I’équation
différentielle est

(—s)"—(2v+1)3y'+n(n+2v)y =o.

Cherchons i étendre quelques-unes des propriétés des polynomes

A, et B, aux polynemes A}, et B}, associés a C}, par 'identité fon-
damentale

A, Cl, +ByCY =1.
Rappelons tout d’abord quelques points de la théorie des fonctions
5%, dont nous aurons & faire usage (*).
Le polynome C},(3) est défini par le développement

(1—2a3+ at)—V=2a"C)',(z),
[]

et s’écrit, en série hypergéométrique limitée,

I'(n+av)

G = Mot

. T 1—3
F (-—'n,n—o—zv;v+-; )

. 2 A
Ces polynomes admettent diverses relations de récurrence, suivant
que Pon fait varier les indices n ou v, ou tous deux & la fois.
Lorsque v reste fixe, on a la formule de récurrence suivante entre
trois polynomes consécutifs :

(12) (n+|)C‘,’,+,+(‘n+2v—l)C‘,',__,=a(n+v)zC‘,‘,

et des formules introduisant les dérivées, telles que celles-ci, dont
nous nous servirons,

13) nC) =(n+2v—1)zCh_y +(z2—1)C)_,,
(14) nzCl=(n+2v—1)Ch_y +(32—1)C\.
Polynomes associés auzx polynomes de Gegenbauer. — Les

principales propriétés des polynomes associés, A}, et B}, se dédui-

(') Les divers Mémoires de L. Gegenbauer sont résumés dans Particlc de
MM. APPELL et LAMBERT, Généralisations diverses des fonctions spherigques
edition francaise de UEncyclopédie des Sciences mathématiques, t. 11, 5,
P. 337). ’ )
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ront des relations de récurrence suivantes :

(n+2v—1)Cj,_B), —nC},B),_, +32—1=0

et
Av ’v' Av__ C'v
nAn—1 —_ n--1“n +1=o0.
n n—+2v—i

On les démontrera en procédant comme pour leurs analogues dans .
le cas des fonctions de Legendre. Ainsi, pour la premiére, on
remarquera que le premier membre, polynome d’ordre 21 — 2,
s'annule pour les n — 1 racines a; de C},_,, devenant alors égal i

— n Gl () -+ (2f —1) Gy (22),

expression nulle d’aprés (13); et s’annule aussi, d’apres (14), pour
les n racines B; de C‘,’, La seconde formule admet une démons-
tration identique.

Nous déduirons de la premiére relation, comme nous l'avons
fait pour le polynome By, et en tenant compte de la relation (12),
I'expression de B, sous forme de déterminant & » — 1 lignes :

(2v+1)3 2V 41 o 0
B — L'(2v) 2 (2v+4)s 2%+ 2 o -
" I'(n—+2v) 0 3 (2v+6)s 2v+3 ’

. . Cerieieee teeaes ce
et de la deuxiéme, en tenant compte de la relation

Cy Chs _  2(n+v—1)3 v
n+2v—1  n—t (RA42v—1)(n—1) "V

I'expression de A?Y, sous forme de déterminant & n — 2 lignes:

2(v+2)s  av+3 o 0
AY = n(2v—+1)F(2v) 2 2(v+3)s 29+ 4 o
" T(n+2v) 0 3 2(v+4§)z av+5 ... |

. . I R e

De méme, il nous sera trés facile d’écrire la formule de récur-
rence liant trois polynomes B}, 4 indices inférieurs consécutifs :

(15) (n+2v)B}yy +nBj,_, =2(n+v)zB}.

Remarquons que, contrairement a ce qui avait lieu dans le cas
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des fonctions de Legendre, cette formule n’est pas la méme que la
formule (12) qui lie trois polynomes C) consécutifs. Elles ne

. . . . . | ’ Y .
seraient identiques que si 'on avait v = 50 ¢ est-d-dire lorsque les

fonctions de Gegenbauer se réduisent aux polynomes de Legendre.
Cependant on observera que la fonction

T'(n +2v)
I'(n+1)

(%)

vérifie la méme equatlon aux différences (12) que C),.
Toutes les formules que nous avons mdlqueea devxennent,

comme il fallait s’y attendre, identiques, pour v == ;, aux formules

correspondantes de la théorie des polynomes A, et B,.
Parmi les relations de récurrence existant entre le> polvnomes
A} et B!, signalons les suivantes :
zAY A _
£ 2l 4 B =o,
n "~ 2v —1

(32—1)A},_=(n+2v—1)(3B),_,—B},);

il serait aisé d’en écrire un grand nombre d’autres.

La relation (15) montrant que les polynomes B}, forment une
suite de Sturm, on pourra leur appliquer la formule de Darboux
<t obtenir par ce moyen divers développements en séries. On en
déduirait aussi & partir des formules de récurrence. ‘

Fonction de seconde espéce. — L’équation différentielle a
laquelle satisfait C, admet une seconde solution, qui peut se
mettre sous la forme

dt

Ilyl(s)=KC}’l(3) v+1 ’
(1—e) [Cu()]
| .. . -, T ’
ot K est une constante arbitraire. Si 'on prend K égal a FL&—%)’

la fonction HY, satisfera, non seulement a.la méme équation diffé-
rventielle, mais & la méme équation aux différences que C},. Or,
comme nous savons que la fonction

I'(n—+2v)
I'(n=+1) "



— 143 —
satisfait aussi a cette équation, nous aurons, o et ¢ étant indépen-
dants de », ' C ‘
T'(n+2v)

H}, () = ¢(3) C}, (=) + T(n—+1)

$(3)B(3).

En effet, si nous appliquons & H!, la méthode générale de réduc-
tion, que nous avons signalée ailleurs, et que nous avons employée
plus haut pour obtenir la valeur de QQ,, nous serons conduits a
Iexpression '

T(n-+2v) B} (3)

'(n-+1) v
(1—32)

b

H} () = (2v +)H{* ()G (3) —

1
2

généralisation de celle qui donne Q, ().

Polynomes U,. — Particuliérement intéressants, au point de
vue des applications, sont.les polynomes G, qui, désignés par le
symbole U,, ont été rencontrés par MM. Guillet et Aubert dans
une question d’électrostatique (*), et forment la base de la théorie
des polynomes E'lectro-sphériques introduits par ces auteurs. Les
polynomes B associés aux polynomes U s’expriment fort simplement
en fonction des U eux-mémes. En faisant en effet v =1 dans le
déterminant qui donne B}, on trouve, aprés simplifications,

3
2z 1 o o o
2
1 |1 22 1 0 o
B)=
"= n 4 I 25 1 o0 ... |

avec toujours n — 1 lignes. En développant. il vient

23 1 o o0

3 1 23 1 o
(n+1)B}f=-z
2 o 1 23 1

(') Annales de Physique, g* série, t. IX, 1918, p. 58.
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le premier déterminant étant & n — 2 lignes, et le second & n — 3.
Or, ainsi qu'il est facile de le vérifier, le déterminant a n lignes

23 1 o o
1 23 1 o
o I 22 1

. .o .

n’est autre que le polynome U, lui-méme. On a donc la remar-
quable expression

(n-+1)B} = %zU,,_,—U,,_;,,

ce qu'on peut encore écrire, eu égard aux propriétés des. fonc-
tions U,

- z
(n+1)BY =Upy— 3 Upn-—s,
ou

(n+1BY = 2Us— (32— 1)Uy,

ou, encore plus simplement,

4(’! -+ I)B,Il = 3U"._|-— Un_a.

Polynomes C). —- Aux fonctions C}; se rattachent les polynomes
que 'on désigne par la notation G}, et que I'on définit comme le
coefficient de 22" dans le développement de

— log(1—2az + a?).

Si l'on pose 5 = cosf, on a alors

Ca(z) = cosnﬂ_

Les polynomes associés, A} et B}, ont alors une expression remar-

guablement simple, et qu’il est facile de vérifier :

BY(35) = cos(n —1)8 =(n—1)Cf(3)
et
sin(n —1)0

sinf =—nCl(2).

Ad(z)=—n
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VIIL.

Polynomes de Jacobi. — Les polynomes de la série -hypergéo-
métrique, introduits par Jacebi (') et spécialement ¢tudiés par
Darboux (2), 'peuvent également étre considérés comme une
généralisation des polynomes de Legendre.

Rappelons briévement leurs principales propriétés, avant d'étu-
dier les polynomes qui leur sont associés par I’identité fondamen-
tale.

Nous désignons par X,,(35) le polynome de Jacobi d'ordre n,
exprimé par le symbole

F(—n,a+n;v; 3).
Il satisfait donc & I'équation hypergéométrique
(16) s5(1—3)X), +[v— (2+1)3]X), +n(2+ n)X,=o.

Parmi les relations de récurrence qu’admettent ces polynomes et
leurs dérivées, citons les trois suivantes :

(n+a)(n—+v)

(17) Y praa— (Xpr1—Xp)+ (20 +a)5 X,
nn+a—vy), S
=B (Xuei - Xa) = 0,

. . n .

(18) "'xn—zxn:"'xn—l"""__*_—a:‘l‘:'-\n#h

an + a1

o a X, =[n+y—(n+a+1)3]X,.

(19) (n+1)Xpr1—3(1—3)
La fonction de seconde espéce Q, donne lieu d diverses remarques
intéressantes. Darboux la définit par.le développement

2 X,,(z)Q,,(y)

s—y
°

(1) Untersuchung iiber- die K Differentialgleichung der hypergeometrischen
Reihe (Journal de Crelle, t. 56, 1859). ’

(*) Approximation des fonctions de trés grands nombres (Journal de
Mathématiques pures et appliqueées, 1878).
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3 _Tn+-)P2(T(a+n—7y+1)
"7 en+a)T(a+n)l'(y+n) )

La fonction Q,, ainst définie vérifie 'équation aux différences
(17), qui lie trois polynomes de Jacobi consécutifs; mais elle ne
vérifie pas I'équation différentielle (16). L’équation différentielle

pour Q, est en effet

3(1—3)Q +[2—v+(2—3)3]Q, +(rn+1)(n+a—1)Q,=o.
Mais, si I'on pose

Qu(z) = 2101 —2)*YUn(3),
on aura
dt
Y (1 — ) Y+1X2 (1)

Uu(z)=(2n+ a)J,,X,,(z)fn
et U, vériliera I'équation différentielle (16).

Polynomes associés auz polynomes de Jacobi. — Ceci posé,
nous introduisons, comme toujouss, les polynomes définis par
I'identité fondamentale

onXp + Vo X), = 1.
Comme nous 'avons fait dans les cas précédents, nous établirons
b r

sans aucune difficulté, au moyen des formules (18) et (19), la
relation de récurrence suivante :

nn+a—v)XpqWp—(n4+2—1)(n +v—1)X,¥b,_
+z(t—3)(2n+a—1)=o0

et nous en déduirons la formule de récurrence liant trois poly-
nomes W consécutifs :

(n+1)(n+a—y+1) (n+a—|)(n+y——ﬂv

W -+ bn—
By Pt 2R 4 a—1 on=t
n—+a)(n+ n(n +a—- )
— [r= Y)-’r— ( ”——(fzn-s-a)z ¥, =o.
20 4+ o 41 2n 4+ a—1i

Cette formule, on le voit, n’est pas la méme que la relation (175)
entre trois polynomes X. Elle ne lui sera identique que dans le
cas y = 1. Si de plus on a « =1, on retombe, par un simple chan-
gement de variable, sur les polynomes de Legendre.
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On sait que, st « = 2y — 1, les polynomes de Jacobi deviennent
identiques aux polynomes de Gegenbauer. Ce qui précéde nous
montre donc que les fonctions B), et C) ne satisfont & la méme
équation aux différences que si y =1, donc a =1, c’est-d-dire
dans le cas des fonctions de Legendre, fait que nous avions déja
remarqué directement. ’

Ezxpression de la fonction de seconde espéce. — La fonction
de seconde espéce Q, ne s’exprimera donc par une expression de

la forme
Qr(3) = 9(3)Xp(3) + $(3)Wa(3)

que dans le cas v =1.

Mais, dans le cas général, si 'équation aux dilférences (15)
n’est pas satisfaite par ¥5,(z), on peut remarquer qu’elle est satis-
faite par la fonction

(2n +a)J,vh,(3).

Donc on aura toujours
Qu(z)=0(5)Xu(3)+ (20 +a)), ¥(3) Vh,(3).

D’ailleurs, poury =1, 0na (2n +a)J,=1.

On trouvera cette expression en appliquant & U, seconde solu=
tion de I'équation différentielle (16), la méthode générale de
réduction que nous avons indiquée. Dans le cas ¥ =1, on aura

a(a+1)th,+ [a— (2 +1)3]X,
a(%+1)z3(1—3)

Q/z =X, Qo+
et, dans le cas général,

(on+a)l, ¥, JoXp[a —y +1—(a+1)3],
3(1—23) e+ ns(i—z)  °

(20) Qu=X,Q+

on a d’ailleurs
I

Q0=F<‘{, 1, o413 —>‘
F4

La formule (20) donne une expression nouvelle de Q,, que I'on

pourra ajouter aux huit expressions différentes qu’en a données

Darboux.
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VIIL

Polynomes d’Hermite. — Nous allons terminer ce travail en
faisant connaitre quelques propriétés des polynomes A, et B,
associés, par I'identité fondamentale, aux polynomes U, d’Hermite,
qui peuvent étre considérés comme un cas limite des polynomes
de Jacobi. On sait que ces polynomes ('), définis par

dn
Uu(.’l‘) =e ‘1—$;e‘~"",

satisfont & I'équation Wifférentielle
U; — 22U}, +2rU,=o,
a I'équation aux différences
(21) Upri+22U,+22U, 1—o,
et posst¢dent la propriété fondamentale suivante :
(22) U,=—2nU,_,.

Nous démontrerons, par la méthode ordinaire, ea nous servant
de (22) et de
Up+1+22U0,— U), = o,

ui est une conséquence de (21) et (22), la re.ation de récurrence
(23) Uy Br—2(rn+1)U,B,py—1=0.
Or, d'aprés (22), cette relation s’écrit
Ups1Bu+ Busi Uy =1,

ce quimontre, par comparaison avec I'identité fondamentale, que
I'on a la remarquable propriété suivante :

(21) Aus1= B,

Diverses autres formules peuvent étre écrites aisément : ainsi

(') Ch. Hnmm‘x, CEuvres, t. 11, p. 294-308.
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la relation de récurrence entre trois polynomes B consécutifs,
‘ 2(n+1)Bypy+22B,+By1=o,
et Uexpression de B, sous forme de déterminant & n —1 lignes :
2z 4 o o
Bu(z)= =%

1l
a%-tnl| o 1 2z 8

o
(=" | 1 22 6 o o ...
0

L’identité fondamentale, écrite sous la forme
Bp-yUpn+B,Uj, =1

donne, par dérivation, et en tenant compte des relations de récur-
rence établies plus haut, la formule

Un[B).y—2nB,] —2nU,[B), —2(n+1)Bsr] =0,
d’ott 'on tirera, eu égard au degré des divers termes,

B), —2(n+1)Byr1=K,U,,
B),_y—2nB,=—2nK,U,_,4,

K, étant une constante dépendant de n; d'ailleurs

B,y —2nB,=K, 1 Upy,

d'ou
Ky-y=2nK,
]
et, comme K|, = -,
2
1
Kn= 2l
Nous aurons donc enfin
’ Ull
By —2(n4+1Bpp = PY I

Ce résultat nous permettra d’écrire le développement de B en
série de polynomes U. On aura en effet

on+l(n 4+ 1) B, y—2tn!B), +U,=o,

2nn! By, —an=t(n—1)! B)_+Uj,_;=o,
et ainsi de suite, d’ott en ajoutant

22+ (n+1)! By +Up+ U,y +Uja+...=o0.
XLVI. 1t
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En tenant compte de (22), on exprimera les dérivées successives
des U en fonction de ces U eux-mémes, et 'on aura

—o2 M (n+1D)!'By=Up—2(n—1)Upca+ 4(n—2)(n—3) Upey+...,
le coefficient du terme U,_,, étant
(—nrer(n—p)(n—p—1)...(n —2p+1).

Il sera facile d’en déduire, en s’appuyant sur une propriété connue
des polynomes d’'Hermite, la valeur de I'intégrale

+®
f e-2B,U,, da.

Polynomes de M. Appell. — La propriété la plus intéressante
des polynomes associés aux polynomes d’Hermite, c’est-d-dire la
relation

(24) Ap+1= By,

peut se généraliser de la facon suivante. Considérons une suite de
polynomes X,, X, ..., X, ... satisfaisant & une équation diffé-
ventielle du type

X, +[a(r)r +b(n)]X), + f(n)X,=0
et jouissant de la propriété suivante :
(25) X% =?(n)xn—ly

ce qui les fait rentrer dans la classe de polynomes étudiée par
M. Appell (*). I est facile de voir que ces polynomes satisfont a
P’équation aux différences

(26) f(rn+1)Xp+[a(n+1)z+b(n+1)]Xp+ c(n+1)0(R)Xuy=0.
L’identité fondamentale pourra s’écrire

.. ApX,+0o(n)B X =1.
Ecrivons de plus

Apr Xpp+o(n+1)By X, =1.

(') Annales de l’Ecole Normale, t. 1X, 1880, p. 119-144.



— 131 —
Si 2 est une racine de X, on aura
Anrr(2) Xpi(2) = o(n) Bu(a) Xp—i(2).
Or, d'apres (20),
S +1)Xp(a) +o(n)o(rn+1)Xum{2) =0;

donc
Jn+1)By(a)+o(rn+1) Ay (2)=o0,

ce qui, eu égard aun degré de B, et de \ ., nous montre que
S(n—+1) B&(d) +o(rn+1)Ap (2)=0,

relation qui généralise la formule (24) pour les polynomes de la

classe de M. Appell.




