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SUR LES POLYNOMES D'APPROXIMATION;

Par M. P. MonrEL.

INTRODUCTION.

Les recherches de MM. Lebesgue, de la Vallée Poussin,
S. Bernstein, D. Jackson ont mis en évidence le licn étroit qui
rattache les propriétés différentielles d’une fonction d'une
variable z & 'ordre de la meilleure approximation de cette lone-
tion par un polynome de degré donné.

Soient f(x) une fonction bornée de la variable z dans I'intervalle
(—1, +1) et P,(z) un polynome de degré inférieur ou égal i n;
le maximum M, de | f(z)— P,(z)| dans lintervalle sappelle
Vapproximation de f(x) par le polynome.Lorsqu’on prend tous les
polynomes possibles de degré inférieur ou égal & n, les nombres
M, ont un minimum @ (z) qu'on hppelle la meilleure approxi-
mation de f (x) par un polynome de degré non supérieur a n.
Ce minimum p.(n) estatteint par un polynome unique I, () qu’on
appelle le polynome d’approximation ou polynome de Tcheli-
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chef de degré n. On a alors, quel que soit. z dans I'intervalle,
[ f(or)—Mp(z)[Z1(n).

La suite des nombres i1(n) n’est jamais croissante et le théoréme
de Weierstrass exprime que cette suite a pour limite zéro pour
une fonction f(x) continue. Réciproquement, si uw(n) a pour
limite zéro (uand n croit indéfiniment, la fonction f'(z) est con-
tinue.

Le théoréme de Weierstrass nous fournit ainsi une relation
entre la continuité de la fonction et la décroissance de p(n). Les
recherches récentes que j'ai rappelées au début établissent un lien
entre la rapidité de cette décroissance et I'existence pour f(x) de
dérivées de 'divers ordres. M. S. Bernstein a démontré surtout
des conditions nécessaires : il a déduit, de la rapidité de la décrois-
sance de w(n), I'existence de dérivées pour f(x). M. D. Jackson
s'est surtout occupé de conditions suffisantes : de 'existence des
dérivées de f(x), il a déduit la rapidité de la décroissance
de u(n).

Les recherches de M. S. Bernstein reposent sur la possibilité de
limiter les dérivées successives d'un polynome de degré n, dans
un intervalle donné, en fonction du nombre » et de laborne supé-
rieure du polynome dans le méme intervalle. Ce résultat a été
obtenu, par M. S. Bernstein, au moyen d’une analyse délicate
des polynomes de Tchebichef qui s’approchent le plus de zéro
dans un intervalle donné et satisfont 4 une autre condition : par
exemple, le coefficient du terme de degré le plus élevé est donné.
Dans le Chapitre I du présent travail, j'obtiens trés simplement
des résultats analogues i ceux de M. S. Bernsiein par une méthode
de représentation conforme applicable i des polynomes réels ou
complexes. Jintroduis la dérivée généralisée de Riemann-Liouville
et je montre comment cette notion permet d’apporter plus de
précision et de régularité dans I'étude des rapports entre l'exis-
tence pour la fonction f(z) d'une dérivée d’ordre quelconque
inférieur & o et le fait que Dordre. infinitésimal de w(n) par

o I " P .
rapport a > est egal ou supcrieur a o.

Jintroduis, dans le Chapitre 11, les différences successives de la
fonction f(z) pour des accroissements de z égaux a h. Si¢ le
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AW f(z)

rapport —52— « un module borné, A" f(z) désignantla diffé-

rence d’ordre r de f(x) pour des accroissements égaux i 2 donnés

& z, on en déduit que ‘w(n) est d'un ordre infinitésimal supérieur

ou égal a r, et que, par conséquent, toutes les dérivées d'ordre

. . . . .. . AW f(2)
N N N N D

infeérieur ar existent pour f (x). Plus généralement, si —a

avec a =r, est borné, toutes les dérivées d’ordre inféricur a o.
Af(x)
h

module borné, la dérivée f'(x) existe presque partout comme I'a
. A2 fix)

établi M. Lebesgue; si — 5 est borné, pour une valeur « com-

prise entre o et 1, la dérivée existe partout.

existent. On sait, par exemple, que si le rapport a un

Dans le Chapitre III, je m’occupe de Papproximation des fonc-
tions de plusieurs variables. Il y a lieu de faire intervenir ici les
degrés du polynome par rapport a chacune des variables. S’il s’agit,
par exemple, d’une fonction de deux variables f(z, y), nous con-
sidérerons les polynomes P, , (x,y) de degré m en z et de degré
n en y et nous étudierons la décroissance de w (m, n) lorsque m
et n augmentent indéfiniment d’une maniére indépendante (*).

Nous serons amenés i trouver pour @ (m, n) des expressions de
. A B . o
la forme po- i E A, B, a, B étant des constantes positives, et
P n
nous montrerons que : st w(m, n) est de la forme A B
que : h ’ me " np’

Sfonction correspondante f(x,y) admet toutes les dérivées
’ ’
*(o+B) . o B

J xu,}_g, pour lesquelles — -+ <.

Il en sera, en particulier, ainsi lorsque les rapports
AP f(x, y)
ks
de f(z, y) pour des accroissements égaux a h donnés & x, et A,
la différence d’ordre s de f(z, y), pour des accroissements égaux
4 k donnés a y. On peut d’ailleurs remplacer r et s par des nom-

bres quelconques o et  respectivement inférieurs & r et i s.

AR S (= y)
hr

et sont bornés, A'}) désignant la différence d’ordre r

(') Le nombre u(m, n) est défini avec les pelynomes P,..(x, y)comme p(n)a
été défini avec P, (). Il faut remarquer que, lorsque m et n sont donnés, il
n'existe pas nécessairement un seul polynome 1, ,(z, y) fournissant I'approxi-
mation w(m, n). Cf. L. ToNELLI, I polinomi d’approssimasione di Tchebychev
(Annali di Matematica, série 3, t. XV, 1908, p. 53).
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Il vésulte de la que : si les rappor ts (a ~r) et 32X Icﬂ (3<s ont
des modules bornés, la fonction f(zx, y) admet toutes les déri-

3
st les rapports —; (1<<ol2) et -/3 (| < f<2) sont bornés,
AR
73

ot—— (v << B<2) sont bornés, les dérivées f1, f), f. existent et

vées par nellvsf (@ +3‘pour lesquelles' - + I <1. Par exemple,

les dérivées f, et f] existent et sont continues; si les rapports —2-

sont contmues; il en est de méme pour f7, si 3> = Si les rap-
A A(‘) , ’

ports T et /— sont bornés pour chaque valeur de r ct de s, la

fonction f(z, y) admet des dérivées partielles de tous les ordres.

CHAPITRE I.

SUR QUELQUES PROPRIETES DES POLYNOMES.

1. Soit P () un polynome entier de degré n,a coefficients réels
ou imaginaires dont le module ne dépasse pas M pour tous les
points z du segment (— 1, + 1) de I'axe réel. Les dérivées de ce
polynome ont, en chaque point du plan et en particulier sur ce
segment, des modules dont les limites supérieures peuvent étre
exprimées en fonction de n et de M. C’est ce calcul que nous allons
faire.

M. Dulac a montré le premier que si un polynome entier &
coefficients réels ou complexes a un module inférieur & M en tous
les points d’un segment rectiligne ou curviligne, les coefficients de
ce polynome sont tous inférieurs 8 M A2, n étant le degré du poly-
nome et A un nombre qui dépend seulement de I'arc de courbe ou
de la longueur du segment (*). Il en résulte, en particulier, que le
module d’un polynome de degré n, supposé inférieur & M sur le

segment (— 1, + 1), est inférieur 4 M (é)n dans un domaine quel-

conque du plan, - élant ici un nombre quine dépend que de la

'bl'-'

forme du domaine. C’est ce théoréme que M. Serge Bernstein a

(" H. Durac, Sur les series de Mac-Laurin a plusieurs variables (Acta
mathematica, t. XXXI, 1908, p. 96).
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démontré en 1912 pour les polynomes a coefficients réels dans
le cas ou le domaine est un segment de I'axe réel (*);il a
étendu ce résultat au cas ou, le polynome étant toujours a coeffi-
cients réels, le domaine est une portion quelconque du plan (2).
L’énoncé précis du théoréme de M. Serge Bernstein est le suivant :
Si M est la plus grande valeur absolue d’un polynome de degré n
4 coefficients réels sur le segment (— 1, + 1), le module de ce

. L. . o, . . 1\»
polynome en un point extérieur i ce segment est inférieura M (§> »

1T, . . ©. .
- €tant la demi-somme des axes de I’ellipse passant par ce pointet

:lnyanl. les points — 1 et + 1 pour foyers.

Les démonstrations de M. Serge Bernstein reposent sur une
étude approfondie de certains polynomes de Tchebichef. Je me
propose d’établir que la proposition précédente est applicable auzr
polynomes a coefficients complexes et qu’elle est une conséquence
fort simple des principes de la représentation conforme (*).

Soit, en effet,

P(z)=ay+ajx+...+~a,a"

un polynome de degré n & coefficients réels ou complexes et tel

que
|P(z)|ZM

sur le segment (— 1, + 1) de P'axe réel.
La transformation conforme

QL = 3Z 4 =»

twl=

;:x——‘/:p’—l,

ou la détermination du radical est choisie de maniére que les
points =0 et £ =0 soient homologues, fait correspondre aux

(') Sur Uordre de la meilleure approximation des fonctions continues par
des polynomes de degré donné (Mémoires publies par la classe des Sciences de
U’Académie royale de Belgique, 2* série, t. IV, 1912, p. 14).

(*) Sur une propriété des polynomes (Mémoires de la Société mathématique
de Charkow, t. XIV). Dans ce cas, M. S. Bernstein démontre seulement que le

module ne dépasse pas 2 M (1

(®) Jai communiqué cette démonstration 3 M. Dulac en juillet 19o8. Depuis,
cette méthode a été signalée ct utilisée par M. Marcel Riesz (Acta mathematica,
1916, p. 341).
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points du plan des z, ou P'on a effectué la coupure (—r1, + 1),
les points intérieurs au cercle C(|z|=1). Les points de la
circonférence correspondent aux deux bords de la coupure;
& tout cercle G, concentrique au cercle C et de rayon o <1,
correspond une ellipse E, ayant pour foyers —1 et -1 dont le

grand axe est 2a = % -+ p et le petit axe 26 = E-: —p : la demi-
somme a + b des axes est %

Soit R () la fraction rationnelle correspondanta P(x)

R<z>=P(x>=P[§(z+;)];

R(z) =33

zn

on a

’

() étant un polynome réciproque de degré 2n. Sur la circon-
férence C, on a
Q(s)

Fi0

[R(z2)]=

|= 1@ =1P @) 1<m;
donc, pour tout pointdu cercle | |1, on aura
[Q(2) =M.

Dans 'anneau compris entre les cercles C et C,, on aura

IR(Z)ISI I( )ISM —l)"}
\ = n =
(lOllC

[P (2)]<M (;)

dans la région correspondante du plan des z, c'est-i-dire dans
. 1 .
Pellipse E, de foyers (— 1, 4 1) dont; est la demi-somme des
axes. . '
Cette limite supérieure n’est d’ailleurs jamais atteinte, car sil'on
avait en un pointde K,

|P(x)l=PM,,’

on aurait [Q(z)[=M en un point du cercle G, intérieur i C,
Q (=) serait alors une constante, ce qui est impossible, puisque
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Q(5) est un polynome réciproque. On peut donc énoncer le théo-
réme suivant : '

Sile pol_ynorﬁe P(z) de degré n a coefficients réels ou com-

plexes a un module inférieur a M sur le segment (— 1, +1),
on a
M

en tous les points du domaine fermé limité extérieurement

. . 1 .
ar s (— 1, + - - :
par une ellipse de foyers (— 1, +1) dont ; est la demi-sommu
des azes.

2. Nous allons déduire du théoréme précédent des limites
supérieures pour les coefficients du polynome P(z).

Désignons par I' le cercle de centre £ = o et de rayon b, il est
a lintérieur de l'ellipse E, et 'on a

g _—
21T Jp P+

et, comme |P(z)| < g;l; sur T, on peut écrire

M
Iapl<:°Tb;.'
ou
I [
b=i(;-¢)
donc
(1) | apl <M 2P

Nous pouvons donner & p une valeur arbitraire inféricure i
I'unité ; prenons par exemple

. 1—pt=yp,
c'est-a-dire
_ Vi —1 2
) e 2 Vi+1’
il viendra
(2) |a,,]<(;/5—+1)"M<M<%)>".

On peut obtenir une meilleure approximation pour [a,| en
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déterminant p de maniére que le second membre de I'inégalité (1)
ait la plus petite valeur possible : en annulant la dérivée logarith-
nmique du dénominateur, on obtient

n—p __ 2pp
—_— ’
p 1—p?
_./r—pP
p= n-+p
et
n+p
) M (n+p) ?
3) |a,,|<p(—”;_f_,,
(n—p) 2

formule encore valable pour p = o et p = n, & condition de rem-
placer, dans le premier cas, pP par I'unité et, dans le second cas,
(n — p)™" par 'unité.

11 est facile d’obtenir le maximum du second membre de 'iné-
galité lorsque p varie d’une maniére continue de o & n. On peut
espérerainsi arriver & une limite supérieure applicable au module
de tous les coefficients et meilleure que celle fournie par I'iné-
galité (2).

Un calcul facile, que j'omets, montre que le second membre
de (3) est maximum pour

n
P = —=
V2
ct que lavaleur de ce second membre est alors
n
Mz <m (2)"
on peut donc écrire
5\
() sl <M (2)"
inégalité & peine différente de I'inégalité (2).

3. Arrétons-nous un instant sur l'inégalité relative 4 a,; on a,

cn faisant p =1 dans la formule (3),
n+1

(n+1) 2
n—1?

lay| <M

(n—1) 2
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or
n+1
R
it (H__
(n+1) 2 n < ne
n—1 n—1
(n—1) * ] 2
n
ct

la)|<nMe < 3Mn.

Si l'on remplace le segment {— 1, +1) par le segment
(— hy, + I), la transformation z = hz' donne

P(z)=as+aihx'+...
et

eMn
lay| < 7

donc, si le polynome P(z)a un module inférieur 8 M sur un seg-

ment de longueur 2k porté par l'axe réel, la dérivée P'(x) a un

., . . eMn
module inférieur &

» au milieu de ce segment.

Considérons, en particulier, les points intérieurs au segment
(— @, +x) avec |z | <1, chacun de ces points estle milieu d’un
segment (— h, + h) contenu dans (—1, —+1) si l'on prend
h=1—|z|; si donc |P(z)|<M sur le segment (— 1, +1), on

aura
eMn

| P'(x)| <““—|4’"|

pour tout point z intérieur & ce segment.

On peut obtenir une inégalité plus précise en introduisant de
nouveau le cercle C; chaque point de ce cercle C est le centre
d’un cercle y de rayon 1 — g, contenu dans l'anneau limité par
les cercles G, et C,, concentriques & C, ayant respectivement pour

4
1 .
rayons p et -+ On a, en un point s de ce cercle v,
P )

R’(z):—l—- R(3')ds

Q7 Y
An:,y(. z')

. . pes M
et par suite, comme R(s)=R (:l) a un module inférieur & o
dans l'anneau G, C,,
° M

R’ —_—
RO <go—
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et I'on a

.o . . n
le minimum du second membre a lieu pour 0=

n+1 n+1
]R'(;)|<M(_n'+;l_,'l)_=Mn<l+-hl-) < 4Mn,
1\ 7+1 , . .
car le nombre <| + ;) décroit lorsque n croit et sa valeur pour
n=—ru est 4.
De I'égalité
P(z)= R(z),

on déduit
P'(z) = R'(z) %;

on a facilement, en tenant compte de

el, sur le cercle G, ,
. s ) S
= —t_,

: |R(5))|
P =122
P = =y

don
tMn -
( P(z)| < ST
Si Pon cherche le maximum du module de P'(z) dans Pinter-
valle (— 1, 4 1) tout entier, on obtiendra une limite supéricure
proportionnelle & n2. On a en effet
, 1 P(2')dx’
P@)= 3 (.i"——?x)”

mJe,

d’oun
, M
|P'(z) | < p"_(a——_l)

’

car @ — 1 est le minimum de la distance d’un point du segment

(— 1, +1)a Pellipse E,.

Or
o/ — 2
a_,=zkp+1)_.,.__£'_fl,
2 P 2p

(') M. S. Bernstein a montré que I'on peut remplacer 4 par 1, pour un poly-

nome a coefficients réels (loc. cit., p. 11).
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danc
, 2M .
@< gt

lorsque p varie, entre o et 1, le minimum du second membre a
lieu pour

S

—1I,
p:

v+

~

la valeur de ce second membre est alors

1 (n+41)+t
2 (n—pn-t’

or, nous avons vu au début de ce paragraphe que le dernier fac-
teur est inférieur & n2e?, donc la valeur minimum est inférieure i

e2
:—Mn? < 4Mn?;

on a donc sur le segment ( —1, +-1)

[P'(z)| <4Mn2 (V).

4. On déduit aisément de ce qui précéde des limites supérieures
pour le module maximum du rapport

P(z') — P(2")

(o <a <),

dans lequel z' et 2" appartiennent au segment (— 1, +1). On
q PP 8 ’
peut écrire en effet

P(z')—P(2") _ [P(z’)— P(2")

(Z’l-—' xﬂ)a 7

*tp@r =P

z— "
Le second facteur est, en module, inférieur & (2M)*~%. Occu-

pons-nous du premier : si ' et z” appartiennent au segment

(—1, + 1) tout entier, la dérivée P'(x) est inférieure en module &

. . . , . " —P(z"
4Mn?;siP(x)est dcoefficients réels, le maximum de 'li(x)—(”r)‘
xr —x

(') M. S. Bernstein a montré que l'on peut remplacer 4 par 1, dans le cas des
polynomes a coefficients réels (loc. cit., p. 13).
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est le méme que celui de | P'(z)|; on a done

P(z')— P(2")
@2

< (4Mn2)xx (2 M)1=2 = 21+2 M n22,

Si P(z) est a coefficients complexes, il suffit de le décomposer en
sa partie réelle et sa partie imaginaire; comme, pour chacune d’elles,
le rapport admet comme limite supérieure la valeur précédente, il
suffira de multiplier par V2 cette valeur pour obtenir une limite
P(z')— P(z")

: . - On aura donc, dans ce cas,
(£'—a")a

supérieure du rapport

3
. S+
le coefficient 2% .
Si z' et 2" restent 4 intérieur d’un segment (— z, + z) inté-
rieur ausegment (— 1, + 1), on aura

N eMn
IP(@)] < T a

d’otl

IP(x’)—-P(x”) EMna
(z'— ") —T=[]*’

k étant égal & e ou ey/2 suivant que P(z) a ses coefficients réels
ou complexes ; on peut prendre aussi

§Mn
P, x pppre—
[ P'( )l<m
d’ou
P(x')—P(2") k'M na
(1"-— ll)a < 5’
(1—22)-

3

4a
avec A = 212 ou 2?

3. Nous obtiendrons des résultats plus complets en introduisant
la dérivée généralisée de Riemann-Liouville. Nous poserons

DLf(@)=f(2),
D%f(x).:W}—_a)‘/,: (x—;)—a—lf(;)ds (2-Z o),

i ar . . . S
Dif(x)=m])§'f(1') (oSp—122-Ip),

formules dans lesquelles f(z) est une fonction uniforme quel-
conque, T la fonction eulérienne de seconde espéce et A une
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constante que nous prendrons dans la suite fréquemment égale
a4 —1, parce que nous étudierons des fonctions de z définies
dans l'intervalle (— 1, + 1). Nous prendrons toujours, dans ce cas,
pour (z—z)~%*, la détermination réelle pour x = — 1.
On peut d’ailleurs faire varier & : si la dérivée existe pour une
valeur particuliére k,, elle existe pour toute valeur de A.
L’égalité

f1+a(x+a—z)-“—‘f(z—a)dz =fx(x——z)—°=—lf(:.)d;
k+4a k

montre que nous pouvons faire subir & la courbe y = f(z) une
translation parall¢le i Oz et mesurée par a sans changer la valeur
de la dérivée.

Jétablirai la proposition suivante :

S¢ une fonction f(x) admet une dérivée bornée d’ordre a,
elleadmet aussi unederivée d’ordre o« quelconque inferieur a .

Nous prendrons & = o et nous supposerons d’abord
ol d < aLl,

D f(z)=TF'(=z)

On a

avec

F(z) = TZT"L?‘)[ (% — 3)-%f(3)ds;

supposons F/(z) bornée dans lintervalle considéré, on peut
alors former

t

-
— A T B O Y 5.
1‘(a—a'>f0 (2 —3")a-a-1F(5') d
Cette expression est la dérivée de
1 x x
— dxf x— 3 )% -1F'(3')ds'
oy ) @) @ )

x X
I
12 ’ 51 zl -0 -1 '
—__1—-‘“ a’)[ F'(3')d [ (x — 3')%-@~1 dy

I

(2__“————1_‘((1—__—1-;5‘/0‘ (.’L‘—-Z)a“aF(Z)dS

DE~*F'(x) =

ou
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ct, cn intégrant par parties et remarquant que F(o) =o, cette
intégrale devient

ﬁ—zi——alj‘/o‘ (.’I,' — 2')1—“'—‘F(Z') dz’= I.
1 peut s’écrirve
‘ - 4 U ’ :'l r’
= l‘(u——l’)F(l——a)[ (x—z)“—a-ldz£ (5'— z)=2f(z) dz

l * * ’ VL ! p— r.
= ml f(z)dzf (r — 3’ )%-a'~1(3' — z)-2d3;

la derniére intégrale devient, en posant

s —z=t(x— 3),

1 . .

(x — z)-%

ct

1 . ,
[=m‘[ (x — 3)~% f(z)ds.

La fonction I admet donc une dérivée et I'on peut écrire

x
1 , '

— —_ —a'—1 3)ds.
1‘(a—a’)~/o‘ (& —2pmamiFi(a)d

I'=D¥f(z)=
Si I'on examine le cas particulier de o/ = o, on retrouve la solu-
tion du probléme d’inversion classique d’Abel.
Placons-nous maintenant dans le cas général ol

p—1<asp.

Il nous suffira de supposer o’ << « placé lui aussi entre p — 1 et p,
car, de proche en proche, on démontrera aussi I'existence d’une
dérivée d’ordre quelconque inférieur & . Supposons donc

p—i1tdlalp

en laissant de coté le cas de 2. = p.
Par définition, on a
D3 f(z) = F)(z)
avee

F(@)= gy | (e =9 ds.
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Formons encore I'expression

Ja
DE~%Fp) (z) = I(a I_ ) _f (x — 7' )2-a'~1FW(3') d3'= ®(x);
[1)

on a

x I T xr - \a—a —1 F‘P’(z')d”
f (@) dr = 5 _5f (z—3') 2
0 [

x
(3" ds' | p — 35’ )a—a'—1 ¢,
l(z~a)[r'(”)d£(’ ) “

f.l'(x—_z,)a_a'F(P)(sl) dzl’
(1—a )I‘(a-a) 0

et, en intégrant par parties,

. —a’ F(p—1)
f ®(2) dy = — T2 Fle-0(0)
[}

I'(a —a'+1)
1
I'(a—a’)y

x
[ (x_z')a—u'—l Flp—1) (z') dz',

0
on aura de méme

xr X —'+1 R(p—1)
f f Q(x)dz'dx:_w
A o '(zx—a'+2)

xr2—2 Flp-2)(g)
(e —a' +1)
x

v 2"\ a—a— 1 F(p=0{( 2"y =
+1‘(“‘°")fo (# — 3" )a-@'=1Flp-2(3")ds

et enfin

3

fr...‘/“rtb(x)dx‘..dx=x°‘—°"Q,,_,(x)
[} [)

\\_/
» -

1 ¥ ! \ Qe — ' -t
+m[ (.’l‘-—n)““ ‘F(Z)da,

Qp-1(x) étant un polynome en z de degré p — 1. Désignons par |
cette dernicre intégrale, on aura

— ' v 2 \A—al— ’ ¥ ' Z)P=%-1f(3)ds3
= =TT 1)[ (r—3')x-a 'dzf (s'—z)p-a-1f(3)

0

1 x X , , , ) )
—l‘(:z—a')l‘(p—a)\/o. f(z)di[ (x — 3" )2-0'=1(5'— z)p-a-1d3;

XLVI.

12
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faisons le changement de variable

'

—s=txr—23)
dans la dermiére intégrale : elle devient

1 A A%
(i — z)p—a'=1 [ (1 — )z =t gp—a—l s = Fa—a)l(p—2)
L%

l«(p__a!) (x__z)p—ﬂr—l,

et, par suite,

I * ,
= — 3)P-e'-1 f(5) ds.
I=rp= a’).[ (o= f.( e

On déduit de la

drl

dar , ) )
Tor = V) = o [#%% Qe ()] = DL/ (2).

Le cas de 2 =p se traite de la méme maniére en remplacant
dans les calculs précédents IF () par f(x). En posant
i .
P(2r) = —Fr [ x — 3" )P~ L) (3)dz
() Tr—a)J, ( ) S )
el

I * et N e
= (e e

avec p —1<4'<< p, on obtient

arl : dr , . .
o = 2(@) + s [ar¥ Qi (2)] = DI f(2).

La proposition est ainsi démontrée dans tous les cas.

6. Supposons maintenant que f(z) soit une fonction holo-
morphe et uniforme dans un domaine contenant le segment
(—1, =+ 1); nous désignerons toujours par x I'abscisse d’un point
de ce segment. Je me propose de représenter la dérivée D% f(x)
par une intégrale de contour.

Ona,sip-—132<p,

D2 f(x) = F(z)
avece

2 — ' ¥ ~ \ =l - -
F(z)= W—_“)»/_‘,(w_—d)l %=t f(3)ds.
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dartons de —1 avec la détermination réclle de (z— 3)™® et
décrivons dans le sens inverse le lacet (—1, x). L’intégrale
étendue au petit cercle est infiniment petite d’ordre p — 25 ona
dong, ¢n tracant un contour quelconque C passant par —1 et con-
tenant le segment (— 1, + 1),

x —1
f+/ —i—/ =0,
C -1 x

le contour C étant parcouru dans le sens direct en partant du
point -— 1; lorsqu’on revient au point — 1 Pexpression (z—z)P=% !
est multipliée par e2n(p=2=1) et la seconde intégrale est égale
demlp=a=O ' (z); pour obtenir la derniére, il faut tourner de 2=
autour de z et dans le sens inverse, on revient donc a la (lctcrml-
nation initiale de (z — 5)P~%"' et la troisicme intégrale est égale
4 —F(.r). Donc

F(x)= (p—a) l‘_e,,-ml,_a_”]v/c‘(m- - 3)P=2-1 f(3) da.

Or

| — e2UT(P-&—1) = e=iTlot+1--p) 5 ¢ sin(a -+ 1 —p)'tt,

¢t comme

Pp— )+ a—p)= o
il vient
F(x)= l__(i“:;ﬂ /e—iﬂ(p—1~l)(xv_;)[:—1—lf(z)dz
3 Je
ou
; r —
F(x)= _ﬂ_—%;{_ﬁ) ‘/(;(z — z)p=%-1 f(5) ds.
On déduit de 1a
¥ (x)= I'(2 —:i:—l’)f(z_z)p_a_zf(z) dz
g c
et
Fwiz) = D [ (s ayaf(s) as

ou encore

DI £ (z) = |‘(aj4-l)‘[(f(s)dz

’
2LT 5 — x )%+l

formule qui généralise 'expression bien connue pour les dérivées
d’ordre entier.
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7. Nous allons appliquer les résultats précédents a 1'étude de la
dérivée d’ordre 2 d’un polynome entier P(z) de degré n dont le
module sur le segment (— 1, + 1) reste inférieur & M. On a, pour
un point x de ce segment,

DxP(z) = (a4 l)f P(s)ds
(

g ’
2IT (3 —a )2+

(. désignant un contour simple quelconque passant par le
point — 1 et entourant le segment (— 1, <+ 1). Nous nous limi-
terons aux valeurs de x comprises dans le segment (— x,, +Ty)
intérieur au précédent. Tracons une ellipse E quelconque de
fovers (—1, -++1); nous supposerons l'ellipse assez aplatie pour
que l'abscisse du centre de courbure au sommet z = a de l'axe
focal soit supérieure a z,.

Soit P un point d’abscisse z sur le segment (— 1, + 1), calculons
la distance de ce point & Pellipse E; c’est la longueur PM de la *
normale menée de P distincte du grand axe; appelons P’ le point
de rencontre avec Oz de la tangente & Vellipse E au pied M de
cette normale et Q la projection de M sur Oz : on a

or="1 00=2 —a
= Q=gp=aleh
d’ot
PP = 1 | — 7r?

— || = ’
= 1= T
I’Q=a1|x|—|x|=63|z|,

PM = PQ.PP'= b2(1 — =*).
La distance » de P & Uellipse est donc l)\/l —x2 et l'on a
byr—x?

Si l'ellipse E a une excentricité telle que, pour certaines valeurs

"/

A

b.

r

de z, le point M soit imaginaire, nous conserverons la méme
valeur de 7, ce sera le rayon d'un cercle de centre I, intérieur &
Pellipse et ayant avec elle un double contact imaginaire.

'I'racons le cercle v de centre P et de rayon r qui coupe en \ le
segment (— 1, x) si b est assez petit, U'intégrale prise le long de €
peut étre remplacée par

A -1
c»--ti:u/‘ L e 2imv.f+ [
o1 Y YA



— 169 -

L1=LL1

Nous allons évaluer une limite supérieure de chacune de ces

et son module est inférieur i

2%

intégrales. Pour la seconde

‘ N — I'(a—+1) P(s)ds
I'= /Y‘(;_z.)z+l’

2i%

ona
'(a+1)M
l l'l < _——"'( ) ’
?n,-z

puisque & l'intérieur de 'ellipse E, le module de P (s) est infé-

riear & —, ct comme
3

I:l)\/r—_——{;i et b=[:P‘°‘,
I 22T (a2 +1) M I
I I < E Pu—a“_;!)a.
(1— a?)? )

Déterminons p, entre o et 1, de maniére que le second membre

soit minimum, il suffit de prendre

. n—a
90=\/"+1 (n>a),

nta

)< MI'(a+1) .(n—l—a) ?

- C n_a’
a%(r—a2)? (n'—a) 2

d'on

or, en posant n = n'«,
w1 o€

n+o
it (n+4+a) 2 (n'—+u) 2
e e o | < etnd
(n—ay * (r'—1) ¥

car nous avons vu, au paragraphe 3, que le nombre entre crochets

est inférieur i en.

Il résulte de la que
(l) 'll|< k'llahla‘
(1—a%)?

k' désignant la constante I'(a 4+ 1)e2.
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Passons & la premiére intégrale
A 2=
' U(a+1
/ :l”:—‘—,—-) (x—3)-2=1P(3)ds:
J, 20T -
on a

U(z+1)M (77"

1" < — z)=a=ldz,
[ s p= [ (z — 3) z
- MI'(a)J 1 1 MI (a)
ELEE R R amr®
ct comme = by/1 — x?,
1] < MTI'(a) I,
< b2’
2m(f — 22)?2
Or DOUS AvonNs
b=""F - 2 |
200 nt— a2
l . n
b °~ a’
d’ou
” MT'(a)n* A" neM
‘.’.l] l < = ’

Ll &
2% w(1—x2)2 (1 —22?)?
ebest by== A+ A,
I(,n“M
&
(1—at)?

IDEP(2)] .

Le calcul que nous venons de faire est encore applicable au
cas olt o est un entier; dans ce dernier cas, les intégrales prises
le long du segment (—1, A) ont une somme nulle et il suffit
’évaluer une limite sapérieure du module de 'intégrale prise le
long du cercle v.

Pour un point quelconque intérieur au segment (— zy, + o).
nous aurons, dans tous les cas,

(=) |D?‘Ul’(x)]<—L—7in°‘M=kn¢M.
(1—x})?

La validité du raisonnement précédent suppose le point A a
- T'intérieur du segment (— 1, z): il faut pour cela que

r<i+x



ou

I+
I1—x

o</

Pour que cette mégalité soit vérifiée pour toute valeur de x
comprise dans I'intevvalle (— zy, + x,), z, étant positif, il suffit

que
b | — Ty
< —_—
| B ol 2

a .
cl, en remplacant 4 par sa valeur "/:2;—7, il vient

2

2
n>a .
1—x

L'inégalité (2) n’est donc vérifiée qu'a partir d’une certaine
valeur de n dépendant de z,, mais il suffit de modifier la valeur
de & pour supposer qu’elle est satisfaite quel que soit n. [.a nou-
velle valeur de & dépendra alors de z,.

8. Considérons maintenant des fonctions de plusieurs variables,
par exemple de deux variables réelles x et y : nous nous place-
rons en général dans le domaine carré (T') défini par les inégalités

—1Sx s+, —I1Sys+a.

Soit P(z, ) un polynome de degré m en z et de degré n en y;
supposons que le module de ce polynome reste inférieur & M
lorsque le point (z, y) est dans le carré (T'); soit (I') un rec-
tangle concentrique & (') dont les c6tés sont paralléles aux
axes Oz, Oy et situé tout entier & I'intérieur de (T'). Proposons-
nous d’évaluer une limite supérieure du module des dérivées
de P(z, y) pour les points du domaine (T").

Donnons & y une valeur fixe y, de maniére que la droite ) = y,
coupe le rectangle (I'") suivant le segment AB. Pour les points

de AB, on a
PP (x, yo)

SkmrM
oxr ?

p étant un entier et A’ une constante indépendante de y,. Il en



— 172 —
résulte que, pour tout point de (I7),

wPP(x, ¥)

SKEmerM,
oxr =

Cette dérivée p*™e est encore un polynome P, (x, y), en particu-
lier un polynome en y de degré n auquel on peut appliquer le
vésultat précédent; on aura

00y (, ¥)|_ ‘
:f)’—'llzk Il’l(,f MmP),

¢ ¢lant un entier et A" une constante. Par suite, en posant A = k'A",

’Mﬂ) SkmrniM

oxroyT

9. Pour étendre ce résultat aux dérivées d’ordre non entier, nous
adopterons la définition suivante :si p—1Sa<<petg—128<gq,
la dérivée d’ordre 2 en z et 8 en y de la fonction f(z, y) est

PR (x, v)
1139f($|y) W
en posant

: 1

F(‘Ta.}’)': l‘(p—a)l‘ 1_9)
f [ (x — 3)p—o-1(y — u)1—-B-1f(s, u)ds du.

1

<y

Supposons que toutes les dérivées de I jusqu’a 'ordre p + ¢
soient continues et montrons qu’on peut obtenir la dérivée
d’ordre « + B en prenant d’abord la dérivée d’ordre « en x de la
fonction f(x, ), puis la dérivée d’ordre (3 en y de cette premicre
dérivée on en faisant I'inverse. Posons pour cela

@, 2)= a)f (@ — 3)r-e-1f(z, y) da.

On aura

: . y
(1) F(z,y)= =8 [ (y —u)1-8-1®(x, u)ydu.
v

La «dérivée d’ordre ¢ en y de F(z, y) existe, c’est-h-dire
que ®(z, y) admet une dérivée d’ordre B; on en déduit, par les
formules du n° 5, en remarquant que F(— 1, y) est nul quel que



, y
b(r, y) = i(‘—ﬁ)‘/‘ (y — w)B=1FP (z, u) du.
: —1

Or, la fonction Fi(z, y) admet une dérivée continue d’ordre p
cn z, il en est de méme pour ®(z, y) et

¥y
Ph(r, y) = ﬁi f (y —u)dt F_‘;’,’,},;”(.r, w) du.
v Jg

Cette cxpression, en lenant compte de la valeur de ®(z, y), n'est
autre que D% f(x, y) dont on montre ainsi U'existence. Dérivons
maintenant p fois par rapport & z les deux membres de I'éga-
lité (1), on aura
nY
1
Fi (2, )= F—-———-j (y — w)a-B-1 D%, f(z, u)du;

(—8) —1
cette nouvelle fonction admet par hypothése une dérivée d’ordre ¢
en y qui est par définition la dérivée d’ordre 8 en y de DE, f(x, 7).
On obtient ainsi '

e 8 _
Df;)%f(a‘,)‘) = l‘.(:ll,';"ll (x, }’) = “_lyﬂ Df«f(l" ).
On démontrerait de méme I'égalité

D%8 f(2, ¥) = DD f (2, y).

10. 1l est maintenant facile d’étendre aux dérivées partielles
d'ordre quelconque les résultats du n® 8. Soit P(z, y) un polynome
de degré m en z, de degré n en )y et dont le module ne dépasse
pas M, dans le carré T'. On a, dans T,

ID.ﬁxf(T, )’_)I < Km2M;

Pour obtenir cette dérivée, il faut d’abord calculer I'intégrale
1 a
—_— r—3)re=ipP(s ds
) PG

qui est un polynome en y, de degré n, Q(y); ensuite, prendre

la dérivée d’ordre p en x de ce polynome. Le résultat est encore
/ Yy

un polynome en y de degré n, R (), car les coeflicients du poly-



— 174 —

nome Q(y) sont de la forme z=*S(z), S étant un polynome en x
et peuvent étre dérivés p fois. Appliquons au polynome R( y) le
théoréme relatif au maximum du module d'une dérivée d'ordre 3
"un polynome,

[DR()| < K" nBN,

N étant une limite supérieure de R(y); on peut prendre
N\ =k'maM,
d’ou, en posant A = A'A",

ID_?.:;,%f(m, y){- ZkmanBM.

CHAPITRE 11.

L'APPROXIMATION DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

11. Je vais rappeler un théoréme de M. S. Bernstein (*) liant
I'existence des dérivées d’une fonction f(x) & la rapidité de la
décroissance e la meilleure approximation de cette fonction par
un polynome P, (x) de degré n, lorsque l'entier n croit indéfini-
ment. Comme je me propose d’étendre le théoréme de M. S. Bern-
slein au cas des dérivées d’ordre quelconque, entier ou non, je
demontrerai d’abord la proposition suivante :

Soit fi(z), fa()y -y fa(x), ... une suite infinic de fonc-
tions convergeant uniformément vers f(x); si la suite f'*(x),
SN Z)y oo fB(x). ... converge uniformément, elle a pour

limite f@ (x).

Je supposerai, comme toujours dans la suite, ue les fonctions
sont définies et bornées dans l'intervalle (— 1, +1) et je dirai
qu'une suite u, converge uniformément lorsque la série dont le
terme général est (u,,y — u,) converge uniformément.

Soit p le plus petit entier dépassant a, posons

Fp(z) =

1 * .
m[’ (. —z)yp=2=tfu(s)ds  (p—122p),

(') Sur Vordre de la meilleure approximation, etc., p. 21.
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on a

S (@) =FP ().

Soit, de méme,

OIl aura

F(x.\)—l"n(z')*— |~(P f (x —53) ’)_‘a_l[f(*)""fn( )ld"

[¢7
—

|F(2)—Fu(z)| & i—(——aj—— /I(x — 5)p-o—tdz s T—#; s

P— %), . F(p—a-+1)
st n est assez grand pour que f(x)-— fu(x) ait, dans Pinter-
valle (— 1, ~+1), un module inférieur de.

La suite I, (2) converge donc uniformément vers I¥(z); mais
la suite I}#'(x) converge uniformément, par hypothése; elle a
donc pour limite ¥ (x), c’est-d-dire f@ (). Comme la suite
1P () n’est autre que la suite f®(z), le théoréme est démontré.

12. Voici maintenant la proposition de M. S. Bernstein dont
je modifie 'énoncé pour l'étendre au cas d’une dérivée (uel-
conque.

Si, quel que soit Uenticr n, il existe un polynome P, (x) de
degré n, tel que

, o A
| f(z)—1 u(-z)|<'702’

A et a étant des constantes positives, f(x) posséde des dérivies
d’ordre o' inférieur-a a.
Supposons d’abord o' << o —1 (a>>1), ona
2A

T

/H—l( xr)—P n(‘T)I < —

cette dillérence est un polynome entier de degré n -+ 1 auquel
nous pouvons appliquer les théorémes du Chapitre précédent,
donc ,

2k A(r+1)* B

ne no—a’’

[P (@) — P (2)] <

comme 0. — 2/ > 1, lasérie [ P, — P\*'] est uniformément conver-
gente et sa somme représente f) ().
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buppomm maintenant que 2 — 1S4’ < o et calculons une limite
supeneure du reste de la série P/*'(z) lorsqu’on s’arréte au terme
de rang n; soit 2™~ '<n < am; le reste est représenté par la
série
[P — l",.“"] + [P — P&+, ..

L.e premier terme de cette série est, en valeur absolue, infé-
rieur
2kAama’ ok Agm¥’

1+% —_—
n* plm=1a =2 kA gla—a Tm’
le second terme est inférieur i
o2k Ao m+1)x’ 1
——— 1+2 —
pm =2 kA 2L A=) mn

et ainsi de suite, le reste est donc infériear i

.+_L._+...].___€_< ¢

I
2@-aTm [‘ + e—an = p g—xm > pa—a’

B et C désignant des constantes; comme a — o' >0, la suite
Pi* (x) est uniformément convergente et a pour limite f@)(z);
bien entendu, cette seconde partie de la démonstration s’applique
aussi au cas ou o' << a— 1. Les raisonnements supposenl que x
varie dans un intervalle quelconque intérieur a (—i1, +1). Ils
montrent que, dans un tel intervalle, la dérivée d’ordre o' entier
de f(x) peut étre approchée par un polynome de degré n au plus

!

. A
avec une erreur momdre que nTa—,~

13. Donnons & la variable = des accroissements égaux i i, nous
pourrons former les différences

A f(z)=f(x+h)—flx),
AP f(x) = f(®+2h)—2f(x+ )+ f(z),
AY f(xy=f(x+3h)— 5f(1‘+2h)+ 3f(z+ ) — f(x),

D I R R Y T A T S IREEEE]

nous désignerons plus britvement ces différences par A, A®,
A®), ... Nous allons montrer comment 'hypothése que I'un des

(r)

A : . . g
rapports |——| est borné entraine pour f(z) existence de dérivées
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d’ordre inférieur & r. Pour faire cette démonstration, nous éta-
Al

R
. . . I
polynome P,(z) avec une approximation de l'ordre de ra la

blirons que si est borné, on peut représenter f(x) par un

proposition du paragraphe précédent nous conduira au résultat.
Nous prouvernns Pexistence des polynomes P,(x) en adupt‘ml
la marche suivie par M. Dunham Jackson () pour le cas ou f(x)
admet des dérivées jusqu’a un certain ordre; je modifierai sa
démonstration sur quelques points et, en particulier j’introduirai
des fonctions de Bessel & la place des puissances de la fonc-

. sinx .. . . . \
tion ——- Je désignerai par J4(x) la fonction de Bessel d'ordre

entier i, ¢'est-i-dire la série entiére

. ah [ x?
0 J/'(x)—;"_[m1_u*.z!(h+~)‘)!+"'
x2p 7 .
) +(_l)”n=l'p!(h+p)!T"'J’
on a aussi
1 U3
(2) J;,(.r):;f cos(z sing — ho) de
t Yo
et

=
[ cos(z coso) sin22 o de.

“o

ah 1
Julr)= 1.3.5...(2h—1) =

\ppelons I, la derniére intégrale

o T
' .
— / cos(x cosw)sino do,
o

04

on démontre que

[ Ih(z)de =1 (2);

0

. ] x \
Kiu(z) = o 1,,<‘,—),

J€

+o
f Ku(z)dz =1.

done, si 'on pose

011t

(') Ueber die genauigheit der Anndiherung stetiger Funktionen durch ganze
rationale FFunktionen gegebener Grades und trigonometrische Summen gege-
bener Ordnung (Gottingen, Mémoire couronn¢ et dissertation inaugurale, 1g11).

(*) Pour cette formule et les précédentes, voir, par exemple, GrRAY and MATHEWS,
T'reatise on Bessel functions (Londres, Macmillan and Co, 1895).
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Dailleurs I (x)=C ‘!"T(:i)- et comme |Jx(2)|S1 daprés la for-

+ o
mule (2), on voit que/ |xr1i(z)| dx a un sens pour h>r +1:

—

+ o
il en est de méme des intégralesf |e"Wp(z)| dx. Cest la
@

fonction K, (x) que nous utiliserons dans la suite. Nous désigne-
rons par K(x), sans indice, une fonction K, (r) pour laquelle /
est supérieur ou égal 2.

A

14. Placons-nous d’abord dans le cas ot est horné. Nous

pouvons toujours supposer que f(—1)=f(+1)=o0, en retran-
chant au besoin de f(x) une fonction linéaire; nous prendrons
f(z)=o pour |x| > 1; ainsi la fonction f(x) est définie quel que
soit x et I'on a, pour toute valeur de z, |AR| < A|A|. A ¢tant une
constante. livaluons I'intégrale

S= fMASK(a)da:.f_:”[f<ap+%)_f(x)] K (2) da.

¢ — o
Nous avons ici

If(x+ -,1-L>~f(z-)l ~ a2l

n

+ o
/ |aK(z)|]dz=B (h23),

+ ®
f lzK(a)]dﬁ:%-

donc

Is]< 2
n
1)’autre part

/‘+wf(_'.r) K(2)dx= f(x)

el

L[+mf(x+%>K(1)(la :f)r“nf(m)l([n(a—-.t)]dz

—w

+1
.—:f nf(a)K[n(a —x)) = U,(x),
—1
donc
AB
|f(z)— Un(x)| < o

D auatre part, si I'on développe K(z) en série enticre, le terme
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wénéral est, & un facteur constant pres,

o2 2p 1 .
(=1 (8—E> pih+p)V’
pour K[n(a—r)], le terme général, de rang p —+1, est

(—1)r _ﬂ(_ai.),p_
®Beyrpl(h+p)!

Le rapport de ce terme au précédent est, en valeur absolue,

n2(a—ux) n?
®eyp(h+p) = GeCpr

si, comme nous le supposerons désormais, x| est iuférieur & 1.
Lorsque 2 p 2 n, le rapport est inférieur & 1, la série alternée a des
termes dont la valeur absolue, & partir d’un rang supérieur ou

écal & 52 va en décroissant; le reste de cette série ne dépasse

donc pas, en module, la valeur de son premier terme.

Supposons n pair et égal & 2v, nous prendrons p=v, on a
alors, en prenant la somme des p premiers termes de la série,
un polynome Q,(a — z) de degré n — 2 et le reste R, vérifie
'inégalité

Y2y

< ____.
R.C (2e)v(v!)*

Si n est impair el égal & 2v — 1, nous prendrons encore p = v;
Q. (2 — x) sera un polynome de degré n —1 et le reste R, véri-

fiera 'inégalité
(=3)
v— <
- C DY vy

P T ey T risch

. . v2v . s
Or l'expression uy = O décroit avec v, car le rapport

u 1\vi]?
i aa Ry, [<l+ —) —]
uy v/ e
est inférieur & 1, donc

1
uy < ui=;<'s

Rn<_c_<£

.22v=2u'
On a, par suite,
nC D
|nK[n(a —2)] —nQula—2)| <L — < —

2" n
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cl
+1 +1 DE
Un(e)~ [ f@)nQua—zyda| <2 [ (@)l dx= 25
—1

—1

(o — z) étant un polynome entier de degré inférieur & n, il en
est de méme de l'intégrale

+1
P,,(.Z')Z-‘ f(a)anl(z'—‘r)d¢1
—1
donc.
AB + DE F
|f(2) = Pp(2)| < o = .

n n
Si nous avions seulement supposé que
[8f ()] < k[R]2 (0 <a <),
lc méme raisonnement nous et conduits & un polynome P,(x)
tel que
| (@)= Pa()] < <.
11 en résulte que f(x) posséde des dérivées d’ordre a' << «. Donc :

Si une fonction f(z) satisfait, dans Uintervalle (— 1, +1),

@ une condition de Lipschitz d’exposant o, cette fonction

admet des dérivées d’un ordre quelconque o inférieur a a (1).

Ay

hr
b 4

ct prenons, par exemple, r = 2. Nous formerons l'intégrale

soit borné¢

15. Supposons maintenant que l'un des rapports

~+ .
S = /' AP K(a) da
—'.:_a "

=/_”

la fonction K () correspondant, cette fois, 4 un indice k supérieur
ou égal & 4. Nous ferons varier z dans un intervalle intérieur
& (— 1, +1); nous prendrons l'intervalle (—1 -+ 8, 1-—8); pour

[f<z+ ?‘f)—'),f(:v-i— %)4—/(1-)] K(2)da,

(') Pendant la correction des éprcuves, j'ai connaissance d’un travail de
M. Hermann Weyl ot cette proposition est établie par une étude des coefficients
de Fourier de la fonction : Bemeskungen zum Begriff des Differertialquo-
tienten gebrochener Ordunung (Vierteljahrsschrift der Naturforschenden
gesellschaft in Ziiroch, 19.5 p. 296).
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I'intégration, nous supposerons que f(z)=o pour |z|>1. Si

Jal

e ou |2)z —,

N1 o2
S
o,

o a 2% . s
les points x, x + —, & + — sont inlérieurs au segment (—1y,+1)
et l'ona

o) sler)orel
Si |a] > 2% ona Pinégalité
2

lf(x+ %;)—2f<x+ %)—l—f(z)l - iM
= (3

M désignant le module maximum de f(z); on a donc, quel que

b A’,

soit a,
|_\m, <Az
et
. At AB

S| < el [a2K(a)|da=—2.

D’autre part,
~+ o
[ r@Rmda =),

/‘+mf(x+-:-:-) K(a)d:t:./_‘:‘nf(a)K[n(az——x)]da,

[P RpY

I:‘f(x—l- 2}—:) l((a)da:v[‘Jr“n_f(z) K—[n:;—:—x] da,

et, comme f(a) est nul pour |a|>1, il suffira de prendre ces
derniéres intégrales entre les limites — 1 et 4+ 1. Soit

U,,(x):[,

on aura

+1

nf(z)%zl\'[n(a——x)]—il\'l-nl )dzg

|/ (z)—U A,

XLVYI. 13
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Nous pouvons maintenant remplacer

K[n(z—x)] et K[n“:“]

s

par des polynomes de degrés inférieurs & n et avec une erreur de

1 5 o : :
Pordre de s On peut donc remplacer la différence L, placée
entre accolades par un polynome Q,(2— x) avec une erreur

., e . C
inférieure i =" Nous aurons alors

|pLa(z —2) — nQu(a — z)| < — nC <

9gn

+1 N
5 [ wpan= 2,

par consequent, en désignant par P,,(x) I'intégrale du premier
membre .
AB + DE F

[f(#) =Pa(@)| < —5— = -

n?

et

Up(x) — [ f(a)nQ,,(a——-x)da

“—1

- -

AR

l
v
mémes raisonnements auraient conduit i un polynome P, (.r) tel

que

St on avait seulement supposé que (1£a<2) est borné, les

' G
|f(x) —Pu(z)| < T

Le cas général se traite de la méme maniére; il suffit d’introduirve
I'intégrale.

-+ @

f AP K(a) da,

n
dans laquelle K(2) correspond & un indice 227 + 2. On repré-
. 4 . - AB .
sente alors f(x), avec une erreur moindre que — par une inté-
\ Ll B nr
grale V,(x) portant sur une somme de fonctions de la forme

/I.K[n

chaque fonction nK est remplacée par un polynome, en limitant
son développement en série au terme de degré n —1 ou n— 2:

— .
], s étant un des nombres 1, 2, ..., r. A son tour,

n »
la nouvelle erreur est de Vordre de — €L par conséquent d’un
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ordre inférieur & 5 On en déduit, comme plus haut, qu’on peut

trouver un polynome P,(x) tel que

¥
|f(#) = Pal2)| < -

.. ‘ : N\ . ;
Si c’est le rapport IF qui est borné, avec rr — 1 ZaSr, on aura

un polynome P, (.r) pour lequel
G
lf(z)— P,,(.Z‘)I < n—“.

Appliquons maintenant a la fonction f(x) le théoréme du n° 11,
nous voyons (u’elle admet des dérivées d’un ordre quelconque
inférieur & 7 dans le premier cas ou inférieur i o dans le second.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

Soit f(x), une fonction bornée dans l'intervalle (— 1, +1)
A(") . ) .

et telle que le rapport —I:Lr- ait un module borné dans cet inter-

valle; pour toute valeur de x intérieure a l'intercalle, la fonc-

téion admet unc deérivée d’un ordre quelconque inféricur a r.

r)
Ni le rapport éhif;, dans lequel a est compris entre r —u et r.

« un module berné, la fonction admet une dérivée d’un ordre
quelconque inferiewr a a.

i &:A/).:_M est borné, f(r) admet une

Par exemple, si :
dérivée d’'un ordre quelconque imférieur a 1; podr la dévivée
ordre 1, on sait que M. Lebesgue a démontré qu’elle existe
Si fix+a2h)y—of(x+h)+ f(x)

h2
J(x) admet une dérivée d'un ordre quelconque infériear & »:
en particulier, la dévivée premiére existe partout (*). Pour le¢

presque partout. est borné,

ay

hr
SV (x) existent en tout point intérieur & Uintervalle (— 1, + 1).

cas général o

est borné, les dérivées f'(ur), f'(x), ..

v ey

flx-vh)—af(x-+-Nh) - f(r)

(') 11 en est dc méme si le rapport m
l

dans
lequel 1< 2 2, est horné.
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16. Les démonstrations précédentes s’appliquent au cas ou la
fonction f(x) admet des dérivées jusqu’a Pordre r — 1, la dérivée
d’ordre r— 1 satisfaisant i une condition de Lipschitz d’expo-
sant 8. On a, en effet,

AVf(x) ATV Sz k) — AV () AV fiay)
= hr—1 - Tor—2 ’

de méme,

8V S (@) _ ATV ()
hr—2 - hr—3 -

—— Af("_“(xrﬂ ).

Par hypothése, cette derniére différence a un module inférieur

(r)
& |h|B, donc

A .o e, ’ .
h"+,;"—’| est borné. Si la dérivée d’ordre r existe, la
)
Aj

derniére différence est égale a hf " (x,) et I—h—rl est borné en méme
temps que | ) (x)|.

On peut observer que, dans le cas précédent, il est possible
de prolonger f(x) dans un intervalle (—1—2¢, 1+ &) conte-
nant (— 1, —+1) de maniére a conserver les hypothéses faites
sur f(z). On en déduit que 'approximation par les polynomes
P,(x) est valable uniformément pour tout le segment (— 1, +1);
mais je renverrai pour ce point au travail de M. Dunham Jackson.

Enfin, on peut encore remarquer que l’existence, pour la fonc-
tion f(x), des dérivées jusqu'a I'ordre r —1, la dérivée d’ordre
r — satisfaisant a une condition de Lipschitz d’exposant 3,
entraine l'existence des dérivées de tous les ordres, entiers ou

non, inférieursa r +f —1.

CHAPITRE 1I1.

L’APPROXIMATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.

17. L’ordre de grandeur de la meilleure approximation d’une
fonction f(z) par un polynome de degré n dépend des propriétés
difféventielles de cette fonction. Sinous passons a une fonction
de deux variables f(z, y), la meilleure approximation sera liée
aux propriétés différentielles par rapport & z et par rapport a y.
Il y aura donc lieu de faire intervenir séparément le degré du
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polynome par rapport i = et son degré par rapport a .. Sil'on se
bornait & considérer le degré d'un polynome P(z, y) par rapport
a Pensemble des variables, on n’arriverait pas & modeler exacte-
ment 'ordre de grandeur de la meilleure approximation sur les
propriétés différentielles.

Nous introduirons donc des polynomes P, ,(z, ) de degré m
en z et de degré n en y et nous serons conduits & représenter la
meilleure approximation, ponr un polynome de degrés m et n, par

des expressions de la forme =+ p’ A et 2, B et B étant des

nombres positifs dépendant dea propriétés différentielles de
f(=z, y) respectivement par rapport & x et par rapport i ).

18. Soit f(x, y) une fonction définie dans le carré |x|S1,
|’| £1; nous supposons que, quels que soient les entiers m et n, il
existe un polynome P, .(z,y), de degrés m et n, vérifiant
I'inégalité

B

m“ nf‘

If(-Ta )"‘Imn(xf.}’)l<

et nous nous proposons d’en déduire des conséquences relatives
4 Pexistence des dérivées partielles de f (x, ).

Soient a2 et o/, B’ deux nombres positifs, entiers ou non, res-
pectivement inférieurs & a et B; nous désignerons par P8 la

myn
0¥+ P, n(z, ¥) . Ona

dérivée partielle % Oy

')A 2B
lpm+p,n+v(z‘1)’)—‘ Pm n(, }’)l — ;‘g’

IPff.‘;L&iim p'(:"ﬁ l < L(ln“ + 2 ﬁ)(m 4+ )% (m +v)B.

1l suffit, en effet, d'appliquer au polynome du premier membre:
de la premiére inégalité, dont les degrés sont m +p et n +vle
résultat du n° 10, en supposant le point (x,y) dans un carré inté-
rieur au carré initial.

Prenons

=E[m%i], n+v=E[(2m)§],

en désignant par E[z] la partie enti¢re du nombre z; on pourra
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éerire
-3

n > mE——l,

a
3> meji—m 3] Zo-Bmx  (si ml2),

¢l, en prenant .= m,

A
(m“ )(m—,—p.)’l(n—,—v)ﬁ

3+ Ba’
af : 8
< ,,{,‘(A-—)?’B)(zm)ﬂl (2m) B = T_,

Soil aff — B/ — a8'=-+, la limite supérieure précédente est égale

. G .
i - et, par sutte,
I)llq
| pa.8y  _ plag | < )/cC _ 2hC
m+W, 4+ " T mon ~ ( Y\
m.ﬁ @f‘)

si nous choisissons pour m la suite des valeurs 2°. Nous obtenons
ainsi une suite infinie de polynones P;(z, y) dont les degrés sont

s
rvs‘pectivemenl 25et E [ —ﬁ-] Cette suite est absolument conver-
gente si y > o et sa limite est égale & la dérivée j‘;‘:s‘ 11 suffirait
pour s’en assurer de répéter, pour le cas de plusieurs variables, la
démonstration que j'ai donnée au n° 11 : il n’y a qu’a remplacer
dans cette démonstration les intégrales simples par des intégrales
doubles.
La condition y > o peut s’écrire
) .
% -+ % <1

et s'interpréter wcometrlquement de la maniére la plus simple.
Soient Oz, Of deux axes. Faisons correspondre a chaque
dérivée d’ordres o' et 3/, le point de coordonnées o et B'. Soient A
et B les points (a, o) et (0, B). Le point (2, ') doit étre & Vinté-
ricur du triangle OAB.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant :

Si. quels que soient les entiers positifs m et n, il existe un.
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polynome Py, , (x, y) vérifiant Uinégalité

A B
If (2 7) = Pun(z, )| < e 7B’
en toul point (x, y) intérieur au carré |z |<<i,|y|<t, la
Sonction f(x,y) admet, a lintérieur du carré, toute déri-
vée [%+8) pour laquelle

ruryd

LA
a

B

19. Nous allons maintenant établir, relativement aux fonctions
de deux variables pour lesquelles certains rapports des différences
partielles a4 une puissance de l'accroissement sont bornés, des
propositions analogues & celles du Chapitre II. Nous désignerons
par A%”, la différence d’ordre r pour les accroissements &, 2 h, ..., rh
donnés & z et par AY, la différence d’ordre s pour les accrois-

sements &, 24, ..., sk donnés a y.

3 B 1] ,Ah‘Al;_" s o
Supposons d’abord que les rapports [ =] ct |-~ | soicnt bornés et
que T'on ait :
An Ar /
wen |F<x

Nous supposerons que f(z,y) est égal & o & Dextérieur du
carré (T') de centre O, de cotés paralléles aux axes et égaux & »;
nous ferons varier le point (x, y) & lintériear d’un carré (IV)
concentrique au premier dont les cotés, égaux i 2(1 — 3), seront
paralleles aux axes. Soit M le module maximum de f(z, y)
dans (T'). 11 existe un polynome Q,,(x), de degré m, tel que

(M lf(x,y)—f-H S, y)ymQu[m(a—z)]dx| - E-,
—1

m
I ne dépendant que de A, M, ¢.
De méme, il existe un polynome Q,(y), de degré n, tel que
1 0'F’ , .
fan=[ faBnQia@—yidg+" (02,
I’ ne dépendant que de A’, M, 6. On a d’ailleurs

rnQ,,,[m(a—z)]=mK[m(a.-——a‘)]+2m2 (101<y,
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D ne dépendant que de M. En remplacant f(2, y) par sa valedr et
posaut, pour abréger 'écriture,

O Fyy=mFy,[m(a—2)],

I, étant une fonction quelconque, il vient

—+1

.1 ) +1 +1 ot
(BX] '/l f(z,y)(k);dez .—_‘v/_:' .,/_‘l f(l, p)(DlQ"‘le,ldad3+7'[|, ()'f(a,},) (DiQm ol

La derniére intégrale peut s’écrive
&

+1 . D +1
f 8 f(a, ) O K da +;f 80’ 1 (a, y) da.
— —1

1

La premiére de ces intégrales peut s’écrire

f”o'f(xa- %;y) K(2) dx

et son module est inférieur i
+ o
M/ | K(2)| da = MN;

2 DM
m

la seconde est inférieure

; donc, en remplacant dans (2)

~+1 ' +1 “+1
y Y)0:Qpda — s ®;Q.,, 0 Q,;d drﬁ
,quw@ Qndz— [ [ S B0 Q01 Qi

_ MNF' + 2DMF' _MF'(N+2D) G
~ < = —)

n mn n n

d’oti, en tenant compte de I'inégalité (1),

+1 +1
s = [ [ S8 ®Qu®iQudxdp
o J

—1
<F G
m+n

L’intégrale double est, comme 'élément différenticl, un poly-
nome entier en z, y de degré m en x et de degré n en ) que nous
désignerons par P, (2, y); nous aurons donc

F G
If(.l‘,}’)— Py, .7)|< m

’
m n

et cela, quels que soient les entiers m et n.
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Il résulte alors du paragraphe précédent que la fonction /(z, 37
admet des dérvivées particlles dordres o et ' tels que o' + 3/ <.

20. Supposons maintenant que les vapports soient

Al Al
u | el l k
‘ N

hr

bornés dans (T'),

< A

Al } A

A - A k
—_ <A, _
l h" ks

Nous remplacerons encore f(z, y) par o & Fextérienr de (1) et
nous ferons varier le point (z, y) & U'intérieur de (1'). Pour faire
la démonstration nous prendrons r =2, s = 1.

Il existe d'abord un polynome Q. (x) tel que

+1
f(z‘,y}——[ f(a,_y)m}zQ,,,lm(u—x)] I
G3) - ‘ |

avec

() mlaQulm(a— )| = 1 Qu[m5 z|!

: \

. . a—z]) 0D
_”1221\ [m(a—x)]—;l\ [m ]\4— pree ()01 <.

2
D’autre part, on peut trouver Q,(y) tel que

+1 0 .
Gy Sar= [ FlaBnQuln(t—plds+2 (V] <0
1

remplacons, dans l'intégrale de linégalité (3), f(2. y) par sa
valeur tirée de (3) et posons, pour abréger 'écriture,
O Fy =nF,[n(B—r)1, ]
s - *—
®, I, —_—m;) Fu[m(x—a)] — ;l',,, [ln J%,

P

il viendra
(6) f(ﬁ,}’)(on,,,(lﬂ

+1
’
“+1 —+1 F +1 ,
=f f F(2y B) Dy Qun By Qn dt dB + ."-f 0 f(2, )@ Qu dx.
—1 /)
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Cette derniére intégrale, en tenant compte de ( 4), s'écrit

+1 D +1
f 0'f(z,y)(o,kda+75;f 08 £ (=, ) ddx:
J_q ' J

2MD

le sccond terme est inféricur en valeur absolue & pr

» le premier

peul s'écrire

’

+.¢ , 2 -+ » , 92 ’
f '.).6f<.7,‘+;)K(a)da-—/‘ O_f(,z-q-E)I\(a)da;

il est inférieur en valeur absolue i
“+ o
3M/ | K(a)|dx = 3MN.

Le module du dernicr terme de (6) ne surpasse donc pas

3MNF' _ 2MDF' _MF'(3N+2aD) _ G

-

-+ =
n m2n n n

d'on
+1 +1 +1 o G
(7) ’/ ./(ayy)(DiQm da —f f f(’v B)‘DtQmleud“dp‘<;1
Y1 —1 Y-

¢ty en comparant (3) et (7),

F G

m n

+1 a1
j(:r“}/‘)-—/' f(a,ﬂ)(D,Q,,,(D,Q,,‘dzd?»‘<

(g -1

I’intégrale double est, comme I'élément différenticl, un poly-
nome en z, y de degrés m et n que nous désignerons encore
par Pp, . (x, y); nous aurons donc .

F G
If(x.y)_Pm,n<z',y)l< ;1—2+_

’
n
et cela, quels que soient les entiers m et n.

1l résulte du théoréme établi au n® 18 que les dérivées f %+

; )
a . N . , . R

pour lesquelles 5+ B'<<1, existent d P'intérieur de I'. Par exemple.
: irivée 17 exi
la dérivée f7 existe.

On est ainsi conduit au théoréme général suivant :

Soit f(x,y) une fonction définie dans Uintérieur d’un do-
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mazine (I') et telle que, a U'intérieur de ce domaine, les rap-

AP A® . . .
ports h—", et k’; sotent bornés : cette fonction admet, ¢ U'intérieur

de (T), toutes les derivées partielles f5+8" pour lesquelles

ro'yd
’ ’
%
- -+ ?— <.
: Ap A .
Par exemple, si les rapports 75 €t 75 sont bornés, les dérivées
o . AP AP ,
J+ et fy existent; si les rapports —h'—’ et o5 sonl bornés, les déri-

vées fra, fays foa eXistent partout (V).
Si nous supposons que tous les rapports

i, M
hr ks

sont bornés pour chaque valeur de r et de s, on en déduit que
la fonction f(z,y) posséde des dérivées partielles de tous les
ordres.

21. Plus généralement, nous pourrions xupposcr que le rap-
A Al .
port-z";(agr) et que le rapport -ﬁ—(@is) sont bornés. On cn

déduirait 'existence de polynomes P, ,(z, ) pour lesquels

F G
1f (@ 7) = Pmnl@, 7)| < 5 + —

) .
ct par suite que les dérivées jﬁ'; ", pour lesquelles % -+ % <1,
existent en tout point intérieur a (T').

Nous nous trouverons, dans les hypothéses précédentes si, par
cxemple, les dérivées f,, frs, ..., fo ! cxistent et satisfonl i
une condition de Lipschitz par rapport & z d’ordre h ct si les
dérivées fa,’ Ty« e oy [35! existent et satisfont i une condition de
Lipschitz par rapport & y d’ordre . Nous avons vu qu’il suffit de

(') On peut méme établir que ces dérivées sont continues ct satisfont a des
conditions de Lipschitz.
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prendre
a=r—i1+i e f=s—1+u

pour étre ramené au cas précédent.

Il en sera ainsi, en particulier, si les dérivées f1) et f17 existent
et sont bornées. St nous supposons enfin que les dérivées f
et fi existent quels que soient les entiers r et 5, nous pouvons
en conclure 'existence dans (I') de toutes les dérivées fi5H0). Ce
dernier théoréme, au moins lorsque 2 et % sont entiers, a déja

)
¢été établi par M. S. Bernstein.(').

(') Loc. cit., p. o8.



