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FONCTIONS D'UNE INFINITE DE VARIABLES INDEPENDANTES ;

Par M. R. Gateaun.

Ce Mémoire a été retrouvé dans les papiers de R. Gateaux, en deux
rédactions successives, toutes deux datées de mars 1914. La deuxiéme
était presque une rédaction définitive et il a été possible de la publier
sans modification appréciable. Mais elle était inachevée, et la théorie des
fonctions analytiques a été publiée d’aprés la premiére rédaction. Quoique
cette rédaction soit moins parfaite, n’étant destinée certainement qu'a
servir a 'auteur lui-méme pour sa deuxiéme rédaction, je n’ai eu a y faire
qu'un changement de quelque importance :

Les résultats que je présente sous le n” 4l suivaient cenx du n” 39 et
étaient démontrés directement. Apreés les trois pages que comportait cette
démonstration, suivait I'indication de déduire ces résultats d'un théoréme
(qui était énoncé sans démonstration et qui était celui du n° 40.Jc me suis
conformé a cette indication, ce qui ne présentait pas de difficulté puisque
le méme principe de démonstration s’appliquait a I'un ou a 'autre théo-
réme et améliorait beaucoup I'exposé,

J'attire I'attention sur le n® 43, qui montre bien que la théorie des fonc-
tions d'une infinité de variables présente, par rapport a celle des fonctions
d’'un nombre fini de variables, des circonstances essentiellement nouvelles
et ne consiste pas simplement dans des généralisations évidentes. 11 faut
donc apporter la plus grande précision dans les énoncés et les démonstra-
ions, et les distinctions entre les différentes sortes de domaines d’exis-
tence considérés par Pauteur, domaines — C, domaines — S, domaines 1",
ont une grande importance,

PavL LEvy.
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CHAPITRE L

PRELIMINAIRES.

1. Parmi les’systémes d’une infinité de variables, les deux plus
importants constituent 'espace E,, et 'espace Q ().

2. L'espace E,,. — Un point de cet espace cst constitué par
une suite infinie de valeurs réelles

X = (&g, Xay ooy Ty ... )

Le point z'=(z\,...,z,,...) tend vers le point = si les
valeurs z, tendent simultanément (uniformément ou non) vers les
valeurs z,,. D’aprés cela, on peuat définir ’écart des deux points
el ' par la formule

n=uw
E(z, 2') 2 Azn—z| |
In 1+]z‘,,—ar',,|
o

Un ensemble de points est limité s'il est tel que
|z, 2 M, (n=1,2,...)

M, étant une suite de nombres positifs ou nuls.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble de
points soit compact est qu’il soit limité.

Une fonction continue dans un ensemble de points limité et
Sfermé est bornée dans cet ensemble, y atteint son mazximum,
y est uniformément continue.

Si une série de fonctions continues dans un domaine D converge
uniformément dans tout ensemble limité extrait de D, sa somme
est une fonction continue dans D.

3. Lespace Q. — Un point de cet espace est constitué par une
suite infinie de valeurs réelles

X = (2, Tay «v0, Tny o..)

telles que la série 2 z} converge.

(') Voir Fricuer, Circolo matematico di Palermo, 1906 et 1qro.
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L'écart de deux points & et ' est délini par la formule

Ez,2)Y=V(2, =7, ) +...4- Ty — T ) +....
Pour qu'ua ensemb’e de poiats sdit compact. il faut et il suffit

p
point x de I'’ensemble, et pour toutes les valeurs de n, on ait

. . .. ~
qu’il existe une série converzente La’ telle que pour tout

ri+zh g +...<al+ad, +....

Les deux derniéres propositions données pour l'espace E,

2

s'appliquent & I'espace Q, en substituant le mot compact au
mot limité.

4. Les espaces E,, et Q. — Un point de l'espace E, est
constitué par une suite infinie de valeurs complexes
3=(24, ...y Bpy ove); (3n=2an=+iyn)

Un point de l'espace Q' est constitué par une suite infinie de
valeurs complexes
2=(%1, oy 3ny o0+)

telles que ElznP converge.

l.es définitions et les propriétés des espaces E, et Q s'étendent
immédiatement aux espaces K, et Q'.

5. Nous nous bornerons & étudier les fonctions d'un point
de E,, ou de E,. Maiis des considérations analogues peuvent étre
faites sur les fonctions d’un point de Q ou de Q'.

CHAPITRE 11.

DEVELOPPEMENT D'UNE FONCT:ON CONTINUE, EN SERIES DE POLYNOMES.

. . . .
6. Fonction d’un point de E,. — Soit la fonction
i
F(z)=F(21, ..., Ty ...)
définie et continue dans E,. Faisons

ZTpiy = Tp+2= .., =0,
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F(x)devient une fonction continue [y (&4, ..., &,). Déterminons
ensuite un polyaome p,(z,, ..., Z,) tel que pour

) —niz,Sn (p=1,2, ..., n)
on ait

| Pn—fal < %

Enfin, représentons par z', z,, ... des nombres définis par
Th = x) si —nszpin,

x)=o0 si | 2] > n.

TutoreMe. — On a

F(thh e.os Tpo )= {i_;n Pn(‘T,u Z‘;,).
n ©

la convergence étant uniforme dans tout ensemble limité de
points.
Soit £ un ensemble limité quelconque, tel que

|Zn| < Mp (n=1,2, ..., %)
Donnons-nous e¢>o0. Si nous parvenons & déterminer N tel
que n > N entraine dans £ I'inégalité
[ F(z‘,,...,xn,...)—p,,(-z",,---»-’l"n)|<€»
le théoré¢me sera démontré.
Occupons-nous d'abord de F(z)— f,(z'). Les deux points

et ' appartiennent a {, dans lequel F est uniformément continue.
Je puis donc déterminer v, tel que E(z, z') < n entraine

e

(2) |F(z)—F(2') | = | F(z)—fa(z')| <
Or

2

. - M
Ble, o)< X o v
m=1

On peut déterminer n, tel que I'on ait

et n, supérieur a My, ..., M, . Dés que n est supérieur a la fois
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an, et ny, I'écart E(z, z') est inférieur & n.et, par suite, I'inéga-
lité (2) est vérifiée.
Occupons-nous  maintenant de f,(x') — p,(z'). Comme
| ri| < n, & élant un des nombres 1, 2, ..., n, cette dillérence a

., LI L€ . 2 .
son module inférieur i o donc & =, si n>ny= - Si alors
b3

n >N, N étant le plus grand des nombres n, n,, n;, I'inéga-
lité (1) est vérifiée. Le théoréme est donc démontré.

7. Si la fonction I est délinie seulement dans un domaine
limité |z,|=M,, le théortme se simplifie. On peut déterminer
une suite de polynomes p,(z, ..., ;) qui tendent vers F(xr)
pour 7 infini, et cela uniformément dans tout le domaine.

8. Fonction d’un point de Q. — Pour donner une idée des
modifications & apporter 2 nos démonstrations lorsqu’on passe de
I'espace E, a I'espace Q, nous allons démontrer le théoréme ana-
logue au précédent dans 'espace Q.

Soit F(x) une fonction délinie et continue dans Q. Dédui-
sons=en, comme précédemment, la fonction f, et le polynome p,.
On a

Fay, ..., &p, ...)= lim py(@, ..., @n),
n—yw®

la convergence étant uniforme dans tout ensemble compact
de points de Q.
Soit £ un ensemble compact de points de Q. Il existe une

série za,f telle que T’on ait pour tout point de
Ql
S <3 e
k=n+1 k=n+1

Donnons-nous ¢, et proposons-nous de déterminer N tel que
pour 2 > N la différence F (z) — p, ait son module inférieur a ¢.
Occupons-nous d’abord de F(z)—F(§,), en appelant §, le
point (Z,, ..., Zn, 0, ...). La fonction F(z) étant uniformément
continue dans {, on peut déterminer 7 tel que la différence consi-

. o s . L E .
dérée soit inférieure a oo sl E(z, &) <. Or,

E(z, £r) < ‘/a}’tﬂ = @hg e,
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et 'on peut déterminer n, tel que pour n>n, on ait bien
E(r, 2.) <a.
Occupons-nous maintenant de [, — p,. Appelons », le plus
2 - s
grand des nombres = et \Ja? 4+ al —+.... D& que n>n,, on a,

quel que soit &, | zx| << n et, par suite,
’ I I €
I,fn—'/’nl < n <Tz < ;'

Le plus grand des nombres n, et n, peut alors étre pris pour
nombre N, de sorte que le théoréme est démontré.

CHAPITRE TII.

POLYNOMES.

9. Définition d'un polynome. — Nous nous bornerons main-
tenant aux espaces E,, et E,.

SoientR,, ..., R,, ... unsysttme de nombres positifs; A un
facteur positif variable; considérons le domaine D des points pour
lesquels il existe une valeur de A telle que | zp| << AR,.

Une fonction P(3)=P(s, ..., 5p,...) sera dite un poly-
nome de degré n, défini dans D si :

1° Elle est continue dans tout domaine | z,|= AR, (p=1,...,);

2* P(hs +- () est un polynome de degré n par rapport aux
variables complexes A, u, quels que soient les points 3, ¢, appar-
tenant & D.

Si P()\: ~+ @t) est homogtne en i, w, nous dirons que le poly-
nome P(z) est homogéne. Nous Pappellerons encore une forme.

10. Décomposition d’un polynome en somme de polynomes

homogénes. — Nous avons, P(z) étant un polynome de degré n,
défini dans D,

(3) P(A3) = Po+ AP (3) ...+ M P,(3),

les coefficients de ce polynome en A étant déterminés pour tout
point 5. Je dis que Py (3) est une forme de degré g.
Il saffit, dans (3), de donner n 4 1 valeurs différentes a %, pour
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avoir des équations déterminant les Py(z) et montrant que ce sont
des polynomes homogénes.

Remplacons ensuite z par w3, puis A par Ay, et comparons les
formules obtenues. Nous voyons que

P,(uz) = p7P,(3).
La proposition est démontrée, et 'étude des polynomes est
ramenée & celle des formes.
1. Exzpression d’une forme linéaire. — Soit
:IL:(zi’ cevy 2n, 0, "4)

la niéme section de z (n® Abschnitt de Hilbert). Si z est dans D,
il en est de méme de {,. Si P(z) est une forme linéaire définie
dans D, il en est de méme de P(Z,) qui est alors de la forme

P(cll) =a,314+...+ Ap2p.

A cause de la continuité, cetle expression doit lendre vers P(z
) l 9
pour n inﬁni, de sorte que

(4) P(s)=a13,+...+~anzpn+....

cette série étant convergente dans tout D. Il faut pour cela que
les ap, soient tels que la série

(5) el Ri+...+|ap| Rp+. ..

soit convergente.

12. Réciproquement, si cette condition est réalisée, l'expres-
sion (4) obtenue pour P(z) converge uniformément dans tout

domaine
| 2p| SkR,

et y représente donc une fonction continue. On vérifie que c’est
une forme linéaire.

13. Remarque. — La série (3) est, pour la série (4), une série
majorante dans le domaine | z,|2R,. Si donc on altere les ap, de
maniére 4 altérer de moins de ¢ la somme de la série de (5),
P(z) est, dans ce domaine, altéré de moins de ¢,
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14. Ezpression d’une forme quadratique. — Si P(z) est une
forme quadratique définie dans D, on a

P(Az 4 pt) = AP(3) + p?P(2) +23pQ(3, ¢),
2Q(5, t)=P(z3+1t)—P(3)—P(2),
Q(3, 3) = P(3).

D’aprés ces formules, Q est une forme bilinéaire symétrique
dont la connaissance entraine celle de P.

Considérons z et ¢ comme limites de leurs n®™ et p"™ sec-
tions Znet 6,5 P(2) et, par suite, Q(z, t) étant supposés conlinus,
cette derniére fonction est la limite, lorsque » et p deviennent
infinis, de Q (%, 6,). Cette derniére expression éiant une forme
bilinéaire, on arrive au résultat suivant :

La forme bilinéaire symétrique Q(z,t) peut étre repre-
sentée comme la limite, pour n et p infinis, de l'expression

(6) Z" éaaﬁfatﬁa

a=1$=1

la convergence étant uniforme dans tout domaine|z,| < kR,
|tm| <kRn (m=1, 2, ..., ). La forme quadratique P (z)
est égale a Q (3, ).

Pour que la convergence soit uniforme dans le domaine indiqué,
il faut qu’elle le soit pour

. ’
Zp=—¢tnuRy, tm=€pRom,

les ¢ et les ¢/ étant deux suites de nombres de module 1.

13. Réciproquement, cette condition est suffisante et, si elle est
vérifiée, la limite, pour n et p, de 'expression (6) est une forme
bilinéaire symétrique définie dans D.

Par hypothése, I'expression

n p

(7) Z Zaapcmc’pnanp

¢=lﬂ=l

converge uniformément quand n et p deviennent infinis. Lalimite
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peut s’écrire

’ % '
(7) Z%Razﬂaﬁiﬁl‘,&
3

—

[
Donc la série

(R) ERa XaapahRgl
3 1]

converge et, par suite, 'expression

(9) EZaEaaﬁshﬂﬁ

.
représente dans D une forme linéaire en z.
Pour introduire le point ¢, il faut intervertir I'ordre des somma-
tions. l.’expression

(10) EZa iaapa’ﬁl{ﬁ

[ =1

existe et tend vers (g) pour p infini. On le voit immédiatement
en appliquant ala diflérence entre les expressions () et (10) la
remarque du n° 13. Dans (10), intervertissons l'ordre des som-

mations :
I,

(10") Ee’ﬁRBEaaﬁza.
o

B=1
Cette expression a un sens et est égale & la précédente; cela est
évident pour p =1 et s’établit de proche en proche pour toutes
les valeurs de p. Donc a la limite, pour p infini, on obtient
Pexpression

(9") Zﬁl{sﬁﬁzaa[ﬁza

B o
égale & I'expression (g). Par suite,
_
(11) EIgZaagza
B e
existe quand s et ¢ appartiennent 4 D et est linéaire par rapport

at.
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Montrons qu’elle est continue par rapport a I’ensemble des
points 5 et t dans le domaine |3,|SAkR,, |t,|SAR,. 1l suffit de
montrer que, étant donné ¢, on peut ftrouver N et P tels que,
sin >N, p> P, I'expression

4

(12) zt(gﬁaagza
a=1

‘S::l
differe de (11) de moins de ¢. Nous ne restreignons rien en sup-
posant A =1.
Décomposons cette différence en deux parties. D’abord

13) 2 4] Eaugza—E 4] E agB 3a-
3 5

8] a=1

Cette expression a un sens. En effet, on peut raisonner sur

®

(14) D a Y, anpehRg,
B

A=n+1

comme nous I'avons fail sur (g), et en déduire I’existence de

®

(13" Za[liRﬂ 2 AaB 3o

8 x=n-+1

et, par suite, de

(3" Yo Y anpa
B

a=n+1

qui est alors égale a (13). De plus, le module de (13) est au plus
égal au maximum, par rapport a ég du module de (14’), qui est
lui-méme au plus égal au maximum par rapport a ¢, eg du
module de

2 eq R 2 aaBeg R,

a=n+1 B

et par suite, dés que n est supérieur a4 un cerlain nombre N, le

module de (13) est inférieur a -;-



Considérons maintenant

(15) i tp}n:aagza=iza i aaftg

B=p+1 a=1 a=1 B=p+1

(car les n séries dont la somme constitue le second membre
existent). Cette expression a son module inférieur au module
maximum, par rapport i e, et &g, de

®

caRa D aapsylip,

1 B=p+1

(16)

il N7k

inférieur lui-méme au module maximum de

®

_
(17) ZSIR‘! Z agyzgRg,

% 3=p+1

car on peut choisir les ¢ d'indice supérieur a n, de maniére a
rendre (17) supérieur a (16). Donc, pour p supérieur a un certain
nombre P, I'expression (13) est inférieure a —-

Alors, pour n> N et p>P, la somme des expressions (13)
et (13), égale a la diflérence des expressions (11) et (12), est infé-
rieure a :.

L’expression (12) tendant vers (11), quelle que soit la maniére
dont n et p deviennent infinis, cetie derniére expression est
linéaire, non seulement par rapporta ¢, mais par rapport a z,

16. Si deux formes quadratiques sont identiques dans le voisi-
nage de 'origine | 3,] 2R, (p =1,..., ®), elles ont mémes coeffi-
cients. Si elles sont nulles, lcurs coefficients sont nuls.

17. La série () est pour la forme bilinéaire (6) une sorte de
série majorante dans le domaine |z, |SR,, | tp|SR,. Mais on ne
sait pas si elle est absolument convergente.

La série (7) a tous ses termes inférieurs en module & un certain
nombre M (on peut prendre pour M le maximum de | Q| dans le
domaine | z,|<R,, |t5|SRp). Soit £ compris entre o et 1. La
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série a termes positifs

Mhz
(18) > ;thﬂ:h___m
I

x
est une majorante pour la forme bilinéaire (6) dans le domaine

| 3p| << Rphr, [t <Rphr (P=1,12, ..., %)

18. Soit un tablean de coefficients arbitraires a,g, tels

qll(‘ ”aﬁ pend llﬁq,
Il existe toujours un domaine
J52] < Ra, |ta| < Rg (a=1,2,...,%)

a linterieur duquel les aqg sont les coefficients d’une forme
bilinéaire, et par suite d’une forme quadratique.

19. Une forme bilinéaire et, par suite, une forme quadra-
tique, nest jamais convergente dans tout Uespace E,,.

20. Formes de degrés quelconques. — On leur étend de
proche en proche les raisonnements et les résultats précédents.

21. Série de polynomes de degré donné. — Si unc série dc
polynomes de degré p

Pi(z)+.eitPu(3)+...,

définis dans le domaine | 55| 2 R,, converge dans ce domaine \crs
une fonction continue P(z), cette fonction est un polynome de
degré p au plus.

On obtient les termes de ce polynome en faisant la somme des
termes correspondants des P,,.

Si I'on se limite au 7'*™ terme de la série donnée, l'erreur com-
mise sur un terme quelconque de P(z) est au plus égale au
maximum, par rapport a z, de 'erreur commise sur P(z). Peut
étre démontré, par exemple, au moyen de I'intégrale de Cauchy.)

XLVII. 6
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CHAPITRE 1V.

DERIVEES PARTIELLES.

22. Les dérivées partielles des divers ordres d’une fonction
d’un point de E, ou Ei, se définissent comme dans le cas d’un
nombre lini de variables.

23. Formule des accroissements finis. — Soit F(z) une fonc-
tion d’un point de E,,, définie dans le champ

a,x,lap+ hp (p=1, ..., %)
Supposons-la continue, ainsi que ses dérivées du premier ordre.
On peut passer du point @ + L au point @ en introduisant succes-
sivement chacun des accroissements A,, A, .... On arrive ainsi a

la formule
F(a-+h)—F(a

—
(19) z :2‘ hp Ffr,,(“h veey @pety @p 0k, apy+hpay, -l
14

(o< bp<a).

24. Représentation d’une fonction admettant des dérivées
continues. — Soit F(x) continue dans E,, ainsi que ses dérivées
du premier ordre. Nous avons vu au n° 6 que F(z) peut étre
représentée par I'expression

F(z)= ll;l P&y ooy TH).
n @®

On peut choisir P de telle sorte que Uon ait aussi

oF (z) — lim opu(xy, ..., )
oy n—>m oxy ’

la convergence étant uniforme pour F et pour chaque dérivée
dans tout ensemble limité de points.

Il suflit de reprendre le raisonnement du n* 6, mais en choisis-
sant p, de maniére que, pour |x4|<n (A=1, ..., n), on ait

d./n d&

ox ooy,

- (k=1,2, ..., n)

|fn_[)n' < ';;7

Ce viésultat s’étend au cas ot I admet des dérivées continues
Jusqu'i un ordre déterminé ou de tous les ordres.
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25. Variations d'une fonction. — Nous allons emprunter au

Calcul fonctionnel la notion de variation, qui nous rendra les ser-

vices que vend la différentielle totale dans la théorie des fonctions
d’un nombre fini.de variables.

Soit dans K, soitdans Ey,, les variationssont définics par 'égalité

OF(2) = [% F(x + )\Sz)]): ,

0

nF(z)= [(—;% F(z + )\S.r)])\

=0
l.es variations comprennent les dérivées comme cas particulier.
26. Variations et dérivées d’un polynome. — Nous nous bor-

nerons a étudier les variations des formes. Soit F(z) une forme de
degré p définic dans le domaine

(D) |2, < kR, (p=1, ..., =)
On a
(20) F(pz+h82)=purF(3)+ pr—10A (3, 33) +...

- p.l'-/")\;‘.Ak(z, BZ) —+.. .+)\I’F(Z),

5 et 85 élant deux points de D.

Etudions Ak(5,83). kin procédant comme nous avons fait (n°10)
pour Pg(s), on trouve que Ay est une forme de degré p — ken s
et & en ¢5. En outre, on lire de (20)

8F (3, 83) = A,(3, 82),
| 8#F (3, 83) = k! Ax(3, ¢3),

(21") 8rF(s, 83) =p! F(83).

(21)

Les variations suivantes sont nulles.
On parvient ainsi a la formule de Taylor pour une forme, puis
pour un polynome.
Formons ces variations en partant du développement de F.
Soit, par exemple,
(22) F(z)=2aagzazp.-
a,p

Formons

F(3+283) :2 a4,8( %0+ A8za) (23 + MJ3p),
«,f

série double de polynomes en X, uniformément convergente
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quand 4 est inférieur & un nombre positif fixe. On peut la dérviver
lerme a terme, par rapport a A. Par suite, on obtient les variations
de F(z) en prenant, terme a terme, les différentielles totales de
son développement (22).

On peut encore interpréter ceci en disant qu'un polynome
admel des dérivées de tous les ordres dans son domaine D de
convergence. Les variations s’obliennent en combinant ses déri-
vées comme s'1l s'agissait de former les diflérentielles totales suc-
cessives d'une fonction d’un nombre fini de variables.

CHAPITRE V.

FONCTIONS ANALYTIQUES.

27. Nous appellerons serie entiére en z,, ..., 5,, ..., une
série de laforme

(23) F(z)=Po+Pi(3)+...+Pu(3)+...,
on
7ﬂ T
(24) ',/1,(3)': z a:x,).“ot,,z:l,u--"a,,
ETRE-M

est une forme de degré n. Supposons que ces formes convergent
dans un méme domaine D, somme des domaines

(Dy) 3 ]p-< hop (p=1,2, ..., %),

% variant et les 3 élant une suite de nombres positifs bien déter-
minés. Supposons, de plus, que la série (23) converge uniformé-
ment pour tout point 7, du domaine D, .

Dans le domaine Dy, F(s) prend la forme

A YN
Po-i- = Py(3y) +...+ (—) Pu(3)+....
™ N
Le¢ rayon de convergence de cette série, variable avec zy,
admet une limite inférieave u, au moins égale a 'unité. F(s) con-
verge uniformément dans tout domaine D tel que A << pX: mais
il n’en est pas de méme si %> ).
Nous poserons
Rp= phipp.
Les considérations qui précédent nous conduisent a donner les
définitions suivantes :
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28. Définitions. — Soient Ry, ..., R,, ... une suite de nombres
positifs, et C le domaine constitué par la réunion des domaines

(Cr) [2p] <AR, (p=1,2.....%) (o k<)

Il ne faut pas confondre C avec le domaine | z,| < R,.

Nous appellerons domaine — C tout domaine constitué comme
le domaine C précédent, mais ayant pour cenlre un point quel-
conque ( non nécessairement l'origine).

Si les P, sont définis dans tout Cy.et si la série (23) converge
uniformément dans tout Cx, F(3) sera dite fonction de = holo-
morphe dans C. Elle est uniformément continue et bornée dans
tout Cy.

29. Si une fonction I'(s), holomorphe dans un domaine
|5]p<<pp, est nulle dans un domaine, les coeflicients de son
développement sont nuls.

Si deux fonctions holomorphes sont égales dans ce domaine,
elles onl méme développement.

30. Domaine de convergence absolue. — M. Hilbert a érudié
les fonctions analytiques d’'un point de E, (Circ. mat. di
Palermo, t. XXVII, 1909, p. 59). Mais il ne considére que des
domaines de la forme |z,|Spp, & lintérieur desquels la série
enticre qui définit F(z) est absolument convergeate. Pour établiv
le lien entre les deux points de vue, nous allons, en partant de
nos définitions, former un tel domaine :

a. Soit un domaine Gy particulier; |F(3)| y admet un
maximum M. Chaque terme des polynomes P, a son module <M.

En effet, en annulant tous les 3, ne figurant pas dans le terme
considéré, I (z) se réduit & une fonction entiére d’un nombre fini
de variables, ayant son module =M, pour laquelle le résultat
énoncé se déduit de I'expression du terme considéré par une inté-
grale de Cauchy.

b. Soit h compris entre o et 1. Dans le domaine
(Ch.n) |2p| SKRyAP (p=1,2, ..., ®),

la forme linéaire P, (z) est majorée par
Mh

Mh+Mhrg = —— .
11— 4
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Pour majorer P,(z), en considérant les termes contenant z, puis
ceux ne contenant plus z,, mais contenant 5., et ainsi de suite, on

trouve
M h2 M h* M A2

|—h+1——/1, =

e ———

(1—h)(1—A2)

On opére de méme pour les autres polynomes P,(z). Finalement,
on trouve pour | F(z)| la série majorante

h h? h3 + ]
Rt a=ma=—m TGk a=iha—r) )"

(25) M [1 + 3

qui est convergente. Donc :

Tutorimr. — Si une fonction ¥ (3) est holomorphe dans le
domaine — G ayant pour centre Uorigine et défini par les
nombres R,, le développement de cette fonction en serie entiére
est majoré par une série convergente a termes positifs dans
tout le domaine

| 2pl SKRpAP (p=1,2, ..., 0),

K et h étant deux constantes positives inférieures a 1.
En d’autres termes, F(3) est holomorphe au sens de M. Hilbert
dans ce dernier domaine.

31. Tutonkue. — Soit F(z) une fonction holomorphe autour
de Uorigine dans le domaine G défini par Ry, ..., R,,.
Soient z et t deux points de — G, X et p. deux variables com-
plexes, ()5 + pt) est holomorphe en ), u tant que le point
k3 + wt est intérieur a — C.

En effet, la série
(26) F(Az +pt)=Py+...+Po(Az+ pt)+...

est une série de polynomes en A, u uniformément convergente
dans tout domaine de variation de A, u tel que

l Az, + Ftnl SKR,,
quel que soit K entre o et 1.
D’une facon précise, on vérifie sans peine que, si A, et u, sont
tels que Xy 5+ u, ¢ appartiennent & — G, la fonction F(Az + ut)
existe et est développable en série entiére quand X et p sont res-
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pectivement intérieurs & deux cercles de centres Xy, u,. Cela

résulte de ce qu'on peut toujours choisir K << K’ <1 de maniére

que 3, t et Mgz —+ (ot soient intérieurs & Gy, et qu'alors Az + pt
est intérieur i Cy si

K’

A =% <

—K K'—K
SK ! |¥‘—P~o|<—K'

2

Dans ces limites, la série (26) converge uniformément et est par
suite développable en série entiére par rapport & A—2»A, et u—u,.
K’ étant aussi voisinde 1 que 'on veut, on peut méme assurer que
le développement est valable pour

K

2K

K

I [ —
’ [ — ol < —5 -

(27) 1A—=2| <

Soient maintenant 3z, ¢, Ag3 -+ @el, A5+ [t appartenant
a — G, et par suite qu'on peut supposer appartenira un méme Cy.
On peut passer par prolongement analytique du développement
en A — kg, i — & au développement en )k — %, u — u,. En effet,
si le point A, w du plan des Ay, se déplace en ligne droite de
Roy to Jusqu'a Ay, uy, le point Xz + ¢ reste intérieur & Gy, et par

Y

suite les développements successifs a considérer convergent dans

. S y 1=
deux cercles associés de rayons au moins égaux & —c

32. Tutorkme réciproQue. — Si¢ F(3z) est continu dans un
domaine — C et si F(hz+ pt) est holomorphe tant que 3, t,
3 + ut appartiennent a ce domaine, ¥ (z) y est holomorphe.

Soit z un point de — G, et par suite d’un des Cy. Par hypo-
thése, F(Az) est de la forme
(28) F(Az) =Py+...+A2P,(3) +...,

cetle série en A ayant un rayon de convergence 9 >1. L’expres-
sion de P,(2) par une intégrale de Cauchy prise sur un cercle y
de rayon o' compris entre 1 et p,

F(Az)d\
(29) Pas) = o [ TR,
Y

montre que ce polynome est uniformément contenu dans C;.
De plus, on a
Flv(Az+ ut)] =2 vaP, (A3 -+ nt).
n
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Cetle expression, élant une fonction holomorphe de Av, uv, est

encore €gale a

n

les ¢, étant des polynomes de degré n, et ces développements
élant valables pour v assez petit. Leur comparaison montre que
P, =®,. et est par saite une forme de degré » en A et w.

Donc P,(3) est une forme de degré n définie dans tout Cy.

La formule (29) montre que

.M
Pn ==
| (3)|_P,,

M étant indépendant de n, et ¢’ > 1 ne dépendant que de K et non
du choix de 5 dans Cx. Le développement (28) est donc uniformé-
ment convergent lorsque A =1 et que z est dans Cy, ce qui achéve
de démontrer le théoréme.

33. Variations d'une fonction holomorphe. — Soit la
fonction
(30) F(3)=Py+Py(z)+...+Puls)+...,

holomorphe dans — C. Sa variation d’ordre y est la quantité
[% F(z+ yt)]gzo‘
Si nous écrivons
(31) F(Az+pt) =Py+...4+Py(hz +ut)+...,
nous sommes conduits a4 étudier cette série pour
M <1+ ey, ] < za.

Soient z, ¢ appartenant a un Gy déterminé, F(Az + put) est
holomorphe en A, w tant que

I
[ M+l <5
k
Choisissons Xk, > 1 el 11, vérifiant cette inégalité; la série (31)
converge uniformément pour |A|Shg, |#] <po. On peut la
dériver terme a terme indéfiniment dans ce domaine; en faisant
alors A=:1, w=o, il vient

(32) onF(z,t)=08"P,(z,t) +8"Ppiy(3,8)+....
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Done, dans — C, I'(3) admet des variations de tous les
ordres qu'on obtient en prenant terme a terme les variations
de la série (30). On obtient ainsi la série (32), dont les termes
sont des formes en.z, et qui converge dans — C.

L’emploi d- I'intégrale de Cauchy montre sans dificulté que la
série (32) converge uniformément quand z et ¢ sont intérieurs
a un Cj; délterminé, ce qui achéve de montrer que 27F est une
Jonction holomorphe de z et ¢z. De plus, c'est une forme de
degré n en 43, car chacun de ses termes est une Lelle forme.

La série de Maclaurin se généralise par la série

(33) F(z)=F(0)+F(0,3)+.. .+ — 8F(0,35) +.. ..
n:

34. Une fonction holomorphe autour de l'origine est déter-
minée par sa valeur et celle de ses dérivées en ce point. En parti-
culier, si toutes ces valeurs sont nulles, la fonction est identique-
ment nulle.

33. On en déduit le théoréme suivant :

Soit, dans le plan de chaque variable, 3, un arc de
courbe O,A,, ces arcs étant tous intérieurs & un méme
domaine Ci. Une fonction holomorphe est déterminée par les
valeurs qu’elle prend pour les points s telles que toutes leurs
coordonnées soient nulles, sauf un nombre fini d’entre elles
qui appartiennent aux arcs Oy, A, correspondants.

36. Séries de fonctions holomorphes :

Tutoreme. — Si¢ une série de fonctions holomorphes,
(34) F(z)=Fy(3) +...+Fo(3) +...,

de fonctions holomorphes dans — C, converge uniformément
dans tout Ci, sa somme est holomorphe dans — C. De plus, le
développement de F(z) en série entiére s'obtient en ajoutant
terme a terme les développements des fonctions F,(z).

La premiére partie du théoré¢me se déduit immédiatement du
théoréme analogue pour les fonctions de deux variables en rem-
placant z pac Az + pt dans la formule (34).
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La seconde partie résulte ensuite' de 'expression des différents
termes des développements des fonctions F(s) et F,(z) en série
entiére 4 l'aide d’une intégrale de Cauchy.

L’emploi de cette intégrale montre de plus que si, en limitant
le développement (34) 4 ses n premiers termes, on commel une
erreur -inférieure dans Cy 4 ¢,, I'erreur commise sur. un terme
quelconque du développement de F(z) en série entiére est aussi
inférieure 2 <,.

37. Tuéorkme. — Si une fonction définie dans — C est con-
tinue dans tous les domaines Ci qui composent — G et admet
en tout point de — C des dérivées premiéres par rapport
a toutes ses variables, elle est holomorphe dans ce domaine.

Soit le domaine — G, défini par les nombres Ry, ..., Rp, ....
11 est d’abord évident que la p'*™° section de F(z) est une fonc-
tion F, holomorphe pour | z,| <R, (n=1, ..., p).

St maintenant nous démontrons que, dans tout Cy, F, converge
uniformément vers F, il résultera du théoréme précédent que F(3)
est bien une fonction holomorphe.

Or, le domaine Cy étant fermé, F y est uniformément continu,
et par suite |F — F,| est inférieur & tout nombre donné ¢, dés que
Pécart entre z et sa p'*™ section est inférieur & un nombre »n con-
venablement choisi en fonction de ¢. Or il en est ainsi, quel que
soit z, pour p assez grand, puisque cet écart est inférieur a

S =
1+ R, n!

n=p+1

CHAPITRE VII.

FONCTIONS ANALYTIQUES ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE.

38. Elément de fonction analytique. — Nous appellerons

ainsi toute expression
Z P.(z— a),
n

admettant un domaine — C de convergence que nous appellerons
domaine —C de I’élément. Le point a sera dit centre de l'élé-
ment.
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Un tel élément peut avoir plusiears domaines — C de conver-
gence. Ainsi I'élément

'Z(z.+...+z,,+...)"

n
admet pour domaines — G tous ceux définis par des nombres R,
dont la somme égale 'unité.

39. Définition d’une opération 1. — Soient un ¢lément

F(3) =Y Pa(2)

ayant I'origine pour centre, C un de ses domaines — C de conver-
gence. Soit @ un point de G. Posons

z=a+ 2.

L’élément considéré devient une série dont les termes sont des
polynomes en z’. D’aprés le n° 36, elle représente une fonction
holomorphe de z' holomorphe dans le domaine C' de centre a
défini par les nombres

RIp=RP—'IaPI (p=1,2, ..., ®),

et dont le développement en série de Maclaurin s’obtient en ajou-
tant terme a terme les développements des fonctions P, (a + z').

Nous appellerons opération Tl 'opération qui consiste a passer
du développement en série de Maclaurin autour d’un point au
développement de la méme fonction autour d’un autre point.

Le nouvel élément admettra un domaine de convergence G, qui
peut comprendre des points n’appartenant pas a C. La valeur
fournie par le nouveau développement sera par définition la
valeur de la fonction en ces points.

40. Tuioreme. — Si deux éléments £,(z — a), €p(z — b), admettant
respectivement comme domaines — C de convergence des domaines C,
et Cy ayant un point c commun, ont en ce point la méme valeur ainsi
que toutes leurs dérivées, ils r‘épl'ésentent la méme fonction dans toute
la partie commune a C, et C,. ’

Soit m un point autre que ¢ commun a C, et Cp. Nous voulons montrer
que £,(z —a) et £4(z — ¢) ont méme valeur en ce point.

En ¢, on peut former un domaine — C intérieur a C, et C,; soit C ce
domaine. L’opération O, appliquée aux éléments (3 —a) et $,(z —b),
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conduit a des développements en série autour du point ¢, qui sont respec-
tivement égaux i ces éléments dans G, d’aprés les n™ 36 et 39, et qui sont
identiques entre eux puisque €, et ®, ont méme valeur et mémes dérivées
en ¢. Ces deux éléments ont donc méme valeur et mémes dérivées dans tout C.

Soit ¢’ un point de C. Raisonnant sur ce point comme nous I'avons fait
sur ¢, nous démontrons U'identité de @, et €, dans un nouveau domaine C';
nous la démontrons ensuite dans un nouveau domaine C’, et ainsi de suite.

Il reste a montrer qu'on peut choisir ¢, ¢”, ... de maniére qu'un des
domaines C', C”, ... comprenne le point m. Il suffit pour cela de les
prendre sur la droite cm. Les points m et ¢ étant intérieurs a C, sont,
pour une méme valeur de K, intérieurs a un des Cj; qui forment C,; tous
les points de la droite mc le sont aussi. Ils sont de méme, pour une cer-
taine valeur de K', intérieurs 4 un des ensembles C;- qui forment C,. En
appelant Ry, .... R,, ... et R}, ..., R}, ... les suites de nombres défi-
nissant les domaines C, et C,, nous pouvons considérer les ensembles
¢, C" ... comme délinis par les nombres g,, ..., 5p, ... en appelant g,
le plus petit des nombres R, (1 — K) et R},(1— K'). Or les coordonnées c,
et mp de ¢ et m différent d’'une quantité certainement inférieure & 2KR,

et 2K'Ry,. Il en résulte qu’on peut passer de ¢ & m en répétant N fois
2K 2K’

— et ——
—K =K’
quantité indépendante de I'indice p. Le théoréme est donc démontré,

Popération I, N étant le plus petit entier supérieur a

41. On peut en particulier appliquer ce théoréme en supposant que b
et ¢ coincident. Nous savions déja qu’on pcut développer 4, en série de
Maclaurin en b, et qu’on obtient un développement convergent ct iden-
tique a @, dans un certain domaine — C intérieur & C,. Mais il peut con -
verger dans un domaine -- C plus étendu, soit C,. Le théoréme précédent
nous montre qu’il est encore identique & @, en tout point m commun
a C, et Gy, et qu’inversement, connaissant le développement de ¢, autour
de m, méme s5'il n’est pas convergent en b, on peut retrouver le dévelop-
pement autour de ce point.

2. Définition d’une fonction analytique. — Etant donné
un élément ®,(35—a) admettant un domaine — C de conver-
gence, il en admettra en général plusieurs. Nous appellerons
domaine — S de convergence I'ensemble des domaines — C de
convergence de cet élément ().

(') Le domaine — S est donc le lieu des points s pour lesquels il existe un
nombre détérminé K > 1 tel que les quantités

Klz—a ..., Kl;,,—al,|,

puissent étre prises comme rayons de convergence associés de I’élément considéré.
(P. L)
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Soit b un point intéricur au domaine — S de convergencede P,
domaine que nous appellerons S,. Par une opération Il nous dédui-
rons de P, un élément Py qui admet un certain domaine —- S de
convergence, soit S;. I’; et Py ont la méme valeur en tout point m
commun a S, et S; (*). Nous pouvons opérer a partir de P, comme
nous l'avons fait a pactir de Pg, et pour I'opération suivante :

Une fonction analytique est Uensemble des éléments qu'on
peut déduive d’un slément initial par un nombre fini d’opéra-
tions 1.

Inversement, en partant d’un élément quelconque; on peut re-
trouver I'élément initial, et, par suile, tout autre élément, par un
nombre fini d’opérations II.

On appelle domaine d’existence d’une fonction analytique
I'ensemble des points de E;, ou elle est définie. M. Hilbert a mon-
tré qu’une fonction analytique peut avoir en un méme point de E,
une infinité continue de déterminations. Il en résulte qu’'on ne peut
pas étendre aux fonctions analytiques d’un point de E,, les consi-
dérations développées par Volterra et Poincaré pour les fonctions
d’un nombre fini de variables (voir Borel, Lecons sur la théorie
des fonctions, p. 33).

Il résulte de la définition donnée qu’une fonction analylique est
définie par sa valeur el celles de ses dérivées en un point, ou par
ses valeurs dans le voisinage d’un point, comme nous ’avons vu,
n® 33 pour les fonctions holomorphes.

13. Fonctions monogénes dans un systéme de contours. —
M. Hilbert a indiqué plusieurs différences entre les fonctions ana-
lytiques d’unc infinité de variables et celles d’'un nombre fini de
variables. Nous venons d’en voir une. En voici une nouvelle.

Considérons dans le plan de chaque variable 5, une suile de con-

(') Ce résullat, qui est énoucé sans démonstration, n'est nullement évident,
dans le cas ot & et m ne sont pas inlérieurs a un méme domaine — C de centre «,
mais & deux domaines différents C, et C,. On peut le démontrer comme suit:

Appelons a,, b, m, les coordonnées d’indice p des points a, b, m. Considérons
le point 5 dont la coordonnée 5, est, pour chaque valeur de p, celui des deux
nombres b, et m, qui différe le moins de a,. Ce point est intérieur a C, et.C,
comme aussi au domaine C, de centre b et contenant m.

On peut alors appliquer le théoréme du n° 40 pour passer de b a z, tous deux
intérieurs a C, et Gy, puis de 5 &4 m, tous deux intérieurs &4 C, ct C,. Donc P,
et P, ont méme valeur en m. (P, L.).
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tours simples
Loy oo os Tupy one
dont chacun contienne le précédent. lls peuvent s’étendre a l'in-
fini. Désignons par I', le domaine des points de E, tels que 3, soit
intérieur & T, , pour loules les valeurs de n, et par I' la somme
des domaines T'),.

Soit ¥ (z) une fonction définie dans I', continue dans chaque I,
et admettant des dérivies partielles premiéres. Nous appellerons
une telle fonction fonction monogéne définie dansT.

Est-ce une fonction analytique au sens du n® 42?

Soit @ un point intérieur a T'. Soit G, le plus grand cercle du
centre a, intérieur a [p,,, et R, son rayon. D’aprés le n° 37,
F(z) est développable en série entiére admetiant comme do-
maine de convergence le domaine — C e centre a et défini
par les nombres Ry, ..., R,, .... C’cst donc une fonction holo-
morphe en tout point de T

Résulte-t-il de 1a que F (3) est une fonction analytique? 11 fau-
drait encore pour cela qu’on puisse passer.d’un élément de F (z) a
un autre élément quelconque par un nombre fini d’opérations II.
On peut facilement former des fonctions pour lesquelles cela est
possible. Mais il n’en est pas toujours ainsi comme nous le verrons
plus loin par un exemple.

44. Tutorime. — S une série de fonctions monogénes danst
est uniformément convergente dans toute portion finie de
tout T'p, sa somme est fonction monogéne dans T.

Nous appelons portion finie de I', tout domaine déduit de I', en
remplagant chacun des I', , par un contour fini intérieur a T, , ou
partiellement confondu avec lui.

Tout point a de T’ peut, comme nous I'avons vu n° 43, étre con-
sidéré comme le centre d'un domaine — C intérieur & un des I',.
On peut alors appliquer.le théoréme du n° 36, qui montre que la
somme de la série considérée est holomorphe dans ce domaine, et,
par suite, admet des dérivées en a. Elle est donc monogeéne dans T'.

45. Exemple de fonction monogéne non analytique. — Soit
() une fonction analytique d’une seule variable z =z + iy,
définie entre les droiles y = 1, y =—1, admettant ces droites

comme coupuresessentielles, et bornée dans toute bande a2y 2 —a,

(o <a<).
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Ces conditions sont vérifiées, par exemple, par la fonction

N\ Ay
: —>
I — A,

les @, étant une suite de points partout dense sur les droites y =1
et y = —1, et A, élant le terme général d’une séric absolument
convergente.

Considérons alors la fonction d’un point de E;,

n!

(35) F(z)zz?(z“.

Cette série est uniformément convergente dans tout systéme de
bandes
a2yp2—a, lo<<a <, Zp=Tp—+ ¥n).

Désignons par ', , le domaine du plan des z, défini par

1 1
— = > n>_(|——>?
P 7 P

et déduisons-en, comme n° 37, les domaines T etT del'espace Eq,.
F (z) est une foncticn monogéne définie dans T,

Soit @ un point de E,, pour lequels tous les a, soient réels. La-
série (33) a pour domaine — G de convergence de centre a celui
défini par les rayons tous égaux a 1. Il n’est pas nécessaire, pour
étudier les opérations II pouvant étre effectuées. sur F(z). de
considérer d’autres domaines de convergence que ceux-la, car le
domaine — C de convergence ayant pour centre un point b dont
les coordonnées b, ne seraient pas toutes réelles est intérieur au
domaine correspondant au point @ ayant pour coordonnées les
parties réelles de b,,.

Nous voyons alors que, si 'on passe d’un point @ & un point a/
par un nombre fini p d’opérations I, on a

|a, —an|<p, (n=1,2, ..., ®).

Un élément de centre a’ ne pourra donc étre déduit d’un élé-
meat de centre a que si les ditférences a;,, — a, sont toutes infé-
rieures en module 4 un nombre fini indépendant de n.

F(5) n’est donc pas une fonction analytique, mais on peut
extraire de F une infinité de foanctions analytiques, aulant qu'on
peut constituer des suites ¢, ..., dy, ..., lelles que si a,, ...,
Qpy ... €L @y ..., @, ... sont deux suites distincles, |a,— a,|
ne soit pas borné.
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L’ensemble des suites ainsi constitué a la puissance du continu.
On obtient, en effet, cette puissance en considérant les suites
anp=n?* « étant un nombre quelconque supérieur a 1. D'autre
part, I'ensemble de toutes les suites a,, ..., a,, ... ala puissance
du continu (continu & une infinité de dimensions).

Donc on peut extraire de la méme fonction monogéne I (3) un
ensemble de fonctions analytiques ayant la puissance du con-

tinu.

46. Remarque. — Si F (z) est une fonction monogene dans T,
F (X354 ut) n'est pas en général analytique en 2, x quand Az + it
estdans T.

Reprenons l'exemple précédent, et soient les points z et ¢ définis

par
Iy =0, th=n,

F(lz-&—pt;:zi-(:f‘u'),
n

d’ou

série dont les termes sont des fonctions analytiques en . Mais

) st 1 1 .
©(nw)n’estdéfiniequepour — - <y <5 (emnposanty=z +iy).
La série précédente n’a donc de sens que sur 'axe réel, sur lequel
elle converge uniformément et représente une fonction continue,
et ne représente pas une fonction analytique.

47. TutorkME. — Soit ¥, (34, ..., 3,) la n'" section de F (z).

On a
F(s)=lmF,(3,...,5n),
n—> o

la convergence étant uniforme dans toute portion finie de
tout T'p.

Soit T, une portion finie d'un I', déterminée. I', éiant compact,
il suffit, pour que |[F —F, | soit inférieur dans ce domaine a un
nombre positif donné e, que I'écart entre 3 et sa n'*"® section soit
inférieur & un nombre convenablement choisi 7. 1l en est bien
ainsi dans tout l'espace E|, dés ue n est assez grand, d'une
maniére précise, dés que

1
T <.

m=n+1




