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SUR LES VARIETES DE COURBURE CONSTANTE D'UN ESPACE EUCLIDIEN
’ OU NON-EUCLIDIEN;

Par M. E. Carran.

Le présent Mémoire est consacré 4 une étude d’ensemble des
variétés & p dimensions situées dans un espace euclidien ou non-
euclidien & n dimensions, et dont le ds? est de courbure constante.
Si cette courbure est la méme que celle de 'espace, la variété est
développable, c’est-d-dire applicable sur une variété plane &
p dimensions de l'espace lui-méme. J'ai indiqué dans des Notes
récentes aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences
(t.167, année 1918, p. 367, 426, 482, 550), Notes auxquelles le
lecteur est prié de se reporter, les principaux résultats auxquels
J'étais parvenu pour les variétés & trois dimensions de I'espace
euclidien. On trouvera ici des résultats plus généraux applicables
A toutes les valeurs de p.

Dans l’espace a trois dimensions, les surfaces développables
(variétés & deux dimensions) sont des enveloppes de plans &
un paramétre. Dans le cas général, les variétés développables a
p dimensions ne jouissent pas nécessairement de la propriété que
leur hyperplan tangent dépend d’un paramétre; si cet hyperplan
tangent dépend de ¢ > 1 paramétres, et si la variété est réelle, le
nombre 7 est.au moins égal & p + ¢ ; d’une maniére plus précise,
I’hyperplan osculateur & la variété a un nombre de dimensions qui
peut varier entre une limite inférieure p + ¢ et une limite supé-

rieure p + _q_(_qz_—!—l_); les variétés développables pour lesquelles la

limite inférieure est atteinte dépentlent de~1Q fonctions arbi-

traires de deux arguments ; celles pour lesquelles la limite
L, . . B  — 1 .

supérieure est atteinte dépendent de n —p — % fonct_lons

arbitraires de ¢ arguments. Ces résultats sont vrais aussi pour
g=p-. Si qestégal a1, les deux limites coincident, mais alors
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les variétés dépendent de n — 1 fonctions arbitraires d’un argu-
ment : ce sont les lieux des variétés planes & p —1 dimensions
osculatrices & une courbe gauche arbitraire.

On a des résultats analogues pour les variétés. de courbure
constante différente de celle de 'espace dans lequel elles sont
placées. Si la courbure de la variété est inférieure a celle de
Pespace, et si la variété est réelle, le nombre n des dimensions
de l'espace estau moins égal & 2 p—1; s’il est supérieur a 2 p —1,
I’hyperplan normal a en commun avec I’hyperplan normal infini-
ment voisin une variété plane qui est au plus & n — 2 p dimen-

’-i(-f—;f—) dimensions. Les variétés pour

sions, au moins & n —
lesquelles la limite supéri/éure est atteinte dépendent -de
p(n—p) fonctions arbitraires d’un argument ; celles pour
lesquelles la limite inférieure est atteinte dépendent de

1 . . . .
n— —(L:———) fonctions arbitraires de p arguments. Les premiéres

admettent en chaque point comme tangentes principales p variétés
planes & p —1 dimensions rectangulaires entre elles, et les
p centres de courbure principaux correspondants sont conjugués
par rapport 4 une certaine hypersphére de rayon fixe ayant son
centre au point considéré de la variété.

Les premiers Chapitres du Mémoire sont consacrés aux prin-
cipes des méthodes susceptibles d'étre employées dans une étude
systématique des variétés & courbure constante. Ces méthodes
reposent d’abord sur ’emploi de systémes de référence mobiles et
sur la considération des expressions de Pfaff qui représentent les
composantes mobiles du déplacement instantané de ces systémes.
Le systéme de référence le plus général employé est formé d’un
(n + 1)-édre auquel on adjoint une hypersphére : un tel systéme
est caractérisé par deux formes, une linéaire qui représente la
masse d’un point de coordonnées (relatives) données, une quadra-
tique qui représente la puissance par rapport a ’hypersphére d'un
point (de masse 1) de coordonnées données. Les composantes du
déplacement instantané du systéme de référence sont liées par.
certaines relations identiques qui sont étudiées (1-16).

Le second Chapitre (17-25), aprés avoir rappelé les principes
de la théorie des formes bilinéaires alternées et des formes quadra-
tiques .symboliques a multiplication extérieure qui leur sont
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associées, expose la théorie de certaines formes quadratiques, que
jappelle extérieurement orthogonales et qui jouent un réle
important dans la suite : elles sont définies au fond par la propriété
que la somme des mineurs du second degré de méme espece de
leurs discriminants est nulle. Les formes extérieurement orthogo-
nales réelles jouissent de propriétés intéressantes (19-20).

Le troisi¢me Chapitre (26-32), aprés avoir rappelé la définition
du covariant bilinéaire, rappelle les propriétés fondamentales des
systtmes de Pfaff en involution. Dans beaucoup de systémes
d’équations aux dérivées partielles d'origine géométrique, par
exemple ceux définissant des variétés jouissant de propriétés
géométriques déterminées, ces propriétés géométriques peuvent
étre exprimées par des relations linéaires entre les composantes
du déplacement instantané d’un systitme de référence mobile
attaché a chaque point de la variété; le systéme différentiel est
ainsi ramené 4 un systéme de Pfaff. Un tel procédé a en apparence
I'inconvénient d’introduire des variables surabondantes, puisque
le systéme de référence associé a chaque point de la variété a en
général un certain degré d'arbitraire ; mais il existe un théo-
réme (30) qui supprime cet inconvénient et (ui ne conserve que
les avantages de la méthode, car il montre que pour la discussion
de la compatibilité du systéme et pour I'évaluation du degré de
généralité de la solution, on n’a pas & se préoccuper de ces variables
surabondantes qui, au fond, s’éliminent d’elles-mémes et automa-
tiquement.

Le quatriéme Chapitre (33-49) est consacré & une étude som-
maire des propriétés infinitésimales projectives des variétés a
p dimensions. Les principales notions introduites sont celles des
hyperplans osculateurs et des réseauz asymptotiques des diffé-
rents ordres. L’hyperplan osculateur d’ordre h'en un point A de la
variété est la plus petite variété plane contenant les variétés planes a
h +1 dimensions osculatrices aux différentes courbes tracées sur
la variété et passant par A ; pour A = o, on a I'hyperplan tangent.
Le réseau asymptotique d’ordre h est formé des conés de degré
h + 1 lieux des tangentes aux courbes dont la variété plane oscu-
latrice & h + 1 dimensions est contenue dans une variété plane
assujettie aux conditions de contenir I'hyperplan osculateur
d’erdre i -—1,d’étre contenue dans ’hyperplan osculateur d’ordre /
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et d’avoir une dimension de moins que ce dernier. Les dérivées
particlles d’ordre A d’une forme asymptotique d’ordre h (premier
membre dc I'équation d’un céne d’ordre A) sont des formes
asymptotiques d’ordre A— A. Comme application des théories
du teoisiéme Chapitre, je détermine le degré de généralité des
variétés & p dimensions dont le réseau asymptotique (du premier
ordre) admet pour cones de base p variétés planes doubles
n’ayant d’autre point commun que le point A : elles dépendent
de p(p—1) fonctions arbitraires de deux arguments. Lorsque
les formes asymptotiques du premier ordre peuvent s’exprimer
en fonction d’un nombre maximum ¢ << p de variables, I'hyper-
plan tangent déj-end de ¢ paramétres; st alors I'hyperplan oscu-
1)

. -+ . . ..
lateur a le nombre maximum p + 2(g +1) de dimensions, la variété
b
B P

contient une variété plane fixe & p—q—1 dimensions. Une
derniére application du troisi¢me Chapitre est faite aux variétés

dont 'hyperplan osculateur a le nombre maximump(p J)

dimensions, le résean asymptotique du second ordre admgttanl,
comme cones d : base p variétés planes triptes n'ayant d’autre poiunt

p(p Y fonctions arbi-

commun que A: ces variétés dépendent de
traires de p arguments.

Le cinquitme Chapitre (30-61) et le sixiéme (62-77) sont
consacrés aux variétés développables et aux variétés de courbure
constante. En dehors des résultats signalés plus haut, j’indique
une méthode générale pour déterminer les variétés a courbure
constante dont le réseau asymptotico-isotrope appartient a un
type projectif déterminé. Cette méthode permettrait une mono-
graphie détaillée des variétés classées suivant la nature de leur
réseau asymptotico-isotrope (ou de leur réseau asymptotique pour
les variétés développables) : cette monographie est possible sans
trop de difficultés pour p = 3 ; mais elle sortirait du cadre de ce
Mémoire.

CHAPITRE L.
SUR DIFFERENTS SYSTEMES DE REFERENCE DE L'ESPACE PROJECTIF,
DES ESPACES EUCLIDIEN ET NON-EUCLIDIENS.
l. Espace projectif. — Considérons dans I'espace projectif a
n dimensious un systéme de coordonnées projectives fixe, la posi-
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tion de chaque point étant définie par les rapports mutuels de
n—+1 coordonnées. Nous désignerons par une lettre majuscule,
non pas un point, mais plutét 'ensemble de n + 1 coordonnées ;
nous désignerons par mA, o m est un nombre ordinaire, I'en-
semble des n +1 coordonnées de A multipliées toutes par le
coefficient m. On peut dire que A et m A sont deux points distincts,
mais qui occupent la méme position dans I'espace. Enfin nous
désignerons par mA + nB+ pC—+ ... le point dont les n +1
coordonnées s’obtiennent en multipliant respectivement celles de
A,B,C, ... par my, n, p, ... et en ajoutant les résultats ainsi
obtenus.

Choisissons n +1 points A,, A,, ..., A, tels que le déter-
minant de leurs coordonnées ne soit pas nul, ou encore n - 1 points
formant un véritable (7 + 1)-édre; tout point M de I’espace pourra
étre mis sous la forme

M=z A1+ 22As+...+ Zypr1Apiy;

les coefficients x4, . .., Zn,4 sont les coordonnées du point M dans
le systéme de référence déterminé par les n + 1 points donnés.

2. Cela posé, imaginons le systéme de référence le plus général
possible ; il dépend de (n —+ 1)? paramétres. Donnons & ces para-
métres une variation infiniment petite quelconque ; les différen-
tielles des points Ay, ..., A,y (C'est-a-dire les points dont les
coordonnées sont les différéntielles des coordonnées de A, ..
A,.i) peuvent évidemment se mettre sous la forme

°9

dA =wn A+ wn A+l 4 0nner Aper,
(1) dA; = wg A+ wee A+, .+ we st Apyy,

dA = Wast,1 AL+ Wppg2As+. ..+ Wnit,n+1Anv1y

ou les coefficients w; sont (7 4 1)? expressions linéaires par
rapport aux différentielles des (n + 1)? paramétres dont dépendent
les coordonnées fixes de A, ..., A, . Ces (n +1)? expressions
w;x sont du reste linéairement indépendantes, carsi on les annule,
les formules (1) montrent que les points A,, ..., A, , restent
fixes, c’est-i-dire que les (n —+ 1)* paramétres dont dépend le
systéme de référence mobile restent constants. Les expressions de
XLVIL 9
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Pfaff’ w;x vont jouer dans la suite un réle important. On peut les
considérer comme les composantes relatives du mouvement instan-
tané du systéme de référence mobile.

3. Espace euclidien. — Placons-nous maintenant dans un
espace euclidien 4 n dimensions rapporté & un systéme de coor-
données rectangulaires. Nous désignerons, ici aussi, par une
grande lettre I'ensemble de n -+ 1 coordonnées, comme on le fait
quand on introduit une coordonnée d’homogénéité; la (n - 1)™
coordonnée s’appellera lamasse du point; si cette masse estnulle,
on aura par définition le vecteur (ou plutét un quelconque des
vecteurs) dont les projections sont les n premiéres coordonnées.
Avec ces conventions le symbole A -+ 1, o A est un point de
masse 1 et I un vecteur, représente le point de masse 1 obtena en
portant a partir du point A le vecteur 1; de méme le symbole
B —A, ou A et B sont des points de masse 1, représente le vecteur
d’origine A et d'extrémité B, ou tout vecteur équipollent. La
masse du point A +B -+ G+ ... est la somme des masses des
points A, B, G, .... Enfin, si A, B,; G, ... sont des points de
masse 1, le symbole 2A + 3B + yC + ... représente le bary-
centre des points A, B, G, ... affectés des masses a, 3, v, ...,

ce barycentre étant lui-méme affecté de la masse totale
A —- {3—|—y—+—-....

4. Nous pouvons imaginer maintenant un systéme de référence
formé d’un point A de masse 1 et de n vecteurs rectangulaires
Iy, ..., 1, de longueur égale & 'unité. Un tel systéme de réfé-
rence, que nous appellerons syst¢me de référence normal, dépend

nin—+1
de 20D

métres des accroissements infiniment petits, on a des formules de

paramétres arbitraires. Quand on donne & ces para-

la forme
dA = wgo A +wyy 1+ ..+ wgp 1,

dli=wi oA +~w, I1+... 4+ w1,

dl, = wpA - w0yl +. ..+ 0,0,

mais ici les (7 + 1)® expressions w;; ne sont pas indépendantes.
D’abord les masses de A, [, ..., I, élant constantes, les masses
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de leurs différentielles sont nulles; on a donc
Wyo = W1g=...= Wpo== 0.
Exprimons maintenant que les vecteurs Iy, ..., 1, sont de lon-
gueur égale a1 et rectangulaives entre eux. Introduisons le symbole

|J pour désigner le produit géométrique de deux vecteurs I, J.

On a évidemment
A([I)y=dl|J+1]d);

comme les produits I;|T; sont tous constants (égaux & 1 si i =j,
4051 i), on en déduit facilement
W =0, Wj+w;=0 (i =1 ..., n)
Finalement on a les formules suivantes, ot les notations sont
légtrement simplifiées :

[ dA=w; L1+ ws L. .4+ w4y Thy+ wp Ip,

dl= wigle+ . .+ wy ag g+ 01n s,
(2) dly= wy I, + oot wy g Lug + 0g a1,
( ................... LT

L dly= wa i+ wpela+. oo+ wy ny Ly,

avec les relations identiques

(‘2,) Wij+ wji= 0.

11 reste donc R(L;_-l—) expressions de Pfaff qui sont des combi-

. ., . . . ‘s . n(n—+ru)
naisons linéairement indépendantes des différentielles des —-(—)—

parameétres dont dépend le systéme de référence mobile. !

5. Nous pouvens considérer plus généralement un sysiéme de
référence formé d’un point A de masse 1 et de n vecleurs quel-
conques 1y, 1y, ..., I, ces n vecteurs étant cependant assujettis
4 la condition de n’étre pas tons paralléles & une méme variéié
plane & n — 1 dimensions. Tout point M de I'espace est de la

forme
M=zA+z 1 +z2L1+...4+2,1,,

. x X X .
ou z est la masse du point et }i, ;2, e 7" constituent un

systeme de coordonnées cartésiennes. Si M est un point de masse 1,
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le carré de la distance du point M & 'origine A est de la forme
—
MA = H(x,, Ly o0y Tn)y

ou H désigne une certaine forme quadratique définie positive.
Réciproquement donnons-nous a priori une forme quadratique
définie positive H(z,, ..., 2,); il existe une infinité de systémes
de référence cartésiens tels que, pour chacun d’eux, la forme H
représente le carré de la distance a 1’origine A du point M, sup-
posé de masse 1, dont les coordonnées sont (z,, ..., z,). Il suffit
en effet de décomposer H en une somme de n carrés indépendants,.

H(zy, ..., zp) =X} + X} +...+ X3,

et de regarder
Xi+ay, Xa+as ..., Xp+an,

ou a,, @y, ..., @&, sont n nombres quelconques, comme les coor-
données rectangulaires fixes du point M ; les coordonnées fixes
de A sont alors (ay, ..., a,) et les projections du vecteur I; sur
les axes rectangulaires fixes sont les coefficients de z; dans les
formes X, ..., X,. On se rend compte facilement que le systéeme
de référence cartésien ainsi défini par la forme quadratique H

dépend de r(r+1)
. 2

n° 4 en supposant

paramétres arbitraires. On retrouve le cas du

H

i

i+ 23 +... + ]

6. Donnons-nous maintenant une forme quadratique définie
positive H dépendant d’un certain nombre r de paramétres arbi-
traires : il lui correspondra une infinité de systémes de référence
n(n—+1)

dépendant de -+ r paramétres arbitraires. Pour toute

variation infiniment petite de ces paramétres, on aura des formules

de la forme
dA =w; [+, Li+...+w, I,,

(3) dl,:w“ l,—t—w,,lg-%-...—l—m.,,l,,,

dl, = wn I+ w,nlg—‘l—. o+ w1,

Les n(n + 1) coefficients w;, w;; sont des combinaisons linéaires

des différentielles des n(++l)+r paramétres dont dépend le
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systtme de référence mobile. Ces coefficients sont donc assujettis
a satisfaire a ’«l(—n:—_-l—) — r relations linéaires qu’on peut obtenir
de la maniére suivante :

La forme H(xz,, z, ..., z,) représentant le carré de la distance

MA, si M est un point de masse 1, on a

dH =d(M—A|M—A)=2(M—A)|(dM—dA).
Choisissons en particulier un point M fize; on aura

dH=—2(M—A)|dA =— 2(z, ], +. .. +2plp) | (01 i + . . . + w,1,)

D’autre part, si z,, ..., z, sont les projections d’un vecteur, la
forme H représente évidemment le carré de la longueur de ce
vecteur, et par suite le produit géométrique de deux vecteurs
(Z4y -5 Zn) €L (¥iy .- .y ¥a) est la forme polaire de H :

(i +. .+ 2 ) [ (i i+ o .4+ yaln)

1/ oH oH dH)'
=a\oz, T og, TG )¢
on a donc ‘

2 — ( oH oH 0H>
= — w‘;.;‘-l +(02E+-..+wndx”

Pour calculer dH, il faut savoir calculer dz,, ..., dx,; or, en
exprimant que le point

M=A+21+...+2,],

est fixe, on obtient, en tenant compte de (3),

dx;+ w4+ TiW 4+ TaWei~+. ..+ TpWw,; = 0.

Finalement, en posant
1,...n
H= Z QTiTj= A T} 4+ 201221 T2+ . . .,
iJ
on obtient les relations
k=n
(3") da,y:E (@irwjr+ ajrwik) (6, j=1,2, ..., n).
k=1

n(n+1)

Ces relations (3') sont au nombre de et; comme parmi
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les différentielles da;; il y en a r seulement d’indépendantes, il

n(n—+r1)
2

reste — r relations linéaires entre les w;; : ce sont les

relations cherchées. On retrouve les formules (2’) en supposant
H=2}+...+ 22

7. Nous serons conduit, plus loin, a considérer des systémes de
référence un peu plus compliqués, formés de n 4 1 points (ou
vecteurs) A, A,, ..., Ay, non situés dans une méme variété
plane 4 n +1 dimensions et d’une hypersphére (£) de centre A
et de rayon R (réel ou purement imaginaire) mais non nul. A un
tel systéme on peut associer :

1° Une forme linéaire

K=cizi+ cazs+...4 Cn+1Zn+1

qui indique la masse du point

M =2 A1+ 29Ag+.. .+ Zpi1Ant;

2° Une forme quadratique
H=ayz}+2a13712:+...,

qui indique la puissance par rapport a (£) du point M supposé de
masse 1 (et par suite cette puissance multipliée par m?, si m est
la masse de M, ou le carré de M, si M est un vecteur).

Remarquons que la forme quadratique H est réductible soit &
une somme de n + 1 carrés positifs indépendants, si R est pure-
ment imaginaire, soit & une somme de n carrés positifs et d'un
carré négatif si R est réel. Remarquons encore que, I’équation
K = o étant celle de I’hyperplan a I'infini, les équations

H=o, K=o

n’ontaucune solution commune (endehorsdez, =... =,y =0).

Réciproquement donnons-nous a priori une forme linéaire K
et une forme quadratique H de discriminant non nul telles que
ces deux formes ne puissent s’annuler simultanément que pour
zy=...=2,y, = o. llexiste une infinité de systémes de référence
caractérisés par ces deux formes. Déterminons en effet un coeffi-
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cient p tel que la forme H + pK? ait son discriminant nul; il faut
et il suffit pour cela qu’il existe n + 1 quantités Eiy ooty Buya telles
qu’on ait

1 oH
;d—&+901 K(f)=o,
1 oH
. ;m—'—PC,H_‘ K(E)-.——‘O,
on déduit de la
ay (22T cee Qpp4t pc
227} [221] cee Qo py pca
K(E) cen e ces  eeeeae «se = 0.

Ap+1,1 Ap1,2 0o Apitn+1 PCnyy

Cy Ca o Cn+1 —1

Le coefficient K (§) ne peut étre nul puisqu’alors les demi-dérivées
partielles de H s’annuleraient toutes pour (&, ..., &,.) et le
discriminant de H ne serait pas nul; on a douc

a1y agy . @1, n+1 Cy
wre . ses seeane
Ap+1,0 Ap+1,2 -+ Apat,p+1 Cn+t
Cy Cy .« . Cpi-1 o
ay @y ces QY n
Ani14 An+1,2 ~ o+ Cptynt

Dans cette équation le coefficient de o n’est pas nul; c’est en
effet la valeur que prend la forme adjointe de H pour ¢y, ¢4, ...,
Cnys et si cette forme adjointe était nulle, cela signifierait que
I’hyperplan K = o est tangent 4 la quadrique-H = o, contraire-
ment & I'hypothése faite. On a donc bien pour g une valeur déter-
minée et différente de zéro.

Cela posé la forme & discriminant nul H+-pK? est réductible
a une somme de n carrés, positifs ou négatifs; ils sont sirement
tous positifs, car, dans le cas contraire, la forme H~+-pK? pourrait
s’annuler en établissant n— 1 relations linéaires réelles entre les
variables x,, ..., Zy,, et par suite le systéme d’équations

H=K=o0

pourrait étre vérifié en établissant n relations linéaires entre les
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n 1 variables x, ce qui est contraire 4 ’hypothése. On peut

alors poser

H-+-pK2=X}+X2+...+X32
ou

H=X{+XI+...4+X}—pK?

Regardons maintenant X,, X,, » K comme les n + 1 coor-
données d’un point par rapport a des axes de directions fixes ayant
pour origine un point mobile quelconque A ; prenons pour A; le
point dont les coordonnés par rapport a ces axes sont les coefficients
de z; dans X,, ..., X, K; la masse d'un point sera alors donnée
par la forme linéaire K et la puissance de ce point (supposé de

masse 1) par rapport & I’bypersphére de centre A et de rayon Ve
sera donnée par la forme quadratique H. On se rend facilement
compte enfin que la position de ce systétme de référence dépend
de (n+1)
2

Remérquons enfin que les coordonnées du centre A de ’hyper-
sphére (Z) par rapport au syst¢eme de référence (A, Asy...y A, yd)
sont les n+ 1 quantités§,, ..., £, supposées liées par la relation

parametres arbitraires.

i1+ ..+ Chrrbn1 =1

8. Considérons maintenant une forme linéaire K (x) et une
forme quadratique H (z) satisfaisant aux conditions énoncées
précédemment et dont les coefficients dépendent de r paramétres
indépendants. Il leur correspond un systéme de référence mobile
n(n+1)

2

dépendant de - r parametres arbitraires. On aura natu-

rellement, pour tout accroissement donné i ces paramétres, des rela-
tions de la forme

dAy =wy, Aj+wyy  Ag+.. .40 n41 Ap,

’4) dAz = Wgy A1 —+ Wee Ag e We g An+i~,
\

dApiy = Wpig 1 Ag+ Wppg 2 As+ o 0y t,n+1 Anti,
auxquelles on pourra ajouter
(4’) dA=w,A,+w,A,+...+wn+,An+1

avec (n +1) (n+2) expressions de Pfaff w;, w;;.
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Nous allons exprimer :

1° Que la masse de A étant égale & 1, la masse de dA est nulle,
ce qui donne

(5) Cywy+ CaWg ...+ CpyyWpyy = O,
2° Que la valeur (4') de dA est la méme que celle de

d(EIA1 ...+ En—o—lAlH-l )7

ce qui donne
=n+1

k
(6) di=wi— ¥ beows

k=1

3° Que la masse K d’un point fize M reste constante, ce qui

donne
k=n-+1
(7) de;= 2 CLWiL S
k=1

4° Que la puissance d’'un point fixe M de masse 1 par rap-
port & ’hypersphére () a pour différentielle

dH =—2(M—A)|dA —dp;

pour exprimer cela remarquons que le carré de la longueur d’un
vecteur étant représenté par la forme H, le produit géométrique
de deux vecteurs est la forme polaire de H, ce qui donne

oH

0wt

oH
(M—A)|dA = 2 (@1— &) 5o+ 5 (@nes— )

—'(w dH—t— + w oH >+ (cywy+...+¢ [0}
=5\ @1gy T G p(ciwg ..o Cp1Wny)
oH oH

= (w, Er de Wpyy d—_xnﬂ) K(2),

oH
dH = — K(.’L‘) (w, 5‘;‘; F et Wy

) — dolK ()]

0% pvy

Le second membre de cette formule étant une forme quadratique
en Zy,..., T4, I'égalité a lieu quels que soient 2y, ..., Z 111, €l
I’on en déduit, comme au n° 5,

k=n+1
da;j = Z [air(wjr—cjwr)+ajp(wir—c;wi)]—cic; dp
k=1

(8)

(5L, ]=1,2y..., n+1).



— 138 —

En tenant compte de (5), on peut encore écrire les formules
(6) et (7) sous la forme
(6) ati=— S Ep(wri—crw;),
") de;= Zcp(wip— ciwg).

9. Démontrons d’abord que les &; et p se déduisant comme il a
été dit plus haut des coefficients des formes K et H, les équa-
tions (6) sont une conséquence des équations (5), (7) et (8), et que
les équations (7) sont une conséquence des équations (5), (b)
et (8).

En effet partons des équations (5), (7) et (8); la relation

A =n+1

E a;tr+pci=o
k=1

donne, par différentiation,

k=n+1 k=n+1 k=n+1
2 au dip+ 2 2 [ @ br(wrn==crwp)
P ~+ apnbr(win — ciwp)]
k= n+i A=n-+1
— 2 cickérdp+cidp+p 2 CrWip=0;
k=1 k=1

et, par des symplifications évidentes,

A=n+1 h=n+1
Z atk[dék—l— Z Elz(mhk—'chwk)] =o0;

k=1 h=1

on déduit de la, le déterminant des ai; n’étant pas nul, les for-
mules (6) et par suite (6).

De méme partons des équations (5), (6) et (8). La méme rela-
tion que plus haut donne

k=n+1 h=n+1

- 2 2 aikp(wpr— cpwg)

k=n+1 h=n+1t

-
+ 2‘ 2 [ainkr(win— cewn) + arntr(win— ciwp))

k=1 h=1
k=n-+1

— 2 c,~ck§,,. dp -+ Ctdp +p dec;= o,
k=1
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d’ou, par simplifications évidentes et division par p, on déduit
les équations (7).

Remarquons en second lieu que les équations (), (7) et (8),
linéaires en w;, w;j, dc;y d a;j (on suppose qu'on y a remplacé g
par sa valeur en fonction des ¢; et des a;;), ne sont pas indépen-

(n+1) (n=+4)

dantes; elles sont au nombre de —+ 1, mais sont liées

identiquement par une relation et une seule. Cherchons en effet
st 'on peut trouver des coefficients A, X;, X;; tels qu’on ait iden-
tiquement, c’est-d-dire quels que soient w;, wyj, dc;, da;j,

k=n+1 i=n+1 k=n+1
A Z Crwy —+ 2 2i| dei— Z cr(wik—ciwg)
k=1 i--1 k=1
1,...,n4+1 k=n+1
+ 2 0;5hij{ daij+cie;dp— 2 [ai(wjr—cjwp)+ajr(win—ciwi)] ¢ =0
i k=1

(0,~,~ =1, 0;1‘ =2 si l¢j).
On voit tout de suite que le coefficient A est nul; on a ensuite,
en annulant le coefficient de w;;—c;w,

k=n+1
— hicj—2 2 Mra@ajr=o,
k=1
ou, en remplacant ¢; par sa valeur en fonction des a;x et des &x,
k=n+1

2 ajk(2)\ik_ ';‘)\iSk> =o,

k=1
d’ou

I
2hip— —MEr=o0;
s &

comme d’autre part on a A;x = A;, on voit qu’on peut poser
Nj=pkk A= 2ppk;
et 'on peut supposer p.= 1. Ces résultats montrent déja qu’il y a
entre les équations (5), (7) et (8) une relation identique indé-
pendante au plus. En donnant aux coefficients A, ;j, les valeurs
qui viennent d’étre trouvées, la relation a vérifier se réduit &
i=n+1

2p Z §ide;+(cr 8y +.oot Cpat Enva)tdp+Eiday +28 Erdass+...= 0

i=1
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ou
i=n+1 k=n+1

—2pzc,~d£,-+dp+dﬂ(§)-—~2 2 dt; 2 aikr=o0;
k=1

sous cette forme la vérification est immédiate.

(n+1)(n—+4)
2

On pourrait vérifier de méme que les ~ 1relations

(5), (6) et (8) se réduisentay 21D (n+d),

10. Cela posé nous avons introduit (n~+ 1) (n+ 2) expressions
de Pfaff w;, w,; et les {_’i_'_léﬂ}_jj_) différentielles dc;, da;; qui se

réduisent par hypothése & s indépendantes; nous avons donc en
somme (n—+1)(n-+2) -+ r expressions de Plaff liées par les

. . . (n+0)Y(n+4), .
relations (3), (7) et (8), qui sont au nombre de —2(——, il
en reste donc

(n+D(rn+4) n(n+r) +
2 - 2

r

(n+1)(n+2)+r—

indépendantes, ce qui est bien le nombre des paramétres dont
dépend le systéme de référence mobile.

On peut encore dire que les (n-+1) (n+2) expressions de
Pfaff w;, w;;, qui sont des combinaisons linéaires des paramétres
dont dépend le systéme de référence mobile, sont liées identi-
quement par les relations obtenues en éliminant entre (5), (7) et
(8) les différentielles des r paramétres dont dépendent les formes
K et H; les relations ainsi obtenues étant au nombre de

(n+1)(n—+4)
2

dantes est

—r, le nombre des expressions w;, w;; indépen-

(n+1)(n+4)_r]-: n(n+l)+r

(n+1)(n+').)—[ 2 5
Supposons par exemple que la forme H soit

H= a“z'§+. ..+an+1,n+lzl’t+10

et que les ceefficients a;, c; soient des paramétres arbitraires
[r=2(n+1)]. Les relations identiques qui existent entre les
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expressions w; et w;; sont d’abord la relation (5),

{3) CLW1+ CaWa+. ..~ Cpt1 Wpt1 = O,
. n(n-1 . Sy .
ensuite les '(_;,_) — 1 relations obtenues en éliminant dp entre

n .
les —('-L—;-—'—) relations

aii(wj;— cjw;) + aj;(w;;— c;w;) — ¢;¢c; dp = o.

Supposons en second lieu que H ait la méme forme, mais que
les 2(n+1) coefficients ¢;, a; soient assujettis a la seule condi-
tion que le rayon de I’hypersphére (Z) ait une valeur constante
donnée. Les relations qui lient identiquement w; et w;; sont

Ciw1+ CaWe ...+ Cpiq Wyt = O,
a,~,~(m,~1—-c_,-w,-) —+ ajj(w,-j— C[wj)= 05

—+ 1.

. n(n+1
clles sont maintenant au nombre de —(—2———)

Dans la suite, on ne considérera du reste que des systémes de
référence pour lesquels () est de rayon constant.

11. Espace non-euclidien. — Nous adopterons le point de
vue de Cayley qui surbordonne la géométrie non-euclidienne &
la géométrie projective. Considérons dans l'espace projectif a
n dimensions une quadrique (quadrique absolue) d’équation

Q =o,

ou Q est une forme quadratique & n + 1 variables réductible & une
somme de n+ 1 carrés indépendants tous positifs (géométrie ellip-
tique), ou n positifs et un négatif (géométrie hyperbolique). Dans
le cas de 'espace hyperbolique, les points de I’espace non-eucli-
dien sont les points de 'espace projectif intérieurs a la quadrique
absolue, c'est-a-dire qui rendent la forme Q négative : les points
de I'espace projectif extérieurs & la quadrique absolue sont des
points idéaux de I’espace non-euclidien.

Etant donnés deux points M, M/, désignons par le symbole
M|M’ la forme polaire de Q correspondant aux coordonnées de ces
deux points. La distance & de ces deux points est définie, dans
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'espace elliptique, par la formule
R MM

C)= ——————

cos(2vC) /MM MM

’

dans I'espace hyperbolique par la formule

[ M| M|

ch(8y=0C) = m

La constante G s’appelle la courbure de I'espace considéré,
positive pour I'espace elliptique, négative pour espace hyperbo-
lique.

Un point récl M sera dit un point-unité si 'on a

I

M= =;
MIM= &

si 'on considére un point-unité mobile, le carré ds2 de la longueur
de I'élément ’arc décrit par ce point est donné par la formule

d.\;2 = dM } aM.

On appelle distance réduite | de deux points M, M’ dont ladis-
tance (non-euclidienne) est 8, la longueur donnée par la formule

/= tang(3/C) _ih(3y=0C)
VC V—C
Etant donné un point-unité A, associons & ce point n points
Ay, .oy A, formant avec A un (n-1)-édre conjugué par rap-
port a la quadrique absolue et tels que A;| A, =1; la forme qua-
dratique absolue, avec ce systéme de référence que nous appelle-
vons systéme de référence normal, sera de la forme
; X2
Q=X+ X:+...+ X2+ G
On vérifie facilement que X+ ... +X} est égal au carré
de la distance réduite au point A d’un point M pour lequel la
coordonnde X serait égale & 1. Nous donnerons & cette coordon-
née X le nom de masse relative du point M par rapport au point-

unité A; on a
X =C.A|M.
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L’équation de I'’hypersphére (¥) lieu des points dont la distance
réduite au point A est égale & R est d’aprés cela

X3+ X2 +...+ X2 —R2Xt=o0;

le premier membre de cette équation s’appelle la puissance du
point M par rapport & (X); elle est égale, si la masse de M est égale
ar, a 2—R2, ou [désigne la distance réduite MA et R le rayon
réduit de (3); si la masse de M n’est pas égale a 1, la puissance est
le produit de (12— R?) par le carré de la masse; enfin sile point M
a une masse nulle, c’est-i-dire est dans I'’hyperplan conjuguc
de M par rapport & la quadrique absolue, la puissance est égale a
M|M.

Remarquons enfin que la masse relative de M 4 M’ est égale & la
somme des masses relatives de M et de M’. La masse relative de A
par rapport & A est évidemment l'unité.

12. Prenons dans un espace non-euclidien de courbure C un
systtme de référence formé de n+41 points Ay, Ay, ...y Apy,y
assujettis & la condition de ne pas étre dans un méme hyperplan
a n dimensions. Avec ce systéme de référence, la forme Q devient
une certaine forme (uadratique

Leoyn+1
Q= E a;jx[z‘_,-za,,x}-—!—zanx,zg—o—...

ij

réductible & une somme de n 41 carrés indépendants positifs si C
est positif, & une somme de n carrés positifs et 1 carré négatif indé-
pendants si G est négatif. Réciproquement, si I'on se donne arhi-
trairement une forme quadratique Q satisfaisant aux conditions
précédentes, elle définit une infinité de systmes de référence

n(n-—+1 N . . . .
—(—?—)[)ammclres arbitraires ; 1l suffit en ellet de

dépendant de
mettre, ce qui est toujours possible, la forme Q sous la forme

et de regarder les quantités X, ..., X, X comme les coordonnées
Sixzes du point M dont les’ coordonnées relatives sont zy, ..., 2y 4.
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Cela posé, partons d’une forme Q dépendant de r parametres
arbitraires; elle définit une infinité de systemes de référence
n(n-+1)

dépendant de ~ -+ r parameétres arbitraires, et pour tout

accroissement infiniment petit de ces paramétres on aura

5‘11\1 =wy; A4+ F 0+ Ap,
(9)

D I I I I AP DEIIIP y

( dA = Wppq,4 A+ .4 Wappg pay Antt,

avec (n+1)? coefficients w,j, qui sont des combinaisons linéaires
des différentielles des paramétres. Mais, d’autre part, sil'on exprime
que pour un point fize M, la forme Q reste constante, on arrive
aux relations

k=n-+1
(10) dij;= 2 (Ripwjr—+ ajrwis) (i, j=l, ey, A1)
k=1

(n+4+1) (n+2)

Ces relations sont au nombre de » et sil’on élimine

entre ces relations les différentielles des r parametres qui entrent
dans Q, il reste, parmi les expressions de Pfaff w,j,

r
2 2

(n—+1)2— [

(n+1)(n-+9) ——r] _ n(n-+1) +
indépendantes.

13. Prenons en particulier, pour définir le systéme de référence,
un point-unité A et n autres points situés dans I'hyperplan conju-
gué de A par rapport & la quadrique absolue. On aura ici

i,...,n

x? x?
Q=H(zy, ..., zp)+ ol 2 Qa;jx;Tj+ c’
ij

Les formules (g) seront remplacées par les suivantes :

dA = woo A + woy Ay +.. .4 Wy Ay,

(9") dA1 = wp A+ 0 A+, .+ Wi Ag,

AAp= 0poA + Wy Ayt . Wan Ay
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et les formules (10) par

[ Woo= 0,
k=n
\ ;o —+ CE @) Wok = O,
~(10") . k=1
h—n
da,~,-=z (airwjp+ajrown) (& ]=1,..., 1)
k=1

Nous écrivons dans la suite w; & la place de wg;.
Comme cas plus particulier, si 'on prend

2
H=x}+...+ 2},

les formules (10') deviennent

wipo+ Cw;= o0

(10") ! ! ’
W;j—+ W = 0.

On peut remarquer que la forme définje H représente le carré

de la distance réduite MA, si M est supposé de masse relative 1

par rapport & A.

14. Revenons maintenantd un systéme de référence quelconque
défini parn + 1 points Ay, Aa, ..., A, , mais auxquels onadjoint
une hypersphére (¥) ayant pour centre un point-unité A et pour
rayon réduit une longueur R réelle ou purement imaginaire diffé-
rente de zéro. A un tel systéme de référence on peut associer :

1° La forme linéaire K qui indique la masse relative d’un point
quelconque M par rapport au point A;

2° La forme quadratique H, réductible & n—+- 1 carrés positifs
ou a n carrés positifs et 1 négatif, qui représente la puissance par
rapport & () d’un point quelconque M.

Le systeme d’équation H= K = o n’admet évidemment d’autre
solution que ry = ... =z, ,=o.
Il résulte de ce qui a été dit précédemment que 'on a I'identité

— 2 _l... 2
Q_H+<R+C>K,

et que d’autre part le discriminant de H + R? K2 est nul.
Réciproquement, partons d’une forme linéaire K et d'une forme
XLVII. 10
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quadratique H de discriminant non nul et rédactible & une somme
de n+1 carrés positifs ou de n carrés positifs el 1 carré négatif ;
supposons en outre que ces deux formes ne puissent sannuler
simultanément que pour z, = ... =z, , = o. Elles caractérisent
alors une infinité de systemes de référence de la nature de ceux
dont il est question plus haut.

Soit
K(z)=ciox1+ caxa—+...+ Cpt1Tnti,

H(z) = anx}+ 2a 2125+ . ..

Les équations

ay 5,—|—a12 Za ...+ a1, n+1 5n+1+961 =0,

cees e DI I I T NI R B T I IR TP N

Anir,1 b1+ Apii0ba .o Qpitnet Ent1+ QCnt1 =0,

Cy Ei+oc Eat.oo+ Conr Er1— 1 =o,

définissent sans ambiguité un pointA (§,, ..., £, ) etunnombre .
On peut alors poser

H(z)+ pK2(z) = X2+ X3 +...+ X2,

Qz)=X2+ X3 +...+ X;’-,+—éK2.

La derniére formule définit un systéme de référence dépendant
nin41u)
de —/ =

2

paramétres arbitraires (n° 12); la forme K représente
la masse relative d’un point quelconque par rapport au point
Ny=...=\, =0, K= 1), c’est-d-dire par rapport au point-unité
A (&4, ...y Euyn), et enlin la forme H représente la puissance d’un
point quelconque par rapport & hypersphére de centre A et de
rayon réduit y/o.

St les coefficients des deux formes K et H dépendent de r para-
meétres arbitraires, le systeme de référence quelles caractérisent

n(n-+r1)

ddpend de

~+ r parameétres arbitraires.

15. Posons, avec les hypothe¢ses précédentes,
dAg = W14 A1—+—-..+ W1 n+1 AIL.+la

(1r)

dApri= w1 Ay +. o 4 Onig nr1 Ana,

dA = w, A+ ..+ oy Anii-

Nous allons établir les relations qui lient identiquement les
(n-1) (n—+2) expressions de Plafl »;, w;;.
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En premier lieu, la formule

1
AJA = =
. A . . I C

donne par différentiation

CdA|A=o,

ce qui signifie que la masse relative de dA pur rapport & A est
nulle; on a donc

(12) Ciwy—+ CaWwy—+ ... 4= Cppg W1 == O
Si, en second lieu, nous calculons la différentielle de

A=glAl—l—EQAe—i—.-.-‘F‘E/H—iAlH—lr

nous obtenons
N

(13) dbi= wi— 2 Brwre (E=1,2, ..., n1)

k=1
En troisiéme lieu, la formule
c;=CA; l A,
qui exprime que la masse relative de A, par rapporta A est C;,
donne, par différentiation,
de;— CdA;| A+ CA;|dA,
le premier terme du second membre est la masse relative de d A;;
quant au produit géométrique A;|d A, c’est la forme polaire de

Q relative A A; et A dA, ou, comme la masse de d A estnulle, c’est
la forme polaire de H; on a donc

A=n+1 k=n+1
(14) dej= E crwir+ C E a;,wg.
k=1 k=1

En dernier lien, si Pon calcule la différentielle de la forme H
pour un point fixze M, en partant de la formule

H=Q—(p+é>m,
on trouve

du=—szp—z<p+é>KdK;
or
K=CM|A et dK=CM]|dA;
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donc
dl =—K?2dp—2(1+ Cp)K.M|dA.

On en déduit sans difficulté

k=n+1
(15) da;i= 2 (@irwy i+ ajrwir)
r=1
k=n+1 k=n-+1
— (1+Cp) E ajrwr+ ¢ 2 a,LwL)—Cidep.
k=1 k=1

On remarquera que les formules (5), (6), (7) et (8) se dédui-
sent des formules (12), (13), (14) et (15) en faisant C=o.

16. On démontre facilement, comme au n° 9, que les relations
(13) sont des conséquences des relations (12), (14) et (15) et que
les relations (14) sont des conséquences des relations (12), (13)
et (15).

Quant aux relations (12), (14) et(15), qui sont au nombre de

“+4
(L'—_'-L—(") -+ 1, elles ne sont pas indépendantes, mais se rédui-

sent a m) Il en est de méme des relations (32), (l.)) et
(13). On en tu‘e les mémes conséquences qu’au n°® 10 relativement
aux relations identiques entre les w; et les w;;.

Si, par exemple, les coefficients ¢, et a;;sontassujettis aux con-
ditions que les rectangles de la forme H soient tous nuls et que la
valeur de p soit constante, les relations qui lient identiquement
les expressions de Plafl w; et w;; sont

ajwji+ajjwij— 1+ Cp)(ciajjwj+ cjaivw) =0

(Tzj;6, J=1,2,..., n+1).

CHAPITRE II.

LES FORMES BILINEAIRES ALTERNEES ET LES FORMES QUADRATIQUES
EXTERIEUREMENT ORTHOGONALES.

17. Etant donnée une forme bilinéaire f (2, ) & deux séries de
variables &y, ..., Zu; ¥4y ooy Yt

i=n j=n

Sz, ¥) =2 Z @ijTiyj

i=1 j=1
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cette forme est dite alternée si I'on a entre les coefficients les

relations
aij+aji:° (l,j:l,‘),..., n).

Une forme bilinéaire alternée jouit de la propriété fondamentale
que, si P'on effectue sur les deux séries de variables deux substitu-
tions linéaires cogrédientes (c’est-a-dire avec les mémes coeffi-
cients), la nouvelle forme bilinéaire obtenue est encore alternée.
Cette propriété rapproche les formesalternées des formes symétri-
ques pour lesquelles on a

ajj— Qji= 0.

Cette analogie entre les deux types de formes peut étre poussce
plus loin.

Une forme bilinéaire symétrique f(z,y) est complétement
déterminée par la forme quadratique f(z,x) obtenue en identi-
fiant les variables des deux séries ; on a

_ 1 bf(:z', x) 1 of(z, r) I of(x, x)
f(-’t,}’)——zyl or, +2_}’2 oz, +"'+;‘y" ox,

Pour obtenir la transformée de f(z,); par deux substitutions
linéaires cogrédientes effectuées sur les deux séries de variables, il
suffit de chercher la transformée de la forme quadratique associée
S (z, z) par une substitution linéaire effectuée sur les seules varia-
bles x.

On peut de méme associer a une forme bilinéaire alternée unc
forme & une seule série de variables; c’est encore une forme du
seccond degré, mais ou les lois de la multiplication en ce qui con-
cerne les variables 2 ne sont plus les lois de la multiplication
algébrique ordinaire, mais les lois de la multiplication extérieure
de Grassmann. Si Pon écrit

[ziz;]
a la place de
@iyj—ZjYis

les crochets indiquant qu’il s’agit d’un produit extérieur, on a
[wizi] =0, [#iz;]=—[z;2:],

et la forme quadratique alternde associée a la forme bilinéaire
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Sz, ) est
[F(w)]=2 ajlziz;],
(ij
ot la somme du second nombre est étendue i toutes les combi-
naisons des n indices deux 4 deux.
On posera par définition
j=n

I[F]
L

j=1
Le prdduit extérieur de deux formes lindaires

X=ayx1+...+a,z,,

U ! . r
N=ajzi+...4 a,xp,,

s'obtient en effectuant le produit suivant les régles ordinaires de
Palgeébre, mais en ayant soin, dans chaque produit partiel, de ne
pas intervertir Pordre des facteurs, ou, sil'on intervertit cet ordre,
de changer le signe de ce produit partiel ; autrement dit, on a

i=n j=n

[XX'] =2 }: a;aj|ziz)] =Z (aia)— ajay) [z:iz;],

i=1 j=1 (if)

n(n+r1)

la derniére somme étant étendue aux combinaisons des n

indices deux 4 deux. En somme, la forme quadratique alternée
[ X\'] est associée & la forme bilinéaire alternée

: X(z) X
X(@)N(y) = X(3) X (@ = | 5& T
X'(z) X'(»)

On a la relation

) [ XX’ X . X' «
INXT] _ X . X'y
dx; oxr; 0x;

Etant donnée une forme bilinéaire alternée f (x, y), sil’on veut
chercher sa transformée par deux substitutions linéaires cogré-
dientes elfectuces sur les deux séries de variables z, y, il suffit de
chercher la transformée de la forme associée [I' (z)] quand on
eflectue sur les seules variables x la substitution considérée. Si,
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par exemple, cette substitution est définie par les formules
k=n
xi=2)l’/s'xk (i=|721"', n’)!
k=1
on a

k=n h=n

[F(z)] =2 2 2 aijhihin[ XeXp]

(if) k=1 h=1
22 Eaij()\ik)\jh‘—)\z‘h)‘jk)[chxh]»

(khy iy

et-les coefficients Ag, de la forme transformée sont

A 22 aij(hikhjn— N Xjg).
(i)

De méme qu’une forme quadratique ordinaire peut se ramener
& une forme normale simple, & savoir une somme de carrés, une
forme quadratique alternée peut toujours se réduire & la forme
simple

[F(z)] = [z @2] + [2320] +. . .+ [@2p-1Z2p].
Signalons enfin le théoréme suivant, dont il sera fait un fréquent

usage :

Silon a la relation

[X:Yi] +[X2Ya] +...+ [X4Y4] = o,

v

ot les X et les Y sont des formes linéaires a n variables
Zyy eeey Xn, etsiles h formes X sont indépendantes, les formes Y
peuvent s'exprimer par des combinaisons linéaires des formes
X, et les coefficients des formules qui donnent les. Y en fonc-
tions des X forment un Tableau carré symétrique.

Choisissons en effet n— A formes quelconques X4 4, ..., X,
indépendantes de X,, ..., X, et indépendantes entre elles. Il est
évident que toute forme linéaire pourra s’exprimer linéairement
au moyen de X, ..., X, ; soit alors

Yi=ayuXi+...+ aipn Xp+ @ pet Xper+. o+ agn X,y

Ye=amXi+...+amuXp+ appe1 Xnsr+.  +annXp;



en portant dans I’identité, supposée vraie par hypothése, onobtient

i,j:],...,ﬂ i=h a=n
N (a—an XX+ Y Y, analXiXa] = o
@) i=1 a=h+1

La forme du premier membre étant identiquement nulle, les
coefficients de [ X; X;]et [X; X;] sont nuls, ce qui démontre le
théoreéme.

Remarquons que les coefficients de la forme quadratique en

Xy, ..., Xx
¢=X1Y|+X1Y2+...+ X/,Y/,

sont précisément ceux qui entrent dans les expressions des Y en
fonctions linéaires des X ; autrement dit, on a

P

Yi= o %

(i=1,2,...,h).

(SRR

18. Formes quadratiques extérieurement orthogonales. —
Etant données r formes quadratiques ®,, ®,, ..., ®, & n variables

Zy, Xy, ..., T,y ces formes seront dites extérieurement orthogo-

n(n 1)

nales si 'on a les ————Z relations

od, 9_‘?!] 21112 od, + 0P, 0d, _ R
ox; dxj ox; dz'j - 'd.Z'[ d_:z'—j =0 (L’] =1,2,..., 1),

ot les produits entre crochets sont des produits extérieurs.

La propriété des » formes quadratiques @, d’étre extérieurement
orthogonales subsiste si 'on effectue sur les variables z; une subs-
titution linéaire quelconque. Soit en effet

ri=ay X1 +...+ 2. X, (i=1,2,...,n),

une substitution linéaire effectuée sur les variables z. On a

0Dy dqsa
X, *2. @i
hk=n

v,
dXI _E /Id.T
k=1
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et par suite
a=r k=n h=n a=r
NETIBRE S| T
oX; 0X; - ki %h axy oxy, |~
a=1 k=1 h=1 a=1

La propriété subsiste encore quand on remplace les formes qua-
dratiques @ par d’autres formes quadratiques W se déduisant des
premiéres par une substitution orthogonale. Soit en effet

Vo= Bou1 P14+ Baa®a+. ..+ BarPr;
oW, OW,] ot ob) 0Dy,
[d.z',- dz'j]_z-l 2 “)p“"[dz‘, o9z;

ona

-:

et par suite

a=r r=r = r=r

oW, oW, ob), 0Py by, ()4’)_] _
Z[OZ‘[ 0.2‘,']—2 2( Zpa) ﬁaj'> ldx dl'j] Z[U.’I‘f 01‘j -
x=t ’ A=1 @w=1 A=1

Il n’est pas supposé, dans ce qui précéde, que les r formes ®
solent linéairement indépendantes.

19. Etantdonnées r formes extérieurement orthogonales, mettons
en évidence dans ces formes les termes qui contiennent la variable
z,; on peut écrire

¢a=a1x3+2xlﬂa+¢a (x=1,2,...,7),

ou les H, sont des formes linéaires et les ®, des formes quadrati-
quesen Lo, ..., Tp-

Si l'on exprime les conditions d’orthogonalité extérieure, on
obtient en particulier

o=r —_

oH, ¥ d‘bu) _
E[(aaz'l"}'Ha)( oz 1‘1+;d—w£ = 0,
x=1

d'ou
a=r o =7
1 Z 0Py oHgy
2 * or; * oz, ’
a=1 x=1
X=r
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Les premiéres relations expriment 'identité

Kx=7 &=
E aa‘ba—‘: E H&
a=1 a=1
ou
a=r

odb, \?2
a7 3 (52)

2=

Il résulte de la que si les formes ®,, ... ®, sont extérieure-
ment orthogonales, la forme

0B, : ob\t <0¢, 2
dz‘l Jdxry e dzy

est une combinaison linéairede ®,, ... ®,. Plus généralement, il

en sera de méme de la forme (*)

.. dd, R
Or le nombre de celles des r n formes linéaires Ff qui sont

i
linéairement indépendantes, indique évidemment le nombre mini-
mum de variables en fonction desquelles on peut cxprimer les

formes données. On a donc le théoréme suivant :

Etant données r formes quadratiques a n variables exté-
rieurement orthogonales ne pouvant pas s’exprimer en fonc-
tion de moins de n variables, il existe une combinaison linéaire
de ces formes qui est définie positive.

20. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

Etant données r formes extérieurement orthogonaies D,,...P,
a n variables, ne pouvant pas s’exprimer en fonction de moins
de r variables, elles sont linéairement indépendantes et elles
peuvent sedéduire par une substitution orthogonale de r formes
carrés parfaits de r formes linéaires indépendantes.

() Il en sera de méme également des formes

ob, 0B, 0P, 0, Gt
vz, oz; 7 7);:0.2,‘].’ PS5 2 e B
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Le théoréme est vrai pour r=1, car si ®, dépend effective-

ment de z,. les relations
d‘bl ()@1 -0
ox, ox; |

montrent que toutes les dérivées partielles de la forme ®, dépen-

0P . , .
dent de —=, et par suite ®, est un carré parfait. On peut encore
l).Z‘i
. . odN2 . . )
dire que la forme ( — )" doit étre de la forme a ®, (n°19), ce qui
\ d(l‘] ’
démontre le théoréme.

Supposons donc le théoréme vrai pour 1, 2, ..., r — 1. Dapres
le n° 19, siles formes ®,, ..., ®, ne peuvent pas s’exprimer en
fonction de moins de nZr variables, l'une des combinaisons
linéaires de ces formes est définie positive; si I'on prend alors
une autre combinaison linéaire, on aura deux formes qui, comme
on sait, penvent étre simultanément décomposées en carrés; on

peut supposer que ces carrés sont

D’aprés cela il est évident que les » dérivées partielles

0B, od, ob,
vz, oz o,

ne sont pas indépendantes; supposons que le nombre de celles
d’entre elles qui sont indépendantes soit ¢ << r. Onpeutalors, par
une substitution orthogonale, supposer

obyy o,

0y T ox

::.();

on peul aussi supposer, par un changement de variables effectu¢

Py

(oo 0 c
SUL Ty, ...y Ti, que les autres dérivées ——= ne dépendent que de

Zyy Ty, ..., T, Lesrelations

[‘i'ﬂi’i"_‘] + ["""’ ""’*J S ["_"'Lz"“"'] =0 (i=2...n)

ory 0x; oxy Jx; Jxry ox;

od,

montrent alors (n° 17) que toutes les dérivées partielles Ta

0P , . N
?x—" nedépendent que de xz,, ..., x,; autrement dit, les ¢ premicres
y

Jormes®,, ..., ®, ne dépendent que dex,, ..., xr,, les r — q der-
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niéres pouvant dépendre de z,, ..., z,, (et 'on peut méme, sans
compliquer la démonstration, supposer qu'elles dépendent aussi
de z,).

Cela posé, il existe une combinaison linéaire
)\lq)l —+.. .+ )\qq’q-f- )\q+1¢q+‘ +ee o+ )\,-d’,-.

réductible & une somme de n carrés positifs indépendants; si 1'on
considére la forme

)\414.1 ‘b,,.,,.‘ ..o )\,-';’,«,
elle est nécessairement réductible & une somme de carrés de

n—q'2n—gq,

formes linéaires indépendantes et, de ces n — ¢’ formes linéaires,
n — q doivent étre indépendantes par rapport & Zgyyy ..., Zy; ON
peut les prendre comme nouvelles variables 24,4, ..., 2,. En ne
considérant alors dans @, 4, ..., ®, que les termes du second degré
en Lyyy, ...y Ly, NOUs voyons que nous sommes dans les conditions
d’application du théoréme, car si Wy ,,..., ¥, sont les formes
réduites ainsi obtenues, elles sont évidemment extérieurement
orthogonales ct elles ne peuvent pas s’exprimer avec moins de
n—q 2 r— q variables. On peut donc par une substitution ortho-
gonale ramener ces formes &
Wyt = x,‘-}+, )

T N )

¥, =ux},

ce qui montre déja que n =r.
Soit alors

4’q+1 = 1‘,2’+1 + 2Zg4 Hq+l,q+l ...+ ‘Z.Z‘,v“,,+|,,~+ ¢'(l+1,

D R T T T I T T S et e ceeeny

P, =2z} +oxgnH, g +...4+22,H,., +a,

ol les Hyg sont des formes linéaires et les @, des formes quadra-
tiques en x,, ..., 4. Les relations

2[ 9Py 0Py ]_ [dda,ﬂ d«bw] + +[ 0P, o0, ]
- 0rgy; 0x gy 0Zgsi 0Tqy; 0xgyy 0%y
X=r

= [#g+iHgviqv;] — [Zgq+jHgujgri] + 2 [HegeiHagrj] =0
x=g-+1




donnent en particulier
Hovigej=0  (i#])

On peut ensulte‘, en remplagant .z'q+,-—|-Hq+,~',,+,~ par Zg.i, sup-

poser
. . ) Hr]+z"q+i = 0.
Enfin les relations

[ ) = [ B] =0 G
J

montrent que les formes $q+" ey @, sontidentiquement nulles.

Les formes ®,, ,..., ®, se réduisant toutes & des carrés par-
faits, les formes ®,, ..., ®, a ¢ variables sont extérieurement
orthogonales; et, comme on a,g < r, on peutappliquer le théoréme
a démontrer : ‘on peut donc supposer, au moyen au besoin d’unz
substitution orthogonale, qu’on a

Py=x5 (2a=1,2,...,7).

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

21. Il est théoriquement possible, en employant le procédé sug-
géré au n° 19, de déterminer de proche en proche tous les sys-
temes de formes quadratiques extérieurement orthogonales & n
variables. On sera aidé dans cetle détermination par le théoréme
du numéro précédent et par la remarque suivante :

Etant données r Jormes extéricurement orthogonales, si un
certain nombre d’entre elles sont des carrés parfaits, les autres
sont encore extérieurement orthogonales; il suffit, en effet,
d’observer que, pour une forme ®, carré parfait, ona

0P, 0P,y
or; ox;

]:o (6, j=1,2,...,0).

Nous sommes maintenant facilement en mesure de démontrer
que, st n =3, on peut toujodrs, par une substitution orthogo-
nale, supposer que les formes ®,,...,®, sont des carrés par-
Jaits.

Remarquons d’abord qu’on peut toujours se ramener au cas de
formes linéairement indépendantes, car si sur les r formes
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®,,..., &, il y ena o seulement indépendantes, il est possible de
trouver une substitution orthogonale telle que les » — o dernicres
formes soient identiquement nulles; les o premiéres sont alors
extérieurement orthogonales.

Cela posé, st n =1, le théoréme est évident; sin =2, et que
les formes ne puissent pas s’exprimer au moyen d'une seule
variable, le théoréme dun® 20 prouve que le théoréme a démontrer
est vrai pour r = 2; reste donc le cas r=3, car il ne peut yavoirau
plus que trois formes quadratiques linéairement indépendantes &
deux variables; or, sir = 3, toute forme quadratique & deux varia-
bles est une combinaison linéaire de ®,, ®,, ®;; on peut donc en
trouver une infinité qui sont des carrés parfaits, ce qui revient i
supposer, par une substitution orthogonale, que ®, est carré parfait:
on est alors ramené au cas r = 2.

Passons maintenant au cas ou les formes ®,, ..., ®, ne peuvent
pas s’exprimer en fonction de moins de trois variables. Le théo-
réme n’est & démontrer, en vertu du n® 20, que pour r> 3. Si
d’abord 1l y a 4 formes quadratriques linéairement indépendantes,
les coeflicients a;; de ces formes sont assujetties a satisfaire 4 deux
relations linéaires

EA,-,-a,-,:o, EB,-ja,-j: o,

ot A;j et B;j sont des constantes numériques. Une combinaison
linéaire de ®,, ..., ®, sera un carré parfait :

)\1¢1+. Lo+ )\g(pgz ((HZ]—F Ay Xy + Az xy)«,
si les coefficients a; satisfont aux deux relations
ZAjjaia;j=o, 2B;jaiaj=o0;

ces deux relations peuvent étre regardées comme les équations de
deux coniques; sices coniquesontaumoins un poini réel commun,
on peut supposer que ®, est un carré parfait, et 'on sera ramené
au cas =3 si elles n’ont aucun point réel commun, on peut sup-
poser, par un changement de variables, que ces relations se rédui-
sent &
aj—+a}=o, a}+ai=o;

les relations entre les coefficients a;; des formes @, seraient

donc
Ay -+ a3z3 = 0, Qg —+ A3,
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mais alors aucune combinaison linéaire des ® ne serait une
Jorme définie positive, ce qui est en opposition avec les résultats
du n° 19.
Si, maintenant, r = 3, les coefficients a,; des formes ®, sont

liés par une seule relation

TAjjaij=o.
1, .
Si équation

ZAjja;aj=o0
admet des solutions réelles, cela revient & supposer que ®,, par
exemple, est un carré parfait, et 'on est ramené au cas = 4 ; dans
le cas contraire, cette équation est réductible & la forme

al+ aj+aj3=o,

ce qui revient & dire qu’on a entre les coefficients a;; des formes

données la relation
apq+ Qg+ azz = 0,

mais alors aucune des combinaisons linéaires de ®,, ..., ®; ne
peut étre une forme définie.

Enfin, si »» =6, il est évident que l'on peut trouver une infinité
de combinaisons linéaires de ®,, ..., ®; qui sont des carrés
parfaits, et 'on peut ainsi se ramener au cas r = 5.

Le théoréme est donc complétement démontré pour n = 3.

Le théoréme r’est plus vrai pour n > 3.

22. On peut enfin se proposer le probléme suivant :

FEtant donné un réseau linéaire h, ®, + ... + 2, ®,de formes
quadratiques, trouver r formes indépendantes de ce réseau qui
soient extérieurement orthogonales.

On sait déja que le probléme n’est possible que si, les formes
®,,..., ®, ne pouvant pas s’exprimer en fonction de moins de r
variables, le réseau contient au moins une forme quadratique
définie positive. Mais la condition n’est évidemment pas suffisante.

Supposons qu'il existe r formes du réseau

llf’ = a,:d‘,-f—. . .+a‘,-¢',-,

I I R

V,=a®+...+a,,P,,
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(ui soient extérieurement orthogonales. Ou aura les relations

dq)l o‘p,. 2& “+a .‘-’&
Qg1 p “+...+ Qqr -Tt Ayq 00)! -+, .. wr TRy

r
_ oy 0P,
= A\ Aoy md(ﬁj
A=1 p=1 \Na=1 /
A=r p=r oby Ob
\ X "
— —_— | = =1,2 . n
A e R CYATILES
A=1 p=t
avec
o=1r
A)u=2aa)aau
a=1

Convenons de dire que r formes quadratiques ®, ..., ®, sont
extérieurementconjuguées par rapportala formequadratique
1, ...,0r

H(u) = 2 Aypuwruy
A

en iy, ...,u,si 'on a les relations

W Eiyal
= p= ¢
1"

; .
A=1 1 i Owj

bt R e bt Lt
Avec cette convention de langage, nous voyons que les r formes

données ®,, ..., @, sont extérieurement conjuguées par rapport a
la forme quadratique

H(u)=(aj u;+...+ apu )+ o (@ U Qpply)

La solution du probléme proposé se déduit des considérations
précédentes : on cherchera toutes les formes quadratiques
H (u,, ..., u,) par rapport auxquelles les r formes données sont
extéricurement conjugudes; on déterminera, s'il y en a, celles
de ces formes glti sont définies positices; « chacune de ces
formes correspondra une solution du probléme, les formes
cherchées Wy, ..., W, se déduisant des formes données ®,,...,®,.




