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SUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES;
Pax M. P. Farou.

(Premier Mémoire.)

INTRODUCTION.

Les équations fonctionnelles exprimant des égalités entre des
fonctions inconnues d’une ou plusieurs variables et celles qu'on
en déduit en effectuant sur ces variables des substitutions connues
ou inconnues, ont attiré depuis plus d'un sié¢cle I'attention des
géometres. Mais les premiéres recherches relatives a ces équations,
recherches sans lien entre elles et sans méthode bien définie,
appartenaient pour la plupart au domaine des mathématiques
délectables. Dans une série de Mémoires d’une remarquable
élégance, publiés vers 1884, M. Keenigs (') a rattaché I'étude de
ces équations a la théorie générale des fonctions analytiques d’aprés
Weierstrass. Considérant une fonction holomorphe d’une variable
complexe, M. Keenigs étudie les valeurs limites des fonetions
itérées au voisinage d’'un point double attractif, c¢’est-a-dire un
point ou la fonction et la variable prennent la méme valeur, la
dérivée de la premiére étant inférieure en module a 'unité. Il est
ainsi conduit & démontrer I'existence d'une solution holomorphe
de I'équation fonctionnelle de Schrider, d’ou il déduit la solution
du probléme de l'itération analytique et de diverses ¢équations
fonctionnelles a une variable. Ses recherches ont été poursuivies
par différents auteurs, notamment par MM. Leau (), Grévy (3)
et, dans le cas beaucoup plus difficile des fonctions de deux ou

(1) Kanies, Recherches sur les substitutions uniformes ( Bulletin des Sciences
mathématiques, 1883) ; Recherches sur les equations fonctionnelles (Annales de¢
UEcole Normale, 1884); Nouvelles recherches sur les équations fonctionnelles
(Annales de I’Ecole Normale, 1885).

(*) Leauv, Etude sur les équations fonctionnelles @ une ou plusieurs variables
(Annales de la Faculte des Sciences de Toulouse, t. XI, 1897).

(3) GREVY, Surles€equations fonctionnelles(Annalesdel' Ecole Normale,18qa} ).
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trois variables, par MM. Picard ('), Poincaré (2), Hadamard (*)
et Lattes (*).

Mais les recherches de ces différents auteurs ne les conduisent
en général, a part quelques cas simples, qu’a la démonstration de
I'existence des solutions des équations fonctionnelles, qui se
trouvent définies par un élément de fonction analytique. La con-
naissance du domaine d’existence de ces fonctions et 'étude de
leurs singularités est en relation étroite avec I'étude des domaines
de convergence des puissances des substitutions qui figurent dans
I'équation considérée. Me bornant a I'étude de l'itération des
substitutions rationnelles effectuées sur une seule variable com-
plexe, et des équations fonctionnelles qui s’y rattachent, je me
suis efforcé de déterminer ces domaines de convergences et d’éta-
blir quelques propriétés des transcendantes uniformes qui satisfont
a ces équations. Dans une Note parue en 19o6 (%), j'ai fait
connaitre une condition suffisante pour que les itérées d’une
fonction rationnelle convergent vers un point double attractit
dans tout le plan, sauf aux points d'un ensemble parfait partout
discontinu qui forme la frontiére du domaine de convergence. J'ai
également indiqué des cas ou la substitution présente deux points
doubles attractifs dont les domaines respectifs sont d’un seul
tenant, simplement connexes et s-éparés par une courbe qui, en

(') H. PoiNcant, Sur les courbes définies par des équations différentielles
(Journal de Liouville, 1886, p. 193-195).

(?) E. Picanp, Sur une classe de surfaces algebriques dont les coordonnées
s'expriment par des fonctions uniformes de deux paramétres (Bulletin de la
Société mathématique de France, 19oo) ; Sur certaines equations fonctionnelles
et sur une classe de surfaces algébriques (Comptes rendus Acad. Sc.,
juillet 1904).

(3) J. Hapavarp, Sur U'itération et les solutions asy mptotiques des €équations
differentielles (Bulletin de la Société mathématique de France, 1901).

(%) S. Latris, Sur'les équations fonctionnelles qui définissent une courbe
ou une surface invariante par une transformation (Annali di Matematica,
1906) ; Nouvelles recherches sur les courbes invariantes par une transformation
(X, Y; z, . ¥'). (Annales de I'Ecole Normale, 1908 ).

(®) P. Farou, Sur les solutions uniformes de certaines équations fonctionnelles
(Comptes rendus Acad. Sc.,t. 143, 1916, p: 546); Sur les substitutions ration-
nelles (Ibid., t. 165, 1917, p. 992); Sur Uitération des substitutions rationnelles
(Ibid., t. 164, 1917, p. Bo6); Sur les équations fonctionnelles et les propriétes
de certaines frontiéres (1bid., t. 166, 1918, p. 204); Sur les suites de fonctions
analytiques (Ibid., t. 167, 1918, p. 1024).
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général, n'est pas analytique. Ayant repris récemment I'étude de
ces questions, j'ai d’abord fait connaitre une classe étendue de
substitutions rationnelles, pour lesquelles le probléme de I'itération
du point de vue ‘qui nous occupe peut étre complétement et sim-
plement résolu. Ce sont les substitutions qui admettent un cercle
fondamental. J'ai ensuite reconnu que les recherches récentes
relatives aux “fonctions analytiques qui admettent des. valeurs
exceptionnelles permettaient d’aborder le probléme dans toute sa
généralité; les propriétés des fonctions auxquelles nous faisons
allusion sont dues principalement 8 MM. Landau et Schottky, et
sont I'extension des théorémes de M. Picard sur les fonctions
entiéres. M. P. Montel, en leur appliquant la notion de suite nor-
male de fonctions analytiques qui lui est due, est parvenu a des
théorémes élégants et d’'un emploi trés commode dans les appli-
cations. Nous avons fait exclusivement usage dans nos recherches
des propositions de M. Montel ('). Nous avons ainsi reconnu que
la limitation des domaines de convergence des itérées d'une fonc-
_tion rationnelle est liée a ’étude d’un ensemble parfait, que nous
définissons comme I'ensemble des points ou les itérées ne farment
pas une suite normale; c’est également Pensemble dérivé des points
frontiéres des domaines ou les itérées se répartissent en suites
partielles uniformément convergentes. En appliquant aux fonc-
tions inverses des fonctions itérées les théorémes de M. Montel,
nous avons obtenu d’autre part un résultat important, a savoir la
limitation du nombre des groupes de points périodiques ou cycles
dont le multiplicateur est au plus égal en module a 'unité. Enfin
nous avons pu établir, du moins dans des cas trés étendus, que les
courbes limites des domaines de convergence sont des courbes
qui n’ont de tangente en .aucun point, ou dans quelques cas'sin-
guliers des tangentes en une infinité dénombrable de ‘points
seulement; on doit excepter les substitutions a cercle fondamental
et hypothétiquement d’autres substitutions singuliéres pour les-
quelles la question parait difficile a élucider. Nous nous sommes

,

(') P. MoNTEL, Sur les familles de fonctions analytiques qui admettent des
valeurs exceptionnelles dans un domaine ( Annales de I’Ecole Normale, 1912);
Sur les familles normales de fonctions analytiques ( Annales de I’Ecole Nor-
male, 1016); Sur la représentation conforme (Journal de Mathématiques
pures et appliquees, 7° série, t. 1II, 1917)
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rencontrés dans ces recherches avec plusieurs auteurs qui sont
parvenus en méme temps et indépendamment a des résultats
analogues aux notres, notamment MM. Ritt, Lattés et surtout
M. G. Julia, dont les remarquables recherches ont fait 'objet d’un
Mémoire non encore publié, couronné par I'Académie des Sciences,
et dont les résultats ont été résumés par 'auteur dans diverses
communications (').

Nous avons divisé ce Mémoire en sept Chapitres.

Le Chapitre 1 traite de litération des fonctions rationnelles a
un point de vue purement algébrique. On y établit une relation
fondamentale entre les multiplicateurs des points doubles d’une
méme substitution ¢t qut conduit facilement a cette conséquence
qu’il y a toujours au moins un point double de multiplicateur plus
grand que 1 en module ou égal & 4-1. La méme relation appliquée
aux subslitutions itérées conduit a cette conséquence qu’il y a
toujours une infinité¢ de cycles dont le multiplicateur est plus grand
que 1 en module ou égal a + 1. Bien que ce résultat soit beaucoup
moins précis que celui qui résulte de 'application des théorémes
généraux sur les suites de fonctions analytiques, la maniére
élémentaire dont il est obtenu mérite d’attirer Iattention, et la
méthode pourrait peut-étre conduire a d’autres résultats, Nous
terminons ce Chapitre par I'exposé de quelques remarques se
rapportant aux ¢léments de la théorie des fonctions algébriques et
concernant les domaines invariants.

Le Chapitre II, qui a trait au probléme local de litération,
comprend, aprés rappel des résultats bien connus dus surtout a
MM. Kenigs et Leau, 'exposé de propositions nouvelles concer-
nant les points doubles de multiplicateur égal & 41 ou a une
racine p*™ de l'unité. On y donne une expression asymptotique
précise des fonctions itérées qui conduit a la démonstration de
I'existence d'une solution de I'équation d’Abel et a I'étude des
propriétés de cette solutien.

Le Chapitre 111 est consacré a I'étude des substitutions a cercle
fondamental et de quelques autres qui peuvent étre étudiées d’une
maniére. analogue. On aurait pu abréger cette exposition en

(') Voir notamment : G. JuLiA, Sur les substitutions rationnelles (Comptes
rendus, t. 165, 31 décembre 1917, p. 1098).
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utilisant les théorémes généraux du Chapitre suivant; mais il nous
a paru préférable de conserver cette exposition ¢lémentaire, les
méthodes qui y sont employées pouvant étre utiles dans la solution
d’autres problémes que I'on rencontre dans cette théorie.

Le Chapitre IV contient I'application de la théorie des familles
normales aux fonctions itérées ct a leurs inverses. On y donne les
principales propriétés de I'ensemble parfait carvactéristique ¥ et
on y fait connaitre le moyen, d'ailleurs en théorie trés imparfait,
de trouver les points doubles ou périodiques en nombre limité,
qui sont des points limites de conséiluenlAs de certains domaines.

Le Chapitre V contient 'exposé de certaines propriétés des
domaines relatifs aux points doubles, concernantnotamment I'ordre
de connexion, et diverses applications numériques.

Le Chapitre VI contient les recherches relatives au caractére
non analytique des courbes qui limitent les domaines et a la non-
existence des tangentes a ces courbes. Les démonstrations qui y
sont employées reposent d'une part sur les propriétés de la repré-
sentation conforme, d’autre part sur les propriétés des suites
normales dues a M. Montel, et quelques autres nouvelles qui en
découlent aisément.

Le Chapitre VII est consacré a l'étude des transcendantes
uniformes qui vérifient les équations fonctionnelles de Schrivder
et d’Abel et quelques équations analogues.

On verra que les recherches exposées dans ce Mémoive pré-
sentent encore en bien des points des lacunes que nous ne sommes
pas parvenus a combler, notamment dans 'étude de certains cas
singuliers qui parait beaucoup plus difficile que celle des cas
généraux, et pour lesquels les méthodes employées ne donnent
que des résultats tout a fait insuffisants. 1l est donc a souhaiter
qu’elles soient poursuivies.

CHAPITRE 1.

1. Soit R (z) une fonction rationnelle de degré d (d > 1) (') de
la variable complexe z; si I'on pose

3= R(3), 2p= R(3p—),

(1) Nous Jaisserons de coté en général les substitutions linéaires dont I'itéra-
tion conduit i des résultats simples et parfaitement connus.
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on peut cxprimer 3 en fonction de 5 au moyen de la formule
Zp= R,,(.’.),

R, (5) désignant une fraction rationnelle dont le degré est
exactement d”. Les fonctions R, Ry, ..., Ry, ... sont les itérées
successives de R (). Les points z,, 53, ..., 34, ... s'appellent les
conséquents successifs du point z; en particulier 5, =R (3) est le
conséquent immédiat de s. Inversement 5 étant donné, les points
racines z_, de I'équation R, (y)=1=5 sont les antécédents de
rang n du point 5; ces points au nombre de «* sont distincts
quand 5 est arbitraire. En particulier les antécédents de rang 1
seront-aussi appelés antécédents immédiats de z. On peut écrire :
s_n=R_,(z), R_, (2) étant une fonction algébrique a d" branches
qui est la fonction inverse de R, (3). Par suite de I’existence de
ces valeurs multiples, deux points peuvent donner lieu a un terme
commun dans les suites de leurs conséquents respectifs sans étre
conséquent I'un de 'autre; si deux points 5 et 3 sont tels que
R, (5) =R,.(3') pour deux valeurs. entiéres positives convenables
netn’,on dit qu'ils sont équivalents; c’est en effet la condition
nécessaire et suffisante pour que les deux poinlts 5 et 2’ se déduisent
I'un de I'autre par une substitution du groupe G de substitutions
algébriques qui dérive de la substitution [z]R(z)] et de son
inverse; nous verrons que ce groupe peut étre proprement ou
improprement discontinu; son étude est intimement liée a toutes
les questions examinées dans ce Mémoire. ’
L'un des problémes fondamentaux qui se posent dans I'étude
de Ditération des substitutions rationnelles est la recherche des
figures invariantes par ces substitutions et tout d’abord des points
invariants. Les points invariants ou points doubles de substitution :
zy=R(s), correspondent aux valeurs finies ou infinies de z qui
vérifient la relation 5 =R (z). Pour que le point a l'infini soit
un point double, il faut et il suffit que le degré du numérateur de
R (z) soit supéricur au degré du dénominateur. On appelle
multiplicateur d'un point double 2 un nombre s égal a R'(a)sie

. i . . . , . . L, 3.
est fini, N S e est infini. On vérifie immédiatement que ce
nombre s est invariant relativement-a toute transformation homo-

graphique effectuée simultanément sur les deux variables z, et z,



— 167 —

et plus généralement a toute transformation conforme réguliére et
biunivoque au voisinage du point double. On a d’ailleurs, au
voisinage de a,

Zy—a2a=s5(3—2)+R(z—2)+...

ou, si « est a V'infini,

z l
Syi=—-+k+-+....
£ 3

La condition nécessaire et suffisante pour que le point double «
soit racine multiple de l’éqﬁation R (3) = 5 est que le multipli-
cateur s soit égal 4 + 1. S'il’en est ainsi on aura, au voisinage de
ce point double supposé racine d’ordre ¢ de I'équation R (z) =3,

Zi—a=3z—a—+ k(s —2)T+H ... (k£ 0)

ou, si « est a I'infini,

Le nombre total des points invariants, chacun d’eux étant
compté avec son degré de multiplicité en tant que racine de

R(z) =z, est égal ad 1.

2. Nous allons établir une relation importante entre les multi-
plicateurs des points doubles d'une méme substitution rationnelle.
On peut supposer que le point &l'infini n’est pas un point double.
Nous supposerons,. en outre, que tous les points doubles sont

1
R(z)——z.
Les points doubles x sont des péles simples de ¢ (3) qui, en outre,
s’annule a l'infini. On a donc

distincts. Considérons alors la fraction rationnelle : o (3) =

il A
p(2) = R(z)— 2z =Zz———z'

I I /
m = ;:-l-' En egalapt

. . I . . .
les termes principaux ( en ;) des deux derniers membres, il vient

On trouve immédiatement A —

A==
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ou

d+1

I
E —+1=o0.
§—1

1

Telle est la relation que nous voulions établir.

Une conséquence facile de cette relation est I'existence d’au
moins un point double de multiplicateur plus grand en module
que I'unité. -

Posons, en effet, .

s=u-+1w,

o= — =E+in.
Il s’ensuit
s__ u—1
T urt et —au 1
. - I 1 1, . .
Les relations § = — 5 E> — 5 E< — s équivalent respecti-

vementa: u?—+4¢? =1, u? 4 v?>1, u? + v <1, c’est-a-dire que
la circonférence |s| = 1, I'extérieur et l'intérieur de cette circon-
férence correspondent respectivement dans le plan de la variable ¢

. 1 . \ . s
a la droite & (¢) =— -, et aux demi-plans a droite et a gauche de
cette droite. En vertu de la relation fondamentale, on a

d+1

Se--e

1

Comme d + 1 est au moins égal a 3 (d > 1), les £ ne sont pas
< e e . 5 I s . 3
tous inférieurs ou égaux a — -, car cela entrainerait T{<— S<—r.

On a donc, pour au moins un point double,

I
c9’*(‘:")>—;
ou
[s|>1

Remarquons qu’on peut donner des valeurs arbitraires a tous
les multiplicateurs, sauf un seul qui se trouve alors déterminé par
la relation fondamentale; il peut donc n’y avoir qu’un seul point
double pour lequel |s| soit supérieur a P'unité.
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Sil'on considére les coefficients de la fraction R (z) de degré d
comme des variables indépendantes, les s qui sont des fonctions
algébriques de ces coefficients vérifient identiquement la relation
fondamentale. Si ces coefficients tendent vers des valeurs numé-

riques telles que I'un des s devienne égal a +-1 et par suite ——

infini, 11 y a, en vertu de la relation fondamentale, un autre
multiplicateur qui tend vers -+ 1.

Supposons maintenant que, I'infini n’étant pas un point double,
certains des multiplicateurs soient égaux a + 1. On aura alors

pour la fraction < une décomposition en éléments simples

|
R(z)—
de la forme

I \ t I O a— A—ig— a_y
R(z)—z =2s—| z—a +2ﬂ [(z —qp)'l+ (s —“{’3)‘7)4 Ay p]'

la seconde sommation étant étendue aux points doubles de multi-
plicateur égal a + 1 et 'entier ¢ étant par suite > 1. On en déduit,
entre les coefficients a@_, et les multiplicateurs s différents de 1, la

( '
E -+ E a4+ 1=0.
§—1

3. Considérons maintenant une fonction R, (z), itérée de R (z)
et les points racines de I'équation

relation

Rn(2) = 5.

Soit a un tel point et p le plus petit entier tel que R, (o) = «;
les points «, a;, ..., 2p— sont tous distincts, car si l'on avait
ap = ax, h et k étant plus petits que p, on en déduirait

Rp_n(an) = Rp—n(ax),
c’est-a-dire
Ry (@) = Rp—p+r(a),
‘et comme R, (a) =a:

a=Rpip-n(a) =Rg(a).

Si h>k, ona g=p+k—h < p; dailleurs g2 1. Donc
p ne serait pas le plus petit entier tel que R, (a) = a.
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La suite @, a;, a;, ... est périodique, la période comprenant
p termes et tous les termes d’une période étant distincts. On dit
que les points (a, a,, ...; ap_).forment un cycle d’ordre p. Tous
les points du cycle sont racines de I'équation R (z) = 5. Consi-
dérés comme points doubles de la substitution Z =R, (z), ils ont
tous méme multiplicateur. On a en effet, en supposant qu’aucun
des points « ne soit a !'infini,

s=Rj(2) = R'(2)R'(21) ... R (apmy) = Riy(o) = Rlp(@s) = ...;

le nombre s est le multiplicateur du cycle.

Remarquons que les racines de R,(2) =z se répartissent en
cycles dont les ordres sont des diviseurs de n. En particulier,
parmi ces racines, se trouvent celles de R(z) = z, c’est-a-dire les
points doubles. Soil o un point double de multiplicateur s, de
sorte que,

R(z)=a+s(s—a)+a(z—a)?+... (a # o).
On trouve aisément par récurrence

Ry(z2)=a+s"(z —a)
+ as"—i[l + 714 s2g—1) 4 4 sln—1lq "](z—a)‘1+ .
ou

Ra(2)—z=(s"—1)(2~0a)

“+ ast1[1 4 s 14 s2q-V 4, | 4 s VY-V (5 — )T+ ....

Il s’ensuit que tant que s est différent de I'unité, a est un zéro
de méme ordre de multiplicité pour R(z) — z et R,(3) — 5 (c’est
alors un zéro simple). 1l en est de méme si s =41, car on a dans
ce cas

R (3)—z2= a(z—a)+...,
Ry(3)—z=na(s—a)?+...,

c’est-a-dire que a est un zéro d’ordre ¢ pour ces deux expressions.

Supposons maintenant que s soit une racine primitive de
s"=1 (r>1). Si n n’est pas multiple de r, « est racine simple
des deux équations. Si n est multiple de r, o racine simple de la
premiére équation est racine d’ordre ¢ au moins pour la seconde :
exactement d’ordre ¢ si s¥~'=-1, c’est-a-dire si ¢ —1 est mul-
tiple de r, d’ordre supérieur & ¢, si ¢ — 1 n’est pas multiple de r.
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Si n est un nombre premier absolu, et distinct des entiers r en
nombre limité correspondant aux multiplicateurs des points

. m

S 2T —
doubles qui sont de la forme e ", les zéros de R(zs) — z sont
des zéros du méme ordre de multiplicité de R,(z) — z; les zéros
de cette derniére fonction qui n’appartiennent pas a la premiére

et dont le nombre est d* — d forment alors

- cycles d’ordre n.
On voit donc qu’il y a des cycles de points d’ordre aussi élevé
qu'on le veut, notamment des cycles d’ordre n quand n est un
nombre premier supérieur a une certaine limite.

4. Considérons une fraction rationnelle R(z) telle que R(z)=s
ait toutes ses racines distinctes; soit 7 un nombre premier distinct
des entiers r définis au paragraphe précédent et ¢ le multiplicateur
d’un cycle d’ordre n. Si aucun des ¢ n’est égal & + 1, Panalyse du
n° 2 appliquée a R, () conduit a la relation

I
Z!—-—l s T'EO

la premiére sommation étant étendue aux

cycles d’ordre n,
la seconde aux (d -+ 1) points doubles de multiplicateurs s.

Pour n = 2, on a la relation

dr—d

2 d+1

5 P .
—— +1=0
t—1 st—1 ?
1

1

valable ¢ant gu’aucun s n’est égal a =1, ni aucun ¢ a -+ 1. Multi-
plions par 2 les.deux membres de cette relation et retranchons de

la relation
1
E +1=o0.
§S—1

d +'1

1 1
4 E ' 4—',2 +1=o.
t—1 —s—1
1 1

Cette relation qui a lieu identiquement quand les coefficients de

Il vient
A —d
2

R(z) sont arbitraires conserve un sens quand certains des s
tendent vers +1 et demeure vérifiée, comme nous l’exposerons en
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détail a la fin de ce paragraphe, a condition d’y remplacer s par
~+ 1 un nombre de fois égal a la somme des ordres de multiplicité
des points doubles de multiplicateur <1 en tant que racines de
I'équation R(z) = 3.

Il découle aisément de cette relation (ou I'on suppose £+ 1,
s 7 —1) qu'il y a toujours soit une valeur de ¢, soit deux valeurs
de s supérieures a 'unité en module, soit encore un s égal a <1
et un autre plus grand que 1 en module.

En effet, si 'on a [¢|S1 pour tous les couples d’ordre 2,
aucun s n’étant égal a 41, et unseul s, que nous désignons pars’,
étant supérieur a 1 en module, la relation précédente donne en
égalant a zéro la partie réelle du premier membre

di+d
3
1) O 1 1
1 28(75) + 2A (=) + 8 (=) +o=o
1 1
d*—d

S () B () e (i) oo

P et Q étant des quantités positives ou nulles. Comme d2 2,
d2—-d

21, on tire de 1a

ﬁ(_‘,‘__l>=—x+4§‘-;-

1
.91(-'-—) =2+K,

—s'—1

d*—d
Q)

d

I
+¥i+H

i 2 !
1

H et K étant des quantités positives ou nulles.
D’autre part, la relation fondamentale du n° 2 donne
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On aura donc simultanément

3\(,1 )20.
S —1 .

31( ,l >§2>o.

—_—8 —I1

Ces deux inégalités sont incompatibles. En effet,. en posant
s'=u-1iv, on en déduirait
u—12o0
et
u+1<o,
qui le sont évidemment.
Supposons maintenant qu’il y ait un s égal a 41 (les hypo-
théses t % + 1, s 2 — 1 étant conservées). L’égalité

ar—d

1 . a+1
I I
4 IZJR (':i)* z, R <_$_1>+|=0

montre alors, ainsi qu’il découle de l'analyse du n° 2, qu’il y a
un | ¢| ou un | s| supérieur a 1.

En combinant ces résultats avec ceux du n° 2, on voit en défi-
nitive qu'il y a toujours soit deux points doubles distincts,
soit un point double et un couple periodique d'ordre 2 dont
les multiplicateurs sont superieurs a 1 en module ou égaux
a*u.

Supposons maintenant que n soit un nombre premier quel-
conque distinct des entiers r considérés plus haut. On ala relation

dn - d

n d+1
S LI R
i t—1 sr—1 -
1 1
si aucun des s ni aucun des ¢ n’est égal a + 1. Il s’ensuit, comme
nous allons le voir, que pour n suffisamment grand, il y a au moins
un ¢ supérieur en module a I'unité; car en égalant a zéro la partie

réelle du premier membre, on a

dr—d
n d+1

nZ.ﬂ(T_'tT)—f—Zm(’nl_l)q—x:o.
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Le second terme du premier membre reste borné quel que
I
sh—1

soit n; car la partie réelle de tend vers — 1 pour ~ infini

. , . . t 1 .
Sl |s| >>1, vers z€ro si |s | <1 et est constamment egale a — 2 S1
l's] =1; on a donc, quel que soit n,

d+1

—A<213\<s“—_'_l)+x<+A,

A étant fixe. Si tous les | ¢] étaient inférieurs & 1, on aurait

dn—d
. 1 dr—d
XA () <= (55
1

en valeur algébrique; et par suite

dr—d

2

<-’\1

. . . . dr—d . .
ce qui est manifestement impossible, tendant vers infini

avec n. Ainsi donc, si une substitution rationnelle n’a que des
points invariants distincts, elle posséde des cycles d’ordre r dont
le multiplicateur est plus grand que 1 en module ou égal a +1,
pourvu que 2 soit un nombre premier suffisamment grand.

Nous allons montrer que la conclusion subsiste quand la subs-
titution a des points invariants confondus, c’est-a-dire de multi-
plicateur égal a 4 1. En effet, si d’abord les coefficients de R(z)
sont arbitraires, on a les deux relations

dn—d
n d+1
1 N _
" 2 t—i +25"—1 =0
1 1
d+1
1
v—— +1=0
hd S —1 ’
1
d’ou l'on tire
dn_ |
n d+1
l

L L
DN RN ACE S
1 1 ‘
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en posanl
I I

Bus)= A= — L L.

—1 ns—iI1

B.(s) n’a pas de pole en s=1; sa valeur en ce point est égale

N n-—I1
a —

2n )
L’identité qui précéde ayant lieu quand lés coefficients de R(z)
sont arbitraires subsiste quand certains des multiplicateurs s
deviennent égaux 4 +1, en tenant compte de ce que ces valeurs

de s sont multiples. En égalant a zéro la partie réelle du premier
membre, on a

d"—-tl
d+1

2.«1( >+2J\[{3,,(s)]+l—};=o.

On voit facilement que R[3,(s)] tend vers zéro si |s|>1,
vers — 1 si [s| <1, et vers'— é si |s| =1, lavaleurs =—1 n’¢tant
pas exclue. L’analyse précédente montre alors que lorsque n
dépasse une certaine limite, il y a au moins une valeur de | ]| >1,
la-conclusion n’étant en défaut que s'il existe un ¢ =—1.

Il importe de justifier d’'une maniére précise le remplacement
de s par 41 dans la derniére formule, lorsqu’il y a des points
invariants confondus. Soit R(5) une fraction rationnelle telle que
I'équation R(z) =5 admette la racine 5=o0 avec un ordre de
multiplicité égal & ¢ > 1, de sorte que

R(z)=s+ast+ bsa+th4 ..

Remplacons R(z) par R(z)—+ A, X étant un paramétre arbi-
traire; R, (z) devient R, (3, 1), fonction rationnelle de s et de 2,
Les racines des équations

Ru(z, \) =3 et R(s)+A=3

sont des fonctions algébriques de A qui sont bholomorphes
pour A = o si les expressions

'%[R”(Z,)\)——z] et d—i[R(z)+)\_z]

ne sont pas nulles pour X = o, c’est-a-dire si les multiplicateurs ¢
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et s sont différents de 1 pour A =o0; s'il en est ainsi les multi-
plicateurs des points doubles et des cycles d’ordre n, pour A quel-
conque, ayant pour expressions

SRa(s M) et L[R(5)+A] = R(s),

sont également des fonctions holomorphes de 2, continues par
conséquent pour A= o.

Considérons maintenant le point double 5= o, racine d’ordre ¢
de Véquation R(z)=23. Pour X\ infiniment petit, 'équation
R(z)+ ) = 3, c’est-a-dire

AN+az?+bzi+h4 ., =o0

admet ¢ racines infiniment petites, formant un cycle et dévelop-
1

pables suivant les puissances de N,

A 2
=AM+ BN + ....

Les multiplicateurs correspondants ont pour expression

At
s=R(2)1+qazt-t+(g+ h)bzi+i—14 . . =14+( )N T +....

Ces ¢ multiplicateurs prennent la valeur 1 et sont continus
pour A= o. On voit par la que le passage a la limite effectué au
cours de ce paragraphe est légitime a condition de remplacer s
par + 1 dans les formules un nombre de fois égal a

q+q'+q"+ ...,

g, 9’y q", ... étant les ordres de multiplicité des divers points
doubles de multiplicateur + 1, en tant que racines de R(z) =1z.

Il est donc démontré dans tous les cas qu’il existe une infinité
de cycles dont les multiplicateurs sont supérieurs a Uunité en
valeur absolue ou égauxr a + 1. Nous démontrerons plus tard
un théoréme beaucoup plus précis, a savoir qu’il existe seulement
un nombre fini de cycles dont les multiplicateurs sont au plus
égaux a lunité en valeur absolue; mais ce dernier résultat ne
pourra étre obtenu que par des méthodes transcendantes, a savoir
par l'application des théorémes récents concernant les suites de
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fonctions analytiques. Le résultat démontré ici, qui nous servira
d’ailleurs pour les développements ultérieurs, a été obtenu au
contraire par une méthode algébrique élémentaire qui serait
peut-étre susceptible d’étre poussée plus loin.

5. Nous allons aborder maintenant une autre recherche éga-
lement trés élémentaire, & savoir celle des points qui n’ont qu'un
nombre limité d’antécédents. Soit @ un tel point et R(z) la
fraction rationnelle considérée, Il est’clair que a est un point
périodique, car @ ayant deux antécédents de rangs différents p
et p + q qui coincident, on aura

Rp+q(a—p+ll) =a,
Rpiq(a_p)=Ry[Rp(a-p)] = Ry(a). :

Comme a_,=a_,_4, on a aussi : a = R, (a), c’est-a-dire que @
est un point double de substitution [ 3[S(z)], en posant

S(z) = R,(3).

Cette derniére substitution donne lieu a une chaine d’antécédents
de a que nous désignerons encore par

a QA-yy, A3y ..oy Qopy 4.,y

et dont chacun est un antécédent immédiat de celui qui est écrit
a sa gauche, c'est-a-dire que 'on a

S(a-n) = a—(n-n,
d’ou Pon déduit

Sip(@-n) = a—n-ny (k=1,2,...,n).

Les antécédents distincts de @ étant en nombre limité, on

aura
o A-p = A—p—q (g21),
ou
Sp+g-1(a—p) = Sprg-1(a—p—q).

Or on a évidemment

Spra-1(a-p) =Sg—1[Sp(a-p)] = S4-1(a) = a,

. Sp+g—1(a-p-q) = a—,.
Par suite,
a=a—;.

XLVII. 12
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Donc tousles antécédents immédiats de @ sont égaux aa. Si l'on
fait en sorte, par une transformation homographique préalable,
que a soit le point a l'infini, ’équation S(z) = o0 n’ayant que des
racines infinies, S () est un polynome.

Nous sommes donc ramenés a traiter le probléme suivant :

Trouver les fonctions rationnelles R(s) dont lune des
itérées Ry(s) est un polynome.

Si R(2) n’est pas un polynome, soit & un pole de R(z) a dis-
tance finie. En vertu de I'identité

R[{R4-1(5)] = S(3) = polynome en z,
I'équation
. Ry i(2)=mw
entraine
S(s)== et 3=r,

Il s’ensuit que la fraction rationnelle ne devient

1
R(I_i (,Z) —
mnfinie que pour s infini; c’est donc un polynome P(z), et 'on a
R 2) =+
’I—i( ) " P(Z)
Si R(z) avait un autre pole =’ a distance finie, on aurait

I '

R,,_,(z)zm—f—m =B

I

—+

P'(3)
I étant un autre polynome, ceci est impossible, car on en dédui-
rait '
, P(z)—P'(z)
- = "7,

Piz)P'(z)

P et P’ n’étant pas des constantes, le degré du numérateur au
second membre est inférieur a celui du dénominateur; I'égalité ne
peut avoir lieu que si les deux membres sont identiquement
nuls; v =w'. R(35) a donc un péle unique a distance finie, etl’on

peut écrire

A
R(S): Zz—_-‘m -+ B,

A et B étant des polynomes en s dont le premier est de degré
inférieur a A. On voit que B est une constante, sinon l'infini serait
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un point double de la substitution Z=R(z) et de toutes ses
itérées, en particulier de Z = R,,_, (z), ce qui est incompatible avec
Y. [ 1 . .
I'égalit¢t Ry_ (3) =w+ e quidonne Ry_; (x0) =w.
Nous allons voir que A est aussi une constante. On a, en effet,

Ry_1[R(3)] = 8(z) = polynome en z.

En intervertissant le réle des fonctions R et R,_, dans le raison—
nement fait plus hauat, on voit que R,_ |( ) a un poéle unique p
distance finie, et que de plus

R(z)=p+
A
Q( =) étant un polynome. En égalant les deux expressions obtenues

pour R(s), on a
1 A

+——=—————'+B,
PTG T Gowr

ce qui donne pour 5 =«
p =B,

et comme A n’est pas divisible par (5 — w), on obtient ensnite

A = const.

On a donc
A

R(Z):m—hp.

Mais on a aussi pour R;_,(3), qui admet le pole unique p a dis-
tance finie, 'expression suivante, ou C et D sont des polynomes :

C
Ry-i(2) = Gop D,
C étant de degré inférieur a & et non divisible par z — 5. En éga-
lant les deux expressions de Ry_(3), on a
C 1
Goer TP Ry
En faisant 2=, on voit que D est égal a la constante m; il
s’ensuit que C est aussi une constante. On a finalement

A
R (z)=(z_m)h+P,
. A
Rg-q(2) = (—z-_—"W -+ @,
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A et C étant des constantes. L’identité

Rg-1[R(2)] = R[Rg-1(3)]
donne alors

A G
i F—pM o=z (E—w)+w.
On en déduit, en égalant dans les deux membres les termes

en z* et z*=1 (il n’y a pas lieu de s’attarder au cas banal
ou k=h=1),

A _C
i = %’
m=p.

Nous obtenons.finalement I’expression de R(z) :

R(z) = G—a) +©

ou
R(z)—wm = (z_—AEyT/:

Sous cette forme, il est évident que les itérées d’ordre pair
de R(z) sont des polynomes, tandis que les itérées d’ordre impair
admettent le péle s = w.

11 suit de la facilement qu’étant donnée une substitution ration-
nelle Z=R(z), tout point a admet une infinité d’antécédents,
sauf dans les cas suivants : 1° si la substitution se raméne a la forme
polynomiale, il y a un point : le point a I'infini, qui est confondu
avec tous ses antécédents; 2° si la substitution se rameéne ala
forme Z = Az™, il y a deux points o et « jouissant de cette méme

propriété; 3° si la substitution se rameéne a la forme Z = A ilya

zm

deux points o et o formant un cycle d’ordre deux qui constituent
Pensemble des antécédents de chacun d’eux.

6. Nous aurons a faire intervenir fréquemment, dansles Chapitres
suivants, les points critiques des fonctions inverses R_, (). Nous
allons montrer que ces points sont les conséquents jusqu’au
rang n —1 inclus des points critiques de la fonction R_, (z). En
effet, les points critiques ¢ de R_,(z) sont les valeurs de c pour
lesquelles I'équation R (5) = c a deux racines égales. De méme les
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points critiques de R_,(3) sont les nombres ¢’ pour lesquels
’équation
R,(3)=R,-[R(3s)]=¢
a deux racines égales. Cette derniére équation équivaut au sys-

téeme
Ruy-i(z) =¢,

R (z3)= 2.

Elle aura une racine double si I'une ou 'autre de ces deux équa-
tions a une racine double ; si c’est la seconde, z est confondu avec
un point critique ¢ de R_;(3) et I'on a

¢'= Rp-1(c).

Si c'est la premiére équation qui a une racine double, ¢’ est un
point critique de la fonction R_,_)(z). Il s’ensuit que si la pro-
position énoncée est vraie quand on remplace n par n — 1, elle esl
encore vraie pour n, car les points critiques de R_,(z) sont alors
les points : ¢, R(¢),..., R,_s(¢) et R,_,(c). Or, pour n =1, la
proposition est une simple tautologie; elle est donc générale.

Nous aurons a compléter ces remarques au sujet des points cri-
tiques, mais auparavant nous devons donner certaines définitions
et propriétés simples concernant les domaines invariants par une
substitution rationnelle. Soit D un domaine connexe et ouvert, c’est-
a-dire un ensemble de points bien enchainé et n’ayant que des
points intéricurs; les points frontiéres de D sont les points qui,
n’appartenant pas a D, sont limites de points de D; si z
décrit D, 5, =R(s) décrit D, qui est aussi un domaine connexe
et ouvert (la démonstration est immédiate); les points frontiéres
de D, proviennent des points frontiéres de D, la réciproque n'étant
pas toujours vraie (& moins de considérer D, comme étendu sur
une surface de Riemann a feuillets distincts). Si D et D, coin-
cident, on dit que D est invariant par la substitution [s|R(3)].
Nous n’aurons a considérer par la suite que des domaines invariants
a frontiére invariante, c’est-a-dire tels que R(&) soit point fron-
ticre de D s'il en est ainsi de §. Nous supposerons dorénavant, pour
simplifier les discussions, que cette condition est réalisée.

Nous allons définir maintenant la fonction inverse de R(z) res-
treinte a D; c’est, pour chaque point 5 de D, I'ensemble des
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valeurs de la fonction R_, () dont les points représentatifs sont
cux-mémes intérieurs a D, les diverses valeurs de cette fonction,
que nous désignerons par R®|(z), se permutant entre clles par
cheminement le long de lignes fermées intérieures a D; cav si b
ct U’ sont deux valeurs de cette fonction au point @, on a

R(b)=R(¥) = a;

b ev b/, élant intérieurs a D, peuvent étre joints par une ligne
simple L intérieure a D; 5 décrivant L, 5, = R(z) décrit L, éga-
lement intérieare & D qui se ferme en a; inversement, s décrivant
le chemin fermé L, dans D, la fonction R®}(z), qui prend en a la
raleur b prolongée analytiquement le long de la ligne L,, prvndra
la valeur 4" a 'extrémité de’cette ligne parcourue en entier. Réci-
proquement, si nous partons de a avec la détermination b de R_, (5)
(b étant intérieur a D), tant que s décrit des chemins intérieurs
aD, il en est de méme du point z_,=R_,(3), sinon s_, attein-
drait la frontiére de D et il en serait de méme de 3, puisque nous
supposons la frontiére invariante.

Il s'ensuit que la fonction R®(5) posséde v valeurs, v ¢tant
indépendant de z, et ces v valeurs étant celles qui s’obtiennent
a partir de I'une des valeurs de la fonction en un point de D par
prolongement analytique le long d’'un chemin quelconque inté-
rieur a D. Si l'on considére maintenant la fonction R, (3) qui
transforme égalemént en eux-mémes le domaine D et sa frontiére,
la fonction inverse restreinte & D posséde v valeurs: on a, en
outre, I'identité

Rg»ll{»ll’)(z) = R‘—'Z [R(—Dr)l'(z)]’
en attribuant dans le second membre aux fonctions R?, et R™,
leurs diverses valeurs en nombre v* et v*' respectivement.

Les points critiques de la fonction R™®}(z) sont les points ¢ inté-
rieurs a D et tels que I'équation R(5) = ¢ ait au moins deux points
racines confondus et intérieurs a D. Méme observation pour la
fonction R'®, (). 1l résulte de 1a et du raisonnement fait au début
de ce paragraphe que les points critiques de la fonction R, (z)
sont les conséquents jusqu’au rang n ——1 inclus des points cri-
tiques de la fonction R¥®( 5).

Nous allons introduire maintenant une notion également utile
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pour les développements des Chapitres qui suivent, celle de
domaine complétement incariant; nous appellerons ainsi un
domaine qui non seulement est invariant par la substitution consi-
dérée, mais encore contient tous les antécédents de chacun de ses
points. Un domaine complétement invariant est toujours a fron-
tiére invariante. Nous allons ¢tablir que, si un domaine compléte-
ment invariant est simplement connexe, il renferme toujours au
moins d — 1 points critiques de la fonction R_, (5). Laissons de
coté les cas faciles ou D contient tout le plan ou bien posséde un
point frontiére unique. On peut supposer que D ne contienne pas
le point a I'infini; 1l s’ensuit que R(5) n’a pas de poles intérieurs
aD. Si a est un point intérieur a D, on peut tracer dans D un
contour fermé simple € (constitué si 'on veut par un arc régulier
et sans point double de courbe analytique) comprenant a a son
mtérieur et dont tous les points sont aussi rapprochés qu'on le
veut de la frontiére de D; on peut, pour s’en convaincre, utiliser
la représentation conforme de D sur un cercle de rayon 1 en pre-
nant pour € la courbe qui correspond dans D a une circonférence
de rayon 1 — ¢ concentrique au cercle représentatif; ou encore
faire un raisonnement direct en regardant D comme limite de
domaines limités par des arcs de cercle. Ceci posé, je dis.que si €
est suffisamment voisin de la frontiére, toutes les branches de la
fonction R_, (5) se permutent circulairement sur €. Dans le cas
général, les diverses branches d’une fonction algébrique, quand le
point représentatif de la variable décrit un contour fermé, forment
un certain nombre de cycles distincts et les valeurs correspondant
4 un méme cycle se permutent circulairement entre elles quand la
variable revient a son point de départ. Soit un cycle d'ordre v des:
valeurs de R_(5) sur € auquel il correspond une courbe €,
décrite par le point représentatif de R_, (z) et qui se ferme quand =
a décrit v fois € dans le méme sens; il résulte du caractére com-
plétement invariant de la frontiére et de la continuité des fonctions
algébriques que les courbes €_, tendent uniformément vers la
frontiére en méme temps que €. Considérons maintenant les
divers points racines a_, de I'équation R(5)=a; ils sont inté-
rieurs a D et peuvent étre joints deux a deux par des lignes 2
intérieures 3 D dont la distance a la frontiére est supérieure au
nombre positif ¢; comme on peut supposer que tous les points du
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contour fermé €_, sont a une distance de la frontiére moindre
(ue g, ©_, ne rencontre pas les lignes A; les points a_, sont donc
tous intérieurs ou tous extérieurs & €_,; or, quand 5 décrit une
fois ©_,, R(z) décrit v fois de suite dans le méme sens le contour
fermé € qui renferme a a son intérieur; 'argument de R(s) —a
a donc varié de 2v= et, puisque R(5) — a n’a pas de poles dans I;
on en conclut que le nombre des zéros de cette fonction a l'inté-
rieur de €_, est égal a v; comme on a v21, il faut donc que tous
les points a_, soient intérieurs au contour &_,; donc v=d et
toutes les branches de la fonction R_, () se permutent circulaire-
ment entre elles le long de €.

Supposons maintenant que R_; () n’ait que des points critiques
simples autour desquels se permutent seulement deux détermina-
tions de cette fonction, ce qui est le cas général. Appelons A le
domaine limité par € et intérieur a D, puisque D est simplement
connexe; a partir de chacun des points critiques de R_,(s) con-
tenu dans A, tracons une coupure s’étendant jusqu’au contour € :
quand on traverse une coupure, deux branches w; et u; de la fonc-
tion sont permutées entre elles; on dit que la coupure a le carac-
tére (ik). Soient L, ..., L, les diverses coupures écrites dans
Pordre ou se succédent leurs points de rencontre avec € décrit
dansle sens direct. Soit T = (¢4, ky) (é3,ka) . .. (ip, kp)le tableau des
caractéres de ces coupures. On peut (') changer le tracé 'des
coupures de maniére a ramener le tableau T a la forme canonique

T =(1,2(2,3)h...(d—1,d )i,

les %; étant des entiers positifs ou nuls. Ces entiers sont impairs,
car, s1 A, était pair, en décrivant © avec la détermination initiale u,,
on retrouverait ¥, comme détermination finale aprés un tour com-
plet et il n’y aurait pas permutation circulaire des «; sur €. A, étant
impair, il en est de méme de )., sinon en décrivant € avec la déter-
mination initiale «, on obtiendrait #, comme détermination finale
et réciproquement, de sorte que les deux valeurs u, et «, forme-
raient a elles seules un cycle sur 2. % et o étant impairs, il en est
de méme de )., sinon les trois valeurs wu,, s, u, se permuterfnient

(1) C. JorDAN, Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique, t. II, 2* édition,
P. 357-561.
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circulairement sur &, et ainsi de suite. Il y a donc au moins
d — 1 coupures distinctes et de caractéres distincts, donc au moins
d —-1 points critiques distincts dans A et a fortiori dans D.

Si les points critiques de R_, () ne sont pas simples, la conclu-
sion subsiste, un point critique auquel correspondent différents
cycles de racines d’ordres v, v',v’, ... respectivement étant regardé
comme la réunion de (v — 1) 4 (v'—1) 4 (v'— 1) 4-...— points
critiques simples. 11 suffira pour s’en convaincre de faire varier infi-
niment peu les coefficients de R (), ce qui fera varier infiniment
peu la position des points critiques sans modifier la propriété que
possédent les branches de R_,(z) d’étre toutes permutées entre
celles sur e.

Le nombre total des points critiques de R_, (=) étant 2 (d — 1),
il résulte de la qu’il ne peut exister plus de deux domaines sim-
plement connexes et complétement incariants par la substitu-
tion [z|R(3)], si on laisse de coté les domaines qui n’ont pas plus
d’un point frontiére. Ce résultat est fondamental pour la suite.

Considérons maintenant le cas ou le domaineD est invariant par
une certaine puissance de la substitution donnée, de sorte qu’en
appelant Dy, D, ... ses conséquents successifs on ait D =D,
D,=D,,., ...; 'ensemble des domaines D, D,, ..., D,_, forme
alors un cycle de domaines invariant; nous supposerons toujours
que les frontiéres de ces domaines ont le méme caractére d’inva-
riance que les domaines eux-mémes. Quand 5 est intérieur a 'un
d’eux, D par exemple, il y a des branches de R_, (z) dont les points
représentatifs sont intérieurs 4 D,_,; ces diverses branches, dont
le nombre est indépendant de la position de z dans D, sont celles
qui se déduisent de I'une d’entre elles par prolongement analytique
le long des chemins intérieurs & D; on définit ainsi la fonc-
tion R_,(5) restreinte a D,_, et 'on passe aisément de la a la défi-
nition de la fonction R_,(3) restreinte au domaine D,_s, A étant
le reste de n (mod p); les points critiques de cette derniére fonc-
tion dans D sont les conséquents jusqu’au rang 7 — 1 des points
critiques des fonctions restreintes R_,(s) correspondant aux divers
domaines D,. Prenons par exemple n = 4, p = 3. Les points cri-
tiques intérieurs a D de la fonction restreinte R_,(z) sont les
points- ¢, Ry(¢), R(¢")y et Ry(c’) en appelant ¢, ¢/, ¢’ les points
critiques des fonctions restreintes R_, (z) quand z varie successi-
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vement dans les domaines D, D, D, qui forment un cycle
d’ordre 3. La notion de domaine complétement invariant s’étend
d’elle-méme a un cycle de domaines. Il est clair par ce qui précede
que si un cycle de domaines d’ordre p est complétement invariant
et formé de domaines simplement connexes, p ne peut avoir que
les valeurs 1 ou 2; car les domaines simplement connexes
D, Dy, ..., D, , sont complétement invariants par la substi-
tution | 5| R, (3)]; leur nombre ne peut donc surpasser deux.

Les notions de domaine invariant ou complétement invariant
s’étendent sans difficulté a des ensembles quelconques. On verra
sans peine qu'un ensemble invariant ne comprenant qu'un nombre
fini de points est formé par la réunion d’'un nombre fini de cycles.
Un ensemble cdmplétement mvariant et ne comprenant qu’'un
nombre fini de points est formé d'un ou de deux points exception-
nels (n° 3).

CHAPITRE 1I.

7. Nous étudierons dans ce Chapitre les valeurs limites des
fonctions itérées au voisinage d’un point double quand I'indice
d’itération croit indéfiniment; nous ne supposerons pas, en
général, que la fonction dont on fait I'itération soit rationnelle,
mais seulement holomorphe au voisinage du point double,

Nous devons rappeler tout d’abord les résultats relatifs aux
points doubles de multiplicateur inférieur en module a I'unité et
que nous appellerons points doubles attractifs, en renvoyant
pour plus de détails aux Mémoires déja cités de M. Keenigs. Soit «
un point double attractif au voisinage duquel R(3) est dévelop-
pable en série de Taylor :

R(z)=a~+s(s—z)+( )(z—2)2+... (]s]<r).
Il existe un nombre p > o et un nombre k& compris entre |s| et 1
tel que I'inégalité | 5 — a| < o entraine
IR (3) —a| <k |3—2],
| Ru(2) — 2| < k#| 5 — 2],

Il s’ensuit que s étant intérieur au cercle y de rayon p et de
centre a, son n'*™ conséquent tend uniformément vers « pour
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Ru(z)— 2 o !
——"—%— tend uniformé-

n infini. En outre, si s o0, le rapport

ment vers une fonction F (3) holomorphe dans v et vérifiant
I'équation fonctionnelle de Schrider

F[R(z)| = sk(z)

avec les conditions F(z)=o0, F'(2)=1. Le changement d¢
ariable + = F(3), qui équivaut a une représentation conforme ct
biunivoque au voisinage de s = o, permet de ramencr la substitu-
tion 5, =R (3) a la forme canonique ¢, = st. On déduit de la

tw=F[R,(5)] = snt.

Le groupe des substitutions linéaires ¢, = s*¢, étant propre-
ment discontinu dans tout domaine borné ¢ui ne renferme pas le
point ¢ = o, on en déduit que le groupe G (n° 1) est improprement
discontinu dans toute couronne comprise entre deux cercles de
rayon suffisamment petit. 11 en est de méme dans tous les
domaines antécédents de ce domaine coronal.

Considérons maintenant le cas d’un point double de multiplica-
teur nul. On peut, par une transformation linéaire simple, ramencr
la substitution a la ferme

3y = 37+ azi+"+...= R(3) (g >1),

le point double étant a I'origine. Considérons alors un cercle y

ayant son centre a 'origine et de rayon assez petit pour contenir i

son intérieur les conséquents de tous les points et pour que,,

’autre part, la fonction R(z) n’y posséde pas d'autre zéro que
1

Porigine. Les fonctions [R,,(;)]’F sont alors holomorphes dans ce
cercle ; le radical est choisi de maniére que le terme principal a
I'origine soit égal a 5. Je dis que ces fonctions convergent unifor-
mément vers une fonction limite holomorphe dans y. Posons, ¢n
cftet,
L 1
Up = [ Rn(z)]q" = 5,7,";

1
Upyy = [Rn+1(3)]1/"+l= [R’/ (%n).

11 vient

N, L
Unir _ [_L RJ(;,,)J'/" = [U(zn))7
Sn

Up
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en appelant H () la fonction holomorphe
.
TR (2)= z
SR (s) =1+ 15+

D’autre part, on a évidemment

i=n
Upi1 = 3 II gk H (H (~1)]I/
i=0 i=0

Il suffit donc de prouver la convergence uniforme du produit

1
infini dont le terme général est [H(s,,)]’/—", ou, ce qui revient au
méme, de la série dont le terme général est —‘—”log[H(zn)], en pre-
nant la détermination du logarithme qui est nulle a l'origine.
Comme 5, tend uniformémerit vers zéro quand 5 est dans v et
qu’il en est de méme de H(z,), on aura, & partir d’'un certain
rang 7',
|H(5n)—'|<.':'

et
|H(z,) — 1| < A|3z,] (A, constante positive).

ar | o !
Comme on a pour || < -
[log(r +w) | <|w|+|w]+]|w]P+...<2|w]|

il s’ensuit que
|logH(2,) | < 2A | 5]

. L. 2A ,
Or la convergence uniforme de la serneZ— | 7 | se démontre
n

immédiatement, les | z, | étant bornés dans leur ensemble et méme

décroissant plus vite que les termes d’une progression géomé-

trique convergente. On voit finalement que la suite des fonctions
l .

[R.(3)]”" converge vers une fonction holomorphe dans v dont le
développement en série de Taylor autour de I'origine commence
par un terme égal a 3. Si ® (3) désigne cette fonction limite, on a

#[R()] = lim [l:&;l):]’lL",

v L
d>'7(z)=lim§ R(3) ’/"“% =Iim[R(:)]’/",

n=w n+1 n=wl] n-+1
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d’ou
P[R(3)] = ¢7(3).

L’existence de cette fonction ®(z) semble avoir été démontrée
pour la premiére fois par M. Bittcher; elle joue un réle analogue
a celui de la fonction de Schridder pour le cas de s£ 0. Sil'on
pose ¢t = ®(z), on obtient une représentation conforme et biuni-
voque d'un cercle de centre O du plan des 5 sur un domaine du
plan des ¢ entourant l'origine et la substitution z,=R(z) se
trouve ramenée a la forme canonique : ¢, = ¢?. On peut appeler
points associés deux points qui ont méme conséquent de rang n;

2imN
dans le plan des ¢, les associés d’un point ¢ sont les points te T
qui, lorsqu’on donne aux entiers N et n toutes les valeurs posi-
tives, forment un ensemble dense sur toute la circonférence de
rayon | ¢| ayant son centre a I'origine. Sil'on revient au plan de
la variable z, on voit que, dans un certain domaine entourant I'ori-
gine, les associés d’un point sont denses sur une courbe fermée
analytique passant par ce point. Comme deux points associés sont
équivalents par rapport au groupe G (n° 1), il s’ensuit que ce
groupe est improprement discontinu dans un certain domaine
entourant l'origine et, par suite, aussi dans tous les domaines
antécédents, c’est-a-dire en définitive dans tout domaine fermé
dans lequel les R,(z) convergent uniformément vers un point
double de multiplicateur nul. Il y a donc a ce point de vue une
différence essentielle entre les points doubles de multiplicateur
nul et les points doubles attractifs de multiplicateur non nul.

Nous donnerons maintenant quelques indications sur les courbes
analytiques invariantes passant par un point double attractif. Si le
multiplicateur n’est pas nul, on est ramené a chercher les courbes
analytiques invariantes par la substitution ¢, = st, et passant par
Porigine; si s est réel, les droites passant par I'origine répondent
ala question et ce sont les seules courbes réguliéres a I'origine
qui jouissent de ces propriétés. Il leur correspond dans le plan de
la variable s un faisceau de courbes analytiqﬁes passant par le
point double, réguliéres en ce point et invariantes par la substi-
tution 3, = R(z). Si, au contraire, s est imaginaire, il n’y a pas
de courbe réguliére au point double qui réponde a la question,
mais seulement des courbes analytiques pour lesquelles ce point
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est un point singulier isolé; les plus simples sont celles qui cor-
vespondent aux spirales logarithmiques du plan de la variable ¢
représentées par 'équation ¢=s*¢,, ou ) désigne une variable
réelle et ¢, un point fixe quelconque; les courbes correspondantes
du plan des s sont également des spirales ayant le point double
pour point asymptote.

Dans le cas de s = o, on est ramené a I'étude des courbes inva-
riantes par la substitution ¢, = ¢¢. Il y a ¢ — 1 courbes réguliéres
a Porigine, qui répondent a la queétion; ce sont les droites d’ar-
N=
—1
riantes ayant origine pour point asymptote et dont 'équation en

gument 7= Iy a, en outre, des spirales logarithmiques inva-

coordonnées polaires est
INT

¢ étant une constante réelle arbitraire, N un entier auquel il suftit
de donner les valeurs o, 1, 2, ..., ¢ —2. En revenant a la
variable z, on conclura a V'existence de ¢ — 1 courbes analytiques
invariantes, réguliéres au point double et dont les tangentes en ce
point forment un faisceau isogonal; ce sont les seules courbes
invariantes qui soient réguliéres au point double. 11 y a, en outre,
g — 1 faisceaux de courbes spirales invariantes ayant lé point
double pour point asymptote et dont les équations s’écrivent sim-
plement a P’aide du module et de 'argument de la fonction ®(s).

Considérons maintenant un cycle de points (2, a,,..., %p_;)
de multiplicateur plus petit en module que I'unité ; soient 8 un petit
domaine circulaire de centre a; 3,, 8;, ... les domaines consé-
quents qui entourent respectivement les points a;, 2, .... Sile
diamétre de 8 est suffisamment petit, les domaines ¢, 8,, 85, . ..
sont emboités les uns dans les autres; il en est de méme de c,,
8piy Bpyts Bapyry. .. €t en général de 84, 8pys, S2pyh, ... En

. N : , 1
outre, le diamétre de. &, tend vers zéro avec o de sorte que s

étant intérieur a P'un des domaines 8, 8, ..., 8p_y, R,(3)
converge périodiquement et uniformément vers le systéme des
p constantes (&, &y, ..., %p_y). Si le multiplicateur n’est pas nul,
on démontre qu'il existe un systéme de p fonctions holomorphes
respectivement dans les domaines S, 8,, ..., Sp_, et de dérivées
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non nulles en ces points qui vérifient les équations fonctionnelles

F[R(z)] = R'(«)F,(32),
Fi[R(2)] = R'(z)F2(3),
r, [n( )] = R'(22) F3(3),

FP“I[R(‘)] R’ (Vp-—-l)r\z)v
d’ou
F[R,(2)]=sF(z) [s=R'(2)R'(m)....R'(2p)]

Tout ceci suppose R(s) définie et uniforme dans tout le plan,
par exemple rationnelle. Ce résultat se déduit facilement de l'exis-
tence de la fonction de Schrioder dans le cas d'un point double,
en remarquant que les points «, «,; ... sont des points doubles

de la substitution |5 | R,,(;:)]

8. Nous allons maintenant étudier I'itération d’une substitution
uniforme dans le voisinage d’un point double de multiplicateur
égal en module al’unité, en commencant par le cas le plus simple,
celui de s =+ 1. Cette étude a été faite par M. Leau dans sa
Theése; nous allons reprendre son analyse sous une forme diffé-
rente et compléter sur beaucoup de points les résultats obtenus
par cet éminent géométre.

Soit & un point double au voisinage duquel on a

=R(3) =3+ R(2) (3= 2) +....

Nous nous placerons d’abord dans le cas ou R’(x) n’est pas
nul (condition dont on démontre bien facilement le caractére
d’invariance) et pour plus de commodité nous supposerons o
rejeté a l'infini par une transformation homographique préalable.
On aura alors

b ,
z,=z+a+-z—+... (as£o0).

On peut toujours orienter les axes de maniére que a soit réel
et positif. Enfin il y a intérét a étudier le cas un peu plus général
ou la substitution est de la forme

5= 34 a4+ ${(3),
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¥ (5) étant une fonction qui peut avoir un point critique a Uinfini,
mais telle que
[d(2) | < T-:F (G, v : constantes positives).

En outre l'infini est pour cette fonction un point singulierisolé.
Soit r le rayon d’un cercle T de centre O tel que ¢(z) soit holo-
morphe et uniforme dans le domaine D extérieur a ce cercle ou
'on a tracé une coupure allant du point 5 = — r a Iinfini négatif
suivant I'axe réel. Soit 5 un point de ce domaine et cherchons a
quelle condition les conséquents successifs de s y seront encore
contenus. Appelons p le module maximum de $(z) dans ce
domaine; si p est suffisamment grand, on aurap < @, ce que nous
supposerons. Le point z, est a U'intérieur d’un cercle de centre
5+ a et de rayon p; z est extérieur a ce cercle. Si ce cercle est
intérieur au domaine ®, le point z, se trouvera a l'intérieur d*un
deuxiéme cercle ayant pour centre z + 2a et pour rayon 2u; en
général, le point z, sera intérieur au cercle de centre 5+ na et
de rayon np, pourvu que tous les cercles précédents soient inté-
vieurs 3 ®. Tous ces cercles sont compris dans P’angle des deux
demi-droites issues du point z et faisant avec Oz un angle aigu «

dont le sinus est égal a g (fig. 1). 11 suffit, pour que la condition

cherchée soit remplie, que cet angle n’ait aucun point commun
avec T. Les points 5 pour lesquels il en est ainsi sont intérieurs
au domaine ¢ défini comme il suit : menons les deux tangentes au
cercle ' qui font avec Oz des angles égaux a ==« et qui se cou-
pent sur la partie positive de Oz; soient BT, B'T’ les parties de
ces tangentes comprises entre les points de contact et l'infini vers
les z négatifs; le domaine C est limité par BT, B'T’, arc BAB' et
s'étend a I'infini vers les z positifs (fig. 1). Nous pouvons ensuite
‘faire croitre le rayon du cercle T' depuis sa valeur initiale r jusqu’a
I'infini; on aura, en vertu des hypothéses faites sur ¢(z) :
< o

pour toutes les valeurs p du rayon comprises dans l'intervalle
(r—+-o0). Comme on peut remplacer le maximum p. de | ()| par
un nombre plus grand, on peut définir consjamment I'inclinaison w
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de la droite BT par la formule
sinw = ¢
T a v
Cette droite, qui a pour équation Z sinw -y cosw = p, enve-
loppe un arc de courbe parabolique dont le rayon de courbure ne

Fig. 1.

change pas de signe, car il a pour expression p dip ‘ou, en vertu
ge p gne, P P y dw? ’

de la relation entre p et w,

cos?w
v ’
sin2w

79[l+(1+l)

quantité essentiellement positive. La courbe est donc convexe. 11
s’ensuit que le domaine total, somme des domaines analogues a ¢,
quand on fait varier p, est limité par les deux arcs paraboliques
ML, M'L’ s’étendant a 'infini vers la gauche, les deux segments de
“droite MB, M'B’ et I’arc de cercle BAB’ (fig. 2). Soit D le domaine
ainsi limité et s’étendant a linfini vers la droite. Je vais montrer
que les conséquents d’un point de D tendent vers l'infini, la con-
vergence étant uniforme dans tout domaine fermé A intérieur a D
et borné vers les z négatifs. Le domaine D, d’aprés la maniére
dont il a été obtenu, contient les conséquents de tous ses points,
de méme que les domaines ¢; de plus, tout domaine tel que A fait
partie d’'un domaine ¢ ; enfin, dans tout le domaine D, les modules
XLVII. 13
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des quantités §(s), 4(51), ¢(32), ... restent inférieurs a un
nombre fixe p inférieur a @. Ces remarques faites, la proposition
annoncée est immédiate. On a, en effet,

s=z+a+Y(2),

Zo= 21+ a+ 4(z),

et ,

Bp= Bp—1+ a4+ Y(3n-1),

9 0y
d’ou
n—1

Zpn=2% + na +2 Y(z;),
0
et, en prenant les parties réelles des deux membres,
n—1

Tp=x + na+ z'ﬂ[tp(z,')]' (Zn=Xn—+ yn).
0

Comme la partie réelle de §(s;) reste comprise entre —+ et

Fig. 2.
’/6’2/7////7 Z
s 7
. ’

7

B .0///
7 x
[ A

M
»
//// g

— @ et que, d’autre part, dans A on ax>—A, A étant fini et
positif, on tire de I'égalité précédente

zpn>n(a—p)—A
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ct cette derniére expression est infinie positive en méme temps
que n, puisque @ — 1 > 0. Donc z, et | 5, | tendent uniformément
vers l'infini quand s est dans A. On peut remarquer qu’on aura, a
partir d’un certain rang, | 5, | > (@ — pe)n, si € > 0; on peut aussi

Ll

In S Ra1
tante. Il est alors aisé d’obtenir la valeur asymptotique de z,, car

d’aprés P'égalité

écrire

pour toutes les valeurs de n, B étant une cons-

n—1

Zp= 35—+ na +Z d(z;),
0
on aura
C'By
T qer<n

n
z,.=z+na+02
1

ou
n

1
Z,= 3+ na + H,.E w3’
1

H, étant une quantité uniformément barnée. Il en résulte, en

supposant 0 <y < 1,

Zp= 3+ na + O, ni-Y,

0, étant uniformément bornée. Si le domaine A est borné, on peut
aussl écrire
SZ,=na -+ A,nt=v,

A, étant toujours uniformément bornée; s, a donc pour valeur
asymptotique na et largument de 3, tend uniformément vers zéro.
Pour y = 1, les deux derniéres formules demeurent exactes si 'on
¥ remplace n'~Y par g n (logarithme népérien de r).

9. Il importe de préciser davantage I’expression asymptotique
obtenue dans I’hypothése de y = 1. D’une maniére plus précise,
nous supposerons

b &
Y(z) = +x(2) |X(5)|<|—;F;B (k, B> o)
Posons

b,
z,,=an+;.Ln+u",

b
Fa=an—+a+ - L(n+ 1)+ upiq.
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En remplacant 5, et 5,,, par ces expressions dans ’équation
+ p

b
3Iz+l=zn+a+;~ +X_(zn),
. n
il vient
b 1
un+|-—-.u,,-- ;—{( ]-i—b(z——a—"l-)—i—x(zn
n

Dans le second membre, le premier terme est le terme général
d’une série numérique absolument convergente; on a, en effet,

n ant 3nd

‘;_{(.Jr'.): ! ! +..=——(1.mx,,_.)

Le second terme est celui d'une série uniformément conver-
gente dans le domaine borné A, car il peut s’écrire
b(z,— na)
T naz,
et 'on a
| zn| > Kn
|2n— na| <K' £n;

K, K’ indépendants de n et de z; ce terme est donc comparable

. Ln . : ,
a Sﬂ , terme général d’une série convergente.
Méme remarque pour le troisiéme terme, car on a

L K K
x(sa)]< (%, +B < i B

Comme on a

n—1

Uy = Uy +2 (Ui — u;),
1

, a une limite pour n infini qui est la somme d’une série unifor-
mément convergente de fonctions holomorphes dans A, qui est
donc elle-méme une fonction holomorphe dans A. Si F(z) désigne
cette fonction, holomorphe en tout point intérieur a D, on peut
écrire

Zp=an -+ g{’n+vF(z)+~en(z) (lime,= o).

Changeons n én n — 1 et 5 en R(z), dans cette égalité, il vient

z,,:zz_(ﬁ—l)+ Eb L (n—1) +F(3)+ a1 (31).
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Iy

En retranchant membre a membre et passant a la limite, on
obtient I'équation fonctionnelle

F(z)=F[R(3)]=F(3)+a

qui est I'équation d’Abel.

Ainsi I'équation d’Abel, relative a la substitution [5|R(s)], est
vérifiée par une fonction F(5) holomorphe dans D, pour laquelle
le point a I'infini est d’ailleurs un point singulier transcendant.

Remarquons de suite que si R(5) a simplement comme singula-
rité un pole au point a I'infini, on po{lrra choisir le cercle T' assez
grand pour qu’a U'extérieur de ce cercle R(s) ne prenne qu'une
fois chaque valeur; il en sera de méme dans le domaine D pour les
fonctions itérées, et par suite aussi pour les fonctions

b
Rn(3) — na — a{’_n;

F(z), étant la limite uniformément atteinte de ces derniéres fonc-
tions, ne prendra aussi qu'une fois chaque valeur dans D (*).
Nous allons étudier les valeurs asymptotiques de cette fonction
quand s tend vers I'infini en restant dans un domaine A borné vers
les z négatifs, par exemple dans le domaine défini par x>A (A>r).
Je dis qu’on aura dans ces conditions

F(z)=2z+o(L|2])

o (£ |5|) désignant un infiniment grand qui est au plus de 'ordre
de £|z|. Pour le dénominateur, remarquons qu'on a par défi-
nition

F(z) =nI|=n': [z,,— ‘—I;{_n—- na] .
On a ensuite

n—1 n—1i
b
. z,,=z+na+2z—'+zx(z,),
0 (]
d’ou
n—1 n—1
b b
—z=li ——=f D -
Po—smtm | B2~ Lens
v )

(1) Cf. MoNTEL, Sur la représentation conforme (Journ. Math., t. 111, 1915,
Chap. I, n° 5).
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La série v (s;) converge uniformément dans le domaine non

borné A et représente une fonction bornée dans ce domaine; on

peut donc n’en pas tenir compte. On peut d’autre part rem-
n

b b 1 . ps .
placer — £ n par 2 2 ;» puisque la différence de ces deux quantités
1
tend vers une constante finie. On peut enfin négliger le facteur &

et I'on est ramené a étudier la fonction représentée par la série

G“)‘Z(Z‘—)

. . 1
<en supprlmant le premier terme en —:)-

On peut admettre que les | z,| vont en croissant avec n, c’est-
a-dire ( puisque le domaine A contient ses conséquents) qu’on a
toujours |z,]>|5]. On voit aisément, par une représentation
géométrique, que cette condition sera remplie si
Ly

a

E—arg.z>arcsin [Y(z)=35—z3—a]|

ou

2 _ 4G
2] a

Comme on a [4(35) <—> il suffit qu'on ait z > g Nous sup-

C
[=]
poserons donc, pour simplifier I'analyse qui va suivre, qu'on a

. C . . .
pris A > —. Les | 5,| vont alors en croissant avec n. Ceci posé, on

G<z>-2 S

Mais, en vertu du paragraphe précédent, on a

peut écrirve

Zn= 2+ na+ 6, n,

les ©, étant uniformément bornés quand z est dans A. La série qui
définit G( z) se décompose en deux

@®

G(z)zz =z —en{n

naz, na z,
1 1
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Comme on a [6,|<<8 et |5,|>Kn, la seconde série repré-

sente une fonction de z bornée <mfer1eure a— 2 —’g- » quantité

ﬁnie). I suffit donc de considérer la premiére.

o
$-3-3
4t NQ 3T,

1

1 N+1

Posons

I'entier n étant la partie entiére de |~. |- La premlere somme par-
N

. s pe e . T . -
tielle est inférieure en module a E}E’ puisque |z|<<i 3;];

1
N

i . ol o e 3 PN
OI‘E; est égal, en négligeant les quantités bornées, a £N ou

1
a ¢(|s]). La seconde somme partielle est inférieure en module a

@
ETR SR
a aK
N+1

|21

quantité bornée puisque N tend vers 1.

On obtient. donc finalement
1G(2)| < C L]l
C’ constante finie positive et, ce qui revient au méme,
F(z)=2z+0({]|4]).
Dans le cas particulier ot b =0, on a méme
F(z) = z + fonct. bornée.

Nous allons démontrer maintenant que, lorsque z tend vers I'in-
fini en restant toujours dans le domaine A(z > A) considéré ci-
dessus, la dérivée F'(z) tend vers 'unité. Nous admettrons que

R(z) est développable en série ordonnée suivant les puissances

décroissantes de z
d

b
R(z)=2+a~+ - +27’+z “+aey

certains des exposants p, ¢, ... pouvant d’ailleurs n’étre pas
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entiers, mais le second membre étant dérivable terme a terme,

, 1 .

Pour ne pas écarter le cas de b= o, appelons _; la premiére
puissance de z dont le coefficient ne soit pas nul dans ce dévelop-
pement. Pour de grandes valeurs de |z |, R'(s) — 1 sera compris

I C|n et — CI » C et C’ étant des constantes finies positives (')

et h étant au moins égal a 2. On aura donc

entre

, C
‘9IIE<IR(Z)I<I v W'

Or F'() est la limite de R;(s) pour s infini et 'on a
R, (3)= R'(2)R'(31)...R'(34—1);

3 et par suite tous les s, étant supposés assez grands pour que les
inégalités précédentes soient applicablés, on aura

n—

II:(' |z|h) <IRu (z)'<H(’+ lhl")

p=

| F'(5)| a donc une valeur comprise entre celles des deux produits

infinis
(l C' > et 1 1 C )
I I [%nl I I -+ Iznlh)’
et, pour prouver que F'(z) tend vers 1 pour z infini, il suffit de
prouver que la somme de la série
1 1 1

—_— — + —_— ..
[z" ENG [3a "

tend vers zéro avec l—;—l- Cela résulte des inégalités bien connues
(1+ar) (14 ag)...(1+ ap)...< eutart...+aut...
(1—a))(1—as)...(1—a,)...>1—(a;+ as+...),

ou les a, sont compris entre o et 1. Or ce dernier point est bien

(') Ces constantes peuvent différer de celles déja ainsi dénommées.
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facile a établir, car si 'on divise cette série en deux parties comme
précédemment,

o N ®
=2+
0 0 N+1

N étant la partie entiére de ||, la premiére somme partielle est

N . X . s

mak (puisque | 3,| <<| 5| & partir de n =1), quantité

HE .
. , . . +1 .
qui tend vers zéro puisqu’elle est le produit de 7 au tend

inférieure a

vers 1 par qui tend vers zéro. Quant a la seconde, en vertu

1
l: ‘/j—l ’
de | z,] > Kn et de = > 1, elle représente le reste d’'une série con-

: » 1 P
vergente qui tend vers zéro avec N La proposition est donc
L

démontrée (*).

Relativement a cette démonstration et a celle qui précéde,
remarquons que le résultat subsiste si s tend vers I'infini en restant
dans un domaine A intérieur a D et borné vers les z négatifs, sans

. C
qu’il y ait lieu de retenir la condition supplémentaire (A> ;)

imposée a la borne inférieure des z des points de A. Car le p'*m®
conséquent d'un tel domaine A sera toujours. intérieur & un
domaine A" qui vérifie cette condition supplémentaire pourvu que
P soit assez grand, et les équations fonctionnelles

F [R(3)] = F(3)+a,
' T
F'[R(z)]= R'(z)F (%)
montrent que les fonctions F(z), F/(z) satisfont aux propositions

limites que nous venons d’examiner, le long d’'un chemin £, si
elles y satisfont le long du chemin conséquent £ ,. Par exemple, si

F(21) =51+ 0o(L]|45]),

F(z)=F(z)—a =31+0[-(|51|),

on a

(') On déduit aisément de cette analyse 1’égalité asymptotique plus prééise

F’(z)‘=1+o(£>,

mais nous n’en aurons pas besoin.
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ce qui peut encore s'écrire 5o (L
ferent que par une quantité bornée.

Nous pouvons maintenant étudier, dans un domaine A(z > A),
les courbes invariantes par la substitution donnée. Nous suppose-
rons R(s) — 5 réguliére a 'infini. Dans ces conditions, on peut
prendre A assez grand pour que, dans le domaine fermé A :

1°R,(5) tende uniformément vers l'infini; 2° la fonction F(3)
d’Abel ne prenne qu'une fois chaque valeur; 3° la partie réelle
de F'(z) soit positive (puisqu’elle tend vers 1 quand la partie réelle
de s tend vers + ). Si l'on pose alors Z = F(3), on obtient une
représentation conforme et biunivoque du domaine A sur une
région simplement connexe et illimitée du plan des Z, ayant pour

5|), puisque 5, et 5 ne dif-

frontiére la courbe © qui correspond & la droite x=A. Cette
courbe € est coupée en un point et en un seul par tout paralléle a
Paxe des X ; en effet, soit

L=F(z)=P(z, y)+iQ(=, y).
La courbe € est représentée par

X=P(A,y),

Y=Q(A, y).
En raison de lexpression asymptotique Z =z o(L£]z]),
Y prend des valeurs infiniment grandes en méme temps que y est
de méme signe; Y prend donc toutes les valeurs réelles quand y

croit de — o a —+o0. Si & était coupée en deux points par une
paralléle a 'axe des X, on aurait en ces deux points

Y1=Q(Ar1)=Q(A, ) (1<)
On aurait donc, pour une valeur y; comprise entre y, et y,,
0Q 9P
'()7(1\» Yi)=o0= 'd—z:(.A, Y3

. . . . P .. .
ce qui est impossible, puisque 55 Teste positive sur la droite z =A.

On voit aussi que la direction limite de la tangente a 2, quand on
s'¢loigne a I'infini, est paralléle & 'axe des Y, puisqu’on a sur cette
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courbe
0Q oP
dX ~ oP o) ’
A F Ay

et ce rapport tend vers l'infini avec y puisque le numérateur tend
vers — 1 et le dénominateur vers zéro. Cette courbe T partage
alors le plan des Z en deux régions, dont I'une A’, celle qui s’étend
a l'infini vers les z positifs, correspond au domaine A. Au faisceau
des droites paralléles a Paxe des X dans A’ correspond dans A un
faisceau de-courbes invariantes par la substitution [z|R(3)]. Ces
courbes ont pour équation Q(z, y)= const. Il en passe une el
une seule par chaque point de A et elles s’étendent depuis la
droite = A jusqu’a U'infini. On a sur ces courbes

9Q 0Q
dy "o o
Az~ "o0Q T “oP ’

ay oz

d . .. . , R
Z‘—; n’est donc jamais infini et tend vers zéro quand on s’¢loigne

a I'infini sur la courbe; la direction limite de la tangente est donc
paralléele & Oz. Elle. contient naturellement les conséquents de
tous les points et aussi les antécédents jusqu’a un certain rang; ces
points correspondent aux points Z -+ na du plan des Z, n prenant
toutes les valeurs entiéres positives (ce qui donne les points homo-
logues des conséquents de 5) et certaines valeurs négatives pour
lesquelles Z + na reste intérieur a A’(ce qui donne les homologues
des antécédents de s intérieurs a A). Cette représentation donne
immédiatement le moyen de définir R, (5) pour des valeurs non
entiéres de z. Il suffit de substituer au groupe discontinu de trans-
lations (Z|Z + na), le groupe continu des translations représen-
tées par la méme formule, n étant un paramétre continu. On
résout ainsi le probléme de I'itération analytique. En effet, soit
z = G(Z) la fonction inverse de F(z) qui donne la représentation
conforme de A’ sur A,. De I'équation d’Abel
F[R(2)] =F(3) + a,

on déduit
R (3) =G(Z + a),

R,(5)= G(Z + na).
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Cette derniére égalité permet de définir R, (3) pour n quelconque
au moyen d’une fonction analytique de n et de 5. On aura

toujours
R.[ Ry (3)] = Rp+n(32),

puisque les deux membres de cette égalité désignent deux points.
qui ont pour homologues, dans le plan des Z,

Z+n'a+ na et Z -+ (n+n')a,

c’est-a-dire le méme point.

10. Examinons maintenant comment les choses se passent
quand le point double a de multiplicateur -1 [avec R"(a)3Z 0]

est A distance finie. On peut supposer 2 = o et
z1=R(z)=35—asz*+ 633+.. .,

les axes étant orientés de maniére que a soit réel et positif. Le

. 1 1 L
changement de variables (s = 5= t—> nous raméne ala forme
1

a:—b

h=tl+a+ +aee
Il suffit alors d’appliquer les résultats du paragraphe précédent
pour pouvoir énoncer ce qui suit : Il existe un domaine D limité
par un contour simple, formé par exemple d’arcs analytiques, et
présentant en O une pointe rentrante avec une tangente dirigée
suivant la partie négative de I'axe réel qui jouit de la propriété
(ue les conséquents d’un point'de D (y compris les points fron-
ticres autres que l'origine) sont intérieurs a D et tendent vers
Porigine quand I'indice d’itération croit indéfiniment; la conver-
gence est uniforme dans tout domaine fermé intérieur 4 D dont la
frontiére ne contient pas lorigine. Il existe en outre des
domaines A formés, par exemple, ‘par l'intérieur d’un cercle
tangent en O a 'axe imaginaire du coté des z positifs, et jouissant
des mémes propriétés que D, la convergence uniforme des consé-
(uents d’un point ayant lieu en outre pour tout le domaine fermé A
(¥ compris l'origine).

Si I'on applique ces résultats a la fonction inverse de R(3), ou
plus exactement i la branche de fonction inverse nulle a 'origine
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et représentée par la série

=3+ azr+...,

on obtient un résiltat analogue, a cela prés que les domaines D
et A" qui remplacent D et A ont une disposition symétnque de ces
derniers par rapport a I'origine; ce sont des domaines de conver-
gence simple ou uniforme pourles antécédents d’un point obtenus
au moyen de la branche de fonction R_,(z) que nous venons de
définir (fig. 3).

Les domaines D et A’ ont en commun deux secteurs d’angle au

Fig. 3.

™ 7 : 2
sommet — dans lesquels les z, convergent vers zéro (uniformément
2

ou non), tandis que les s_, convergent uniformément vers zéro.
De méme D' et A ont en commun deux secteurs d’angle au

9 3 , ,
sommet - dans lesquels les 3, convergent uniformément vers zéro,

tandis que les 5_, convergent vers zéro (uniformément ou non).

Les conséquents d’un point de D sont répartis sur des courbes
invariantes tangentes en O a l'axe réel du coté des x positifs;
remarque analogue pour les antécédents.
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Les 5, ont pour expression asymptotique

3y = pr g ! (lime, = o),
na + Ln+F(3)+ep

.a

F () ¢tant une fonction holomorphe a I'intérieur de D, qui vérifie
I'équation d’Abel
F[R(3)] = F(z) + ¢.
Si 5 tend vers l'origine en restant a I'intérieur du cercle A, on a

).

11. Nous allons étudier maintenant le cas d’un point double
pour lequel on a

F(z)= i “+o (log

W |-

S=1, R"(a) = o, ceey R (2) = o, Rr+1(a) # o.
En ramenant ce point a P'origine, on a
Zy=F—azlti4., .,

Les axes sont supposés orientés de maniére que @ soit réel et
P | { T .. . . .
positif. En changeant z et z, en — et — de maniére a rejeter le point
3 3
double a I'infini, on a

b .
z,:B(z)=z+—(-l—+—+...=z(x+i+—b-+...>-

Zh—1 P . zP P+
Posons
1
z =1,
1
z,:t/’,
il vient
= - a b
=t 14+ =+ — +... ),
3 A
t ! /
a b » a b N
=tf1+—+ — +...\ =t 1+ 22 22 4,
t 1+- t 14—
t P t )
\ N

t,=t+pa+}L'l’-+...= S(t).

tP



S(¢) étant a partir du troisiéme terme ordonnée suivant les
1

puissances négatives descendantes de ¢” rentre dans la catégorie
des fonctions étudiées au n°® 8 qui donnent lieu & un algorithme
d’itération convergent dans un domaine D que nous avons décrit
‘et qui laisse a son extérieur la partie négative de I'axe réel. Si ¢

varie dans ce domaine, son argument varie entre — = et + = limites
1
exclues, et les p déterminations de ¢” restent respectivementa l'in-

térieur de p secteurs de sommet O d'angleo—;- Choisissons 'une

de ces déterminations, par exemple celle dont P'argument est com-
. 3

pris entre;—: et Tﬁ' et portons cette valeur de ¢ dans la formule

qui équivaut a t, =[R(3)]#, en appelant 5 la détermination que
1 I
nous venons de choisir de ¢”. ¢, étant intérieur a D ¢/ admet une
détermination dont l'argument est compris (limites exclues)
. 1
n  3x . L .
enh‘e;et; comme celui de ¢#. On a alors pour ce choix du

radical

-y

th =wR(3) =wzy,

w étant une racine p™ de 'unité. Je dis que w = 1. En effet, si ¢,
en restant intérieur a D, s’éloigne vers I'infini, par exemple suivant
a partie positive de 'axe réel, il résulte de la forme de ue t,
1 (! tive de Paxe réel, il Ite de la f deS(t)quet

devient infini avec le méme argument limite que ¢, c’est-a-dire
Lo
zéro. D’autre part, ¢? et t” = 5 auront des arguments limites égaux

2T R . . . .

:‘1—;d’aprcs le choix qu’on s’est imposé. Enfin, d’aprés la forme

de R(s), 5, aura le méme argument limite que z. Donc fina-
1

lement ¢/ et 5, ayant le méme argument limite, ona w =—-1, c'est-
1

a-dire tE::., cette ¢galité subsistant tant que ¢ est dans D. Si
maintenant on calcule de proche en proche :

‘l:S(l); t,:S(l,). cevy tn=s(‘n~l)’

1
en prenant toujours dans les seconds membres les valeurs de t”,
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1 1
tP, ..., th, ... dont les arguments appartiennent au méme inter-

valle (1—1:, 37?:) » ON aura aussi

z1=R(3), 2= R(3), ey zn=R(2p—1),
. 1 1 1

3y B4y +eey Bny ... étant les valeurs choisies pour LP P, L tE .
Or les t, ainsi calculés convergeant vers I'infini dans le domaine D,
Ies z,=R,(3) convergent vers l'infini dans les p domaines dis-
tincts qui se déduisent de D par la transformation 3 :{’/Z.

On peut d’ailleurs ramener le point double a distance finie. On
obtient ainsi p domaines de convergence assemblés autour de
Iorigine ayant chacun comme frontiére une courbe formée d’arcs

analytiques qui a en O un point anguleux d’angle 35 Chacun de

ces domaines renferme a son intérieur les conséquents de tous ces
points, y compris les points frontiéres autres que 1’origine. A I'in-
térieur de ces domaines de convergence élémentaires qui corres-
pondent a D, s’en trouvent d’autres qui correspondent a A (n* 8,
9, 10); ces domaines également assemblés autour de I'origine pré-

sentent en O un point anguleux d’angle deux fois moindre (;) et

de méme bissectrice que les précédents; dans ces domaines la con-
vergence des z, est uniforme (frontiére comprise). Enfin, si I'on
remplace R (5) par la branche de fonction inverse représentée par
la série

zo=R_(3) =35+ azPri+.. .,

on obtient un assemblage analogue de domaines de convergence
simple ou uniforme D’ et A" qui offrent une disposition semblable

a celle des domaines D et A moyennant une rotation de %, les bis-

sectrices des angles en O des domaines du premier assemblage
coincident avec les tangentes en O aux courbes limites des
domaines du second. Les domaines D de convergence simple rela-
tifs aux conséquents d’un point et les domaines A" de convergence
uniforme relatifs aux antécédents ont encore des secteurs communs

d’angle au sommet .)L;_, leur nombre étant 2 p. De méme pour les

domaines D’ et A.
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Remarquons enfin qu’on aura pour les z,, quand s est dans un
domaine D, une expression asymptotique de la forme

VA=)
\/npa+o (n P)

Nous donnons (fig. 4) une figure schématique de 'ensemble des

Zp= o

Fig. §.

divers domaines D, A, D', A’ dansle cas de p = 2. Nous donnerons
souvent a cet assemblagc de domaines le nom d’étoile relative ou
point double. II est bon de noter au sujet de cette étoile : 1° que
les domaines qui la composent sont intérieurs a un cercle dont le
rayon peut étre pris aussi petit qu’on le veut; 2° que la forme et la
nature des courbes qui les limitent peuvent étre variées d’une infi-
nité de maniéres et sont sans importance. Il faut seulement retenir le
fait qu’ils sont simplement connexes et la grandeur des angles
qu'ils présentent au point O.

12. L’analyse précédente ne donne pas une expression asymp-
totique des 3, qui permettent de démontrer!’existence d'une fonc-
tion satisfaisant a I'équation d’Abel. Pour y parvenir nous ferons
précéder I'emploi de la transformation conforme (t?=75) d’une
autre transformation destinée a faire disparaitre un certain nombre
de termes de R(z). Le point double étant supposé a 'origine, nous

XLVIL 14
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poserons
5= R(2) = 3+ @pr1 3P+ Ap 2 5PF2+... + Q1p B + Agp g BPH ., |
ct nous ferons le changement de variables

w=P(z)=2+ M32+...+ Ap3P,
wy=P(3).

On tire de la les expressions de z et 3, en fonction de w et w,
sous forme de série entiére commencant par les.termes w et w,.
En portant ces valeurs dans I'équation 3, =R(z), on obtient une
relation entre w et w, qui, résolue par rapport a w, sera encore de

la forme
wi=w+ A, WP+ A, WPt

ce qu'on vérifie aisément. Nous chercherons a déterminer les A de
maniére que A, s =A, ,=".. = A;,=o0. Nous écrirons donc
a priori
wy=w -+ Ap+1 wp+ Agp+| wipH .
c’est-a-dire
R(z)+MR2(2)+...+ 2, RP(3) =2 4+ Xg 32 +.. .4+ N3P
4+ Apir1(3 4 A2, .4 hyzP )P+t
—+ r\.gp+|(,5+- . .)”H"-I--. cee

Les coefficients des puissances de z jusqu’a 57 sont identiques
dans les deux membres; en égalant les termes en z7*!, on ob-
tient A,y = ap,,. L'égalité précédente peut alors s’écrire

(%3 4+ Api1 3P 4+ @Yo a 3PH 4+ @) 2P+ )
4 MBI+ Apy1 3P+ Apyg BPH . Bep B2~ 1 4, )2
LT T AL B o RS T FO 1 R N LI SN
A+ Ap2P[1 4 Apat 3P+ Bprg 3P H o @y 8P4, )P
= 4 MB 4.t Ay 8P+ p 1 B3P FI (1 4+ M3 .o Ay sP—1)P+1 - H 32041,

En égalant les coefficients de 322, 3p¥3, ..., 32P dans les deux
membres, on obtient

ap2+ 'la;H-l}\l =(p+1) ap-H)‘h

plp+1)

ap+a+2)\z¢lp+l+ 3“1»4—1)\3: 2

Aprah i+ (p 4+ 1)apey A,
----- "'..-.l.ll‘...l.l.lllIl.l.l...l'..l-".llCl"‘v'l.'.'~.,
Fk()‘h )\3v"7)‘k—l) +k p+l)‘k=q)k()‘h l;,. --,xk—l) -+ (P+l) a[)+lkk1
Fp()\h_)\h---i)‘ﬁ—l) +Pap+l_xp'=¢p()‘h As, ... y)‘p—l) +(p+ ')ap+lxp-
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Dans ces équations, les F; et @4 sont des polynomes en Aa,

Ayy «+vy Mk_s qui dépendent des coefficients a jusqu’a a,, au plus.
On déduit de la en posant a,, =a (a3 o)

(p—1) aly =ap,,

(p—2) aly =apsz+ 2)\,a,,+,-——1’(’.;2+l—)a7\§,

(p—=k+1)ak= Wi, )\;,;. .,)\k_‘),
alp="p(hs Asy..e,dpy).

On obtient donc de proche en proche les valeurs des coef-
ficients Xy, Ay, ..., A,. Les A étant ainsi déterminés, le changement
de variables w = P(3), w, = P(3,) conduit bien a une relation de

la forme
wi=w —awlti4 Ay, w2 = Q(w),

le second membre étant convergent dans un cercle de rayon non
nul, ainsi qu’il résulte de la théorie des fonctions implicites. (Nous
avons changé le signe de a pour nous conformer aux notations

précédemment employées.) Effectuons maintenantle changement de
1 1
variables déja employées w=1¢ *, w,= ¢, ”. Nous obtenons

b
ty=S8(¢)=t+ pa+ - +L,-+....
t tH__

Nous sommes donc dans le cas ou le développement de S(¢),
ordonné suivant les puissances descendantes de ¢, a pour premier

N . . 1 vy, .
terme a exposant négatif un terme en & Les considérations du

n® 10 sur les valeurs asymptotiques de S,(¢) et I’équation d’Abel
sont donc applicables. Si ¢ est dans le domaine D, on a pour

ty=S,(¢)
I'expression asymptotique

t,= pan + 1—’% Ln+F(t)+ e,
F(t) satisfaisant a l'équation d’Abel. Si ¢ reste dans un
domaine A [R(¢) > A], on a pour de grandes valeurs de ¢ '
F(¢)=t+o[£(t)].
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1

A ces domaines D et A la transformation conforme w == t—P fait
correspondre dans le plan de la variable & un assemblage de
2p domaines D, D@ D AlO A2 A(P) dont la disposi-
tion a été décrite précédemment et danslesquelslesfonctions Q,(w),
résultant de I'itération de R (), convergent soit simplement, soit
uniformément vers zéro (n" 11) ('). Nous pouvons d’ailleurs sup-
poser cette -étoile intérieure au cercle de convergence de la
série (v — Ay w2 4. .. par laquelle on fait I'inversion de la fonc-
tion P(z). A cette étoile, la transformation conforme w =P(3),
réguliére quand n est dans ce cercle, fait correspondre une
étoile présentant une disposition analogue, la transformation con-
servanl les angles et méme les directions autour de I'origine. Dans
les nouveaux domaines ainsi obtenus D), Dy), ..., Dg);
A4y, Ay ooy Ay s les R, (5) convergent soit simplement, soit uni—
formément vers zéro. Remarquons en passant que cette étoile n’est
pas nécessairement identique a celle qu’on eit obtenue parle pro-
cédé du n® 14, sans faire usage de la transformation auxi-
liaire «w = P(5). Quoi qu'’il en soit, on aura dans le domaine Dy,
par exemple une expression asymplotique qui s’obtient en élimi-
nant les variables auxiliaires entre les équations

wp,=P(z,), w=P(3),
_L _2
Wu=1e I, w=1¢tp,
t,= npa + §£n+ F (1) + ep;
d’ou

P(3,) = : ,

)
\/upa+ gf.n—i—f(z)+e,,

avec )
. 1
S =¥ [ma]’
SIR(3)] = f(3) =+~ pa.

(') Malgré la présence de termnes a exposant fractionnaire dans le dévelop-
pement de S ¢), on peut supposer que D et A restent les mémes quel que soit le
1

choix de Pargument de ¢”. Les domaines D), par exemple, sont donc les images
-] ) k.

2ikm
d’un méme domaine D par les transformations w = — (m —e P )

wel
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.

Au sujet de ces formules, diverses remarques sont nécessaires :

1° Pour obtenir I'expression asymptotique explicite de z,, il
faut résoudre I'équation P(z,) = w, par rapport a 3, au moyen de
la série convergente

B = Wa P Wi Wl T
1

. -3 1
et remplacer w, par ¢, =

\/nap+ (—blf.n+C(z)+e,,

ne conserver-que les p + 1 premiers termes du développement. En
effet, ¢, étant un infiniment petit dont 'ordre de grandeur nous
est inconnu, le premier terme (v, n’est connu qu'a une quantité

- On peut

prés de Pordre de - — —'— ou de =2, c’est-a-dire d’un
”-) (th+€n )I_) t:1+l_’

ordre inférieur a celm de w}*', mais d’ailleurs inconnu. Il est
donc inutile d’écrire les termes en w2t ...,

2° Nous rappelons que a est le coefficient changé de signe
de z7*' dans le développement de R(3); les coefficients b, %, et ,,
d’autre part, sont des fonctions rationnelles des coefficients de
R () jusqu’au terme en z*7.

3° Le choix des radicaux dans ces formules dépend de celui des
domaines D ;. Remarquons en outre que la fonction d’Abel F(¢)

dans le plan de la variable ¢ n’est pas en général la méme pour les
1

différentes déterminations de ¢”; elle sera 1a méme dans le cas par-
ticulier ou S(¢) ne contient pas de terme a exposant fractionnaire,
c’est-a-dire si Q(w) ne contient que des termes en w#P*!, Les p fonc-
tions d’Abel f(z), relatives a la substitution [3|R(z)] et déduites

de F par la formule F[Pp(z)]

morphes dans les p domaines D respectivement. Dans les
domaines A ;) elles vérifient la condition asymptotique

fer=5+o(tr):

On démontrera aisément que les domaines A(;, peuvent étre
choisis de maniére qu’elles n’y prennent qu’une fois chaque valeur,
et I'on étendra facilement les propriétés démontrées au para-

= f(3), sont définies et holo-
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graphe 9 concernant les courbes invariantes et I'itération analy-
tique. On verra par exemple que les conséquents d’un point du
domaine Dg;, sont répartis sur une courbe invariante ayant pour
tangente en O la bissectrice de l'angle formé par le contour
de D, en ce point.

Exemple : R(z) =12+ /—; — Le point a 'infini est un point
double de multiplicateur 1 pour lequel Pentier p = 2. On vérni-
fiera que R,(z) converge uniformément vers l'infini dans tout
domaine borné ne contenant aucun point de 'axe des quantités

imaginaires. Dans chacun des deux demi-plans (z > o) et (z << 0)
ona

Ra(3)=van +f(3) + ¢,

J (2) vérifiant 'équation d’Abel
f<z+ —;) =f(z)+12

f(z) est holomorphe tant a dreite qu’a gauche de I'axe imaginaire.
On montrera, et nous y reviendrons ultérieurement, que cetle
droite est une ligne singuliére essentielle de f(z).

13. Ainsi, étant donné un point double de multiplicateur + 1,
nous avons appris a trouver des régions du plan pour lesquelles ce
point double est un point frontiére et dans lesquelles il y a con-
vergence des conséquents d’'un point quelconque vers ce point
double. Nous devons nous demander maintenant si les points ainsi
obtenus, en y ajoutant leurs antécédents, sont les seuls points pour
lesquels les R,(z) convergent vers le point double. Soient tou-
jours, le point double étant rejeté a l'infini,

a b

=ittt (a réel positif)

R(z)=2z+
et 5 un point dont les conséquents tendent vers l'infini; les z,
étant a partir d’un certain rang dans le domaine de convergence dé
la série qui précéde, on peut supposer qu’il en est ainsi a partir
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de z-lui-méme. Si Yon pose 57 = ¢, 37 = t,, on a
. P 7 n b

t, =~S(tu—|).
’ ’

S(t)=t+pa’+-b—1+—;+....
A

La partie infiniment petite de S(¢) a en général des détermina-
tions multiples, mais nous n’aurens pas besoin de savoir de quelle
maniére il faut choisir les déterminations des radicaux. Il nous

suffit de remarquer que ¢(t) — %’ ~+ ... peut étre supposée en
P .

module plus petite que 323 quand on y remplace ¢ par ¢, ¢y, ..., L.

On aura alors
a
L=t +pa—+ 0 £2—,

pa
b

2

ty=ti+pa—+"8,
leilél,

a
th=1th1+pa+ eu—l%“;

a.
t,,=t+npa+n0'—2f- 10" |~

ou, en prenant la partie réelle des deux membres,

R(ta)=R(t)+npa+ nO'%—?- 16| <1,

.‘}\(t,.)>él{(i)'+n¥.

Cette derniére expression est infinie positive en méme temps
que n. Si donc lés points ¢, ne coincident jamais avec le point &
Iinfini, ils demeurent a partir d’'un certain rang intérieurs au sens
étroit au domaine D et méme au domaine A; on peut ajouter que
I'argument de ¢, tend vers zéro. Les points. 3, seront donc a partir
d’un certain rang constamrment intérieurs a 'un des p domaines A,
qui s’en déduisent par la transformation conforme zP=¢; ce
sera naturellement toujours le méme domaine D,. Les points
cherchiés sont donc, d’une part, les antécédents du point double;
d’autre part, les points intérieurs au sems étroit aux domaines A;



— 216 —

ou D et leurs antécédents. Les points de la seconde catégorie
sont chacun le centre d'un domaine dans lequel il y a convergence
uniforme puisqu’il y a convergence uniforme dans les domaines
fermés A,). Les points de la catégorie, c’est-a-dire les antécédents
du point double qui sont en infinité dénombrable [on supposera
pour plus de netteté R(s) rationnelle] ne jouissent pas de cette
propriété. Nous allons montrer en effet que les R, (z) ne peuvent
pas former une suite uniformément convergente dans un domaine
comprenant le point douple a son intérieur. Supposons cette fois
le point double placé a I'origine. Dans un cercle de centre O, il y
a des régions ot les fonctions R,(z) convergent uniformément
vers zéro. Soit £ un point intérieur a 1'une de ces régions. Dans
un cercle y de centre O et de rayon p arbitraire, il y a donc des
points § — n pour lesquels

Rn(E—n) =é # 0,

quel que soit Pentier n, les fonctions R, (z) ne, peuvent donc pas
converger uniformément vers zéro dans y. Mais il y a aussi des
régions de y ou les R, (z) convergent uniformément vers la cons-
tante zéro. Il s’ensuit que les R, (5) ne convergent pas uniformé-
ment dans tout le cercle v.

On peut démontrer la méme proposition d'une maniére plus
directe et plus instructive. R, (z) étant toujours supposée ration-
nelle pour plus de netteté, je dis que dans un cercle y de centre O
et de rayon plarbitraire, les R, (z) ne peuvent pas étre uniformé-
ment formées. Car si elles I'étaient, elles seraient holomorphes
dans y quel que soit n; on aurait donc dans y le développement
convergent (n° 3)

Rp(z3) =s—naszptt+ bar+24, .
Soit M (r) le module maximum de R, () sur la circonférence de
centre O et de rayon r << p. On a
M2(r)> rt+ n? I altrae+1) 4 I bl2rip+ei |
Le second membre devient infini avec n. Donc, dans le cercle v,
ou bien les fonctions R, (z) ont des poles, ou bien elles prennent

des valeurs de module infiniment grand avec n. D’autre part, on a
toujours R, (0) = o. Donc dans un cercle quelconque de centre O
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les R,(3) et, plus généralement, une suite quelconque extraite
des R, (z) ne peuvent pas converger uniformément.

Il en sera de.méme pour tout domaine entourant un antécédent
du point double. Nous savons en revanche que dans certains
domaines fermés simplement connexes-ayant le point double (ou
P'un de ses antécédents) sur sa frontiére, il y a convergence uni-
forme.

14. Nous allons étudier maintenant ce qui se passe autour d’un
point double dont le multiplicateur a pour module I'unité avec un
argument commensurable a 27. Soit donc

R(3) =58 —as3®+...+a,zh+...,
. m
N io 2T , . .
ous—=e —e P, metpétant des entiers premiers entre eux. On

aura
Ra(3)=s"z+...
et en particulier

Rp(3) =2+ Apsh+ Appgahti+....

On suppose Aj 7 0, c’est-a-dire que A, 3* est le premier terme
non nul qui suit le terme en z; on laisse donc de c6té pour
'instant le cas particulier ou R,(z) serait égal a 5. Je dis que / est
dela forme pp' + 1. En effet, en vertu de I'identité

R,[R(2)]= R[R,(3)],
on aura
(s3+asz?+...+apsh+...) +Apfsz4-ass*+...apzh+ ... ]+ Hah+t

=5[z +Apsh+ Apr1 A4 ]+ as[ 3 +apzh+ ... ]2

+ap[z+...]r+Kzh+t

H et K étant des séries entiéres. En égalant les termes en z*, on a

ap+Apsh=A,s + ap,
d’ou
Aps(sh-1t—1)=o.
Comme A,s £ 0, on a donc sA#°'=1, et comme s est racine pri-
mitive de s =1, h—1 est multiple de p ou A = pp' +1.
Ceci posé, la transformation [z|R,(z)] est, dans un domaine
suffisamment petit auteur de l'origine, une transformation con-
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forme sans points singuliers qui équivaut pour 3 infiniment petit a
une rotation de l'angle nx autour de Uorigine. D’autre part, nous
savons .que les fonctions itérées de R,(z) convergent vers zéro
dans pp' domaines assemblés autour de O et forment une étoile;

ces domaines ont en O une pointe d’angle %1, Nous considérons p’
de ces domaines ren“eo‘ntrés'suc'cessivement'esur' une circonférence
infiniment petite de centre O et assemblés' dans un secteur
d’angle 3[;75 Soient Do, D!, ..., D?' 1, ces p' domaines que nous
allons transcormer successivement par R(z); Ry(2), ..., Rp_(2).

Nous obtenons ainsi pp’ domaines qui sont désignés par le Tableau
suivant :

Do Dt .. Dp-1)
DY Dj ... G-y,
Dpy Dpoy ... DETU

Ces domaines peuvent étre supposés tous intérieurs au cercle
|z|<p, les fonctions R, (z) jusqu'a n = p —1, étant toutes régu-
liéres et ne prenant qu’une fois chaque valeur dans ce cercle. 11
s’ensuit que-les domaines de ce Tableau sont des -domaines
simples ne se recouvrant pas eux-mémes. Ils sont d’autre part
assemblés autour de O et présentent tous en O une pointe

Iy

2 ) . L .
d’angle ;%,, les tangentes a ces pointes en O formant un faisceau

isogonal dont les angles recouvrent sans double emploi un inter-
valle égal a 2n. Je dis de plus que ces pp’ domaines sont sans
point commun.

En effet, soit z un point appartenant a un domaine inscrit dans
la premiére ligne D). Nous savons que R, ,(z) tend vers zéro et
que son argument a pour limite I'angle w de Oz avec la bissec-
trice de la pointe du domaine D au point O; pour R,(z),
n n’étant plus nécessairement multiplé de p, cet argument aura paur

valeur limite w - -2%3; la'méme propriété subsiste pour tous les

domaines du TFableau; il s'ensuit aisément que deux.points appar-
tenant a deux domaines distincts ont leurs:conséquents distinets a
partir d’'un certain rang. Ces deux domaines sont donc sans points
communs et se touchent seulement en Q. Les domaines du Tableau
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forment donc un assemblage étoilé de méme structure que
Pétoile considérée au début. Les domaines d’'une méme colonne
forment un cycle, les conséquents successifs d’'un point de 'un de
ces domaines étant périodiquemenf Aintérieurs aux p domaines du
cycle. Au contraire, deux domaines appartenant a deux colonnes
distinctes sont formés de points qui ne s’équivalent jamais par les
puissances de la substitution [zR(5)].

Enfin, tous les points du plan dont les conséquents tendent vers
P'origine sont des antécédents des points intérieurs aux domaines
du Tableau, ou de Porigine elle-méme. Nous laisserons de coté les
extensions faciles des propriétés démontrées dans les paragraphes
qui précédent concernant les valeurs asymptotiques de z, et
I’équation d’Abel. On démontre d’autre part trés aisément que
les R, (), ni aucune des suites infinies qu’on peut en extraire, ne
convergent uniformément dans un cercle de centre O. Car s’
existait une telle suite, on pourrait en extraire une autre ou tous
les entiers n seraient congrus entre eux (mod p) et de la forme
% p—q; les fonctions Ry,_g (z) = f3(5) convergeant uniformément
dans un cercle de centre O, il en serait de méme des fonctions
Ry [/ip(3)] = Ra(2) qui sont les itérées d’une fonction de multi-
plicateur + 1 au point double O. On est donc ramené a une
question déja résolue. Remarquons aussi qu’on pourrait compléter
Pétoile obtenue par un ensemble analogue de domaines relatifs
aux antécédents d’un point.

Nous avons laissé de coté le cas oa R, () est identique a z. S'il
en est ainsi, les fonctions R, (z) sont périodiquement égales aux
fonctions z, R(z), Ry (3), ..., Rp_,(2), et ne convergent donc
pas vers zéro. Cette circonstance se présente pour les substitutions

2imm
du premier degré z =sz=e  z,etpourcellesqu’on endéduit
par une méme transformation conforme, z=f(t), 5y =[(¢),
S (t) étant holomorphe et nulle, mais de dérivée non nulle pour
t = o. La relation z, = sz devient alors '

S)=sf(t), dou ¢, =F[sf(¢)]

Cette derniére équation ne sera elle-méme de la forme ¢, = s¢
que si f(st) =sf(t); écartons cette hypothése; on aura alors une
substitution ¢, = Q(¢), ou Q n’est pas du premier degré, dont
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itération indéfinie ne conduit qu’a p substitutions distinctes. Par
exemple pour p = 2, on pourra prendre Q(t) =L (2 —e’), avec
la détermination du logarithme nulle pour ¢t =o. Cette circon-
stance ne peut d’ailleurs pas se présenter si R(z) est une fraction
rationnelle de degré supérieur a 1, ou une fonction uniforme
ayant des points singuliers essentiels isolés, car linverse d’'une
telle fonction n'est jamais uniforme d’aprés les théorémes de
Picard.

Considérons maintenant le cas d’un point périodique dont le

- m
multiplicateur est de la forme e s q est la période, on rameé-
nera ce cas au précédent en considérant la substitution [: IR, (=5 )]
On obtiendra ainsi autour des ¢ points du cycle ¢ assemblages de
domaines ou étoiles dans lesquelles les R, (z) convergent périodi-
quement vers les points du cycle; si s appartient a I'un de ces
domaines, le point s, appartiendra a la méme étoile, mais a
un domaine différent si p>1; le point R,, appartiendra au
méme domaine que z; les points z)p, tendent vers le point
double correspondant sans sortir de ce domaine; il y a en quelque
sorte une double périodicité, I'une de position et autre d’orien-
tation. Les domaines des ¢ étoiles forment ainsi p’ groupes ou
cycles (p' 2 1); deux points qui appartiennent a des domaines de
deux cycles distincts ne sont jamais équivalents par les puissances
de la substitution donnée. 4

Il reste a étudier les points doubles dont le multiplicateur est
de la forme ef®, « étant un nombre réel incommensurable a &. Nous
ne savons que fort peu de choses sur ces points doubles, dont
I'étude au point de vue qui nous occupe parait trés difficile.
Considérons d’abord une substitution du premier degré z, = ei®z;
'itération donne z, = e™*z; les points z, sont répartis d’une
maniére dense sur toute la circonférence de centre O passant par z
et la suite des fonctions R, (3) admet comme fonctions limites
toutes les fonctions eifz, ou B est un nombre réel quelconque. Si
I'on pose comme plus haut z = f(¢), 3, =f(¢,) avec f (o) =o,
J'(0) £ 0, on obtient une nouvelle substitution ¢, = Q (¢) avec
Q(0) =0, Q'(0) = e®, qui en général n’est pas du premier degré
et telle que les conséquents d’un point sont répartis d'une maniére
dense sur une courbe fermée analytique entourant le point double.
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Au voisinage du point double, les conséquents d’un point (autre
que le point double) ne tendent donc jamais vers ce point. Mais
la substitution 5, =R (z) = e“s ... étant donnée, il n’est pas
facile de reconnaitre si elle rentre dans la catégorie précédente.
Supposons qu’il n’en soit pas ainsi; existe-t-il alors des domaines
dont les conséquents tendent vers le point double? Nous ne
pouvons actuellement ni en donner d’exemple, ni prouver que la
chose soit impossible (').

15. Nous n’avons plus maintenant a étudier que les points
doubles répulsifs dont le multiplicateur est plus grand (ue 1 en
module. Si a est un point de cette espéce, il existe un nombre
véel k compris entre 1 et | s| > 1, tel que pour tout point 5 intérieur

au cercle (|3 —a|<p), on ait
|31—2|=|R(3)—=2|>k|z—2]|.

Si les points 3, 54, ..., 3,_, sont tous intérieurs & ce méme
cercle, on auraaussi |35, — a| > k" |35 — a, quantité qui croit indé-
finiment avec n; les points 3, finiront donc par sortir du cercle. I1
est clair qu’a part le point double lui-méme, les conséquents d’un
point du cercle ne tendent jamais vers le point double. Si R (z)
est définie et uniforme dans tout le plan et méme rationnelle pour
fixer les idées, on aura sur une circonférence de centre « et de

rayon p )
M"(P) > k" 91

M, (¢) désignant le module maximum de R,(s) supposée holo-
morphe pour |3 — a]Sp. Si cette derniére condition n’est pas
remplie, R, (3) a au moins un poéle sur la circonférence ou a
I'intéricur. Par conséquent, dans tout cercle de centre o, R, (3)
prend des valeurs de module indéfiniment croissant avec n. Comme,
d’autre part, on a toujours R,(a) = «, aucune suite infinie
extraite des R,(s) ne peut converger uniformément dans un
cercle de centre a.

La fonction inverse de R (s), égale a 2 pour 5 =2, est déve-

(') Nous donnerons souvent, aux points doubles ou périodiques de multipli-
cateur égal 4 1 en module, le nom de points doubles ou périodiques indifférents.
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loppable pour | 5 = a| suffisamment petit en série entiére :
1
sy=Ry(z)=a+ -s-(z-—a)+( Y(z3—a)+. ...

Le point « est donc un point double attractif de multiplicateurls

pour la substitution [le_. (z)] Donc, dans un certain domaine
du point «, les antécédents de z obtenus au moyen de la branche
de fonction R, (z) que nous venons de définir convergent unifor-
mément vers «. Il existe une fonction holomorphe et nulle en a,
de dérivée égale a 1 en ce point qui vérifie I’équation fonctionnelle

de Schroder
F[R-y(s)] = < F(s),
d’ou
sF(z)=F[R(3)].
La fonction inverse de F(z), G (z) égale a 2 pour Z = o et holo-
morphe en ce point vérifie I'équation fonctionnelle

R[G(Z)] = G(sZ).

~ Nous allons maintenant démontrer un théoréme général concer-
nant 'ensemble dérivé des conséquents d’un point, en supposant
toujours pour éviter toute obscurité R (z) rationnelle. Supposons
que cet ensemble dérivé contienne le point double « de multipli-
cateur s tel que |s|21. Si cet ensemble renferme d’autres points
que « (ce qui est certainement le cas, comme nous venons de le
voir, quand |s| > 1 et que 5 n’est pas un antécédent de 2), il en
renferme une infinité qui ont « pour point limite. En effet,
s n’étant pas un antécédent de 2 aura tous ses conséquents distincts,
sinon 3 serait 'antécédent d’un point périodique qui coinciderait
nécessairement avec , puisque o est un point invariant et limite
de certains conséquents de 3. Ceci posé, on aura, dans un cercle
de centre a et de rayon r,

IR(2) — | <k|z—z],

k étant un nombre fini mais plus grand que 1; r doit étre supposé
assez petit pour qu’il existe a 'extérieur du cercle un point limite
[ des z,, ce qui est possible puisque « n’est pas le seul point
r

limite. Soient p un nombre compris entre o et %

y ) un conséquent



de z tel que |5, —ua|<p; puisque les z, ont  parmi leurs points
limites, il y a des conséquents de 2, dont la distance a a est supé-
rieure a p. Soit.3),, le premier conséquent de 5, pour lequel
|23 pp—a|>p; comme |23,  —aSp, on aura |3, —a|<<kp.
Le point 5, est donc intérieur a la couronne (g, kp). Soit 2y, le
premier conséquent de z aprés Z)4p pour lequel |z —a|<Tp;
z) existe puisque z est point limite des z,. On en déduira comme
précédemment DPexistence de zyr,,: compris dans la couronne
() kp). On obtient ainsi la suite de points 2y, 53 4p's Sxgp’s - - -
dont les indices vont en croissant, qui sont donc tous distincts et
tous intérieurs a la couronne (p, kp). 1ls sont donc au moins un
point limite dans cette couronne ou sur'son contour. En faisant

. ror r 2.e .
successivement = 23a=,..., =, ..., ON obtient une suite de
k k” 9 Jen)? k)

couronnes tendant vers le point « et qui contiennent toutes au
moins un point limite des z,. L’ensemble E’ contient donc.au
moins un point.

Nous allons donner, pour terminer, quelques exemples des
diverses sortes de points doubles que nous avons étudiées dans ce
Chapitre.

Prenons R (3) = 32+ 5.1l y a un point double attractif, qui est
le point a 'infini et deux points doubles répulsifs qui sont les

points & = 1+ ivig et f= L=EV19, dont les multiplicateurs sont
2 : 2

respectivement 22 et 23. Les 3z, convergent vers l'infini pour
[5]123. En effet, si [5|23, ona

121215 P—524,

|zzlilz”—5‘>8.

D R N R

'znl > ‘2'“",
| Basq| > 2+ — 5 > 2t+2— 8 = §(at—1—1)

ettt e . > 8.2 = a2+l 5 gn+2,

On a donc lim 3, = » pour | z|§ 3. Nous ¢tudierons plus tard
cet exemple d’une maniére plus compléte.
3,
4

altractif 3 =, et les deux points doubles répulsifs 3=

Nous avons toujours le point

+1£V6 , de

Prenons ensuite R (3) = 32 —
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multiplicateurs 1 == /6. Nous trouvons ensuite un cycle d’ordre 2
correspondant aux points racines o et 3, I’équation

22+ 3 l—o
— 7 =0
4

etdontle multiplicateur estégal AR’ (a) R'(B) =4« =—1. L’étoile

. —1+y2 . .
du point o = ——QL— se compose des deux domaines D, D, placés

de part et d’autre de la paralléle a I'axe imaginaire menée par a et
dont les contours sont tangents a cette droite; I'étoile du point

fi—_——"/;

2

se compose des domaines D,, D, offrant une disposition
analogue. Les conséquents d’un point 5z de D, sont les points 3,
intérieurs a Dy, 25,4 extérieurs a D,, z4,,, intérieurs a D, et
Z4nys @ Dy. Ils tendent vers « ou 3 en restant sur des courbes
tangentes a I'axe réel (fig. 5).

Fig. 5.

Considérons enfin 'exemple un peu plus général R (z) = 57 4 a.
Les points périodiques d’ordre 7, n étant premier, sont les points
racines de I'équation

Ru(3)— 3

Un(3) = R(z)—3

=gd"d+ ,  +P,(a)=o0.

P,(a) est un polynome en «, ayant comme premier terme
a?"™'-t et comme dernier terme l'unité. Les points racines de
an —

1

d )
cycles d'ordre n.

I'équation précédente se répartissent en -
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Soit (5, 51y ..., ,_y) 'un de ces cycles, Son multiplicateur sera

n=1
t=R(3)R'(%)...R (rpy) = Hdz:!—l = dn(M3;)4-1,

i=0

Le l})roduit des multiplicateurs des différents cycles en nombre
dnr —
sera donc

drd—d u(z)d—i,

le produit IT étant étendu a toutes les racines de U, (5) = o, c’est-
a-dire
-+ ddu-d[])(a)]d—l'

Si a est arbitraire, on peut en disposer de maniére que cette
expression prenne tellé valeur que I'on voudra. Si cette valeur est
plus petite que 1 en module, il y aura au moins un (¢) <1, donc
au moins un cycle attractif d’ordre r.

CHAPITRE IIL.

16. Nous étudierons dans ce Chapitre une classe particulié-
rement simple et importante de substitutions rationnelles, celles
qui transforment respectivement en eux-mémes l'intérieur et la
circonférence d’un cercle et par conséquent aussi I'extérieur du
cercle. Nous allons chercher I'expression générale d’une telle subs-
titution en supposant d’abord que par une inversion préalable on
ait transformé le cercle en le demi-plan : I(5)20. Z=R(s) est
une substitution cherchée, la fonction R(z) qui est évidemment
réelle pour 5 réel a tous ses poles sur I'axe réel; car si elle avait
un pdle z, dans le demi-plan supérieur, z décrivant autour de 3,
une circonférence infiniment petite, Z décrirait un contour exté-
rieur 4 un cercle de rayon infiniment grand, de maniére que
Pargument de 5 — 5, ayant augmenté de 2=, celui de Z aurait
diminué de 2gw(g21) et le lieu de 7 aurait des points dans le
demi-plan inférieur, ce qui est impossible, puisque 5 reste dans le
demi-plan supérieur. De plus, les poles de R(z) ne peuvent étre
quc des poles simples, car s .décrivant autour du pole réel s, une
demi-circonférence de rayon trés petit dans le demi-plan supérieur
de sorte que 'argument de s — s, croisse de o a =, Z décrira une

XLVII. 15
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courbe extérieure a un cercle de trés grand rayon, de maniére que
I'argument de 7 diminue approximativement de ¢, sl 5, est un
pole d’ordre ¢. SigZ2, cette courbe aura des points dans le
demi-plan inférieur, ce qui est impossible. On voit d’une maniére
analogue que l'infini est un pole simple de R(z). On a donc

R(z):/:z-o—h—zzia:

les @ étant réels; il en est de méme des constantes A, 4, A, puisque

A =}i_m R(s)(z—a),

k=1lim E(_z_)
et que R(z) est réelle pour z réel. Je dis eafin que les A et A sont
positifs, car, pour 3 = z + (¥ voisin de a, la partie principale de
de R(z) est
A Alxr — a) Ay

z—a (x—a)r+ y? (m——a)z—\—y?’

qui se réduit pourz = a, y >0 a -
donc A > 0. De méme pour s+ iy, ou y est infiniment grand
positif, on a R(z) = kiy -+ quantité bornée, par suite, ky >> o,
donc A >> o. Bien entendu, & peut étre nul, alors I'infini n’est plus
un pole, donc n’est plus un point double de la substitution.
Réciproquement, toute fraction rationnelle de la forme précé-
dente répond a la question, puisqu’en posant 7=X40Y, il

- On doit donc avoir ; > o0,

vient

—_ Ay >
Ay+2u wirs (k2o A>0),

Y et y sont donc toujours de méme signe et nuls en méme
temps.

Nous allons chercher les points doubles de la substitution en
supposant k =o, ce qm doit étre regarde comme le cas general,
autrement, I'infini étant un point double, on posera

” - =1
y 3 —a ?

o constante réelle; on aura alors une relation de méme forme
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entre T et ¢, l'infini n’étant plus un point double si a est convena-
blement choisi.
Nous poserons donc

B d A
R(z)=~"h —2
I —
1
et nous aurons a discuter I'équation

z2=R(3z)= h—z A

Z—a

ou

f()=Rx)—s=h—z—3 A o

s—a

Faisons varier z de — o0 a +-oc en notant les valeurs de disconti-
nuité a de f(z); nous avons le tableau de variation suivant :

Sevenrenenn - a, Ay ... Qy— a, —+c

e . e e

Il y a d’apreés cela un nombre impair de racines réelles, donc au
moins une, dans chacun des intervalles (@;, a;.,), ce qui donne
au moins d,— 1 racines réelles et distinctes, et un nombre pair
qui ne peut donc étre que o ou 2 dans les intervalles extrémes
(le nombre total de racines distinctes ou non est d + 1, y compris
les racines imaginaires).

L’équation a ainsi d — 1 racines réelles et distinctes respecti-
vement dans les intervalles (a,, a;), (@i, @3), ..., et en outre
suivant les cas :

1° Deux racines imaginaires conjuguées.

Il y a alors une racine simple réelle et unique dans chacun des
intervalles (a;, @j,,). Pour chacune de ces racines a, f(z) passe
du négatif au positif, donc f'(«¢) >0 ou R'(2) > 1. Les « sont
donc des points doubles répulsifs. Considérons ensuite les deux
racines imaginaires conjuguées, dont les multiplicateurs s et s’ sont
également imaginaires conjugués. D’apreés la relation connue entre

les multiplicateurs, on a
d—1-

I I I
-+ = -+ E +1=0,
s —1 §'—1 Si— 1

1
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1e 2 étant étendu aux points doubles réels pour lesquels s; est.

réel et > 1. On ne considére que des substitutions de degré 2 2,
donc d— 121. En égalant a zéro la partie réelle du premier
membre, on a

ﬁ(sll)+$(ﬁ)+l+l)=o (P>o0)

ou
2u+14+P=o0
en posant

. 1 .
=u-+1iv, —-— =u—1i.

s—1 s—I

I . .
On adoncu < — 3’ d’ou résulte comme on sait

sl =15l <1.

.

On a donc deux points doubles attractifs imaginaires conju-
gués.

2° Deux racines réelles distinctes entre elles et des précédentes,
donc au total d + 1 racines réelles et distinctes.

Il y a alors nécessairement soit trois racines réelles et distinctes
dans un intervalle (a;, aj,,), soit deux racines réelles et distinctes
dans’un des intervalles extrémes. S’il y a trois racines a < o' << &’
entre a; et aj,,, pour « et o”, f(3) est croissante

R'(a)>1, R"(¢") > 13

pour o', f(z) est décroissante et R'(2') <<1. S’il y a deux racines
réelles et distinctes dans l'intervalle (aq4, + ), par exemple, on
aura R'(2)>1 et R'(a¢') <1(a < a'). Dans les deux cas, il y a

d points doubles pour lesquels s est réel et > 1, donc :_—'_—; >o.

Pour le (d + 1)¥™¢, on aura, en vertu de la relation connue,

1 S |
d S—l=_‘_23—-l=_l—P (P>o0),
‘ou

oL s<1I.
Il y a donc un point double attractif et un seul sur I'axe réel.

3° Deux racines réelles confondues soit entre elles, soit avec
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I'une des précédentes, c’est-a-dire en tout d — 1 racines réelles et
distinctes et une racine double.

Pour la racine double, on a s =R'(2) = +1. On voit facile-
ment que s >>1 pour les autres.

4° Deux racines réelles confondues entre elles et avec 'une des
précédentes, c’est-a-dire au total une racine triple appartenant
alors a I'un des intervalles (aj, aj,,) et d — 2 racines réelles dis-
tinctes appartenant respectivement aux d — 2 autres intervalles
finis. Pour la premiére,ona s = R'(a) =+ 1, R" (o) = o. Pourles
autres, on a toujours s > 1.

Résumons ces conclusions en considérant un cercle quelconque
au lieu de la partie supérieure du demi-plan. Nous pouvons dire
que toute substitution rationnelle de degré d >1 admettant un
cercle fondamental T posséde :

Soit 1° deux points doubles attractifs qui sont I'image I'un de
I'autre par rapport a I' et d — 1 points doubles répulsifs situés sar
la circonférence;

Soit 2° un point double attractif et d points doubles répulsifs
tous situés sur la circonférence ;

Soit 3° un point double de multiplicateur égal & 41 qui équi-
vaut a deux ou a trois points doubles confondus etd —1 et d —2
points doubles répulsifs, tous ces points étant sur la circonférence.

Remarquons que le multiplicateur d’un point double situé sur
la circonférence est toujours réel et positif, ce qui est a peu prés
évidenta priori. Au contraire, les multiplicateurs des points doubles
attractifs non situés sur la circonférence, s’ils existent, peuvent
avoir des valeurs quelconques réelles ou complexes (<<1 en
module).

17. Nous pouvons étendre la notion-de substitution a cercle
fondamental en considérant aussi le cas ou R( ) permute entre eux
Pintérieur et I’extérieur du cercle, la circonférence restant inva-
riante. Sil’on transforme la circonférence en I’axe réel, on a tout de
suite 'expression de R(z) en remarquant que — R(z) laisse inva-
riant le demi-plan supérieur :

A
b
Fd—a

R(z):—/u—-h+2
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les A et k étant encore positifs. On pourrait faire comme plus haut
la discussion de I'équation R(s)=5; mais cela est inutile. Il
suffit de remarquer : 1° que les deux demi-plans étant permutés
entre eux, il n'y a pas de point invariant imaginaire; 2° que les
points doubles situés sur 'axe réel ont leurs multiplicateurs réels
et négatifs pour la méme raison; que Z = R,(s) définit une subs-
titution a cercle fondamental du type déja étudié.

D’apres cela, si Ry(z) est de la premiére espéce, c’est-a-dire
posséde deux points doubles imaginaires, ces points forment un
cycle d’ordre 2 pour R(z). Par ailleurs, les autres points
doubles de R,(z) étant tous réels et répulsifs, il en est de méme
pour R(z). La substitution proposée a donc tous ses points inva-
riants sur l'axe réel avec des multiplicateurs réels et négatifs;
elle a en outre un ¢ycle attractif d’ordre 2.

Si R, () est de la deuxiéme espéce, c’est-a-dire posséde un point
invariant attractif sur 'axe réel, tous les autres étant répulsifs et
également réels, R () a également un point invariant attractif de
multiplicateur compris entre o et — 1 (limites exclues) et d points
invariants répulsifs, tous ces points étant réels.

Si R;(3) est de espéce singuliére, c’est-a~dire posséde un point
double de multiplicateur égal a 1, R(z) aura sur T’axe réel un
point double de multiplicateur égal & — 1 [pour lequel R, (35) = o].
Les autres points doubles sont réels et répulsifs.

Il y a correspondance entre les diverses espéces pour les deux
types de substitution, sauf en ce qui concerne les substitutions
singuliéres du premier type avec un point double 2 ou R'(2) = + 1,
R’(a)£ 0 qui n’ont pas de correspondantes dans le deuxiéme
type.

18. Si R(s) est une fonction a cercle fondamental, il en sera
de méme de R,(3) quel que soit 'entier n; R,(z) sera du second
type s’il en est ainsi pour R(z) et si n est impair.

Il en résulte de suite que tous les cycles d’ordre n sont répulsifs
et formés de points réels dés que n>2 et méme pour n =2,
exception faite des substitutions du deuxiéme type et de la
premicre espéce.

D’une maniére générale, en composant entre elles des substi-
tutions qui admettent le méme cercle fondamental I’y dans un
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ordre quelconque, on a encore une substitution qui. admet lc
méme cercle fondamental ; ces substitutions forment un groupe si
on leur adjoint leurs inverses qui, naturellement, ne sont pas
rationnelles.

Les propriétés des points doubles que nous venons d'étudier
caractérisent les substitutions a cerele fondamental et permettent
de les exprimer d’une autre maniére.

Supposons que [z, R(5)] admette d —1 points doubles =z,
da, ..., %g_y, Situés sur une circonférence I', de multiplicateurs
réels et > 1, et deux points doubles «, o' de multiplicateurs s et s’
imaginaires conjugués, « et «' étant I'image 'un de 'autre par rap-
port a T'; les s sont liés par la relation

d—1

i . 1 -l i .
-+ - -+ “+1=o0,
. s—1 s'—1 Si— 1 ’

1

qui entraine, comme nous l'avons déja vu,
is|=|s]<1.

Je dis que la substitution admet T comme cercle fondamental.

Nous savons en effet que
d—1

1 1 1 T
R(z)—=z = (s —1)(8—a) + (s—1)z—a’) +‘z(s,~—l}(z—a,~).
1

On peut supposer, sans diminuer la généralité, que 1" est I'axe
réel, donc a; réel, a et o’ imaginaires conjugués. Posons R(z) = A
dans I'égalité précédente; nous avons une équation en z qui aura
toutes ses racines réelles si A est réel. En effet, cette équation peut
s’écrire

d—1
I

1
E(Si—l)(z—g,-; -+ Z-—A + ®(z5)=o0,
1

®(z) étant réelle et bornée pour 3 réel, car c’est une fraction
Cz+ C

G—ar s ou b > o. D’autre part, les

rationnelle de la forme

coefficients des T —a, sont positifs puisque s;>>1, de méme que

1

T—=x qui est égal a 1. Donc, si ’on consideére les

le coefficient de
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d — 1intervalles déterminés par les d nombres (o, @, ..., %g_s, A),
le premier membre prenant des valeurs infinies de signe contraire
aux deux extrémités d’un intervalle s’annule une fois dans cet
intervalle; donc d — 1 racines réelles, et comme 'équation est de
degré d (a cause de la relation entre les multiplicateurs), il y a
bien d racines réelles. Donc R(z) = A a toutes ses racines réelles
pour A réel; mais Z = R(5) coincidant avec 5 pour 5 =a =a - bi,
si 5 décrit un chemin quelconque dans le demi-plan supérieur a
partir de «, Z restera aussi dans ce demi-plan, sinon Z franchirait
I'axe réel au point Z = A et 'équation R (z) = A aurait une racine
imaginaire. D’autre part, R(s) est a coefficients réels. Donc
Z.=R(z) définit une substitution a cercle fondamental du pre-
mier type et de la premiére espéce.

Supposons maintenant tous les points doubles sur la circonfé-
rence, leurs multiplicateurs étant réels et plus grands que 1 en
valeur algébrique pour d d’entre eux, donc réel et compris entre o
ct 1 pour le (d+ 1)“‘"" comme il résulte de la relation

qu’on doit supposer vérifiée. Je dis qu'on aura une substitution
du premier type et de la deuxiéme espéce. Cela revient a démontrer
comme plus haut que R(z) = A a ses racines réelles pour A réel;
cette équation peut s’écrire

d

1 1 1 I 1
-+ — =o.
Si— 1 Z—ay z—A (—s z—a
1

On a encore

> 0. Considérons les d intervalles déterminés
par les d 41 lnombres (a., gy ...y ¢z, A) en excluant toutefois
celui, s’il y en a un, qui contient «. Dans les d — 1 intervalles
restants, le premier membre étant continu sauf aux deux extré-
wités s’annule une fois puisqu’il passe de 4o a — oo; donc
d — 1 racines réelles et méme d. On achéve le raisonnement
comme plus haut en remarquant que R(z), définie par

d

1 1 1 +z I 1

= ’
R(z)— =z S—1 3—2a Si—1 53— a;
: 1




— 933 —

prend des valeurs de méme signe que z quant a la partie imagi-
naire au voisinage des points doubles a cause de s > o.

Considérons enfin le cas ou 'on se donne sur la circonférence
un point double « pour lequel

s=R'(a)=+1, R"(a)#o0

et d —1 points doubles pour lesquels s > 1. Les choses sont un
peu moins simples dans ce cas; la substitution R(z), admettant
les points doubles donnés avec leurs multiplicateurs et du degré d,
n’est pas entiérement déterminée et dépend d’une constante arbi-

traire. On a en effet (§ 2)

d—1
1 ) h 1 1
R(z)—3z (z—z)’+z~a+25,-—l Z—a;

d—1
1
h+2 +1=o0.
Si—1
1

On voit que [ reste indéterminée. Si nous supposons les o sur
I'axe réel, pour que R(z) laisse cette droite invariante, il faut
que ! soit réel. On a d’ailleurs, au voisinage de «,

R(2)=a+(z——1)+%(z—z)’+... <R"(a)=;).

Supposer { réel revient a supposer que la tangente a T' coincide
avec la tangente de rebroussement a la courbe qui limite le
domaine de convergence élémentaire relatif a o (§ 10). Sous cette
forme, la condition est invariante par rapport a toute transforma-
tion conforme ('). Si elle est remplié, on voit encore facilement
que R(z) appartient alors & la classe que nous étudions et définit
une substitution singuliére du premier type. Le procédé est

toujours le méme. On a a démontrer que

d—1
4 h 1 1 1
(z—~az)’+ z—a+2(3,~—|) z—ai,-+z——A=o
1

admet d racines réelles pour A réel. Les s;— 1 étant positifs, on consi-

(1) Cela revient & dire que la direcion déterminée par I'argument dé R*(a)
est celle de ]a tangente en a au cercle.
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dére encore lesd — 1 intervalles déterminés par (ay, %, . ..,0q4_,A).
Si aucun d’eux ne contient a, on voit qu’ils contiennent tous une
racine. Si 'un d’eux contient «, soit par exemple «, <« < aa,
dans 'un des deux intervalles (2, a) et (a, a,), le premier membre
passera de 4o a4 — oo parce qu’il devient infini sans changer de
signe pour 3 = o. On aura donc d — 1 et méme d racines réelles
ct la conclusion s’ensuit.
Nous laisserons de coté le cas o 'on a

R'(2) = +1, R’(a)=o,

qui donne lieu a une discussion analogue.

Enfin, pour les substitutions du second type, on aura des résul-
tats semblables. Par exemple, st I'on se donne d—1 points
doubles sur une circonférence avec s < — 1 en valeur algébrique,
on aura par la formule de décomposition en éléments simples une
expression de R(z) qui donnera une substitution du second type
et de la premiére espéce.

19. 11 peut étre avantageux de choisir comme cercle fonda-
mental T le cercle unité ]tlél. On passe de ce cercle au demi-
plan supérieur du plan des 5 par la transformation

t:z—g T—-be_,

2—B Z—§
B etg étant imaginaires conjuguées et 3 ayant sa partie imaginaire
positive. La relation Z =R(z) devient alors T==®(¢). 1l est
clair que si ®*) et ®(*) Jaissent invariant le cercle [t|<1, 1l en est
de méme de ® = & P2, Aux fonctions PV (¢) et P2 (¢) cor-
respondent R/ (5) et R® (z). Un calcul simple montre que R(z)
correspondant a ®(¢) =@ (¢)® (¢) est donnée par la formule

R (z)R@ (3)— | B2

R(s)= R(x)(z)+ﬁ(z>(z)_2ﬁ(xg)'

Si B est purementvimaginaire et égal a bi, la formule devient

. RW(z)RO)(z)— b
R(z)= RU(z)+ R¥(z)

Supposons en particulier que T = ®(¢) ait 'origine pour point -
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P(t) , R .. . R
double; (t ) étant holomorphe a l'origine, et égale en module a

I'mnité pour |¢| =1, sera plus petite, en module, que lunité
pour | ¢]| <1.

Done W (t)=
et @2 (¢)=+¢; il leur correspond les fonctions R (3)=1i(3)
et R (3) = 3. On a alors

H(s):

B(t

) Jaisse T invariant. Prenons O (t)=W(t)

zA(3)— b‘f
5+ M3) )

Nous allons déduire de cette formule une conséquence impor-
tante & savoir que |®'(¢)| est supérieur a I'unité sur la circonfé-
rence I'. On a en effet ’

3+ bi 2
®'(t) =R (3)| 77— -
() ( )[R(z)—f-bz]

On ‘trouve pour R/(z) I'expression

, _)\’(z)(z’+b2)+b1+)\2(z')'
DU FESTE

En remplagant R(s) et R'(5) par leurs valeurs en fonction
de A(z) dans I'expression de ®'(¢), on trouve aprés réductions

N(z)(82+ b))+ N (35)+ b2

q>'(t)= [)\(z)—»—bz]i

Pour |t| =1, 5 est réel et k(z) également; on a alors

, ) 324 b2
| @' (2)] =14 A (%) m'

. Nous connaissons I'expression de A(z) :

R(z):/cz—i—h—Z A

(K, A>o0);

Z—aQa
donc

)\'(z) = k-{—zzz—_/—\—a?,

) (5) est donc positive pour 5 réel. L’expression de|®'(¢)| montre
alors que |®'(¢)|21. Je dis qu'on n'aura jamais |®'(¢)| =1. Il
faudrait pour cela que 5 ou A(z) deviennent infinies. Or quand =
vient coincider avec un poéle @, on trouve que la valeur limite

. s ar+ b | .
de @'(2) est égale & 14 — ~ 1. Pour =0, on obticnt la
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.. f R A
valeur limite 1+g>1 s K n’est pas nul, et l+2—_—b=+h2
siK=o.

On a donc toujours

|®' ()| >G> pour  [¢|=1.

20. Les considérations qui précédent permettent de résoudre
le probléme limite de l'itération, c’est-a-dire de trouver I’ensemble
dérivé des conséquents d'un point, pour les substitutions des
diverses espéces que nous avons considérées.

Considérons d’abord une substitution du premier type et de
premiére espéce. Elle admet deux points ‘doubles attractifs que
nous supposerons étre, comme dans ce qui précéde, l'origine et
le point a l'infini, le cercle I' étant |¢|S1.

Soit Z =R (z) cette substitution. Je dis d’abord que les consé-
quents de tout point situé dans un cercle y concentrique a T de
rayon plus petit tendent uniformément vers zéro. En effet, le mo-

. R(z) , . .
dule maximum pour |:[ =pde —-E;—? étant une fonction croissante,

quand p varie de 0 a 1 et égale a 1 pour |5| =1, on a uniformé-
ment
IR(2)] <elz] (o<]e] <)

dans y. Les conséquents d'un point de y restent dans y et 'on a
|3n] < e®| 3], limz, =0

uniformément dans y. De méme, a 'extérieur de tout cercle de
rayon plus grand que 1, 5, tend uniformément vers I'infini.
Inversement, étant donné un ensemble fermé quelconque E, les
antécédents de tout point de E tendent uniformément vers la cir-
conférence pourvu que E ne contienne pas les points doubles o
et o. Car, s'il en était autrement, il y aurait des antécédents de
divers points de E de rang indéfiniment croissant, extérieurs a la
couronne (1— a, 1+4-a) et intérieurs, par exemple, au cercle T.

Soient 5/, 3, ... ces antécédents; on aurait
Rn (3') =¥,
Rn,(z,,) = E”

R, [s9] = g,
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Mais les | z(P)| étant pour p suffisamment grand < 1 —a, il s’en-
suit que R, (z) < C"r|1— a|, (C < 1), quantité qui tend verszéro

1 T o . A
avec s or les £ étant des points de E, on a par hypothése

[§#] > K > o;
il y a contradiction.

On peut préciser davantage la maniére dont les antécédents d'un
point se rapprochent de la circonférence.

Considérons la circonférence y de centre o et de rayon p <1.
Je dis que si p est suffisamment voisin de 1, les différentes branches
de R_, (2) se permutent circulairement quand z décrit y. Suppo-
sons /- supérieur au module de toutes les racines de R(z) = o, et
soit y_, la courbe (comprise entre y et ') décrite par une détermi-
nation de R_, (2) quand 5 décrit y; y_, se ferme quand 5 a décrit
v fois y; réciproquement, si 5 décrit y.-, une seule fois, R(z) décrit
v fois y dans le sens direct, son argument augmente de 2vx qui doit
représenter le nombre des zéros de R(z) compris a l'intérieur
de y_,, multiplié par 2n. Donc ce nombre est au moins 1
(puisque v21); donc y_, entoure l'origine et, par suite, puisque
extérieure a v, tous les points racines de R(s) =o. On av=d,
degré de R(z), et les d branches de R_, (z) se permutent circulai-
rement quand 5 décrit y; ceci subsiste quand on déforme y sans
traverser les points critiques de R_, (3).

Considérons donc la couronne (v, I') ne contenant aucun point
critique de R_, (2), ni par conséquent de R_, (), et tragons-y une
coupure, par exemple, suivant un rayon; les R_,(s) deviennent
uniformes dans le domaine ainsi obtenu &. Les antécédents &_, du
domaine ¢ sont des quadrilatéres curvilignes juxtaposés dans la
couronne comprise entre y_, et I'; les antécédents ¢_, du
domaine &, c’est-a-dire les antécédents immédiats des 8_,, sont
des quadrilatéres curvilignes juxtaposés dans la couronne com-
prise entre y_, et I' et ainsi de suite, les courbes y_,, y_s, ...,
Yony oo s’enveloppant mutuellement et tendant uniformément
vers I'. Je dis que les dimensions linéaires des 3_j, tendent vers zéro

1 . . , , ,
avec —; car la différentielle de I'arc du contour de 8_, étant désignée
par ds_,, on a pour un 8_, et uné_,_,) convenablement associés

dc_(n_‘) = I Rl(z)l dcr_,,,
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3 étant un point de o_,. Mais nous avons démontré au paragraphe
précédent que |R'(z)] > K > 1 sur T et, par suite, dans une cou-
ronne autour de I'. Comme les courbes y_, tendent vers I', on
aura pour n > n’

da_p,< Il( ds_nyy,

la méme relation s’appliquant aux longueurs finies des contours
de 8_, et 8__,y); ces longueurs décroissent donc comme les
termes d’une progression géométrique convergente et tendent
vers zéro. En particulier, les cotés des quadrilatéres 3_, juxta-
posés sur la circonférence tendant vers zéro quand leur nombre d*
croit indéfiniment auront pour points limites tous les points de la
circonférence; il en sera de méme des domaines superficiels 6_j.
Si nous prenons un point m sur la circonférence, dans la partie
de T comprise dans un cercle de centre m et de rayon ¢ arbitrai-
rement petit, il y aura un domaine 8_, pour » suffisamment grand.
" Les mémes phénoménes se produisent pour ’extérieur du cercle
en raison de la symétrie par rapport au cercle. Done le ni"* con-
séquent d'un domaine circulaire de rayon aussi petit qu'on le veut
ayant son centre en un point quelconque de la circonférence T
couvrira pour une valeur finie de n toute une.couronne d’épais-
seur finie entourant I'. Mais les conséquents d’ordre p de cette
couronne recouvriront tout le plan pour une valeur finie de p, sauf
peut-étre 'entourage des deux points doubles o et oo, cette der-
niére exception ne se produisant que si ces points n'ont d’autre
antécédent qu’eux-mémes, c’est-a-dire sont des points exception-
nels dont nous avons parlé au Chapitre I; ceci n’aura lien que
pour R(z) = A z¢. 1l suit de la que :

1° Le conséquent d’ordre n d’un domaine arbitrairement
petit entourant un point de la circonférence couvrira tout le
plan pour unevaleur finie de n [ sauf, dans le cas ou R(z) =A 54,
I'intérieur d’un cercle de rayon arbitrairement petit-et 'extérieur
d'un cercle de rayon arbitrairement grand de centre o];

2° Le conséquent d’ordre n d’un arc aussi petit qu'on le
veut de la circonférence la recouvrira tout entiére pour une
valeur finie de n.

Ainsi 'ensemble dérivé des antécédents d'un point quelconque
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du plan (sauf les deux points exceptionnels s'ils existent) est formé
par toute la circonférence.

- Nous connaissons donc I'ensemble dérivé des antécédents et des
conséquents d'un point du plan d'une maniére trés précise, sauf
en ce qui concerne les conséquents d'un point de la circonférence;;
la recherche de 1'ensemble dérivé des conséquents d'un pointde T
est un pryobléme de nature arithmétique qui se rapporte a 'ap-
proximation des incommensurables et que nous ne chercherons pas
a approfondir ici. Nous montrerons seulement sur des exemples
quelles sont les principales ‘circonstances qui peuvent se pré-
senter.

Considérons donc les conséquents d'un point m de I'; ces points
sont tous distincts & moins que m ne soit 'antécédent d'un point
double ou périodique; de tels antécédents sont denses sur I' et

your chacun d’eux l'ensemble E’
1

dérivé des conséquents de m
peut étre regardé comme formé par les points.d’un cycle, ou
comme ne contenant aucun point suivant qu’on regarde comme
faisant partie ou non de E' les points ou sont confondus une infi-
nité de conséquents. C'est en général le premier point de vue qu'il
semble le plus naturel d’adopter.

Je vais démontrer que les points périodiques. eux-mémes sont
denses sur T. En effet, s étant un arc quelconque de T, il existe
une branche de la fonction R_4(z), pour A suffisamment grand,
qui donne comme image de ¢ I'arc o_; complétement intérieur a s;
quand on transforme par R_, I'arc 5 et I'arc ¢_; qui y est contenu,
on obtient comme image de ¢_j un arc s_,; intérieur A c_;
P’arc ¢_,4 aura a son tour un transformé o_,, et ains1 de suite; les
arcs o_p4 emboités les uns dans les autres et de longueurs tendant
vers zéro comme les termes d'une progression géométrique con-
vergente tendent vers un point £; comme on a toujours symboli-

quement
S—(n—1)h = Ry, ( Sonli )y

on a aussi
s = RIL (E)'

Le point § fait donc partie d'un cycle dont 'ordre est un divi-
seur de &; I'arc & étant arbitraire, on voit que tout point de T est
poimt périodique ou limite de points périodiques; il est méme tou-
jours limite de points périodiques et de période indéfiniment crois-
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sante puisqu’il n'y a qu'un nombre fini de tels points dont la
période ne dépasse pas un nombre donné.

On peut remarquer qu’il y a toujours ici des points de période n
quel que soit n; en effet, comme il n’y a ’ggs de points périodiques
dont le multiplicateur soit de la forme e 7 , le cas d'exception exa-
miné au paragraphe 3 ne se présente pas et les équations R, (z) =3
n’ont que des racines simples. Le nombre P(r) des points pério-
diques d’ordre n s’obtient alors en faisant I'inversion de la for-
mule

ZP(n) =dnr~+1,

o/n

ot la sommation est étendue aux diviseurs ¢ de n; cela donne,
comme on le sait,

P<n>=2p<a>[d§+-]=2n<a>d§,
[

&/n 1]

n

ou p(3) est la fonction arithmétique bien connue égale a =1 ou
i o, suivant que & est un produit d’un nombre pair ou impair de
facteurs premiers distincts ou divisible par un carré; on a, en
outre, p(1)=1. On obtient ainsi :

P(n) =2p.(8)d§go (modn),
P(n)

—.— €étant le nombre des cycles d’ordre n. Cette propriété arith-

métique se rattache aux théorémes de Fermat et d’Euler.

Nous avons donc dans tout arc de I' une infinité dénombrable de
points périodiques pour lesquels par conséquent E’ se réduit a un
nombre fini de points. Nous allons montrer qu’on peut trouver
également dans tout arc de I' des points pour lesquels E’ est formé
par la circonférence tout entiére. Considérons une infinité dénom-
brable d’arcs de T, soit ¢, ¢/, 6"; ... que nous écrirons dans 'ordre
suivant tel que chacun d’eux y figure une infinité de fois :

” ” ’

’ ’ 4 !
¢, ¢, o ¢, o, q o, ¢, ¢, o o, ....

Il y a un antécédent de o contenu dans ¢’ : soit 5_,, le premier arc

qui satisfasse a cette condition; il y a un antécédent de o_

ay
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contenu dans ¢, soits_, ; il y a de méme un antécédent de s_,,
contenu dans o', soit ¢_, ; un antécédent de s_, dans &”, soit
G_,,; nous choisirons ensuite un antécédent de ¢_, non seulement
intérieur a o, mais méme intérieur & c_,, qui a été déja introduit
dans ¢ et ainsi de suite. Nous formons donc le tableau suivant :

’ ! " ’ ” "

g g G L3 g o3 a [+ g [+ cee
> x . ‘><
Oty O-ay F—ay O—ay OG—uy; C-_ay G—a; O—uy G—uy oo

dans lequel les termes de la-seconde ligne désignent des arcs inté-
rieurs a ceux qui sont inscrits au-dessus; de plus, ceux des o_, qui
sont inscrits au-dessous de ¢ s’emboitent les uns dans les autres;
enfin, chacun des s_,, est un conséquent de tous ceux qui sont
inscrits A sa droite.

Les arcs

Oy O—ay O—uy C—ayy  ++oy O—tpparny 9 >-o0
—1

emboités les uns dans les autres et tendant vers zéro, ont un point
limite £, intérieur a chacun d’eux. § a donc des conséquents de
rang aussi élevé qu’on le veut contenu dans s'® et cela quel que
soit K.

Il y a ainsi des points de E' dans =, o/, 6", ...; sices arcs ont été
choisis de maniére qu’il y en ait une infinité qui soient compléte-
ment extérieurs les uns aux autres, E’ contiendra une infinité de
points.

Pour fixer les idées, considérons U'infinité dénombrable des arcs

(ui ont pour milieux les points d’argument 2% P et de longueur ~,
- q ° q

en prenant tous les couples d’entiers p et ¢ tels que p < g, mais
non premiers entre eux; il y aura des points de E' dans tous les

arcs qui ont pour milieu un point donné 21r—’qi et une lon-

gueur N_Iq_ (N=1, 2,3, ...); ce point est donc de E’ ou limite de
points de E'; il est donc de E’ qui est fermé et qui comprend ainsi
toute la circonférence puisqu’il renferme tous les points d’argu-
ment commensurable a 2. ‘

Ainsi E’ peut comprendre toute la circonférence ou étre formé
d’un nombre fini de points. Des cas intermédiaires peuvent se
produire; mais il y a lieu de remarquer que E’ étant un ensemble

XLVII. 16
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invariant qui comprend les conséquents de tous ses points com-
prendra toute la circonférence s’il comprend un arc aussi petit
qu’on le veut. Si cela n’a pas lieu, E’ est partout discontinu. Nous
allons montrer sur un exemple que E' peut étre un ensemble par-
fait discontinu. Considérons la substitution Z = 33, et un point z,

d’argument 8, sur la circonférence I tel que 291% s’écrit dans le sys-
téme de numération a base 3 en n’employant que les chiffres o et 2 ;
:—; appartient donc a 'ensemble parfait P, exemple classique du a
Cantor d’un ensemble parfait qui n’est dense dans aucun inter-
valle. Les valeurs de ;e—_-r correspondant aux conséquents du point =,

s’obtiennent en déplacant la virgule vers la droite et annulant la
partie entiére dans le développement qui correspond au point ini-
tial; les nombres obtenus appartiennent toujours i P. Appelons II
I'ensemble parfait de points de la circonférence qui eorrespond a P;
les points de E étant de II, il en est de méme des points de E’
puisque II est parfait. On peut choisir 8 de maniére que E’
soit identique a II. Considérons les nombres qui s’écrivent en
n’employant que les chiffres o et 2 un nombre fini de fois et ran-
geons les en une suite linéaire telle que chacun d’eux y figure une
infinité de fois : «, B, v, o, .... Il suffit de poser

%’;:0, (2)o(B)oo(y)ooo(8)0000(e), ...,
en appelant (a), (8), (y), --. les suites de chiffres en nombre

limité qui appartiennent respectivement aux expressions de a, B,
Y, ... dans le systéme de base 3; on intercale un nombre croissant
de zéros entre ces groupes de chiffres. On voit facilement que par
ce choix les conséquents de 54 auront pour limites toutes les extré-
mités d'arcs contigus a II correspondant aux nombres «, 3, v, ...;
comme tout point de IT est limite de ces derniers points, on
aura E' =11.

On peut former d’'une maniére analogue des exemples ou E’ est
un ensemble réductible. Mais il résulte de ce que nous avons vu
au paragraphe 15 qu'un ensemble fermé et de plus invariant par
la substitution étant donné sur la circonférence, cet ensemble ne
sera pas en général le dérivé des conséquents d’un point; car I'en-
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semble formé par deux points doubles distincts est bien un
ensemble fermé et invariant et nous savons que si un ensemble E'
renferme ces deux points il en renferme une infinité d’autres.

Ces exemples suffisent 2 montrer que 1'étude de 'ensemble E'
est un probléme de nature arithmétique auquel on pourrait apph-
(uerles méthodes de Borel-Lebesgue pour la mesure des ensembles,
et qui appelle de nouvelles recherches; mais dans tousles cas nous
avons prouvé surabondamment que les points limites des consé-
(uents d'un point z de la circonférence sont des fonctions discon-
tinues de s en chaque point de celle-ci.

21. Nous passons maintenant & I'étude des substitutions du
premier type et de la deuxiéme espéce. Le point double attractif
étant rejeté a l'infini, nous pouvons poser

A

s—a

R(z):kz+h—2 (A>o0, k>1),

d’ou

A
R’(z) = /C+Z(z__-———a);

On a donc sur 'axe réel

R'(8)> k>1.
En posant
Z=R(z)=X+iY,
on a
A(z—a
X =ka- Fh—z(x_‘a),+)y,
Ay

Y=hy+ F—ayri

On a constamment
IYI>klyl, |yel> kx|,

d’ou 1l résulte déja que limy, = o uniformément pour y > y, >o.
On a, en outre,
|X| > k|| (K'>1)

quand |z | surpasse P. Considérons, par exemple, un rectangle
ayant pour centre I'origine avec des cotés paralléles aux axes et de
longueurs 2P et 2%, 7 étant choisi de maniére qu’on ait dans ce
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rectangle
IR (5)| >k >1,

ce qui est possible pour 7 assez petit puisque R'(z) > & sur l'axe
réel.

Dans toute la région ® du plan extérieure au rectangle et sur le
contour, on a

X|> K|e|

(k>1, A >1),
Y| > k|y]

d'ot I'on conclut que le domaine @y =R (®) est intéricur & ® et
que les conséquents 5, d'un point 5 de ® tendent uniformément
vers 'infini. On peut si 'on veut déformer le contour du rectangle
de maniére a obtenir un contour analytique C a tangente continue
sans que les deux propriétés précédentes cessent d’étre exactes. On
voit de plus que les points critiques de R_;(3) qui sont les consé-
(uents immédiats des zéros de R/ (5) seront extérieurs a C. Quand =
décrit G, les d branches de la fonction R_, (5) reviennent chacune
& sa valeur initiale aprés que 5 a fait un tour complet sur C; les
d courbes ainsi décrites sont intérieures & G puisque les.consé-
quents d’un point de C ou extérieur a C sont extérieurs a C. Elles
ne se coupent pas elles-mémes ni entre elles puisque les R_;(3)
sont les inverses d’'une méme fonction uniforme et que C est lui-
méme un contour simple. Je dis qu’elles sont extérieures les unes
aux autres. Soit C_, 'une--d’elles correspondant a une branche
de R_, (5) que nous appelons f(z) et qui est holomorphe a I'inté-
rieur et sur le contour de C; soient, de plus, 5’ un pointintérieura G
et 57, = f(5'). La variation de 'argument de f(3) — f(3') sera

zéro ou 27 suivant que s_ est extérieur ou intérieur a C_,; orelle

1
est différente de zéro puisque 3’ est un point racine de

S(3)—f(5')=o.

" intérieur a G corres-

Elle est donc égale a 2. Donc a un point 5
pond un point 5° intérieur & C_, et un seul, et réciproquement. 11
y a application conforme et biunivoque de I'intérieur de C_, sur
Iintérieur de C.

Laméme chose alieu pour les d courbes distinctes G, C2,.. .C¥,.
Ces courbes sont donc extérieures les unes aux autres, car si un

point § était par cxemple a la fois a I'intérieur de C et sur le
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Considérons I'intérieur de C avec les courbes C*}, C?,C¥, (en
prenant par exemple d = 3) et faisons de nouveau I'application de
cette figure sur C'}, puis sur C2,, puis sur C2,. L'intérieur de €
étant applicable d’une maniére biunivoque sur I'intérieur de C!Y,
aux trois courbes C!),C?, C* correspondront trois nouvelles
courbes intérieures a C!', et a l'intérieur des premiéres courbes
I'intérieur des secondes. Soient C',, C?,, C?, ces trois nouvelles
courbes. Nous obtiendrons de méme, en faisant I'application de C
sur C%,, les trois courbes C*,, C?,, C*, intérieures a C'*. Enfin en
appliquant C sur C2}, nous obtenons C7,, C%,, C, intérieures a C%,.
Les courbes C_, limitent ainsi neuf domaines bornés sans point
commun dont 'ensemble constitue la région antécédente d’ordre 2
de I'intérieur de C.D’une maniére générale, I'antécédent d’ordre £

de I'intérieur de C sera formé par I'intérieur de 3% courbes :.
(1) (2 3k)
CCE ... C

pouvant se répartir en 3*~! groupes de trois courbes respectivement
intérieures aux courbes de rang précédent et extérieures les unes
aux autres. Le domaine antécédent de ® sera le domaine complé-
mentaire s'étendant a U'infini d’un seul tenant et d’ordre de con-
nexion 3.

Dans le cas qui nous occupe,. toutes ces courbes coupent I'axe
réel en deux points puisque tous les antécédents d’un point réel
sont réels.

Le domaine ouvert de conyergence des R,(3) vers l'infini est
I'ensemble des points appartenant a tous les domaines

(D—Il((D'—i < (D—z < LI < (D-—n)

que nous venons de définir. Il comprend tout le plan sauf les points
intérieurs a une infinité de courbes C_,; soit P ce dernier ensemble.
Je dis qu’il est parfait et partout discontinu. On a, en effet, les
courbes C_, qui sont intérieures & G :

IR (z)| < k' <.

Entre les différentielles des arcs d’une courbe C_, et de sa consé-
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quente immédiate qui est une courbe C_,_,), on a la relation
do_iy—1y =do_, \R'(3)] (zsurC_y),

d’ou

d_,o < /%, a-(n-y).

Entre les longueurs finies des courbes C_, et C_,_,), on a la
méme relation :
i
l—n< Fl—(u—i)v
d’ou
1l .
l_,, < erOn, lim l_.” = 0.

n=ow

, 1
Les longueurs des courbes C_, tendent vers zéro avec o D’autre

part, toute courbe C_, renferme des courbes de rangs n +1, n 42,
n + 3, ... respectivement, dont chacune est intérieure a la précé-
dente; il y a donc un point intérieur commun qui appartient a P.
Ainsi les points de P peuvent étre enfermés a l'intérieur d’un
nombre fini de courbes, a savoir les d® courbes C_, dont chacune
a une longueur aussi petite qu'on le veut pour n suffisamment
grand et qui en contiennent toutes au moins un. 1l s’ensuit que P
est parfait et discontinu en chaque point. D’abord P est ferm¢, car
si § point limite de points a, 8, v,... de P n’appartenait pas a P,
£ serait pour une certaine valeur de n extérieur a toutes les
courbes C_,; h étant alors la plus courte distance de E aux
courbes C_, et les points a, §, v, ... étant intérieurs aux C_,, la
distance de § a a, 8, v, ... serait supérieure ou égalea 4 ; £ ne serait
donc pas point limite de P. P est parfait, car « étant enfermé dans
une courbe C¥, et celle-ci renfermant a son intérieur au moins
deux courbes distinctes et extérieures 'une a 'autre C_ 444, ¢ sera
contenu également dans l'une de ces derniéres, soit C.,,,. Mais
une autre courbe C.,,, également intérieure a C¥, contient au
moins un point § de P nécessairement distinct de « et la distance
af est inférieure au diamétre / de la courbe C¥, qui est aussi petit
quon le veut pour n suffisamment grand. P est discontinu en
chaque point, car si a et 3 sont deux points de P, on peut les
enfermer dans des courbes C_, dont le diamétre soit inférieur
ala demi-distance de af; « et 3 sont alors enfermés dans deux
courbes C_, et C_, distinctes et extérieures 'une a I'autre et toute.
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ligne polygonale joignant « 3 et ayantpour sommets des points de P
aura un c6té au moins égal a la plus courte distance de I'une
des courbes C_, a 'ensemble P, ou a la plus courte distance d e
deux courbes C_s.

Dans le cas actuel, I’ensemble P appartient tout entier a I'axe réel
puisque toutes les courbes C_, coupent I'axe réel en deux points.

La chose est évidente a priori puisque nous avons va au début
de cette analyse que 3, tend vers l'infini quand 3 est imaginaire et
(ue 'ensemble P est 'ensemble des points pour lesquels cette con-
vergence n’a pas lieu. On aurait pu se servir de cette remarque
pour construire I’ensemble P. En effet, considéronsla plus grande
racine (réelle) A de 'équation R (z)= z, comprise entre le dernier
péle a vers la droite et + o, et de méme la plus petite racine y., com-
prise entre le dernier pole a vers la gauche et — o, et regardons
I'ensemble des deux demi-droites (A, + ) et (t, — o0) comme cons-
tituant un segment unique contenant le point a 'infini. Dans ce
segment, z, converge vers linfini (sauf aux extrémités). Car,
pour =%, on a 3 <3 <...<%<..., lim 3,=-+4oo, et

n=ow

pour 3<p, 5> 5,>>33...>> 5,... (en valeuralgébrique) et

lim 2z, =+ .
n= o

Les points de 'axe réel qui appartiennent au domaine D_ de
convergence vers l'infini sont le segment Ap et ses antécédents,
extrémités non comprises; on a ainsi une infinité dénombrable
d’intervalles sans points communs deux a deux et sans extrémités
communes, contigués a un ensemble parfait qui est 'ensemble P
dont on prouvera facilement la discontinuité. Mais 'analyse précé-
dente est préférable parce qu'elle s’applique a des cas ou P n’est
pas linéaire.

Considérons un point m de P et un cercle ¢ de rayon ¢ ayant
pour centre m. Pour une valeur convenable de I'entier r, le dia-
métre des courbes C_, sera inférieur a ¢; le cercle ¢ contenant m
contiendra alors un domaine J_, limité par une courbe C¥,, et qui
est un antécédent de rang n de lintérieur A de la courbe C.
Le n*®® conséquent du cercle ¢ couvrira donc . D’autre part,
A étant le complémentaire du domaine (ouvert) ®, Ap+ ®p
recouvre tout le plan; comine ®, pour p suffisamment grand est
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extérieur 4 un cercle de rayon aussi grand qu’on le veut, Jp cou-
vrira tout le plan sauf peut-étre 'extérieur de ce cercle; mais J,
oy contient By, si p' << p, et comme H renferme un pole de R(s),
contient l'extérieur d'un certain cercle de centre O. Donc o p
pour p est assez grand couvre tout le plan. Comme ¢, couvre &,
Cayp couvre tout le plan. Ainsi :

Le n®me conséquent d’un domaine aussi petit qu’on le veut

entourant un point de P couvre tout le plan pour une valeur
finie de n.

.Tout point de P est ainsi limite d’antécédents d’un point quel-
conque du plan. On voit d’ailleurs immédiatement que P renferme
les conséquents et antécédents de tous ses points. Il contient aussi
les points doubles et périodiques autres que 5 =o. On pourra
encore démontrer que P est limite de points périodiques; qu’il
contient des points tels que I’ensemble dérivé de leurs conséquents
soit identique a P, etc. Il n’y a pas lieu d’y insister, car nous trou-
verons au Chapitre suivant (qui sera publié ultérieurement) des
théorémes plus généraux.

I1 est intéressant de savoir si P est de mesure linéaire nulle, cette
propriété intervenant dans I'étude des fonctions uniformes qui
admettent P comme ensemble de leurs singularités essentielles. 11
suffit pour que cela ait lieu que la somme des longueurs des

, 1 . .
courbes C_,, tende vers zéro avec = Cela arrivera toutes les fois

qu'on aura k > d [degré de R(sz)], condition nullement néces-
saire. Je ne suis d’ailleurs pas arrivé i reconnaitre si P peut étre de
mesure non nulle.

En résumé, étant donnée une substitution a cercle fondamental
de seconde espéce, les conséquents d’un point quelconque du plan
convergent vers le point double attractif situé sur la circonférence,
en exceptant les points d'un ensemble parfait P partout discontinu
situé également sur la circonférence; cet ensemble, qui est
invariant, jouit de la propriété que chacun de ses points est limite
d’antécédents d’un point quelconque du plan. Dans tout domaine
fermé n’ayant aucun point commun avec P, la convergence est
naturellement uniforme.

22. Considérons maintenant le:cas singulier ou il y a sur la cir-
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conférence un point double de multiplicateur égal a 4 1, comptant
pour deux points doubles confondus. La substitution peut alors se
ramener a la forme

Z=R(z

ou les @ sont réels, les A positifs et h également si les axes sont
convenablement orientés. On a alors

A
X=x+h~—2m’
Y= y+2(z‘——-a)’+_y’

Dans tout domaine borné n’ayant aucun point commun avec
y

I'axe réel, z, tend uniformément versl’infini. En effet, on a pour un

point en dehors de cet axe, par exemple au-dessus :

1> Y>> e >Y >0

7 tend vers une limite finie ou infinie. Si elle est finie, on a, en

vertu de 'égalité
A
Ynrr1—Yn=Yxn 2 m,

une limite infinie pour z,. Donc, dans tous les cas, z, tend vers
I'infini; z, se trouve donc, a partir d’un certain rang, dans un
domaine limité par une paralléle a 'axe imaginaire et ou il y a
convergence uniforme vers I'infini (§ 8); 5, étant a 'intérieur d'un
domaine de convergence uniforme, il en est de méme de 5; et
I'on sait qu’une suite de fonctions qui converge uniformément en
tous les points d’un domaine, c’est-a-dire dans des domaines
partiels entourant chaque point, converge uniformément dans le
domaine tout entier,

Il y a donc convergence uniforme dans toute partie bornée d’un
domaine défini par ¥ > y,>o0 ou y << — y,<< 0. Nous savons
qu’il y a aussi convergence upiforme dans tout domaine fermé
défini par 2z, pour x, suffisamment grand. On pourrait considérer
le domaine lieu des points par lesquels on a 'une de ces trois iné-
galltes et chercher ses antécédents successifs comme au paragraphe
précédent. Nous nous contenterons d’examiner ce qui se passe sur
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I'axe réel. Soit A le dernier point double a distance finie a droite
des poles a; les 5, convergent vers I'infini quand 5 est intérieur
au segment (), -+ oc), et réciproquement les conséquents de tout
point 5 tel que 3, tende vers l'infini se trouvent a partir d’un
certain rang a l'intérieur de ce segment, exception faite des anté-
cédents du point a I'infini. L’ensemble’ des points z de 'axe réel
pour lesquels il y a convergence uniforme des R, (z) vers 'infini
est ensemble des points intérieurs au segment (A, 4 o) et a tous
ses antécédents. Ces segments qui sont tous décrits dans le méme
sens [puisque R'(5) est positif pour 5 réel] sont alors sans points
communs deux-a deux et sans extrémités communes; ils sont con-
tigus a un ensemble parfait P. Je dis que P est non dense, c’est-a-
dire que tout segment contenant a son intérieur un point de P
renferme des antécédents de points de o. En effet, si 5 est un
point de P qui ne soit pas un antécédent du point a l'infini, ses
conséquents seront intérieurs une infinité de fois 4 un segment
borné, par exemple celui qui a pour extrémités le péle a le plus a
gauche et le point double A. Car si s est a gauche des @, on a

A

>o0 (5<51),

z-

z,—z=R(z)—z=lz—2 p
et si tous les z, restaient a gauche des a, ils tendraient vers un
point limite unique b tel que &6 = R(b), c’est-a-dire vers un point
double et il n’y en a pas a gauche des a. Donc le dernier pole vers
la gauche «’ sera dépassé et 'on aura un z, intérieur au segment
précité, puisque 5, ne peut dépasser A, extrémité du segment de
convergence .
Ceci posé, on a

R'(z)=1+ Z(z—f‘-sz

Donc R'(5)>1 pour z réel et R'(z)> k> 1 dans tout segment
borné.

Soit alors s un segment contenant le point 5. Si les segments
conséquents s,, Sa,...,Sp,... étaient constamment extérieurs a o,
ils ne renfermeraient jamais de péles a et seraient tous décrits dans
le méme sens, «, et 8, extrémités de gauche et de droite de s,
étant les conséquents respectifs de a et 3, extrémités de gauche et
de droite de s; les longueurs des segments s, croissent cons-
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tamment a cause de R'(z)> 1; de plus, #,, étant une infinité de fois
intérieur au segment borné (a’, \) et 8, ne dépassant pas A, on aura
une infinité de fois

longueur s,41> k longueurs, (k>1),

puisque s, est tout entier dans le segment (@', 1) pour ces valeurs
de n. Il s’ensuit que la longueur du segment s, croitrait indéfi-

niment et dépasserait par conséquent celle du segment (a’, }). Iy
a contradiction. On doit donc supposer que les s, empiétent a partir
d’un certain rang sur le segment 5. P est non dense et chacunde
ses points est limite de segments contigus, antécédents de 5. On
démontrera méme sans difficulté que les conséquents d’un segment
contenant un point de P recouvrent ¢hacun tout 'axe réel a partir
d’un rang fini; il s’ensuit que chaque point de P est limite d’anté-
cédents d’'un point quelconque de I'axe réel. Il est encore vrai que
chaque point de P est limite d’antécédents d’un point quelconque
du plan, mais nous laisserons cette démonstration de coté pour
Iinstant. ‘

Nous pouvons dire en résumé qu’étant donnée une substitution
de cercle fondamental T ayant sur la circonférence un point
double a pour lequel R'(2) =+ 1, R"(«) £ 0, le domaine de con-
vergence uniformé des substitutions itérées vers o comprend tout
le plan sauf les points d’un ensemble parfait non dense de points de
la circonférence qui forme la frontiére de ce domaine et contient le
point a lui-méme.

Considérons maintenant le cas ot 'on a un point double a avec

R'(a)=++1, R"(a)=o0.

La substitution se raméne alors a la forme

R(z):z—z A (A>o0),

s—aQa

la constante A de tout a I’heure étant nulle. Les formules

Alr —a)
(.z-—-a)’—t—y”

V= B

X=x—
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permettent d’établir comme précédemment que lim 5, = o quand 3
est extérieur a I'axe réel et méme uniformément dant toute partic
bornée du demi-plan supérieur ou du demi-plan inférieur; mais
ces deux domaines de convergence sont distincts et les 5, ne peuvent
converger uniformément dans aucun domaine renfermant a son
intérieur un point de I'axe réel. Cela résulte déja de ce qui a été
dit au Chapitre II (§ 11). On le vérifie ici en remarquant que si 3
est réel on a 5,<C 5513 est a droite des a et 5,> 35 (en valeur
algébrique) si z est a gauche des a, par conséquent |z, | <
quand | 5, | est suffisamment grand; 5, ne peut donc tendre vers
I'infini que si z est]’un des antécédents (en infinité dénombrable)
du point a 'infini. Je laisserai de coté ici la démonstration du fait
que les conséquents d’un segment de I'axe réel finissent par lerecou-

S\

vrir tout entier, démonstration qui est analogue a celle du para-

~
”/ll?

graphe précédent.

Nous voyons queles substitutions de ce genre sont un cas limite
de celles de seconde espéce, les deux points doubles attractifs étant
confondus en un seul situé sur la circonférence; nous les appel-
lerons donc substitutions singuliéres de premiére espéce. Au con-
traire, celles examinées précédemment {R'(2)=-+1, R"(a)=0]
doivent étre regardées comme des substitutions singuliéres de
seconde espéce.

Enfin, I'extension des résultats obtenus aux substitutions du
second type, celles qui permutent entre eux I'intérieur et extérieur
d’un cercle, est trop simple pour qu’il y ait lieu d’y insister.

Nous remarquerons que ce qui a été dit au Chapitre I (§ 6) au
sujet des domaines invariants trouve ici son application, que
notamment I'intérieur et 'extérieur du cercle fondamental qui cons-
tituent deux domaines complétement invariants renferment chacun
la moitié des points critiques de la fonction inverse.

23. Nous allons montrer maintenant que les méthodes utilisées
pour étudier les substitutions ayant un cercle fondamental s’ap-
pliquent a un grand nombre de cas. Considérons par exemple la
substitution (§ 13) :

7= z’+ 5.

Nous avons remarqué qu’elle admet le seul point double
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attractif 5 = oo, tous les autres points doubles ou périodiques étant
répulsifs. D’autre part, les 3, convergent uniformément vers'infini
dans le domaine défini par |z|24; ce ‘domaine renferme son con-
séquent et contient d’autre part les deux points critiques de la

fonction inverse
Ry (3)=yz—5

(ui sont le point a Il'infini et le point 5=75. Il en résulte que
I'analyse du paragraphe 21 est ici applicable. Le domaine de con-
vergence vers l'infini, qui est le domaine limite des antécédents du
domaine initial comprend tout le plan sauf les points intérieurs a
une infinité de courbes C_,, identiques du point de vue de 1’ 4 na-
lysis situs a celle examinées dans ce paragraphe. Les dimensions
de ces courbes tendent encore vers zéro, car on aura sur chacune
d’elles a partir d’un certain rang

IR (3)]|>k>1.

On peut prendre ici k = 2. En effet, R'(z) = 25 et, pour |5|Z1,
R(z)24..Le domaine antécédent de rang 1 du domaine initial ®
comprend donc le domaine |R'(5)|22; sur les courbes C,, on aura
donc a partir de n = 2

|R"(3)|>k>2.

II en résulte que non seulement les longueurs des courbes /_,
tendent vers zéro, mais que la somme de leurs longueurs peut étre
rendue aussi petite que ’on veut pour une valeur convenable de n.
L'ensemble parfait P des points qui sont intérieurs a une infinité
de courbes C_,, estdoncici non seulement discontinu, mais de lon-
gueur nulle. On voit ici que P n’est pas sur une courbe simple, car

. . . i+=iy1g .
il contient les deux points doubles o — — —2—‘1—2,; dont les multi-
plicateurs sont imaginaires : s = 29 = — 1+ V19; P étant parfait

venferme des points 3 voisins de «; si 'on calcule les antécédents
de 8 au'moyen de la branche de la fonction inverse \/z.— 5 égale
it pour 5 = a, ces antécédents tendent vers « en se groupant sur
une courbe en spirale ayant a pour point asymptote, de maniére
que 'argument de B_, — a ait plus de deux valeurs limites dis-
tinctes. Aucune courbe passant en a et contenant les points de P
ne peut donc y avoir une tangente unique. En- transformant la
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configuration obtenue autour de a, par les substitutions Z=R_,(3),
on obtient des configurations analogues autour des antécédents
de 2 qui sont denses sur P.

On obtient des résultats semblables sur de nombreux exemples
de polynomes, par exemple de la forme 5™ +-a, si |a| est suffi-
samment grand.

Voici maintenant des exemples dans lesquels R(z) n’est pas un
3
o ZM 42
on a une substitution a cercle fondamental déja étudiée. Je dis
qu’il n’en est pas ainsi pour m > 2. En effet, nous avons le point
double attractif 7 = o, el les points doubles définis par z7=—1,

situés sur la circonférence lzl =1, et qui sont répulsifs, car

polynome. 11 suffit de prendre R(z) = (m2 2). Pour m = 2,

, 2—(m—1)zm
R'(z) = W

’

1
et prend la valeur m +1 pour 5 =(— 1);. S’il y avait un cercle
fondamental, ce seraitle cercle || <1 et I'on devrait avoir un point
double a l'infini conjugué de 5 = o, ce qui n’est pas. ‘

Les conséquents d’un point 5 convergent vers zéro pour |z| <1
et uniformément dans tout cercle de rayon <C1. Car, pour que
| R(z)] soit inférieur a |z ], il suffit que | ™42 soit > 1, donc
que|z| <1.Pour|z|<r < 1,onaura |R(z)|<k|z|(k<1).Les
points critiques de la fonction R_, (z) sont d’une part le point a

. . . . 9 T .
Vinfini, car, pour Z = o, I’équation e Z admet une racine
nulle et m —1 racines infinies; d’autre part, les points qui
s’obtiennent en faisant R’ ({) = o, ¢ = R({). On a ainsi

1

| — -
{m o= 2 , |vc|=-]—<nl_l) (Je|<1)

m=1 m 2

Considérons un cercle de rayon trés peu inférieur a 1, conte-
nant a son intérieur les points c. Soit I' ce cercle; cherchons quel
sera le domaine antécédent immédiat ou tout au moins la partie de
ce domaine qui est d’un seul tenant avec I'origine et qui comprend
par conséquent I & son intérieur; elle comprendra la partie posi-
tive de l’axe réel, car quand s varie de 0 a +-o0, R(z) varie de 0 a o

1

: . , s 2 \m
en passant par un maximum égal & |¢| pour 2 = (———)  donc
m—1
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intérieur a I'. Ceci étant, considérons le domaine limité par la cir-
conférence I' dont on a enlevé un arc au voisinage de 3 —1; deux
paralléles a Paxe réel de part et d’autre de cet axe qu'on tracera
Jusqu'a la circonférence | 5| =2, et qu'on suppose assez rap-
prochées pour que la bande ainsi obtenue a la droite de T ait sa
eonséquente intérieure a T'; enfin, la circonférence |z| =12, en
supprimant 'arc compris entre les deux parallé¢les. On a ainsi un
contour simple C divisant le plan en deux régions simplement
connexes : une région non bornée (qui est une partie de I'anté-
cédent immédiat de I'intérieur de T') comprenant les points cri-
tiques de R_,(3), et ayant comme conséquente immédiate une
région qui lui est complétement intérieure; d’autre part, la région
itérieure a C ou toutes les fonctions R_, (z) sont holomorphes.
L’extérieur de C est un domaine de convergence-uniforme vers le
point attractif z=o0. On se trouve ainsi dans les conditions
d’application du paragraphe 21. Je dis qu’on aura sur les
courbes C_, a partir d’un certain rang

|R'(3) | >K>1.

En effet, on peut écrire
R'(5) = [(m—l)—:;] R2(z)zm—2,

Supposons qu’on ait pris le rayon du cercle T' rigoureusement
égal a 1. Si 3 est sur la courbe C_,,(nZ 1), on doit supposer I'argu-

ment de 3™ compris entre + —et 4+ 3 (llmltes exclues), sinon on’

_aurait
la+am(2y3,  R(3)S =S 2u<r,
V3 V5
et z, serait intérieur a C.
-y 2 . . . . T X 14 .
L’argument de — o est alors compris entre — et +§' el
Pon a
(m=0= 2| >/ (n = o
De plus,
| R2(z)zm-2|21.
On a donc

R(z)>K>m—r,
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et comme on peut prendre le rayon de I' aussi voisin de 1 qu’on le
veut, 'inégalité précédente a bien lieu quand ce rayon est conve-
nablement choisi.

Ainsi donc, les 5, convergent vers zéro dans un domaine qui a
pour frontiére un ensemble parfait partout discontinu. Je ne sais
pas si, dans le cas actuel, la longueur de cet ensemble est nulle,
mais dans tous les cas son aire est nulle, car le rapport des éléments
d’aire d’'un domaine limité par une courbe C_, et du domaine con-

séquent sera inférieur a ;» etcomme chaque C_,_ ) engendre

1
(m—1)

Z airesC_, < m_n_u_l)’ Eaires Cen—1),

m . . .
et comme T (m23) est < 1, ces sommes d’aires décroissent

mC_,, on a

en progression géométrique; la conclusion s’ensuit.
Indiquons encore rapidement I'exemple qui suit :

z2?

R =z

Ici, tous les points critiques de la fonction inverse sont intérieurs
au cercle de convergence (|s|<C1). Ce sont les points z =0 et
53 :-;3 Une circonférence de rayon un peu inférieur a 1 jouera
ici le role dela courbe C. Pour démontrer que|R'(5)|est > K >1
sur les C_,, on opére comme précédemment, en remarquant encore
que I'argument de * est compris entre 1—- et —3)3 quand 5 est sur C,.

On aura ensuite

R'(z):(%—l) R2(z), |2 < V3, IR(3)| > 1—=

Donc :
[R'(z)|>K>1.

L’ensemble frontiére du domaine de convergence est partout
discontinu. On a ici trois points doubles répulsifs, dont deux sont
a multiplicateur imaginaire.

En résumé, on peut dire qu’étant donnée une substitution
rationnelle [z|R ()] possédant un point double attractif, si 'on
peut trouver une courbe qui partage le plan en deux régions, dont
I'une contient le point double attractif et les points critiques de la
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substitution inverse, et telle que la substitution donnée la trans-
forme en une autre qui lui soit complétement intérieure, de maniére
qu’elle fasse partie du domaine d’attraction du point double, si en
outre, sur les courbes antécédentes de C, on a & partir d’un certain
rang

|R'(3)| > k>,

le domaine total du point double a pour frontiére un ensemble
parfait partout discontinu; cet ensemble est de mesure linéaire
nulle si 4 est supérieur au degré d de R (3), de mesure superfi-
cielle nulle si A > d. ,

Nous verrons au Chapitre suivant que certaines des conditions
énoncées ici sont inutiles ou surabondantes,

Il n’est pas inutile de faire au sujet de ce théoréme quelques remar-
ques complémentaires. D’abord il peut y avoirintéréta avoir pourles
courbes antécédentes du paragraphe 21 un systéme de numérotage
quine soit pas arbitraire. Si 'on désigne par R/, R, ..., R47!
les déterminations de la fonction inverse, uniformes et distinctes a
Vintérieur de C, il est naturel de désigner par le groupe de chiftres
(%45 Aay o..y ay) la courbe C_, qui dérive de G par la substitution
Ry [R‘f_"l’ [R‘f_‘“l‘ [.. .:.]H; de cette maniére on voit de suite que :
1° pour que deux courbes C_, et C_, (n' > n) soient intérieures
I'une a 'autre, il faut et il suffit que le groupe de chiffres ou indice
de C_, commence par les chiffres de C_,; 2° que les indices des
conséquentes de C_, s’obliennent en supprimant successivement
1,2,3,... chiffres ala gauche de son indice ; 3° queles antécédentes
de C_, s’obtiennent en ajoutant des chiffres a la gauche de Pindice.
A toute suite infinie de chiffres on fera correspondre']c point
intérieur commun a toutes les courbes ayant pour indices suc-
cessifs les groupes de 1, 2, 3, ... premiers chiffres de la suite; de
cette maniére, il y a correspondance biunivoque entre les points
de P et les suites infinies de chiffres en question. A cette suite de
chiffres correspond d’ailleurs le nombre compris entre o et 1, tel
que la suite de ses chiffres représentatifs aprés la virgule dans le
systéme de numération a base d soit la suite proposée, la corres-
pondance étant biunivoque, sauf pour une infinité dénombrable
de nombres rationnels qui peuvent s’écrive de deux maniéres, a
savoir ceux qui peuvent s’écrire de maniére & n’avoir que des zéros

XLVII. 17



— 258 —
d partir d'un certain rang et qu’on peut aussi écrire en n’employant
(ue le chifire d — 1 a partir d’un certain rang.

On voit ainsi que P a la puissance du continu ;.nous n’avons
fait que répéter, dans un cas particulier, la démonstration classique
de cette propriété des ensembles parfaits, mais ici le mode de
représentation adopté pour P est en relation étroite avec les pro-
priétés d'invariance de cet ensemble relativement a la substitution
donnée. En particulier, aux fractions périodiques simples corres-
pondent les points périodiques, aux fractions périodiques mixtes
les antécédents de ces points. Si on laisse de coté les dévelop-
pements qui se terminent par zéro répété indéfiniment, on a une
correspondance biunivoque entre les nombres réels (o <<¢<r)
d’une part etles points de P d’autre part, al’exclusion des antécédents
de I'un des points doubles qui ne sont pas représentés. A deux
points de P infiniment voisins correspondent deux valeurs de ¢
infiniment voisines ; la réciproque n’a pas lieu, la quantité com-
plexe qui correspond a un point de P étant une fonction discon-
tinue de ¢t pour les valeurs de ¢ a représentation ambigué, mais
continue partout ailleurs. Si 'on pose 5= f(t), en convenant
que f(t+1)=/f(t),on a R(s)=f(dt). ATaide de ces remar-
ques, on démontre immédiatement : 1° que tout point de P est
limite de points périodiques; 2° qu’il y a, au voisinage de chaque
point de P, des points tels que I'ensemble dérivé de leurs con-
séquents soit identique a P, ete. (¢f. § 20).

Une autre remarque qu'il y a licu de faire, c’est que I'existence
d’un tel domaine de convergence a frontiére partout discontinue
n'est pas un cas singulier, ¢’est-d-dire que cette circonstance se
produirasans qu'il y ait d’égalités particuliéres entre les coefficients
de la fonction R (3); il suffit que ces coefficients varient dans un
domaine convenable. Considérons une substitution rationnelle de
degré d pour laquelle le fait se produit, par exemple une substi-
tution a c¢ercle fondamental de deuxiéme espéce non singuliére et
soit une courbe C qui divise le plan en deux régions jouissant des
propriétés indiquées plus haut, I'extérieur de C contenant les
points critiques de R_, (5) et le point double attractif. Si I'on fait
varier les coefficients de R (z), les 2 (d—1) points critiques
de R_, (5), qui s’obtiennent en égalant a zéro le discriminant de
I'équation R () = 3, varieront d’une maniére continue et resteront
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extérieurs & G pour une variation suffisamment petite des coefti-
cients. Comme d’autre part R (z) est une fonction uniformément
continue de 5 et des, coefficients dans le domaine ® extérieur a C,
la propriété consistant en ce que ®; =R (®) est intérieur a ®
subsistera également; pour une raison analogue, on aura encore
[R'(3) | > K'>|1surCetasonintérieur (K'<<K). Je dis que dans
® les R, (5) convergeront vers un point double attractif. En effet,
un tel point double existe encore dans ®, puisque les racines de
Péquation R () =z etles multiplicateurs correspondants s=R/(z)
sont des fonctions continues des coefticients; soient « ce point double

et 5, un point intérieur i C. Les fonctions ———— étant bornées
Rn (z) — 3
. , I
dans leur ensemble dans ® et tendant uniformément vers = dans
— <0

un petit cercle de centre « intérieur a @, tendront uniformément vers
cette méme constante dans toutle domaine ® ('). Donc les R, (3)
convergent vers a dans ® et finalement dans le domaine ayant
pour frontiére I'ensemble discontinu P.

On peut préciser davantage quand R(z) est un polynome : il
suffit que le terme constant de R () soit suffisamment grand, les
autres coefficients étant donnés pour que la substitution |3 |R (z)]
ventre dans la catégorie précédente. Posons

R(3) =Aoz?+ Ay 39t ..+ Ag1 3+t =A(3) +¢, R'(z) = A'(3),

¢ étant un paramétre. L'inégalité |R'(3)|SK (K> 1) définit un
ou plusieurs domaines bornés E, qui sont fixes quand ¢ varie.

Soit M la plus grande distance de ces domaines a l’origine. Nous

8
prendrons toujours [¢] > M. Ceci étant, pour que l'on ail
|R(5)|> ]3], il saftit que | 3| soit supérieur a la racine positive

de I'équation

[Ao| @ — |Ay| 241 —. . .= [|Ad=t]| + 1] @& — ] = 0.

Soit r cette racine; dans le domaine ® : |z|Z7r'>r, les R, (3)
convergent uniformément vers linfini. Si, d’autre part, on prend 3

(') STIELTIES, Recherches sur les fractions continues (Annales de la Faculte
de Toulouse, t. VIII, 1894). — MoNTEL, Lecons sur les series de polynomes a
une variable complexe, p. 20 (Gauthier-Villars, 1g910).
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dans E, on a
[21] = [R(3)[2[¢] — M.

Pour que z, soit dans un domaine tel que ®, il suffit que
|t| —M > r, c’est-a-dire en posant |t| = p que

o] (p — M)¢— [Ay] (p — M)i=t ... — [[Ays| +1](p — M) —p >o.

Le coefficient de p¢ étant positif au premier nombre, ceci aura
lieu quand p sera supérieur a L, L. >'M étant, par exemple, la plus
grande racine positive du premier nombre.

Nous prendrons donc |¢| > L, et r’ assez voisin de r pour que
I'inégalité |R'(z)| <K entraine |R(z) | > ', ce qui est possible en
vertu de 'analyse précédente; ® contient donc les conséquents
des domaines E et en particulier les conséquents immédiats des
points racines de R'(5)= o qui sont, avec le point a I'infini, les
points critiques de R_, (3). De plus, sur les courbes antécédentes
du contour C de ®, on a |R'(z)|> K> 1, a partir du premier
rang. On est donc dans le cas ou la frontiére du domaine de con-
vergence vers 'infini est partout discontinue (de longueur nulle

st K>d).

24. Nous allons étudier maintenant des exemples de substi-
tations rationnelles ayant deux points doubles attractifs, dont les
domaines respectifs sont d'un seul tenant et simplement connexes,
et séparés par une courbe comme dans les substitutions a cercle

fondamental de premiére espéce.
z+ 3@
2

Prenons, par exemple, R(z)= (d22). Nous avons ici

deux points doubles attractifs, le point a I'infini et 'origine. On

constate aisément que le domaine du point a I'infini comprend
1

Iextérieur de tout cercle C’ de rayon supérieur a 3~ et que dans
un tel domaine on a: |z,|>K'|z|(K'>1). De méme, le domaine
de Yorigine comprend I'intérieur de tout cercle C de rayon plus
petit que 1, dans lequel on aura: |z,|<<A|z|(A<C1). Les points
critiques de R_, (z) sont le point a I'infini autour duquel se per-
mutent circulairement les d branches de R_, et les points c =R (%),

L @1 . . . .
R ()= 1__4%:_ = 0, ce qui donne d — 1 points critiques simples,
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tous intérieurs a C, si I'on prend le rayon de C supérieur a (?l) .

Les valeurs de R_, (z) se permutent circulairement sur les cir-
conférences C et C'. 1l suit de la facilement que les courbes
antécédentes de C' sont des courbes simples d'un seul tenant
C_y, CLs ..., telles que C_, soit intérieure a C;(,',_,,, et com-
prenant toutes I’origine a leur intérieur, de maniére que 5_, revient
a son point de départ sur C_,, son 'argument ayant augmenté
de 27, -quand s a fait d fois le tour de C' dans le sens direct.

De la méme maniére, les courbes antécédentes de C sont des
courbes qui s’enveloppent mutuellement en comprenant toujours
Porigine a leur intérieur et en restant extérieures aux courbes
C_,. Les domaines antécédents de 'intérieur de C et de Pextérieur
de C' sont ainsi des domaines simplement connexes de plus en
plus grands, limités par les courbes C_, et C_,; nous allons voir
dans un instant que I’écart des courbes C._, et C_, tend unifor-
meément vers zéro.

Pour préciser la maniére dont les choses se passent, tracons
dans la couronne (C, C'), ou les fonctions R_, () sont analytiques
mais non uniformes, la coupure ab dirigée suivant le segment
de 'axeréel positif; ab contient doncle point double répulsif 5 =1,
el la branche de R_, (5), qui est égale & 1 pour 5 = 1, reste réelle
pour z situé sur ab, de maniére que les segments antécédents de
ab, obtenus au moyén de cette branche de fonction, sont emboités
les uns dans les autres et tendent vers le point double 5 = 1. Nous
désignerons par R)(3), RY)(z), ..., R¥“ ™" (s) les branches d de
la fonction R_, (5) obtenues successivement en partant d’un point
de la coupure avec la détermination initiale également située sur
cette coupure, et tournant autour de l'origine dans le sens direct.
Au domaine initial 8, constitué par la couronne oul'on a tracé la
coupure, cori‘espondent ainsi d domaines 8 _, que nous affecterons
des indices supérieurs (0, 1,2,...,d — 1) et qui sont constitués
par des quadrilatéres curvilignes assemblés dans la couronne
comprise entre C_, et C_,, ces domaines n’ayant pas de points
intérieurs communs, mais deux domaines d’indices j et j + 1 (ou o
et d — 1) étant contigus suivant une ligne transversale antécé-
dente de la coupure ab. Les domaines antécédents immédiats des
8_4, ¢’est-a-dire les domaines 8_,, seront obtenus en faisant 'appli-
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cation de 8 avec les domaines &_,, qui y sont contenus dans I'ordre
ou on les rencontre, successivement sur 6%}, '), 82}, .... Ces
domaines 8_,, assemblés dans la couronne (C_.,-C_,) auront

-2y

pour indices successifs dans ’ordre o on les rencontre

(0,0), (o,1), ..., (0,d—1),
(1,0) (1,1), ..., (1, d—1), (2,0), ..., (d—1,d—1),

deux domaines successifs étant contigus suivant une trans-
versale antécédente de rang 2 de la coupure ab; le premier et
le dernier sont également contigus suivant un segment de ab.
D’une maniére générale, les domaines 8_, ou, ce qui revient au
méme, les points a_, et b_,, seront désignés par un indice formé
de n chiffres («,, @y, ..., @,), signifiant que le 3_, en question
se déduit de & par la substitution

R [REP[RE[...(5)]]}-

On voit, comme au paragraphe 23, que : 1° pour que deux domaines
8_n et 8_, (n' > n) soient intérieurs au sens large 'un a l'autre,
il faut et il suffit que l'indice de &_, commence par les chiffres
de lindice de 3_,; 2° que les indices des conséquents de &_,
s’obtiennent en supprimant successivement 1, 2, 3, ... chiffres a
la gauche de son indice; 3° que les antécédents de §_, s’obtiennent
en ajoutant des chiffres a la gauche de son indice. En outre, dans
le cas actuel, deux domaines &_, sont limitrophes si 'un des indices
se déduit de 'autre en augmentant le dernier chiffre de I'un d’'une
unité, avec la convention que si ce dernier chiffre est d-—1, on
remplace d — 1 41 ou d par zéro, en forcant le chiffre précédent
d’une unité, et recommencant au besoin l'opération. Enfin un
domaine &_, aura une partie de frontiére commune avec un 8_(,_y)
si le dernier chiffre de son indice est zéro ou d — 1, et seulement
dans ce cas.

On voit d’ailleurs clairement comment les domaines &_, sont
assemblés en considérant, au lieu de 'exemple étudié, le suivant,
R(5) = 54, qui donne

sp=plie @ (pour z=p¢ > o).

Les domaines ¢_, sont alors limités par des circonférences con-
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centriques et des segments de rayons angulairement équidistants;
mais du point de vue de I’ Analysis situs, tout se passe comme dans
I’exemple actuel.
Etudions maintenant I'ensemble limite des domaines &_,, c’est-
d-dire I'ensemble des points intérieurs au sens large a une infinité
de ces domaines. Je dis que les dimensions dé ces domaines tendent

. . ] 1 . .
uniformément vers zéro avec o En eflet, il suffit de montrer,

d’aprés un raisonnement déja employé, qu'on a
IR'(3)|>K>1

dans ces domaines a partir d’un certain rang. Or cela a bien lieu,
car prenons d’abord le rayon de C égal a 1; on aura alors sur la

courbe C_, :
1+ dzd-t

R’(z) =

et |z|21,
d’ou
d—1

2

|R'(2)]z

SidZ4, on adonc IR'(z)lil: sur C_,; donc
|R' ()| >K>1,

méme si le rayon de C est un peu inférieur a 1.

Des calculs tout élémentaires que nous omettons montrent que
la chose est encore vraie pour d = 2 ou 3. Les longueurs des con-
tours des domaines &_, tendent ainsi uniformément vers zéro

I . . « e . .
avec — il s’ensuit que 'ensemble limite des points de la cou-

—n

vonne (C_,, C',) est un ensemble parfait, bien enchainé, sand
points intérieurs. A toute suite infinie d’entiers (o oy...%,...)
nous pouvons faire correspondre le point de cet ensemble P qui
est intérieur au sens large aux domaines ayant pour indices (a,),
(@idg)y «ony (24 ®2...2%,), ..., qui sont intérieurs au sens large les
uns aux autres. A deux suites d’entiers distinctes correspondront
en général deux points distincts, le contraire n’ayant lieu que si
ces deux suites représentent le méme nombre compris entre o et I
dans le systéme de numération a base d. En effet, il résulte de ce
qui a été dit plus haut que I'ordre de succession des domaines 8_,
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est le méme que I'ordre naturel des nombres

ay ‘ay a,
(2—9—?{—1 ...+ Z;>

qui correspondent a I'indice (%, a2 ...a,). Si deux de ces nombres
différent d’au moins deux unités du n*™® ordre, ils correspondent
d deux domaines de rang n sans points communs et sans frontiére
commune. Si donc deux nombres ¢ et ¢ sont distincts, leurs

valeurs approchées par.défaut a — prés différant de deux unités
dn

au moins pour une certaine valeur de n, les points p et p' de
I'ensemble P que nous leur faisons correspondre se trouveront
dans deux domaines ¢_, et 6/, entiérement séparés; p et p’ sont

.o . N . .
distincts. Si le nombre ¢ est de 1a forme T il lui correspondra de

quelque maniére qu’on I'écrive dans le systéme de base d un méme
point p de P qui est un antécédent du point double répulsif =1,
les domaines 6_, auxquels il est intérieur au sens large étant alors
tous contigus suivant une transversale antécédente de la cou-
pure ab. On doit toutefois remarquer qu’aux. deux valeurs t=o
et t =1 correspondent le méme point 5 =1.

A deux valeurs de ¢ infiniment voisines correspondront deux
points infiniment voisins, ces deux points appartenant a un méme
domaine o_, pour une valeur infiniment grande de r, et les dimen-

. ~ , 1
sions de 6_, tendant vers zéro avec o

Ainsi, il y a correspondance continue et biunivoque entre les
points de 'ensemble P et les nombres compris entre o et 1. Les

points de P forment une courbe représentée par une équation de
la forme

z=f(t)1

f(t), fonction imaginaire de la variable réelle ¢, continue dans
Uintervalle (o, 1). On a f(1)=f(o) et I'on peut convenir
que f(t+1)= f(t). On a alors

R(2) = f(d-0),

cette propriété montrant que I’étude de ’ensemble des conséquents
d’un point de la courbe se raméne a celle des nombres obtenus en
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déplacant la virgule vers la droite dans la représentation d'un
nombre t (0 <<t <1) dans le systéme de numération a base d.

Nous voyons en définitive que, grace a l’introduction d'une
coupure invariante passant par un point double répulsif, nous
avons pu faire I'étude de la frontiére des domaines d'attraction des
deux points doubles (o et o ) de la méme maniére que dans le cas
précédemment examiné ou la frontiére est discontinue.

Dans le cas actuel, nous avons une séparation du. plan en deux
régions simplement connexes par une ligne continue, qui sont les
régions de convergence respectives vers les deux points doubles;
on voit aisément que tout point de la ligne frontiére est limite
d’antécédents d'un point quelconque du plan, sauf le point a l'in-
fini. Plus précisément, le conséquent d’ordre n d’un domaine
circulaire aussi petit qu’on le veut ayant pour centre un point de
la frontiére couvre ‘tout le plan, sauf Iextérieur d'un cercle de
rayon arbitraire, pour une valeur finie de n.

L’exemple précédent peut étre facilement généralisé. Supposons
que deux points doubles attractifs d'une substitution rationnelle
(qu’on peut toujours supposer étre I'origine et le point a l'infini),
puissent étre I'éspectivemént entourés de deux contours simples
sans points doubles G et C' jouissant des propriétés suivantes : les
conséquents d’un point de C ou intérieur a C sont intérieurs a C,
les conséquents d’un point de C’ ou extérieur & C' sont extérieurs
a C'; sur C et C, toutes les déterminations de R_,(z) se per-
mutent circulairement. Il existe alors (Chap. I, § 6) d — 1 points
critiques de R_,(z) a I'intérieur de C et autant a I'extérieur de C/,
il n'y en a donc pas dans la couronne (C,C'). Les antécédentes de
C et C' sont des courbes simples d’un seul tenant, les couronnes
(G_n, C_,) sont intérieures a celles de rang moindre; nous suppo-
serons qu’'on a dans ces couronnes, a partir d'un certain rang,

IR(2Y| > k>1.

L’analyse faite plus haut est applicable dans ce cas; nous allons
montrer qu’il existe encore une coupure invariante dans (G, C'),
constituée par une ligne rectifiable qui a un segment unique dans

(C=n, C-—{n—l)) ou (CL,, CLin-1))-

Soient a un point de C, p le point de C_, le plus rapproché de a,
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¢ le point de C. le plus rapproché de p, et b le point de C'le plus
rapproché de ¢; la ligne brisée apgb, formée de trois segments de
droite contenus respectivement dans (C, C_,), (C_,, C.,), (C_,,C"),
est une ligne simple sans points doubles que nous désignerons
simplement par ab; si z décrit ab, une branche de R_,(3) dé-
crit a_, &', formée d’arcs algébriques et contenue dans (C_,, C’,);
on peut joindre aa_, et bb_, par des lignes brisées contenues
respectivement dans (G, C_,) et (C', C.,) et ne traversant pas ab;
décrivons alors la ligne sans point double a_,abb_,, R_,(z)
décrira une autre ligne sans point double formée d’arcs algé-
briques a_,a_yb_,b_s; ona -

R(a-3) = a, R(b-3) = by;

s décrivant cette dermére ligne, R_,(z) décrit a_sa_, b_5b_,, el
ainsi de suite; on obtiendra a la r®™® opération

a—p @ (n—1y b—(n—1) b—p,
ligne sans points doubles, avec
R(a_n) = a—n-1), R(b_rn) = b_(n-1).

Les lignes (a_i, a_giy)) se déduisant chacune de celle qui suit par
la substitution [z, R(z)], on aura

longueur (a-y, @_(n-1)) < Ol
et, a fortiori,

A
l@—n—a—n—1)| < g7°

La série Z|a_,— @_¢s_y)| étant absolument convergente, on a

lima_, = w,

R(w) = o, |R'(w)]|>1.

D’ailleurs, les longueurs des courbes a_,b_, tendant vers zéro
pour la méme raison que @__q, @_n, les points b_, tendent vers
le méme point double w. Les lignes aa_,, a_ja_y, ...,
A_pnO_(nyryy oy Ob_y, b_yb_y, ... constituent par leur réunion
une coupure de la couronne (C, C') invariante par la substi-
tution donnée, ayant un segment unique dans les couronnes

(Cotnmryy Cn) (CL,_,yy CL,), de longueur finie et sans point
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double, qui aura en w un point asymptote si R'(w) est imaginaire,
mais jouant dans tous les cas le méme réle que la coupure recti-
ligne de l'exemple précédent. Les domaines des deux points
doubles attractifs O et O’ sont encore deux domaines simplement
connexes séparés par une courbe sans point double

s=f(t) (oSt

JS(t) fonction imaginaire de la variable réelle ¢, telle que, sil’on
convient que f(¢+1)= f(t), on ait 'équation fonctionnelle

[f()]=fld.t] (d, degré de R).

Nous ferons encore remarquer que le cas examiné ici n’est pas
un cas singulier, les mémes circonstances continuant a se pré-
senter sil'on donne des accroissements suffisamment petits, mais
quelconques, aux coefficients de R(3).

25. Nous laisserons de coté pour l'instant les cas, limites des
précédents, ou il y a un point double de multiplicateur égal a +1,
et nous allons étudier des substitutions dont I'itération conduit a
considérer des domaines d’un caractére différent de ceux examinés
jusqu’a présent. Ces exemples nouveaux se déduisent du reste
facilement des substitutions a cercle fondamental par une trans-
formation algébrique du second ordre.

Proposons-nous le probléme suivant : trouver une substitution
rationnelle pour laquelle il existe un ensemble de points compléte-
ment invariant formé par un arc de cercle; cet arc doit donc con-
tenir les conséquents et antécédents de tous ses points. On peut,
au moyen d’une transformation homographique préalable, rem-
placer cet arc par le demi-axe réel positif. Soit Z = R(3) la substi-
tution cherchée; z et R(z) prennent simultanément des valeurs
réelles positives ou nulles.

Posons w = /3 ; w sera réel pour z réel positif; si s n’est pas
sur Oz, w sera, par exemple, dans le demi-plan supérieur; R(z)
ou Z étant également extérieur 3 Oz, W = ﬂ sera en dehors de
I'axe réel; nous prendrons W dans le demi-plan supérieur
comme w. Si w varie en restant dans le demi-plan supérieur, il en
sera de méme de W, ces deux points atteignant en méme temps
’axe réel. 1l s’ensuit que la fonction W () ainsi définie est ration-



nelle. On a, en effet, W =/R(w?) et les points critiques pos-

sibles de cette fonction de (v sont les zéros et les poles de R(w?).
R(w?) devient nul ou infini pour w?=a?, a étant réel. Si a est
fini et différent de zéro et si a® est une racine d’ordre impair
de R(z), on aura

R(w?) = (w2 — a?)27+1P(w?) [P(a?) 0],
W = /R(#%) = (w — @) *TH(w),

H(w)-étant holomorphe et-non nul pour w=a. Si w décrit un
demi-cercle de rayon infiniment petit dans le demi-plan supérieur
autour de @ comme centre, de maniére que I'argument de (w— a)
croisse de o a m, 'argument de W augmentant d'un multiple

. . iy » DY :
impair de 5 W ne reste pas sur I'axe réel. Il faut donc que a? soit

racine d’ordre pair de R(s), W est alors une fonction uniforme
de w pour @w ==+ q. Méme remarque si a* est un pole. Enfin, si
P'un des points 0 ou oo est un zéro ou un pole de R(s),

VR(w?) est uniforme en ce point. On a donc
W= R,(w),

R, étant rationnelle et cette substitution laissant invariants 'axe
réel et le demi-plan supérieur. On est donc ramené a une substi-
tution a cercle fondamental. Posons alors (§ 16)

A
»
w-—a

W:/rw—r—h-—z

les constantes du second membre étant réelles, A et & positifs, et
cherchons les conditions pour que, en remplacant W par /Z

et o par V"z_-, on obtienne une relation de la forme Z=1R(s). Il
faut et il suffit pour cela que les deux expressions conjuguées

k\/5+h—z‘—/%;,
——l:\/;—t—h—i-z A

Vi+a

soient égales et de signe contraire, c’est-a-dire que I'on ait, quel
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alz+z ¢z+a—z 7i—a - =0
h_zz—a2

Pour que ceci ait lieu, il faut que les a soient deux a deux égaux

et de signe contraire (I'un des a peut étre nul). Les deux termes
A ,

— et
w— w+a

que soit 3,

ou

fournissent alors dans I’expression précédente une

(A_:ﬁl Si @ £ 0, on devra avoir A =A'.

contribution égale a

De plus, h = o. L’expression de R, () sera donc

B)("’)“"“""Ew)gi“;x_w[ Ewi—a’]

les constantes A, a, & étant réelles, positives ou nulles.
On en déduit
~ 2A ]2
=3 'f—Zz—ai] = R(z).

Telle est I'expression générale des substitutions qui satisfont

aux conditions du probléme.

Si I'on se donne z non situé sur la partie positive de 'axe réel,
il lui correspond deux valeurs de w == \/E, en dehors de axe
réel; soient w l'une d’elles, w, =R, (w), ..., w, =R (w,_y), ...;
les points v, restent du méme coté de I'axe réel et tendent vers le
point limite o situé soit sur l'axe réel, soit en dehors, suivant
I'espéce de la substitution R,. Les points 3, = 2, qui se déduisent
de z par itération de la substitution R(5), ont alors pour limite le
point a*; on voit facilement que a? est toujours réel.

Si R, est de deuxiéme espéce, avec un point attractif unique sur
I'axe réel, il y a sur cet axe une infinité dénombrable de segments
contigus a un ensemble parféit P alintérieur desquels les w, con-
vergent vers a. 1l leur correspond une infinité dénombrable de
segments situés sur Oz, contigus a un ensemble parfait I sur les-
quels les z, convergent vers «*. II est partout. discontinu; les
conséquents d’'un segment contenant un point de Il finissent par
recouvrir entiérement Oz. Il n’y a rien dans ce cas d’essentielle-
ment nouveau.
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Au contraire, si Ry est de premiére espéce, il y a convergence
pour tout le plan vers le point — ¢? (a = ¢ étant purement ima-
ginaire), sauf sur la partie positive de I'axe réel qui forme ici la
frontiére continue du domaine de convergence. On a donc un
domaine de convergence d'une autre nature que ceux rencontrés
jusqu’ici. On trouvera facilement les conditions que doivent véri-
fier les constantes A, a, kA pour qu’il en soit ainsi. Si par exemple
on suppose tous les @ différents de zéro, ces conditions sont

o< k<, k+2—2£>1.

Nous laisserons de coté la discussion de la position des points
doubles qui ne présente pas de difficultés.

Si maintenant on effectue sur Z et z une méme transformation
homographique quelconque, on obtient I'expression générale des
substitutions qui laissent invariants un arc de cercle pg et le
domaine non'borné qui a cet arc pour frontiére; s’il existe un
point double extérieur a pg, c’est alors un point double attractif
situé sur le prolongement de pg et dont le domaine comprend
tout le plan a I'exception de la coupure pg. Dans tous les cas, on
démontre facilement que la substitution inverse R_,(z) admet
d — 1 points critiques extérieurs a pg, les d valeurs de cette fonc-
tion se permutant circulairement sur un contour entourant pg et
voisin de cet arc; il y a également des points critiques sur pg
équivalents a d — 1 points critiques simples et qui sont tous con-
fondus avec les points p et ¢ (exceptionnellement avec un seul de
ces points, si R est du second degré). -z décrivant arc pq,
R(3z) décrit d fois ce méme arc en marchant dans le méme sens
tant qu’on n’atteint pas les extrémités p et ¢. On a, entre petgq,
I'un des quatre systémes de relations :

(n R(p)=p, R(g)=gq,
(I1) R(p)=p, R(q)=p,
(1) R(py=19¢9, R(g)=g,
(1V) R(p)=4¢9, R(gq)=p.

Tout cela est trés facile a vérifier et résulte de ce que R_, (5) ne
peut pas avoir de points critiques intérieurs a pq.

Comme exemple, cherchons s'il existe des polynomes laissant
invariants le segmen{ (—1, 1) de I'axe réel et le domaine exté-
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rieur & ce segment. Soit Z=R(z) un polynome répondant a la
question. Si I'on pose

w=\/l_z, W= ——I_L’
1+ 3 1+ Z

on en déduit W =R, (w), qui laisse invariants 'axe réel et le
demi-plan supérieur; R étant un polynome, R, doit admettre les
points doubles & === correspondant 4 z=00; en outre, ces
deux points doubles doivent étre des points exceptionnels n’ayant
d’autres antécédents qu’eux-mémes. Si l'on pose

w—i W—i
T= oy, o=,
w41

la relation W = R, (w) devient T = P(¢); P(¢) ayant pour cercle
fondamental le cercle (| ¢|<1) avec les points exceptionnels zéro et
I'infini, on a nécessairement

P(t) = eiam (@ réel, m entier > o),
Si Pon pose
t=el?, T = eilme+a) = ¢id,
il vient
© . [ 3
w = tang - W = tang —
g 2; Ly ’
‘—wz—-cos Z = cos® = cos(mop + a)
1+ wt @ - - ¢ ’

Nous sommes ramenés a chercher la condition pour que
cos(mo—+a) soit une fonction rationnelle de coso. Il suffit que @
soit un multiple de =. Les polynomes cherchés sont donc ceux qui
expriment == cosmo en fonction de cosp=2z. On a ainsi une
représentation paramétrique commode qui met en évidence les
propriétés des substitutions itérées.

Je signale enfin qu’il est possible de former des exemples ana-
logues de substitutions ayant un point double attractif avec un
domaine dont la frontiére est constituée par une courbe de Jordan
non fermée, cette courbure n’étant plus un arc de cercle mais une
courbe non analytique. A 'inverse des cas traités au début de ce
Chapitre, ce cas est singulier, c’est-d-dire suppose toujours véri-
fiées certaines relations entre les coefficients de la substitution.
Nous reviendrons ultérieurement sur ce sujet.

FIN DU TOME XLVII.



