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-INTRODUCTION,

Ce travail a trouvé son origine dans la thése de G, Lion [21].
Celui-ci a démontré le théoréme suivant (améliorant certains

résultats du mémoire de G.,A., Hunt [15]) :

Si X est un espace localement compact, dénombrable & 1l'infini
et si V est un opérateur positif de FH(X,R) , espace des fonctions
continues de X dans [R et & support compact, dans ¢°(X,R) ,
espace des fonctions continues de X dans IR et tendant vers O

& 1'infini, les propositions suivantes sont équivalentes :

i) V vérifie le principe du maximum positif faible, c'est-

i-&ire H
Y £e R(X,R) (sup Vf(y)>0) == (FxeX : Vf(x) = sup V£(y)
yeX yeX

et f£(x)yo0)

ii) V vérifie le principe complet du maximum, c'est-d-dire :
V£ et geH(X)

(VeE(x) < Vg(x)+1 pour tout x du support de f) == (VfgVg+l)
ou, ce qui est évidemment équivalent :
Ytre X(X,R) (Vf(x)gl pour tout x tel que f(x)>0) == (Vfgl)

iii) Il existe une famille résolvante sous markovienne (R>‘)>‘>°

[c'eat-é-dire une famille d'endomorphismes positifs de *@°(x,m)

vérifiant
Vayo HARAu<1

Y a,u>0 R,-R, = (u-A)RARu]



telle que :

Yfe 5t(X,R) Vf = lim R, f dans €°(X,R) .
Ao
Nous avons essayé d'obtenir un théoréme analogue au théoréme
précédent qui est fondamental en théorie du potentiel, en rempla=-
cant 1l'espace ¥°(X,R) par €°(X,C) et en n'exigeant aucune

hypothése de positivité.

Ceci nous a amené & replacer le probléme dans un cadre plus
général qui est celui des espaces de Banach et nous avons donec
étudié les familles résolvantes (ou pseudo-résolvantes) dans les
espaces de Banach, Nous avons trouvé, dans ce cadre abstrait,des
énoncés de "principes" rappelant ceux du théoréme de Hunt-Lion,

Les méthodes employées permettent, méme dans le cas classique,
d'obtenir des démonstrations plus simples que celles qui étaient
jusque 14 connues, La propriété fondamentale mise en évidence est
la propriété d'opérateur codissipatif qui est trés liée & la notion
d'opérateur dissipatif introduite par R,S. Phillips [25] dans le
cas des espaces de Hilbert, puis par G, Lumer et R,S, Phillips [22]
dans le cas des espaces de Banach, En généralisant encore un peu le
cadre, nous montrons, dans les premiers chapitres, que le point de
vue des familles résolvantes permet de bien montrer les relations,
et pour certaines questions la compléte similitude, entre les
noyaux généralisant les "noyaux potentiels" et ceux qui générali-

sent les générateurs infinitésimaux de semi-groupes,

Dans les chapitres I, II et III nous faisons une é&tude
détaillée des familles résolvantes et des "limites" que l'on peut
leur associer en O et & 1°infini. Ces limites,appelées cogénérateur
et générateur,englobent le cas des "noyaux potentiels" et des

générateurs infinitésimaux de semi=-groupes.,

Au chapitre IV, nous donnons les expressions, sous forme de
"principes du maximum" abstraits, des notions de dissipativité et

de codissipativité,

Au chapitre V, nous donnons plusieurs extensions du théoréme

de Hunt-Lion rappelé au début de cette introduction. Ces extensions



comprennent le cas des espaces de Hilbert et le cas des espaces *€° »

dans le cadre de la "contraction", sans hypothése de positivité,

Mais nous traitons aussi le cas de certains noyaux V de
%°(x.m) » pour certains espaces X , noyaux qui sont non positifs,
de domaine dense ne contenant pas M (X,R) et qui sont limite
(au sens de 1ii)) d"une famille résolvante sous markovienne, Cette
derniére extension englcbe le cas du noyau logarithmique dans le
plan (on sait que ce noyau est 11& -au mouvement brownien dans le
plan), Nous terminons ce chapitre par un exemple prouvant la

"nécessité" des hypothéses faites dans ces diverses extensions,

Aux chapitres VI et VII, nous nous intéressons plus particu=-
liérement & deux principes du maximum plus faibles que la codissi=
pativité, Une €tude détaillée est faite dans le cas de certains

noyaux de convolution en utilisant une technique de balayage.

Enfin, au chapitre VIII, nous donnons Qquelques résultats sur
les fonctions qui opérent sur les potentiels abstraits (au sens
de K, Yosida [29 ), Nous étendons notamment un théordme de M, Ito
[16] ;, en démontrant que si V est un potentiel abstrait et si

est une mesure positive non nulle sur EO@IJ

peut €tre défini comme un potentiel abstrait.

Je tiens, au terme de cette introduction, & exprimer ma
trés profonde reconnaissance & Monsleur J. Derny qui m’a donné, par
ses cours exemplaires sur la Théorie du Potentiel, le gout de
travailler dans ce domaine. Il n'a cessé, par ses conseils et ses
encouragements, de m'aider dans ma formation mathématique et dans
mes recherches, et le lecteur reconnaltra certainement, dans le

texte qui suit, beaucoup d'idées inspirées par ses travauXo

Je remercie aussi Monsieur J.L. Lions qui a bien voulu



s'intéresser & ce travail et lui reconnaitre la gqualité de thése,

Je profite également de l'occasion qui m'est ici donnée
d'exprimer & Monsieur G, Choquet ma grande admiration et de le

remercier d'avoir bien voulu me proposer un second sujet de thése,

Je remercie enfin tous mes collégues et amis qui, au Bsein
de divers séminaires et groupes de travail, m’ont aidé de leurs
suggestions et ont su créer une ambiance propice i la recherche,
Mais il serait malhonnéte de terminer cette introduction sans dire
tout ce que je dois 4 ma femme et combien sa présence aupreés de moi

pendant ces années de recherche m'a été précieuse,
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CHAPITRE I,

Lo~ et L_~ familles résolvantes,

1, Notations :

Nous donnons ici les notations qui seront adoptées dans ce

chapitre ainsi que dans tous les chapitres suivants 3

E désignera un espace de Banach sur le corps A ol A est
le corps R ou le corps C , V un opérateur linéaire, en général
non partout défini, de E , D désignant le domaine de V , Ces
divers éléments pourront €tre particularisés dans telle ou telle

question,

L(E) désigne l'ensemble des endomorphismes de E et I
l’opérateur identité., Dans E , les notations s=lim et w=lim
désignent respectivement la limite forte (i,e., au sens de la
norme) et la limite faible,

Soit J un ensemble et F wun filtre sur J . Soit (Rj)jeJ

une famille d'éléments de L(E) . On note alors s«l}m R.
y

(resp, Wwelim Rj) l’opérateur dont le domaine est {xeE ;

N
s-l%m ij existe} (resp, {xeE ; w=l§p ij existe}) et qui est
défini, pour x appartenant & ce domaine, par

s=1im R.x res w=1lim R.x) -
& 5 ( Po 7 J)

On désignera par E* 1le dual topologique de E , par B* et §S*
respectivement la boule unité et la sphére unité de E* , Si T

est un opérateur de domaine dense dans E , on notera T* son

adjoint (ou transposé),

L'expression w*=lim désigne la limite étoile faible damns E¥

0



Si (Rj)jeJ est une famille d'éléments de L(E*) et & un

filtre sur J , on note w*-lém Rj l'opérateur de domaine
{x*¥e E™ : w*magm ij* existe} et défini, pour x appartenant

4 ce domaine, par w*=lim ij* 0
¥

On note €™ 1l'ensemble des points extrémaux de B> ,
X désignera toujours un espace localement compact ou compact,
%O(XQA) désignera l'ensemble des fonctions continues sur X ,
& valeurs dans A , et tendant vers O & 1’infini dans le cas
localement compact non compact, JH(X,A) désigne le sous=espace

de 1’ensemble précédent formé des fonctions & support compact,

~€:(X) » H,(X) désignent les sous=cones formés des fonctions

positives, mhb(x) o (X)) Dﬁ:(x) . o' (X) désignent 1'ensemble

des mesures de Radon bornées; quelconques, bornées positives,

positives sur X ., Pour x appartenant & X , on note Gx la
. IR N .

masse de Dirac en x o m%b(X) désigne l'ensemble des mesures

B

bornées réelles sur X et o (X) 1'ensemble des mesures réelles

sur X °

Pour ce qul est des espaces de distributions et des notions
qui leur sont liées, les notations sont celles de [26], Enfin,
la notation Supp désigne le support (d’'une fonction, d’une mesure

ou d'une distribution),

2, Définitions 3

I,2,1, Une famille résolvante est une famille <RA>K>0 d'éléments

de L(E) gqui vérifie :

VY Apu>0 RA-Ru = (umA)RuRA.

Assez souvent, ce que nous appelons famille résolvante est

"

aussi désigné par divers auteurs par "pseudo=-résolvante” (cf, par

exemple [28] Po215).



I1.2,2, Une famille résolvante (R sera dite une

A)X>o
Lbu-(resgo L_~) famille résolvante si :

g=1lim XRA = 0 (resp. s=lim ARK = I).
A0 Ao

P

3. Propriétés

I.3.1, Proposition. Si (R“)A>o est une famille résolvante, la

famille dﬂogérateurs

1 1
Sa= % I -3Ry

A
est une famille résolvante,

S8i <Rk)x>o est une L - (resp. L _~) famille résolvante,

(SX)A>0 est une L - (resp Lom) famille résolvante,
Montrons que (sx)k>o est une famille résolvante, ce qui

découle du simple calcul algébrique 3

1 1 1 1
§,=8 = (? = E>I - {— - == R.)

M A2 & 42k
A "
, 1 1 =i 1 1 1
(u A)SASM = (3 u)I o (A Ri = Rl = g; Ri)
A W A W
1 _ 1
Or ¢+ &5 Ry Ry = == (R R, )

d’od le résultat,

La suite de la proposition est évidente,

Ceci montre que 1'’étude des Lomfamillea résolvantes et des L=

familles résolvantes se raménent l'une & l’sautre,

I.3.2, Proposition, Soit <RA)A>0 une famille résolvante, Les BSous~

espaces Im(RA) ° Ker(Rx) » Im(I-ARA) ° Ker(I-ARA) sont indépendants
de A et l'application &4 =—> RR est analztigue Bur m: 0




(cf. par exemple [28] p.215=216,)

Ty3,3, Proposition, Soit (Rx)

10

une famille résolvantea-Ponr-gue

A>0

e

‘ce 's§0it une L~ (resp. L =) famille résolvante, il faut et il

suffit que

Wm;im XRX = 0 (resp. w-}im KRX = I).
A0 ASoe

Supposons que w=lim AR, = O (resp, w=lim AR, = I) . Alors,

A0 AP
d'aprés le théoréme de Banach=~Steinhaus,

1im supAR <= (resp, lim supM&RxEl<~)
A0 A A o

et il suffit alors d’appiiquer les résultats de [28] p,216=21T,

ITo3obs Proposition. Soit (RA>A>0 une famille résolvante, Les

- propositions suiventes sont équivalentes

i) (R.).. est une L ~famille résolvante ;
A'hr0 mmmemm—= Yo
ii) {xecE ; s=1lim R x existe! est dense dans E
( ) A*0
lim supMXRAM< w g
A0

ct

iii) {x ;3 w=1lim R x existe} est dense dans E et

A0
Prouvons d"abord 1'implication i) == 1ii),

L°hypothése i) entraine gque Im(ImeA) est dense dans

Or si x appartient & E ,
R (x=uR x) = —=— (AR, x = WR x) .
A M A=W A u

Done¢ s=1im R, (x=uR x) existe et vaut R x .
A0 A - "

ii) est donc démontré,

L'implication ii) == iii) est évidente,

et

lim sup[aR, | <=.
A0

Enfin, si iii) est vérifiée, on a, en utilisant un argument



classique 3
VxecE w=lim AR, x = 0 o
A+0

Il suffit alors d'appliquer I,3,3,

I.3,5, Proposition, Soit (RA)X>° une famille résolvante, Les

propositions suivantes sont équivalentes :

i) <RX>R>0 est une L ~famille résolvante ;
ii) {xeE ; s=~lim A(ARAx-x) existe} est dense dans E et
lim sup|AR, < » ; *77
A->oo

iii) {x€E ; w=lim X(ARAx-x) existe} est dense dans E et
Amoo

lim supli)\R)\"<°° .
AP0

Ceci est une conséquence immédiate de I.,3.1 et I.3.k4,

11
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CHAPITRE II.

Générateurs et cogénérateurs,

l, Définitions 3

- II,l.l, L'opérateur V sgera dit cogénérateur (resp., cogénérateur

faible) si il existe une Lo-famille résolvante (Rx)k>o télle‘gue 3

V = s=1im R, (resp. V = w=lim R)).
A+0 A0

I1I,1,2, L'opérateur V sera dit générateur (respogﬁénérateur faible)

si il existe une L _~famille résolvante (RA)A>° telle gue 3

V = s=lim A(aR,-I} [resp. V = w-lim A(4R,-I)].

A >oo A=>oo

Il résulte aussitdt de ces définitions et de la proposition I.3.1,

la proposition suivante

II.1.3. Proposition. Pour gue V s0it un cogénérateur, il faut et

il suffit que =~V soit un générateur.

2, Caractérisation des cogénérateurs et des générateurs :

II1.2.1, Théoréme, Pour gque V s0it un cogénérateur (resps un

générateur), il faut et il suffit que

1) D =E.

~

2) p(V)oRYX (resp. p(VIOR)) et V est fermé (o o(V)

désigne 1l’ensemble résolvant de V) .
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3) 1lim sup“u(uI+V>mlﬂ[<w (resp. lim sup"u(ulwv)-lﬂ <w,

Yoo ure

Si ces conditions sont réalisées, 1l existe une seule L= (resp.

L_-) famille résolvante <RX>A>0 admettant V pour cogénérateur
(resp. générateur) et elle est donnée par :

o=l ¢ o, =1
R, = V(I+av) [respe R, = (AI=V) "]

(on pourra donc parler de la famille résolvante coengendrée ou

engendrée )

Montrons d’abord que la condition est nécessaire., En vertu de
la proposition II.1l.3, 11 suffit d’envisager le cas oi V est

cogénérateur d"une L ~famille résolvante (Rx) o Alors d’aprés

A>0
I,3.4, 1) est réalisé, On a vu d'autre part, dans la démonstration

de cette proposition I.3.4%, que 3

- 14 A -
Im(IxARX)<:D et V(I-ARX) = RA 0

On a donc
(I+AV)<I=1RA) =1 sur E .
D’autre part on a 1l'équation résolvante 3
YxeE R,x - Rx = (urk)RARux.
Si x appartient & D , en faisant tendre u vers O , on obtient
Rxx - Vx = mARAVx .

Donec (Imkﬁx)(1+xv) = I sur D .

Finalement (I+xv)‘1 existe et est borné et partout défini 3

(I1+aV)™% = (I-AR, ) .

On en déduit 2), 3) et que nécessairement



1k

R, = v<1+xv)“l_

Soit maintenant (RA) une L -famille résolvante et V 1le

A>0
générateur associé,

Soit S, = &= (I - %R,) , Alors =V est le cogénérateur de S, ,
X ALl A

A

done
S = = V(I-av)~™t

A

et
1 1 1, =11 _ 4. =1
Ry = [T+ V(1 = 3v)77] = (a1=v)""

Montrons enfin que la condition est suffisante,

Soit V un opérateur de domaine dense tel que :

¥ 250 (AI-v)~' st partout défini et borné et 1lim sup”k(AI~V)”lﬂ<ﬁ

A>oo
On pose alors R, = (XI-V)‘l s ce qui définit évidemment une
famille résolvante telle que
lim supHAR>\“<e° {*) o
AP
Pour montrer gque (RX)A>0 est une Lw-famille résolvante de

générateur V on rappelle un raisonnement classique 3

V xeD AR,x = x = R,Vx (%) »

Donc, compte tenu de ()

VxeD s8=lim AR. x = x o
A
Ao

En tenant compte & nouveau de (%), on en déduit que <RA)A>0 est

une L _-famille résolvante et, d'aprés (xx) :

Y xeD 1im A(ARAx-x) = Vx o

AP
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D'autre part, pour tout x de E oua a
A(AR, x=x) = V(aAR, x)

et V é&tant fermé, on voit gque

xeE et 1linm R(XRRme) existe == xeD
Ao
d'ol le résultat.

IT,2,2, Théordme, Soit (Rx)l>o une L°= (xrespo me) famille

résolvante., Alors le cogénérateur (resp. le génmérateur) coincide

avec le cogénérateur faible (resp. le générateur faible),

Il suffit évidemment de démontrer le théoréme dans 1°un des

deux cas., Soit donec (RA>A>@ une Lowfamille résolvante, soit V

le cogénérateur et V de domaine D 1le cogénérateur faible, On a
~ A
DcD et VD=1V,

D'autre part, en passant & la limite faible dans 1°équation résol-

vante, on obtient :

R. =V = = AR ? sur

o
“

et doncg

o)

J(I+AV) = I  sur
Il en résulte que
DcIm(I«AR,) = D,

et donc

o>
]
o

II.2.3, Proposition. Soit (RA) une Lom et L _~ famille

A>0
résolvante et soit V 1le cogénérateur et A le générateur de cette

famille, Alors V et A gont injectifs et




16

V= - A"t

Compte tenu de II. 2.1, c’est démontré dans [29]0

‘Ildeobvarogoslthno Soit (Rk)x>o une Lomfamllle résolvante et

soit V le cogénérateur associé. Alors :

¥i>0 R,(D)cD et YxeD Vx = R,x = AR,Vx = AVR,x »

Soit x appartenant & D | alors, d'aprés 1l°équation résol=-

1
,X converge vers ?(Vx-Rxx) >

vante, lorsque u tend vers O RMR

Done

Y as0 Rx(DECZD et YVxeDdD Vx = R,x = AVR, x o

On obtient facilement 1'autre égalité par passage & la limite dans

l°équation résolvante,

- I1.,2,5, Proposition, Soit

Y - - 3
(Rklk>o une Lo (resps L =) famille
- résolvante. Soit V le cogénérateur (resp. le générateur) associé.

Alors, sont éguivalents 3

i) (RX)A>0 est une L - (resps Lom) famille résolvante .

ii) V est d'image dense et 1lim supﬂXRRﬂ < w

{resp. 1im supfaR. || <=} , A
A+ A

Il suffit de démontrer le résultat dans le cas d"une Lomfamille

résolvante, Or, d'aprés la propesition II.2.4, on &

Va-o R, (D)cIm VcIn R, ,

et donec

cmrmm———— | ermm—c—

Inm V = Im R, o

Or il est bien connu que ImR, = E et lim supHRRx|L<w équivaut au
AP

fait que (RA)1>° est une L _~famille résolvante,
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La proposition suivante donne une caractérisation des familles

résolvantes de générateurs bornés,

II+,2,60 Proposition, Soit (Rx)%>° une Lo- (resps L_-) <famille

P P

résolvante et V le cogénérateur (resp. générateur) associé.

‘Sont _&équivalents

i) D = E

ii) V est borné sur D

iii) 1im supﬂRA“ <o (resp. lim sup AHRRA-IH <w) .,
A0 AP

L*'équivalence entre i) et ii) tient & ce que V est fermé et
l°implication 1) == iii) est une conséquence du théoréme de
Banach-~Steinhaus., Supposons iii), Alors d'aprés l'équation résol=-

vante
Jwo Fero VxeE Vacuce |Rx-R x|« la-ul |l

et i) est par conséquent vérifié,

3, Dualité :

II.3,1, Proposition, Soit (RA)A>0 une Lo- (resp. L -) famille

résolvante sur E et V le cogénérateur (resps leﬁﬁénérateur)

- aggoecié., Alors

V* = wx-lim R} [resp. V™ = w*~lim A(AR}-I)].

A0 A >

o P ° * °
S8i E est réflexif, <RA>A>0 est une L - (resps L_~) famille

résolvante de E* et V™ en est le cogénérateur (resp. le géné-

rateur),

La premidre partie de la proposition est énoncée dans [30] dans le

cas des familles L= et L_- (simultanément),
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Il suffit de considérer le cas de (R Lo-famille résolvante,

A)A>o
Notons W 1l'opérateur w*-lim RY¥ et A son domaine.
Ao

Vx*eE* R*(x*-uR: x*) = === (AR

* &3 >* E 3
A A=y A x* - uRu xT)s

(RA) étant une L -famille résolvante, il est clair que

A>0

w¥=1lim AR: = 0.
A+0

Donec Im(I-uR:)C'A et (I+uw)(I-uR:) =1,

D'autre part, en passant 4 la w"=-limite dans l'équation résolvante,
on &

(I-uR:)(I+uw) = I sgur A .

Done -1
(I+uw) = (I-uR:) .

Mais d'aprds un théordme de Phillips (ef., [28] p.22k4)
-)l'-l %
(I-uRu) = (I+UV ) .

Donec

La fin de la proposition découle immédiatement de II.2.2., et I.3:3,

° ° °
- dean (@ 2 we
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CHAPITRE 'III,

Familles résolvantes bornées.

M-codissipativité et M-dissipativité.

l., Définitions :

sera dite de type M Ei

IITl.,lo,ls Une famille résolvante (RA)A>o

Y a>0 \|AR}‘H\<M R

Une famille résolvante de type 1 est dite & contraction.

III.1.2, Un opérateur V de domaine D sera dit M=codissipatif si
T ——

Vo, VxeDp M|x+avx||avx]

il sera dit M-disgipatif si

Y a0, Yxed Mlax-vx]|y | 2x]

M=1 , on dira simplement codissipatif ou dissipatif,

—i

III.1.3. Un opérateur V de domaine D sera dit précosénérateur

(resp. prégénérateur) si V est préfermé et si son plus petit pro-

longement fermé est un cogénérateur (resp. un générateur). On dira

aussi gque V précoengendre ou préengendre une famille résolvante.,

2, Propriétés des opérateurs M-codissipatifs et M-dissipatifs :

Nous commengons ce paragraphe par un certain nombre de remarques

élémentaires.
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IITe2,1s Si V est M=-codissipatif non nul ou si V est M-dissi-

patif de domaine non réduit & {0} , alors nécessairement M3l ,

Démontrons le résultat par exemple pour M-codissipatif.
Supposons qu'il existe M<l tel que

YxeD, Ya>0 M|x+avx|» [avx] .

Alors
. M
" )\Vx“ < 1=M “x “ 9

ceci étant vrai pour tout >0 et tout x appartenant & D , on a
ImV‘—'{O}o

III.2,2, ao Si V est M=-codissipatif (resp. M-dissipatif), =V

est 1+M-dissipatif (resp, l+M-codissipatif).

_ b Si V est injectif et M-codissipatif (resp. M-dissi-
- patif), —v-1 est M-dissipatif (resp, M-codissipatif).

c.. Si E est un espace de Hilbert et M>1 , V es

M~codissipatif si et seulement s1 =V est M=dissipatif,.

a. et b, sont évidents, Démontrons ¢, 3

(V est M=codissipatif)(=—) VR),O , VxeD
A2(1~/12--,1)Hin|2 + 2aM° Re(x,Vx) + Mzuxﬂz >0 .

(v est M-dissipatif) =) V30 , ¥V xeD
A2(M2-1)l|x“2 + 2aM° Re(x,Vx) + M2|[Vx“2>, 0 &

Il est clair alors, sur l'expression développée, que les deux pro-

priétés sont équivalentes.

III.2,3, Soit M)l . Supposons V M-codissipatif (resp, M-dissi-

~patif)., Alors pour tous réels a et b20 aI+bV est M-codissipatif
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(resps bV-al est M-dissipatif),

Il suffit évidemment de faire la démonstration pour a et b

-~

gaux & 1 . Supposons V M=codissipatif et soit x appartenant
D :

®r O\

| xx+avx]|l = . I (A+1)x+avx+vx |l < 22H (A+1)x+avx| .
A+l A+l

Or, M @étant supérieur ou égal & 1 , on obtient

| ax+avx| < M| (A+1)x+aVx

Supposons maintenant V M-dissipatif et soit x appartenant & D :
M|[(A+1)x=Vx| > (a+1) |Ix]|| > [[Ax]| -
III. 2.4, Si V est M-codissipatif (resp. M-dissipatif), (I+>\V)-1

Iresge (AI-V)-l] est défini et borné sur Im(I+)AV) Ireago In()\I=V)]

sa norme étant majorée par M+l (resgo %) °

III.2,5. Soit (Vj) une famille d’opérateurs de domaines (Dj)

Soit < wun filtre sur J ., On suppose gque Vj converge indirecte=-

jed jed

ment suivant ¥ vers V , c’est-d-dire :

xeD x.). € I D. 3 s=lim x. = x et s8=lim V.x, = Vx
v El(J)JereJJ F - S ’

Alors si pour tout j, Vj est M-codissipatif (resp. M-dissipatif),
il en est de méme de V .

III.2,6. Proposition, Soit M2l et (R}‘)j\>° une famille résolvante.

Sont équivalents :

i) (RrR,)

est une famille résolvante de type M .

ATA>0

ii) Pour tout A>0 , R, est M-codissipatif.

iii) Pour tout A>0 , (ARA-I) est M-dissipatif.
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La démonstration provient des identités suivantes découlant de

l'équation résolvante :

Y >0 , Vy>0 u RA+u(I+uRA) = uRA ()
(I'"Ruu)(““Rx) = I (% *)
(-l— I+ — R. YJ((p+1)I - ARX) = I, (% % %)

+ 2
SO o

Supposons i) vérifié. Alors “ka+uN <M et

A 1
l=tzr + =t R, | s 37 (we) < w0
(u+1) TSI

Alors (%) montre que R, est M-codissipatif et (x%») montre que

(ARA-I) est M-dissipatif,

Supposons maintenant ii) vérifié., Alors (xx) montre que

I+uR est surjectif et en utilisant (%) on voit gque

A

Va0, Ywo [ur, [<u.

Alors, en faisant tendre A vers O , on voit que l'on a i) &

Supposons que iii) soit vérifié, Alors, d'aprés (xxx) 3

V A, u>0 -1 + 2 R, | ¢« M.,

>

En posant A = ;2 et en faisant tendre u vers O , on obtient

et ceci pour tout A°>O . Donc i) est vérifié,

~

Le résultat précédent est & rapprocher du théoréme III.b) de
[21] p.40O6. Remarquons que si M<l , i) ou ii) est réalisé si et
seulement si R, = O pour tout A>0 , et iii) ne peut €tre réalisé

, A
(sauf si E = {0}).
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La proposition suivante généralise une proposition de [22] et un
théoréme de [31].

III.,2,7. Proposition, Un opérateur V de domaine dense et M=dissi=-

patif (resp, M-codissipatif) est préfermé et le plus petit prolon=-

gement fermé est encore M-dissipatif (resp. M=codissipatif),

En vertu de III.2.2.a. 11 suffit de démontrer la premiére partie
de la proposition dans le cas ou V est M=dissipatif,

Soit (xn)nelN une suite de D ; telle que"

s=lim x = O
n-+eo

et s=lim Vxn = ¢ ,
n-»roo

Soit x wun élément de D , Appliquons l'inégalité de définition &

(x. + =x) , on obtient :

Y n30 , Y as0 M“Kxn+x-Vxn-%VxH >

Donc Y as0 ”x«c-—Vxﬂ I = |
et par conséquent ¥ xeD M|x=c| » |lxlls D étant dense, on a :
VY xe& Mix=c| > | x|

et en prenant x=c , on obtient =0 ,

(Remarque : le raisonnement s'applique si Im VeD ).

Soit V 1le plus petit prolongement fermé de V . ¥ est limite

indirecte, pour n tendant vers 1l'infini de la suite (Vn)n cm ol

V n

Vn=Va

La fin de la proposition découle donc de III.2,5,

Nous donnons enfin une proposition qui étend une partie d’un

théoréme ergodique (cf. [20] p.206),
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IIT.,2,8, Proposition, Soit V un opérateur M-codissipatif ou

M~dissipatif, Alors

Ker VN Im V = {0}

et Ker V® Im V est un espace fermé dans leguel la somme directe

-egt topologiques

D'aprés III.2.2.8., 1l suffit de considérer le cas ol V est

M-dissipatif, La démonstration découle du lemme suivant :

III.2,9, Lemme, Si V est un opérateur M-dissipatif on a :

VxeIm Vv, Vyeker Vv Mlx+yllzlyil.

Soit y wun élément de Ker V et 2z wun élément de D . En

appliquant la définition de la M=-dissipativité au point =z + %y

on obtient
Mlaz+y=vz| > [[az+y||
et en faisant tendre A vers O :

Miy=vz| 2 [yl (YyeKer V, VzeD).

On en déduit le lemme,

Supposons alors que xecKer VNIm V , on a d'aprés le lemme :
Mlx=x] > [ x|l
soit x =0,

Soit une suite de Ker V et (xn) une Buite

(yn)nem nelN
de Im V , Supposons que (yn+xn) converge dans E vers un élément

z » Alors, d'aprés le lemme

lyp=y e ulltx #y ) = (= 4y )l
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Done (yn)n<sm est une suite de Cauchy, donc y, converge vers y

appartenant & Ker V et par conséquent X, converge vers X

appartenant & Im V . Il en résulte gque

zeIm V& Ker V

et cet espace est donc fermé.,

Enfin, il est immédiat de vérifier, d'aprés le lemme, que les pro=
Jections sont continues (ce qui découlerait, évidemment, aussi, du

théoréme des isomorphismes),

III., 2,10, Corollaire, Tout opérateur M=-codissipatif ou M-dissipatif

et d'image dense est injectif et l'application V = <V 1 est
une bijection de l’ensemble des opérateurs M-codissipatifs de

domaine et d'image dense; sur l'ensemble des opérateurs M-dissipa-

~tifs de domaine et d'image dense.

P

3, Cogénérateurs et générateurs de familles résolvantes de type M :

Dans tout ce paragraphe, M désigne un nombre réel supérieur ou

égal & 1 .

- ITI.3,1l, Théoréme, Pour gqu'un opérateur V soit cogénérateur

(resgo générateur) d‘une Lo- (resgo me) famille résolvante de
type M il faut et il suffit que

1) D = E,

2) V est M-codissipatif (resp, M=dissipatif),

3) 3 2,20 Im(I+r V) = E [resp. Im(r I-V) = E].

La nécessité est évidente, 2) peut étre démontré directement ou est

une conséquence de III.2.5 et III.2.6,

Montrons la réciproque : supposons gque 1), 2) et 3) sont
vérifiés. Alors, d'aprds III.2.4 et II.2.1, tout revient 3 démontrer

que
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Y x>0 Im(I+AV) = E [resp. Im(AI-V) = E].

Soit J 1le plus grand intervalle de m: contenant {Ao} tel que :

V aed Im(I+av) = E [respe Im(AI-V) = E].
Posons, pour A appartenant a J

- v y=l - -1
R, = V(I+av) [respo R, = (AI-V)™ 7],

On a, d'aprés 2), HARRH<D4O

. -1
Soit 8, = R, [T + (u=2)R,]

Sp est défini pour <] Mﬁia » Eﬁlx[o

Pour de tels u on a

(1-us ) = (TaaV)"H[I+(u-a)R]™H (resp. 5, = (AI-v)"[I+(u-n)R,]7) .

Donec

Im(I-uSu) = D (resp., Im Su = D)
et

[I+(u-A)Rx](I+AV)(I-uSu) = I (resp, [I+(una)RA]<xIav)su = I)

soit

(T+uV ) (I-pS ) = I [respe (WI-v)s = I]
Donc

Ip(i+uV) = E [resp. Im(uI-V) = E] .

Ceci montre que si A appartient & J , | Mﬁlx ® Mﬁix [ est inclus
dans J o

Ceci entraine évidemment que J = R
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Remarques :.Les opérateurs qui vérifient 2) pour un certain M

et 3) pour tout A, sont appelés non négatifs par H, Komatsu [19]0

.0n n'utilise pas 1) pour démontrer que 2) et 3) impli-
quent ¢ V A>0 Im(I+AV) = E ,

III.3.,2, Corollaire, Pour gqu'un opérateur V soit précogénérateur

(reég0 prégénérateur) d'une L, - (resp. L_-) famille résolvante
de type M , il faut et il suffit que

2) V est M-codissipatif (resp, M-dissipatif).

3) 32 >0 Im(I+A V) = E (zesp. Im(A _I-V) = E) .

Il est clair que les conditions sont nécessaires,
D'autre part, 1) et 2) impliquent gqie V est préfermé et que le
plus petit prolongement fermé V de V est encore M=-codissipatif

(resp, M=dissipatif) (c¢f.III.2.7)« Donec %— appartient & l'ensem=-
~ o
ble résolvant de =V (resp, Ao appartient & l'ensemble résolvant

de V) d'aprés III.2.4, et 3) ; V étant fermé, on en déduit que
In(I+A V) = E [resp. Im(A I+V) = E]

et 11 suffit alors d'appliquer III.3.1l,

III.3.3. Corollaire., On_ suppose que V est un opérateur M-codissi-
patif (resp. M-dissipatif) tel qu'il existe a>0 tel que
1

D= ({xe (V) ; lim sup‘\anlln < a}l
n=1 n+e

soit dense. Alors V précoengendre (resp. Eréengendre) une Lo-
(resps. L_=-) famille résolvante de type M .

Posons, pour x appartenant & D et A<:% (resps, A>a)

A"’n"l vnx) .

I ~")8

Rox = § (-1)% 2% v®"1x  (resp, R, =
= o
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P

A
Soit V 1le plus petit prolongement fermé de V , de domaine D ,

Alors pour A< % (resp, A>a) on a
R)‘(fl)) cD

et (I+AV)(I-aR,) = I sur 9 [resp. (AI-§)R, = I sur 97 .

Donc pour de tels A , Im(I+aV) > 9 [respa Im(AI-V)::iﬂ et done¢,
d'aprés la densité de 9 ,

Im(I+AV) = E [resp. In(AI-V) = E] .
On applique alors III.3.1.

- III143.,4, Corollaire. On suppose gque V est un opérateur M=-codissi=

- patif (resp, M~dissipatif) et que D = E , Alors V est cogénéra-

- teur (resp. générateur) d'une LO- (resps L“-) famille résol=
vante de type M .

Il suffit d’appliquer le corollaire précédent ou directement
le théoréme III.3.1 en remarquant qu'un opérateur M=-codissipatif

ou M-dissipatif partout défini est borné (car il est fermé),

Nous donnons enfin une caractérisation des précogénérateurs

et des générateurs qui généralise un théordme de [30],

II1.3,5. Théoréme., Soit V un opérateur de domaine dense., Sont

équivalents ¢

i) V précoengendre (resp. préengendre) une Lo- (resps, L_=)

famille résolvante de type M .

ii) v et V* sont M=-codissipatifs (resp. M-dissipatifs),

(od les notions de codissipativité et de dissipativité sont définies

dans les espaces de Banach E et E¥*) .

Supposons i) = Soit ¥ 1le plus petit prolongement fermé de V

et soit la famille résolvante coengendrée (resp. engendrée)

(RA)A>0

Y >0  (I-AR,) = (1+a7)"  [resp. R, = (A1-V)71]

A
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D’aprés le théordme de Phillips (cf. [28] p.22k)

(1+427%)"1 = (I-ARY) [resp, R} = (A1-9%)"17 ,

A
Donec AR§(I+A$*) = AV* sur le domaine de V* [resp., AR;(AI-V*) = I
sur le domaine de V*] . Or ”AR;” = "ARAﬂé:M . Done V> est
M-codissipatif (resp., M=-dissipatif) et 7% é&tant égal & V* ,

ii) est démontré,

Supposons ii) = Alors dfaprés III.2.4, 1I+AV* est injectif
(resp, AI-V* est injectif) et donc, d'aprés le théordme de Hahn=-
Banach, I+AV (resp, AI-V) est d'image dense, et on peut appliquer
ITI.3.2,

Suivant Yosida, nous donnons la définition suivante,

III,3.6, Définition. On dit que V est un potentiel abstrait si V

~

est cogénérateur d'une Lo- et L _~- famille résolvante & contrac-

tion, et que V est un prépotentiel si il est préfermé et que son

- 'plus petit prolongement fermé est un potentiel,

~III.3.7. Proposition. L'application A —> =A'l réelise une
“bijection de l'ensemble des générateurs infinitésimaux d'image

denge de semi-groupes fortement continus et 4 contraction, sur

1'ensemble des potentiels abstraits.

En effet, d'aprés la proposition II.2.3 et le théoréme de Hille-
Yosida, si V est un potentiel, V = A"l o3 A est un générateur
infinitésimal d'image dense de semi-groupe fortement continu et &
contraction, Réciproquemenf si A est un tel générateur, d‘'aprés
la proposition II.2.5 A engendre une Lo et Qw-famille résol-
vante dont le cogénérateur V , qui est un potentiel par définition

est -A-l d'aprés la proposition II.2,3.

III.3,8. Théoréme, V est un potentiel (resp, prépotentiel) si et

seulement i il vérifie

1) D =E,

2) vV est codiggipatif.
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3) Im V = E,.

by 7 1,20 ¢ Im(I+A V) = E (zesp, Im{I+a V) = E) ,

En effet, 81 V est un potentiel, il vérifie 1), 2) et 4) d'aprés
le théorémeIII.3.1 et il vérifie 3) d’aprés la proposition II.2.5,
La réciproque est vraie en vertu des mémes résultats. Le cas d'un
prépotentiel s'en déduit car s1 V est préfermé et ¥V de domaine

D 1le plus petit prolongement fermé
DcDcD ImVeImVeIn V In(I+aV)cIn(I+aV)c Im(I+AV) .

Terminons par deux remarques :

III.3:9. Remargue, Pour que V goit un cogénérateur (resp, précogé-

~

“nérateur) d’une Lozfamille résolvante & contraction, il faut et

il suffit que pour tout a et b»>0 ; al+bV scit un potentiel

(resp. prépotentiel)o

Ceci est immédiat & partir, par exemple du théoréme III.3.8 et de

la remarque III.2,3,

III1.3,10, Remargue. On_suppose gue V est cogénérateur d’une Lo-

A A>C
V|Im V (opérateur de l'espace de Banach Im V , de domaine DNIm V)

- famille résolvante & contraction (R ) » Alors l'opérateur

est un potentiel de 1'espace de Bamach Im V ,

En effet, on a vu dans .a démonstration de la proposition II,2,5 que
ImV = Im RA o

Done (R, ) induit sur Im V une L = et L =famille
ATA>0 o ©

résolvante (ﬁz)&>o dont le cogénérateur est évidemment V|Im V .

[} ° o
@ Jao Jao 3 ao
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CHAPITRE 1IV.

Codissipativité, dissipativité et principes du maximum,

l. Principe complet du maximum et principe du maximum positif (faible}

Dans ce paragraphe E = €°(X,R) avec X localement compact
ou compact, Nous considérons des principes du maximum pour un noyau

dont le domaine n'est pas nécessairement N (X,R) -

IV,1lo.l, Définitions, V est dit vérifier le principe complet du

maximum S1 3

(p)) ¢ Vred (vr(x)<1l pour tout =x tel gue f(x)>0) =3 (Vfs1l)

V est dit vérifier le principe du maximum positif faible si :

o) ¢V feD (sup Vi(x)>0) == (ix eX : Vf{x_ ) = sup VE(x)
X X

(p

et f(x_ ) 0)

V est dit vérifier le principe du maximum positif si :

) : YfeD , VY xex (ve(x) = sup Ve(y)) = (f(x)»0) .
Y

(P3

IV,1,2, Théoréme, Les implications suivantes sont vraies 3

(v vérifie (Pl)) => (V vérifie (Pz)) o
(v vérifie (P3)) = (V vérifie (P2)) o

En outre, si D est dense dans ~e°(xem) pour la topologie

de la convergence compacte, la premiére implication est une équi-

~valence ; s1 Im V est dense dans ‘CO(X,E) s la deuxiéme implica-

tion est une éguivalence, Enfin, si (Pz) est vérifié, V est codis=-

sipatif.

A quelques modifications de détail prés, les démonstrations
de [21] sont encore valables, Démontrons simplement la derniére

partie. Supposons que V vérifie (PZ) » Soit f appartenant & D
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et A>0 o Il existe € =+ 1 tel que
Ivell = sup V(ef)(x)
x

On suppose que [ Vf|| est non nul (sinon 17égalité & démontrer est

triviale)., Alors, d'aprés (P2) , 11 existe x, dans X tel que
[vel = v(ef)<xo) et ef(xo)>c>o
On a alors :
Iavell ¢ av(es)(x ) + ef(x )< avess]

avo ? =8

- IV.1l.,3. Définition. Une famille résolvante sur E , (Rx)

- dite sous-markovienne si elle est 4 contraction et si

Vaso , VreE (£50) = (R,£30) .

IV,1.4, Proposition.' On suppose que V est un précogénérateur

d'une famille résolvante <RA)X>0 » Alors sont éguivalents

i) V vérifie le principe complet du maximum,

)

ii) La famille résolvante (R est sous=-markovienne,

A

A>0

Supposons la propriété i) vérifiée. D’aprés le théoréme IV.1.2,

V est codissipatif, et donc la famille (RA)A>O
A

Soit V , de domaine D 1e plus petit prolongement fermé.

V¥ vérifie 1le principe du maximum positif faible : en effet, soit

A
appartenant & D tel que

A A
sup V£(x)> 0

xeX
Il existe une suite (f_) de D telle que 3
n‘nzo
. A . AN
lim £ =f et 1lim Vf_ = VI .
n-+o n n-»wo

Pour n assez grand (nzfno) 3

est 4 contraction,

T
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sup Vf (x)> 0 .
n
xeX

Il existe donc une suite (x_) de X telle que
n'nzn

an(xn) = sup an(x) et fn(xn)z 0 &
xeX

On a alors
lim Vf_(x_) = sup VE(x)> 0 ,
n ' “n
n—+o xeX

Par conséquent x ~ ne tend pas vers 1'infini. Soit x_ une valeur

d'adhérence de la suite x appartenant & X ., On a

(xn)nzn * %o
°

évidemment

‘Gf(x ) = sup Gf(x) et f(x_)>0 ,
) ) $
xeX

Ceci étant, soit f wune fonction élément de r“@2()() et 30 ,

Il existe g appartenant & D tel que
f =g+ AVg .
On a alors :
A
ka = Vg »
Supposons qu’il existe x de X tel que
Rj\f<x) <0
On a alors
. A
sup V(=g)(x)>0

X

et d'aprés le principe du maximum positif faible, il existe x tel

que

N A
g(xo) <0 et Vg(xo) = - gup V(=g)(x) <0 .
x



3L

On a alors

s(xo) + .\Vs(xo) <0

soit

f(x°)< 0]
ce qui est contradictoire.
Ainsi :

R,£» 0

et la famille (Rl) est sous-markovienne,

A>0

Réciproquement, supposons ii). Alors, d'aprds G. Liom ([21],
p-406), pour tout >0 , Rx vérifie le principe complet du maximum,
I1 est clair, en faisant tendre i vers O , que V vérifie la

principe complet du maximum,

2, Ensembles riches

IV.2,1, Définitions., Soit Z un ensemble de S .

0 z sera dit riche si E est fermé dans S™ pour la topologie

x=-faible, et 81 :

YV xeE 34562 <xt¢>=”x“-

0 E sera dit relativement riche si son adhérence dans S* pour la

topologie x-=faible est riche,

IV.2.2., Exemples :

a - L'ensemble €%* est relativement riche,

b - Soit [ , | un semi-produit intérieur (ef,[22]), alors l'en~
semble {¢y ¢ x = [x,y] 3 |[yll®1} constitue un ensemble relati=
vement riche.

e - 8i E =¥°%(x,t) [respo‘ﬁo(x,m)] , alors l'ensemble
{eledx ; 6e[0,21] et xeX} (respo{eéx s ee{=1,1} et xeX})

est riche,
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d - 8% est riche et c'est donc le plus grand ensemble riche,

IVe2.3. Proposition. Tout ensemble riche contient €%, L'adhérence

de €* dans S* muni de la topologie x-faible est donc le plus

- petit ensemble riche,

D'aprés les propriétés connues des points extrémaux (cf. par
exemple [24]), il suffit de montrer que si |} est un ensemble
riche
Vach ,V xeE (|a + <x,6>|[< 1 pour tout ¢ de [)

= (|a + <x,¢>| <1 pour tout ¢ de B¥) ,

ie

Posons & = |ale’ " . Il existe ¢4 appartenant & | tel que
e x> = Ixl .
On a donc 3
!ﬂa]eie + eie<e'iex,¢>is 1
soit lal + |Jix|l¢1 , ce qui démontre la propriété.

3. Principes du type "“"Principe du maximum positif (faible)".

IVe.3.l, Proposition., Soit E un ensemble riche., Alors sont équi=

valents 3

i) V est codissipatif (resp., dissipatif).

ii) ¥ xeD , ¢e£ 2 <Vx,¢> = |vx|| et (Re<x,9>30.,

(resps Y xeD 93¢ez 2 €xX,¢> = l!x” et Re<vx,¢><0) »

Remargues. Cette proposition prouve gque si la propriété ii) est
vraie pour un ensemble riche Z » €lle est vraie pour tout ensemble
riche. Kato dans [18] démontre l'implication ii) == i) dans le
cas dissipatif et pour | = S* . La démonstration suivante est une

adaptation de la démonstration de Kato.
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Supposons V codissipatif. Alors, pour tout A>0 , il existe
4, eappartenant 2 Y tel que

| x+avx| = <X+AVX,0,> o
On a donc
li AVx“s”x+;\VxH\<ﬁe<x,¢l> + ‘N;\Vx“ .

Donc @e<x,¢x>,>o pour tout A>0 .

Soit un ultrafiltre convergeant sur R, vers += Suivant cet

ultrafiltre ¢A converge x=faiblement vers ¢ et
fells2 JIvxl| = <Vx,¢> et Re<x;¢>3 0o

si ||vx| # 0 , ¢ appartient & S* et donc & | et ii) est vérifié,

Si |[vx|| = 0 , 1i) est automatiquement vérifié.

Supposons maintenant que 1l'on a ii) . Solt x appartenant & D

et ¢ appartenant 3 Z tel que l°on ait 1i), Alors
| x+avx|y Re<x+aVx,0>y | aVx| -

La démonstration dans le cas dissipatif est tout & fait semblable.
Il suffit de suivre la démonstration de Kato en prenant les formes
linéaires dans Z o

o

IV,3,2, Corollaire. On suppose que E =‘€°(X9®) o Alors sont &qui-

valents 3
i) V est codissipatif (resp, dissipatif),
ii) V fed Jee [0,21] JxeX : e ve(x) = ||vell e

(e e*® f£(x) 30
(resp. V feD Joe[0,2n] FxeX :
Re e*? ve(x)<o0) .

e'® £(x) = fz] et

La propriété ii) pourrait s‘'appeler le Principe du maximum du module
faible o
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IV,3,3, Corollaire. On suppose que E =\e°(x9m) » Alors sont équi-

valents

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).

ii) YV feDp Jee{-1,1} JxeXx eve(x) = |[Ve] et ef(x)30
(respo ¥ feD Jeel-1,1} IxeX ef(x) = |f] et eve(x)s<0).

La proposition suivante montre que tout opérateur (codissipatif
dans ‘e°(x9m) se prolonge en un opérateur de méme nature dans
€’ (X,C) .

- IVe3ok, Proposition. On suppose gque V , de domaine D , est un
opérateur de ‘€°<x,m) . On note V 1lfopérateur de ‘€°(Xa¢) de

-domaine D + iD défini par

V(f+ig) = Vf + ivg

Alors sont égquivalents 3

~

i) V est codissipatif (resp. dissipatif) dans =e°(x®®)

ii) V est codissipatif (resp, dissipatif) dans <€°(X,R) .

~

Il est évident, sur la définition, que 81 V est codissipatif

(resp, dissipatif), il en est de méme de V ,

Supposons V codissipatif (resp. dissipatif)

U?(f+ig)“ = sup V(cos® f-sine g)(x)
6,x
[respe | £+igll = sup(cos® f=sin® g)(x)] «
0,X

Il existe eo tel que
|V(£+ig)| = sup V(cos8 f-sin b, g)(x)
x

[resp, |f+ig|l = sup(cosB8, f-sinf, gl(x)] »
x



Il existe alors

que 3

eV(cos @, f-sin 8 g)(xo)

et

(respo

On a donc

et

(respo

et

€ appartenant & {-1,1} et il existe x_  tel

[V(e+ig) |
e(eoseo f(xo)-sineo g(xo))z.o
e[cos 8, f(xo)-sined s(xo)] = | f+ig]

eV(cosGo ‘f-sin 8o 8)(1:0) <0).
ie, _ ~ v
£ e 'V(f+is)(xo) = ”V(f+i8)“
ie,
Re e e (f+ig)(x )0
i A |
e e (f+ig)lx ) = |[(f+ig)
ie .
Re ¢ e V(f+ig)(xo}s10}.

Dol le résultat annoncé,

IV.3.5. Remarque. Si V est un potentiel abstrait, V vérifie ¢

VxeD, Yoes® o¢(vx) = |[vx| => Re ¢(x)>0 ,

38

En effet soit (R.) la famille résolvante associée, soit

x appartenant

Done : (¢(Vvx)

faisant tendre

Dans le méme es

AA>0
& D et soit ¢ appartenant & S™

Vx = AR.Vx = R.x
A A

= [lvxl]) == (V x>0 Re<AR, x,9>» 0) et donc, en

A vers l1l'infini
Re<x;,9230 .

prit, nous donnons la proposition suivante :
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IV43a6¢ Proposition, On suppose gque E =‘€ofx;A) et _que V est

d"image dense (resp, de domaine dense), Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp. dissipatif),

ii) V feD, ¥ xeXx V£(x) =|ve|]] = Re £(x) yo0.

(resp. YfeD, ¥YxeXx £(x) = |f]] = Re V£(x)<0) ,

(Notons que le principe ii) dans le cas dissipatif a été introduit

par J, Faraut dans [7] ol 1’on trouve lfimplication 1ii) == 1)),

Etudions d'abord le cas codissipatif, Supposons donc V

d'image dense et codissipatif. Soit X tel que
ve(x ) = livell (feD) .

Soit K wun volisinage compact de X, o Il existe g appartenant &

D tel que
Vg(x ) = 1 et HVg(x)“<<— pour xew K
o L L ~ : 2

(d'aprés la densité de Im V).

Alors, pour tout €>0 , V(f+eg) n'atteint son maximum en module

que sur K et 11 existe donc 6. et x_ dans K tel que

io, io_ |
e Vf(xe) + € e Vg(xe) = ||[VE+evg]|

i6 iee
Re e ¢ f(xe) + e Re e g(x€)> 0 »

Soit (6,,x ) wune valeur d'adhérence dans [0,21] x K de (eegxe)

pour € tendant vers O

ie
e K VE(x ) = [vel|

ieK
et Re e r(xK)>,o o
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On peut supposer |VE||# 0 (car, d'aprds III.2.,8, si Vf = 0
f=0) et on a donc

)

f(xK)
Re WZIO
et en faisant tendre K vers {xo} , on obtient Re f(xo),>0 o

Supposons maintenant V dissipatif et de domaine dense et solt
f appartenant & D et x, eappartenant a X tel que

£l # 0 et f(xo) = |[fi] - Soit K un voisinage compact de X,

11 existe g appartenant & O tel que

i 1 1
glx ) =1 et |alx <5 5

<

(d'aprés la densité du domaine).

Pour tout >0 , f+eg n’atteint son maximum en module que

sur K . Il existe donc 6e et X, dans K tel que

io_ o, |
e f(xe) + ¢ e g(xe) = || f+egl|

i6_ | 16,
Re e -~ Vf(xé)'+ e BRe e Vg(x@)s 0

et on poursuit le raisonnement comme précédemment,

La proposition précédente s’étend au cas des sous-algébres de

©¢®%(X,A) aveec X compact,

IV.3.7. Propcsition., Soit X wun compact et E une sous-algébre

P e ) o R 2
séparante, fermée, contenant les constantes, de <€ (X,A) - Notons

S§(E) la frontiére de Choguet de E , On suppose V d'image dense
' N L "
(resp, de domaine dense)., Alors sont équivalents :

i) V est codissipatif (resp., dissipatif).
ii) Y reD, VY xes(E) Ve(x) = |[Vf]| == Re £(x), 0

(resp. VfeD, ¥Yxes(E) f(x) =]|f]| = ae Vilx)c0) »

La démonstration est identique & la précédente compte tenu des
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propriétés de la frontiére de Chogquet pour les algébres de fonctions
(ef. par exemple [2L]),

4, Principes du type "Principe complet du maximum".

IV.4,1, Théoréme, On suppose gque D =E ., Soit Z un ensemble rela-

tivement riche. Alors sont équivalents s

i) V est codissipatif,

ii) V xeD (Re<Vx;¢> <1 pour ¢c) et Re<x,9>>0) =

(lvxll<1) o

un ensemble relativement riche Y} , il est vrai pour tout ensemble

relativement riche,

Montrons d'abord que la condition est nécessaire :
Soit V un opérateur codissipatif de domaine D dense, Nous sup=
posons d'abord que Z est un ensemble riche,

Soit x un élément de D et supposons que
Pe<Vx,¢><1 pour ¢ec] et Re<x;¢>> 0 o

Supposons que [[Vx| = a>1 .

Il existe alors ¢° appartenant & z tel que

<Vx3¢°> = a o

Soit w {6} ; Re<x,9>> 0}

}oe

[V T

w! = {¢€Z ;s Re<Vx, 92> % +

Il est clair que wNuw' =@ .

Il existe un élément y appartenant & D tel que

ly=vxl < % (densité de D) »
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Posons, pour A réel, Y, = X*AY . Alors 3

o f Re<Vy,,¢.>>a = [a|lvyll et

U Be<vy, o> < S+ %+ Al vyl pour vel
D'aprés la proposition IV.3.1, il existe, pour tout A , un é&lément
¢A de Z tel que

<Vyl°¢x> = HVyR“ et ﬁp<yxb¢x>z,o .

Pour |A| assez petit, on a nécessairement, d'aprds ()
1]
¢A€“’
et donec Re<xy0,><0 »

Prenons <0 et assez petit en valeur absolue. Alors

. ﬁe<x,¢)\>s 0

et ﬁg<x’¢x> Yy =A ﬂe<y,¢x> > -x(ﬁe<Vx.¢A) - §)>'-

>

On & donc une contradiction et ii) est démontré.

AN
Supposons maintenant que X est relativement riche. Soit )

l'adhérence *=-faible de X dens S¥ ., Supposons que x appartienne

a D et que
Re<Vx,$>< 1 pour ¢e) et Re<x,¢>>0 ,
A\
Soit alors ¢ sappartenant & Z et tel que
Re<x,$> >0 .

Alors il existe une famille (¢.) de ) et un filtre ¥ sur J

J'jed
tel que
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Il existe donc un élément A de F tel que
Yiea G‘ue<x,¢j>> 0
On a donec, par hypothése
Yiea (?\.e<Vx.¢j><l
et donc
Re<Vx,$> g1 &
Finalement on a
o~
Re<Vx,¢>< 1l pour ¢e) et Re<x,$>>0 |
A
et Z étant riche, on a
”Vxl[él [

Supposons maintenant que 1i) soit véritrié. Alors

¥ xeD "Vx“ sup{Re<Vx,#> ; ¢e)] et Re<x,¢>>0}

o

Donc Y xeD ||Vx| = sup{Re<Vx,4> ; ¢ B et Re<x,¢>% 0} ,

Il existe par conséquent, pour tout x de D , un élément ¢ de
tel que
Re<Vx,¢> = || Vx|
et Re<x,6> %0 .
Si Vx # 0 , ceci montre qu'il existe ¢ &élément de S* tel que

<Vx,¢> = ”Vx“

et Re<x,¢>% 0 o

B-)(-
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Si Vx =0 , la propriété de codissipativité est évidente.

Remargues. . Dans la partie de la démonstration ii) ==) i) 1°’hypo-

thése D = E n'intervient pas,

o I1 suffirait, en fait, de supposer que Im VcD ,

IVoho2. Corollaire. On suppose gue Im V = E , Soit | un ensemble

relativement riche. Alors sont équivalents :

i) V est dissipatif.

ii) V xeD (Re<x,¢>< 1 pour ¢ez et (Re<Vx,¢><0) == ([xi{l<1),

Supposons V dissipatif, Etent d’image dense, il est injectif
d'aprés la proposition III.2.8, Alors -v°l véririe les hypothéses
du théoréme IV 4,1 et est codissipatif, On déduit donc ii) en appli=
quant & _le le théoréme IV.L.1,

D’autre part l'implication ii) ==) i) peut se démontrer direc=

tement comme en IV.4.1,

Les corollaires suivants sont énoncés dans le cas des opéra=
teurs codissipatifs, mais admettraient, de la méme fagon, des énoncés

duaux dans le cadre des opérateurs dissipatifs,

IV.4.3, Corollaire, On suppose que D = E ., Alors sont équivalents :

i) V est codisgsipatif.

ii) V xeD (Re<Vx,¢>< 1 pour ¢ed* et Re<x,9>>0) = vl < 1.

IV, 4,4, Corollaire. On suppose que D = E . Soit [ , | un semi-

produit intérieur sur E , Alors sont équivalents

i) V est codissipatif.

ii) ¥ xeD ((R,e[Vx,yl.gl pour |lyfl =1 et (Pt,e[xgy_] >0)=>(|vxjls1),

IV,4,5, Corollaire, On suppose gque E = fo(xgc) et que D est

dense dans E pour la topolbgie de la convergence compacte. Alors




s

sont €équivalents :

i) V- est codissipatif,

ii)V £eD (Qe et® VE{x)< 1l pour ©,x tel que Qe elef(x)> 0)

=>(|ve]g1)

La démonstration du théoréme IV.L.,l montre en effet qu'il suffit
dans ce cas de supposer D dense pour la convergence compacte (il
suffit en effet, avec les notations de la démonstration de IV.4.1,
d'approcher la fonction Vx uniformément sur l1’ouvert relativement

& 4

‘é“ }>o

i

compact {|Vx|>

IV,4.6, Corollaire, On suppcse que E =‘€°(xgm> et _que D est

dense dans E opour la topologie de la convergence compacte., Alors

gsont équivalents :

i) V est codissipatif.

i1) V feD (ve(x)s1l pour xe{f>0; et Vfix)y=l pour
xe{f<o0}) == (lveil«1) »

IV.4.7, Remargue. Soit V un opérateur positif de ¢°(X,R) , de
domaine XK (X,R) -

Si V wvérifie le principe complet du maximum, ii vérifie évidemment
ii) de IV.4.6 et il est donec codissipatif. Mais la réciproque est
inexacte, Pour le prouver, nocus allons montrer qu’il existe des
opérateurs positifs qui sont cogénérateurs d’une famille résolvante
& contraction non positive, Ces opérateurs sont donc codissipatifs

positifs et ne vérifient pas le principe complet du maximum,

Exemple : On prend pour X un espace & trois points,
€°(X,R) s'identifie 2 R> nuni de la norme Supo

Soit V 1l'opérateur positif représenté par la matrice
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'_l
N =
F Ml O

V] [ e)
o

Alors V(I+>‘V)-’1 existe et vaut

oo

% 32+21+l

] P
+
(N [
]
>

A +2a+1

fo¢ (Vo)
>
+
-

Py
R, = L T
A 3.2
% AT+32°+3a+1

1 A 9 .2, ..
+ 5 - T 7 A +2a+1

o>

On a bien, pour la norme choisie, ”ARA“$ 1 pour A0 et R,

n'est pas positive,

Nous donnons maintenant, deux corollaires du théoréme IV.L.1
qui montrent que la codissipativité entralne d‘autres principes du
maximum qui seront étudiés plus en détail dans les chapitres sui=-

vants

IV.4,8, Corollaire, On suppose gque E =‘€°(X,A) et que D est

dense dans E pour la topologie de la convergence compacte, Alors

81 V est codissipatif, V yvérifie le principe fort du maximum

en module, c’est-d-dire :

Veed (|ve(x)|21 pour tout x de Bupp £f) == (|Vf(x)isl
pour tout x) o

En effet, si |[Vf(x)|¢<l pour tout x du support de f , on

~

a 4 fortiori :

Re e*f Vf(x) <1l pour (6,x) tel que Qe el £f{x)> 0

IV.4,9, Corollaire. On suppose que E =‘€°(x,m) et que D = H(X,R) »

Algrs si V est codissipatif, V vérifie le Erincige classigue du
W—

nagimun, c'est-=a=-dire
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Y fe M, (X) (ve(x)g 1 pour tout x de Supp f) =) (Vfi(x)¢1l
pour tout x) .

N

Ceci est évident & partir de ii) de IV, k4.6,

5. Principes de balayage.

Jo Deny a montré dans [5] que les différents principes du
maximum en théorie du potentiel avaient des énoncés duaux en termes

de "balayage” de mesures,

Cette idée devait s’avérer féconde et avoir notamment des ap=
~

plications a4 l'analyse harmonique grace, en particulier, & A.
Beurling (cf. [17]).

Les méthodes que nous employons différent sensiblemznt des
méthodes utilisées dans [5], Nous faisons entrer les différents
principes du balayage dans le cadre du balayage abstrait par rapport
4 un cone de fonctions (cf, [23])& On peut ainsi démontrer les
théordmes de [5] en se débarassant de l'hypothdse de positivité du
noyau et de toute hypothése de continuité : il suffit d’employer
la méthode gque nous employons ci-aprés pour le principe classique

du maximum,

IV.5.1, Théoréme, On suppose que E =*€°(x,m) et D =E , Alors

‘sont équivalents :

i) V est codissipatif.

o o ” m IR
ii) v Fls F, fermés, Y uejﬁ,b(x) Jve :)i},b(x) tel gue

1) vl liu

2) Supp v+c F Supp v ¢ F

1 °* 2 °

3) V feD

(supp tte F, et Supp f e Fa) - (ij(x) du(x)sij(x) av(x)) o
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Supposons que V soit codissipatif, Soient Fl et F, des

fermés et soit u une mesure réelle bornée sur X .

Posons X = X x {=1,1} et F = (Fl x{l})l)(sz {=11}) &

Pour f appartenant & D , on note eVf 1la fonction sur X
définie par : (x,e) — €eVE(x)

On pose H =‘6°(§;m) o Pour ¢ appartenant & H , on note
p(¢) = inf{alfu| - ij(x) du(x) ; aeR, , feD , a=Vf(x)y ¢(x,1)

sur F. , a+Vf(x)>» ¢(x,~1) sur F,_ , Supp ttc F

1 5 » Supp f ¢ F23 0

1

D'aprés IV.4.6 on voit facilement que

p(o)>= Jlelllull

donc pour tout ¢ , p(é¢) appartient & R et
¢ — p(¢)

est une forme positivement sous linéaire sur H ,

D'aprés le théoréme de Hahn Banach, il existe une forme linéaire
N sur H majorée par p
or (¢50) == (p(¢)<0) .

~ o o ~
Donc N se représente par une mesure V positive et bornée sur F .,

Il existe donc deux mesures bornées positives 1 et v, sur X

avec Supp v,¢c Fl s Supp v,y¢ F2 et

Veek p(e)> [o(x,1) avy(x) + [o(x,-1) av,y(x).
Soit f appartenant & D et &a20 ., Supposons gque

Supp f+c F et Supp £ cF

1 2 °

Alors

allull - IVf du 2 J¢(x,l) dul(x) + I¢(x.-l) dvzfx)
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pour toute fomction ¢ de H telle que
a - Vf » ¢(x,1) sur F

et a + Vf > ¢(x,-1) sur F, o

On en déduit gque
.
alull = JVf du a(Jdvl(x)ss}[dvz(x)) - JVf(x)(dvl(x)-d\»e(x)) o

Posons v = v,=v

1 Y2 °

On a Supp v+c Supp vlc Fl

Supp v < Supp Vyc F2
vl favy + fav, « dl

. +
et pour toute fonction f de D telle que Supp f c Fl et

Supp f ¢ F, ona :
jvﬂx) du(x)sj\f'f(x) av(x) .

Réciproquement, supposons ii) vérifié, Soit f appartenant & D

et supposons que
VFf(x) ¢l pour xe{f>0} et Vf(x)y =1 pour xe{f<0} ,

Soit X quelcongue appartenant & X . Appliquons ii) avec

F, = {£>0} » Fyo = {EZB} et w = ed_ (e=+1) . Soit v, 1la mesure
o

associée, on & :

er(xo)s‘ij(y) dve(y)s Jdv:(y) + Jdv;(y)é.l o

Done ]Vf(xo)ls 1.,
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IV,5.2. Corollaire. On suppose gue E =‘6°(X,B) et que D =J(X,R) »
Alors sont éguivalents

i) V est codissipatif.

ii) V est un opérateur continu de X (X,R) (muni de sa_topologie
habituelle de limite inductive) dans \6°(X,B) et son adjoint V¥

(opérateur de :ﬂbf(x) dans mhm(x)) vérifie 3

Yw, et w, ouverts, Vue:}f’ccg(x) jveﬁéﬁ(x) tel que

1) vl iul

+ -
2) Supp v ¢ EE et Supp v c W, .

3) V*ulwlgv*v]ml et V*uImE;V*vlwa o

Supposons V codissipatif. Alors d'aprés le théoréme du
graphe fermé et la proposition III.2.7, V est continu de X (X,R)

dans “6°(X,R) . Appliquons ii) de IV.5.1 aux fermés @, et w, et

1 2
& une mesure u de MEE(X) » On obtient une mesure v de amf(x)

véri;iaht 1) et 2). Soit f une fonction de K _(X) avec

Supp fe W, . Alors, d'aprés IV.5.,1 ii) 3)

1
fo(X) du(x) g fo(x) dv(x)
soit Jff(x)_dv*u(x)s ff(x) av*v(x,)
On a donc V“u}wls V*v[ml
et de méme Ve, » Vv e, .

Supposons réciproquement que ii) soit vérifié, alors on obtient

i) en raisonnant comme dans IV.5.1, c'est-d-dite en "balayant" £,
)
sur les ouverts {f>0} et {f<0} .
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évidentes) si D =¥¢°(X,R) .

IV.5.3, Théoréme, On suppose que E = fP(X,G) o Alors sont égquiva-

Llents 3

i) V «vérifie le principe du maximum fort en module.,

ii) Y P fermé, Yredi (x) I veoly (X) gel que
1) vl < lull.
2) Supp vcF.
3) ¥feD (Supp fcF) = (Jer(x) du(x) = fo(x) av(x)) e

Supposons que i) soit réalisé. Soit F wun fermé de X et
soit W™ une mesure., Notons EF = {feD ; Supp fcF} .
Considérons l'application de V(EF)QF deans ¢ , définie par 3

VE|F =—> j‘Vf(x) du(x)

i) implique que si Vf(x) est nul pour x appartenant & Supp f ,
Vf est identiquement nul, Donc l'application précédente est bien

définie et, toujours d'aprés 1i)

| [ve(x) aulx)l < lull sup|ve(x)],

J xeF
Donc, d'aprés le théoréme de Hahn-Banach, cette application se
prolonge en une forme linéaire continue sur ‘€°(F9¢) de norme

inférieure ou égale & |lnll o

Il existe donc une mesure bornée vy vérifiant ii).

Réciproquement, supposons ii), Soit f un élément de D vérifiant :

[Vf(x)| <1 pour xeSupp f »
Soit X quelconque appartenant & X . Appliguons ii) avec

F=Supp f et u = dx o Il existe v avec
o

Ivls1 , Supp veF et ve(x ) = fvr(x) dv(x) .
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On a done ]Vf(xo)ls 1,

Remargue. On a &videmment le méme théoréme en remplagant (€ par R

et en ne considérant que des mesures réelles,

--IVOSoho Théoréme, On suppose que E =~€°(x,m) et que D = K(X,R) ,

-‘Alors sont €quivalents :

i) V vérifie le principe classigue du maximum,

.. . + - +
ii) V F fermé, V ke o (X) 3 wejkb(x) telle que :
1) Supp vcF

[
(dyu ,

2) (dv <
J d
3)Vee¥, (x) (Supp £eF) = ([velx) aulx) < [ve(x) avix)),

(ce théoréme étend un théoréme de [5]30

Supposons 1), Soit F un fermé de X et soit u une mesure

positive bornée. Notons

Cp = {a=Vf § ac®R_, fef}{+(x) o Supp fcF}

et posons H =‘€°(Fam) o

oo

Pour tout ¢ appartenant & H , on note

p(¢) = inf{iv du 3 veC et vz¢ sur F}

(
' F

7

d

D’aprés i), p est une forme positivement sous~linéaire finie sur H
(En effet, si a~Vf est supérieur ou égal & ¢ sur F , f appar=
tenant & ¥ (X} , Supp fcF et a30 , ona Viga + ol sur F
donc¢ sur le support de f , et par conséquent partout. Il en

résulte que pl(¢)y = |ol fdu) o

D'autre part 3 ¢<H et ¢<0 = pl(o)<O0 &
Il existe donc, d'aprés le théoréme de Hehn-~Banach, une forme

linéaire positive sur H , majorée par p . Cette forme linéaire se
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représente par une mesure positive bornée v portée par F , On a

s veCph jv dv < Jv du o
(En effet, si v appartient & Cp » alors
v=2a=Vf et
Jv dv = sup{f¢ dv ; ¢€H et ¢sv sur F}
¢ sup{p(¢) 3 ¢cH et ¢<v sur F}

< J-v du)

Il est clair alors que v vérifie 1), 2) et 3),

Réciproquement, supposons ii), Soit f appartenant & TK+(X) et

supposons que
VE(x) ¢l pour tout x de Supp f o

Soit alors x, un point quelconque de X ., "Balayons" Gx sur

Supp f « Soit v la mesure balayée, on a
ve(x,) < ij(y) av(y) < jdvs 1
et le résultat est donc démontré,

IV.5.5. Théoréme. On suppose gue E =‘6°(X,m) » Alors sont égui-

- valents

i) V vérifie le principe complet du maximum.

ii) V F fermé, Vue?'t;(x) 1 vefn‘ﬁ;(x) telle que :

1) Supp vcF ,

2) Idvs fdu o

3) V£feD (Supp £t e F) =) (|ve(x) du(x)stf(x) dv(x)) »
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Ce théoréme qui étend aussi un théoréme de [5], gse démontre avec
des méthodes tout & fait analogues aux précédentes, Nous esquissons
simplement la démonstration.:

Supposons que i) soit vérifié, Alors on note
+
Cp = {a=Vf ; acR, , feD et Supp f cF}
)
et H=% (FalR) ®
Pour ¢ appartenant & H on note

p(¢) = inf {Jv du § veCp et v2¢ sur F} &

On poursuit ensuite la démonstration comme précédemment,

o 9, 0 o
- e e 3w
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CHAPITRE V.,

Codissipativité et familles résolvantes,

Dans ce chapitre, nous posons le probléme suivant 3
Si V est codissipatif et de domaine D dense, existe-t-il une

famille résolvante (R a contraction telle que :

R>A>o
¥Yx €D s=lim Ryx = Vx o
A0
(La condition de codissipativité est évidemment nécessaire d'aprés

la remarque III.2.5 et la proposition III.2,6,)

Nous allons montrer gque le probléme admet une réponse positive
si 1'on impose des conditions supplémentaires 4 l‘espace E et au
domaine D , mais qu’en général, sans condition supplémentaire, le

probléme & une réponse négative.

l, Cas des espaces de Hilbert :

Volol, Théoréme, On suppose gque E est un espace de Hilbert et gue

D =E ., Alors sont équivalents :

1) V est codissipatif.

)

ii) Il existe une famille résolvante & contraction (R

telle gue

AA>0

YV xe€D Vx = lim R, x
A=0
Supposons que V goit codissipatif, L'ensemble des opérateurs
codissipatifs ordonné par la relation de prolongement est évidemment
inductif et, d'aprés le théoréme de Zorn, 1l existe un opérateur
codissipatif v prolongeant V et maximal parmi les opérateurs

codissipatifs., =V est alors dissipatif maximal (dfaprds III.2:2.cs).
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Alors, d'aprés un théoréme de R.S, Phillips [25], -V est un géné-
rateur infinitésimal, Il en résulte que
¥ A>0 Im(I+AV) = E

et d'aprds le théordme III,3,1 ; V coengendre une Lo-famille

résolvante (RA)A>o qui vérifie ii),

2, Cas des espaces VA

Ve2.1. ThéorSme. On suppose gque E =€°%(xX,A) et que DoJ(X,A) o

- Alors sont équivalents

i) V est codissipatif,

ii) V précoengendre une Lo-famille résolvante ‘& contraction

(RA)A>0'°

Si ces propriétés sont vérifiées (Rj\)}‘>° est l'unique famille
résolvante vérifiant

Y £feD , ¥Ya>0 V£ = R,f = AR,VE,

Supposons que V soit codissipatif, Pour démontrer ii) il faut

démontrer, d’aprés le corollaire III,3.2, que
Y >0 Im(I+AV) = E ,
a, Soit ¢ appartenant & X (X) . Alors l'opérateur

v‘,> s feE = V(¢f)eE

est un opérateur codissipatif partout défini

En effet, nous allons utiliser le corollaire IV .L.5 :

Soit f appartenant & E et supposons que



Re e*® V¢f(x)s'l pour (6,x) tel que QRe elef(x)> 0.
Y (0,x) (e e % (x) £(x)>0) => (®e e*® £(x)>0) .
Donc on a, & fortiori :
Re e*® V(s£)(x)¢1 pour (8,x) tel que Re e*®(4£)(x) >0
et par conséquent, V &tant codissipatif, on a
Hv¢fﬂsl o
b, Il en résulte que :
Y x>0 , V¢e?&+(x) Im(I+/\V¢) = E ,
Il suffit en effet d’appliquer le corollaire III.3 .k,
¢, Nous allons montrer que, pour tout A>0 , Im(I+AV) est
dense en utilisant le théoréme de Hahn-Banach,
Supposons que u s0it une mesure bornée sur X vérifiant 3

V feR(X,A) <f+AVE,u> = 0 .

Soit f une fonction de E . A toute fonction ¢ de ?H+(X) on

associle la fonction f¢ appartenant & E telle que

ce qui est possible d'aprés b.
f = (1~¢>f¢ + <I+AV>(¢f¢) 6

On a donc 3

VeoeR (X)) <fyu> = <(1=0)f ,u> »

5T
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Remarquons d'autre part que, d'aprés la codissipativité de V on a

¢
e, l<2lel -
On a donc, pour toute fonction ¢ de ﬂ# telle que ¢<1
<towrls2liel (16D (x) alul(x)
On en déduit que <f,u> = 0 et, ceci étant vraili pour toute fonction

£ de 6°(X,A) , u=0 .

d, Montrons maintenant la propriété d'unicité
~

Il est clair en passant & la limite dans 1'équation résolvante gque

si (R est la famille résolvante précoengendrée par V on a 3

A)A>o

(*) YfeD , YA>0 Vf = R,f = AR,
ce qui s'écrit : YfeD , Y Aa>0 (I-AR}\)(f’H\Vf) = £ ,
On voit donc que (%) définit parfaitement R, sur Im(I+AV) et
d'aprés la densité de cet ensemble il n'existe qu’une famille résol-

vante vérifiant (*) .

Remargues :,Naturellement la démonstration de 1°'unicité faite ci-
dessus est valable dans un cas tout & fait général,

.Le théoréme ci-dessus est une extension du théoréme de
Hunt=-Lion ([21} P-403), Il permet en outre de démontrer ce théoréme

sans hypothése de dénombrabilité.

Nous allons donner maintenant une autre extension du théoréme
de Hunt-Lion, ol 1'hypothése (D>K(X,A)) du théoréme précédent est

remplacée par des hypothéses d’invariance par translations.

V.2,2, Théordme, On suppose gque X est un groupe abélien localement

compact (dont la loi est notée +) et gque E =‘€°(x,m) » On suppose

que D =E ; gue D est invariant pan les translations et gue

l'opérateur V de domaine D est aussi invariant par les transla-

tions, Sont alors équivalents :
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i) V est codissipatif et Im V = E .

ii) V est un prépotentiel,

L'implication (ii) == 1)) est évidente.
Supposons alors i), Soit v wun voisinage compact arbitraire de O ,
"Balayons" au sens du théoréme IV.5.,1 la masse de Dirac & l'origine,

§ , sur les fermés
-]
F,o= (v
F, =X ,

2

Il existe une mesure My telle que

oo

hu, s
Q
supp wlclv
v
YVfeD (f(x)g< 0 pour tout x de v) = (v£(0) -fo dquO) 6
On a donc aussi

YteD (f(x)» 0 pour tout x de v) =) (v£(0) -:JVf duv>,0) R
et par conséquent
YfeD (flv=0) = (v£(0) -Jvr du, = 0) o

Il en résulte gque lon peut définir une forme linéaire L sur

l'espace D!v par
V¢ e Djv L(¢) =Vf(0)-=ij du
ol flv =19,
D'aprés la densité de D , il existe h appartenant & D tel que

h(x)) 1 pour tout x de Vv ,



On a donc
VYéeD|v
L se représente donc
YfeD

Montrons que Vo est

si ¢
Y

11 existe une suite

est une fonction continue sur v

|L(s)| < Jo] (va(o) - fvn au,)

par une mesure Vo
vf(0) = jvr duv = Jf dvv o

une mesure positive
telle que
Xxev

¢(x)>0 ,

(fn) de D telle que

et VY n30 ,Vxev £ (x)>0 .
On a donc
Ynxo Jffn dv_» 0
et donc j¢ dvv‘ao-e
Si maintenant ¢ est une fonction continue sur v
Yxev ¢(x)30 ,
alors
¢ = lim (¢+e)
£+0
et donc
Jv¢ d\)v>/0 °

D'autre part, puisque

+ °
Supp [ Cﬂ:v »

portée par

v et on a

telle que

°
o

60

o
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on &

et d'aprés la densité de Im V

Posons alors

a jdv s
v v
On a alors, compte tenu de l'invariance par translation :

6-uv

VeeDd ,VxeX £(x) = lim fvﬁw) al (y)
V¥o0)

Il s'agit, pour conclure de démontrer, A étant un réel >0 , que

a
v

Im(I+AV) = E ,

Soit p une mesure bornée sur X telle que :

YfeD <F+AVE,u> = 0 ,
On a
6-uv
YfeD 1linm ij(x+y) a( = + A8)(y) du(x) = 0 . (*)
v

AATEY!

Considérons, pour f appartenant & D , la fonction
bo(y) = [Ve(xsy) aulx)

Il existe Yy, eppartenant & X et € appartenant & ({-1,1} tel

que

e ¢p(y ) = llo gl »
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~

Appliquons (%) & la fonction de D
X —> € f(y°+x3

(f appartenant & D).

On a :

S=u

av+15)(y)=o,

lim fe oo(y +y) al
v

Vi{0}

Or, puisgue “uvllsl , on a

G-H‘V

a
v

[e ¢ elvgrr) a2+ 26250 5 Aol
On a donc “¢f“ = 0 et par conséquent

Y feD <Vf,u> = 0 ,

D'aprés la densité de Im V , u=0 , ce qui, d'aprés le théoréme de

Hahn-Banach, prouve la densité de Im(I+AV) .

Vo2,3. Théoréme. On garde les hypothéses du théoréme V,2.2 et on

suppose en outre gue pour tout €lément non nul, a , de X , na

tend vers l'infini gquand lfentier n tend vers 1l'infini. (En par-

ticulier, on peut prendre pour X le groupe additif R™ y m21),

Sont alors éguivalents :

i) VvV est codissipatif et Im V # {0} .

ii) V est un prépotentiel,

Ceci va résulter d'un lemme voisin d'une proposition de [4],

Ve2,4, Lemme. Sous les hypoth&ses sur X du théoréme V,2.3, si ©

est une mesure bornée sur X avec |ofl<l et si f est une fonc-
tion de €°(X,¢)

(VxeX £(x) = Jf(xﬂz) do(t)) == (f=0 ou o=8) .
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Soit a un élément de Supp o0 .

Soit x, un €lément de X tel que

l£(x )] = |l£]
el = [£(x )| = |ff(x°+t) dc(t)|$Jlf(x°+t)]d|c|(t)\<‘{|!f|l alo(t)[<ltl.
On a donc
Vtesupp o |[f(x_+t)| = |r]

et en reprenant le raisonnement :
Vxem | £(x k)| = g

Par conséquent, si Supp o contient un élément non nul, puisque f
tend vers O & 1'infini, on a nécessairement f=0 , Sinon, 0 = b

et si f est non nulle, nécessairement b=1 ,

Reprenons alors la démonstration du théoréme V,2.2 et gardons
les mémes notations,

On a encore v # 0 , car si v, = 0 , compte tenu de l'invariance

par translations

YfeD ;, YxeX VE(x) = [vr(x+y) du (y) >
J

[}
Or ““v“ <1 et wu_ #3 car Supp uvc:ﬁv '

Donc d'aprés le lemme, on aurait
¥YfeD Vf =0

et on suppose que Im V # {0} .

Nous allons montrer que l'on a la densité de Im V ,

Soit v une mesure bornée telle que

YfeD <Vf,v> =0 ,
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Compte~tenu de l'invariance par translations, on a

S=u

Veed [velay) a(=%) (v) av(x) = 0
v

et donc
VfeD }[f(x)dv(x)=oe

D'aprés la densité de D , v=0 ce qui achéve la démonstration, On
peut déduire du théoréme V.2.,2 un théoréme analogue pour les opé=-

rateurs dissipatifs,

Vo2,5. Théoréme, On garde les hypothéses du théoréme V.2,2. Alors si

V est dissipatif et si Im V = E , V est un prégénérateur infini=-

tésimal de semi-groupe fortement continu 8 contraction sur E ,

En effet, d’aprés la proposition III.2,.8, -v~t est un opéra-
teur codissipatif de domaine et d'image dense,
D'aprés le théoréme V,2.2

Im(I-v'l)

soit Im(I=-V) = E

ce qul démontre la proposition,

m

En fait, s1 X =R , le théoréme V,2.5 admet une réciproque :

V.2,.6, Théoréme., On suppose gue X = RT (mzl) et que E =‘€°(X,A) .

On_suppose gque V est prégénérateur infinitésimal d'un semi-groupe

~

fortement continu & contraction sur E et gue D et V sont in-

variants par translations. Alors

ImV =E ou ImV = {0}

On peut évidemment supposer que V est un générateur infini=-
tésimal. Le semi-groupe engendré est alors un semi-groupe d'opéra-

teurs défini par :

(Pt)t;o

t20 , VfeE P,f = x £

% Mt



65

ou (“t)tao est un semi-groupe de mesures complexes de normes <1 ,

I1 existe alors (cf, [7]) une distribution T de 9 l(!Rm) tel que
L

D >D(R®) et VEcD(R®) VEf =Txrf ,

Soit T 1la transformée de Fourier de T , Il suffit, d'aprés le

théoréme de Hahn-Banach, de montrer que, si T est non nulle,

est d'intérieur vide,

Or, si x appartient a Q ,
Y t20 u, (x) =1,

Donc pour x appartenant & Q , les mesures v: définies par

2 i Y
dvt(y) = g 1TXeY dut(y)

sont de norme <1 et de masse 1 , donc positives,

Supposons qu'il existe X et €>0 tel que Q <contienne la boule
de centre X, et de rayon ¢ .,

On a, pour tout t20 :

e2iﬂxoy

xo + m
Ixl|lse = vy (¥)edle (RT) o

Donc
Supp vt°c (N {y i xeyez
lx|lse

soit

Y t30 v,% =8

t

ce qui impligque

Y t20 = 8

et donc

T =0 , ce qui est contradictoire,
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A partir des théorémes V.2.2 et V.2,3, compte tenu du théoreme
IV.1,2 et de la proposition IV,l.4, on déduit immédiatement le
théoréme suivant qui englobe le cas du noyau logarithmigue dans le
plan :

Vo2,7. Théoréme. On_ suppose ‘que X est un groupe abélien localement

compaet et que E =<€°(x,m) « On_suppose gue D =E » que D ‘est‘
invariant par les translations et gque l'opérateur V , de domaine

D est aussi invariant par les translations., Sont alors équivalents :

i) V vérifie le principe complet du maximum et Im V

E .

11) V est un prépotentiel précoengendrant une famille résolvante

‘sous-markovienne,

+S1 en outre, pour tout a non nul de X , na tend vers l'infini

quand l’entier n tend vers 1'infini, alors on peut remplacer dans
i) ImV=E par ImV # {0} ,

V.2,8. Remargues : Tous les résultats précédents (sauf peut-&tre
V.2,6) sont valables simplement si X est un sous semi-groupe
fermé d’un groupe abélien localement compact ; naturellement, les
invariances par translations sont alors & comprendre au sens des

translations
f = [x — f(x+y)]

~

ol y déecrit X .

3, Etude d'un contre-exemple.

Nous allons étudier dans ce paragraphe un exemple prouvant gque
le probléme posé au début de ce chapitre n'admet pas toujours une
réponse positive et que, dans les théorémes énoncés précédemment,
les hypothéses sont, en un certain sens, nécessaires, Cet exemple
est inspiré de l'exemple donné dans [22] p.688, L'amélioration
apportée tient en ce que les opérateurs gque nous introduisons sont

de domaine et d'image dense et que nous étudions la dissipativité
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et la codissipativité au sens complexe (ce qui entralne en parti-
culier, en vertu de la proposition IV,3.4 des résultats sur les

restrictions réelles des opérateurs).

Vo301, Notations : Dans ce paragraphe, E désigne l'espace
«¢°(70,1[,¢) identifié & 1l'espace des fonctions continues sur [0,1],
nulles en O et en 1 ., ElR désigne l'espace €°(]o,1[.m) e

On note D (resp. qR) 2

{feE (resp, feE.) : fiX) est intégrable sur [0,1] et
1
j fix) dx = O} °

[¢)

V (resp, WR) est l'opérateur de E (resp, %m) de domaine D
(resps qﬂ) défini par 3

t

x
f—-»[x—»jﬁ:c—zdtjo
)
On note A {(resp. qR) 3

{f< E (resp, féEEm) s £ est continliment dérivable et x = xf'(x)

appartient & E (resp. qR)} ’

et A (resps Am} 1°opérateur de E (resp. %R) de domaine A
(respo ﬁR) défini par

£ = [x = -x £'(x)]

Remarquons que D = QR + 10D et que V est l'extension canonique

R
de Vg & D ., Analogue pour A .
Vo30620 VlR vérifie le principe complet du maximum et par conséguent

V‘R est codissipatif dans E[R et V est codissipatif dans E

En effet, il est clair que si x_  appartient & Jo,i[ , £

appartient & qR et

me(xo) = s:p me(x) .
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on a, par dérivation,

et donc WR vérifie le principe du maximum positif.

"’l -l o ° °
Vo303 Vm‘= = Ag s V= A o Ap et A sont donc dissipatifs,

respectivement dans Em et dans E ,

C’est évident.

V.3.4, Les domaines et les images de Vg &t A{R » V et A, sont
denses, respectivement, dans EER et E ,

Il suffit de démontrer que qR et A[R sont denses dans %R o
Soit @ 1'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables & support

compact dans JO0,1[ .

Il est clair que A contient 9 et est donc dense. Pour montrer

R
la densité de qﬂ y» 11 suffit de montrer que l'on peut approcher
uniformément par des fonctions de Dy » toute fonction de KR (]O,1[,R),

Soit f une telle fonction. Pour O<n<a<% ,» considérons la fonction

= 0 sur [O,a-n]

[x=(a=n)] % sur [a=n,a]

¢ (x}
8oM =1 sur [a,l-n]
= (x=1)(= %) sur [1-n,1] o
Alors
14 (t)
a;n = 1 n=1 12 _ &=n a
] T dt Log < + - Log(l=n) —— Log = °

o

Alors, par choix de a et n , cette intégrale peut prendre toutes

les valeurs de ]Log 2,+‘”[s

Soit alors €>0 donné.,



1
Posons J iéﬁl dt

. : o
e' = inf \e, .

2 Log 2

Il existe alors a et n tel que

- |
b € ¢a.n€ %R .

leto, I s e

a,n

Donc la densité est démontrée.
1

Vo345, Im(I+V(‘R)) = Im(I-A(m)) = {fe E([R),j £(t) dat
o

X

Soit g(x) = £(x) + j E%El dt avec f appartenant &
o
Posons alors h=g8g -1 &

Nécessairement h est dérivable et :

h' +

"o

- &,
X

Donc nécessairement

h(x) =

g I

fx g(t) dt
[e)

et, h appartenant & E

1
f g(t) dat = 0
(o}

Réciproquement, soit g une fonction de E telle que

1
f g(t) dt = 0
[0}

Posons
b'd

f(x) = g(x) = % Io g(t) dt .

D

0}

]

L]
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N

Il est clair que f appartient & E et, par intégration par parties,
on obtient :

j: £é31 at = 2 fx g(u) au - = fa g(u) du .

(@) o

Par conséquent f appartient & D et

—t gt + £(x) = g(x)

jx fit)
[¢]

Vo3.6, A est un opérateur dissipatif maximal parmi les opérateurs

- dissipatifs de E ,

Nous utilisons la caractérisation des opérateurs dissipatifs

donnée & la proposition IV,.3,6,

Soit A wun prolongement dissipatif de A , & 1le domaine de A

et u un élément de A ., Posons
g = u- Au , et soit x, appartenant a ]O,l[ o

Daprés la caractérisation de Im(I-A) donnée en V,3.5, il existe

une fonction f appartenant & Im(I-A) telle que :
£f(x) = g(x) Y x e[O,xO] .
Il existe alors h appartenant & A tel que
f = h - Ah .

On pose

On & alors

W(x) = Kw(x) Y xc—:{o,xol .

- Supposons d'abord que |W| admet un maximum relatif strictement

positif en x avee O<x <X e

1 1
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Considérons une fonction k de E telle que
Ogkgl k(xl) =1, k(x) #1 pour x # X s

Supp kc:{x;lW(x)I«'lw(xl)l}f)jo.l[ et k continiiment dérivable,

Soit 6 appartenant 3 [0,2n] , tel que
i8 _
e W(xl) = iW(xl)I
et soit ¢ un réel strictement positif. Alors :

Si x&Supp k [Ww(x) + ¢ eﬁlek(x)|$ [w
Si xeSupp k\{x;] [W(x)+e e Py(x)] < [W(xy )| + e

et [W(x) + e e k(x| = [W(x)]| * ¢ .
Done¢, pour ¢ assez grand,
eiew(xl) + ¢ k(x)) = ”eiew + ¢ k|
et donc
(Re eie Xﬁ(xl)'+ ¢ Re Kk(xl) £0 .
Or k appartient & A et, d'aprés la définition de A ,
X on(xy) = 4 k(x)) =0,
On a donc
Re e*® Tu(x,) <o

soit
IW(xl)IS 0

ce qui est contradictoire,



T2

-~ Il en résulte que |W(x)| est croissant sur [O,xo] « Supposons

que |W(x_)|[>0 . Il existe alors x, appartenant ]Oexo[ tel

1l
que

|w(xl)| >0
Soit k wune fonction deux fois continliment dérivable telle que

Osksl , k(x;) =1, k(x) #1 pour x # x, , Supp kr:]O.xo[ .

k"(x) <O pour x appartenant & un voisinage K de x, dans

Joyx [ &

En restreignant, au besoin K , on peut supposer en outre que

|arg W(x) - arg W(x1)|s'% pour xcK .
Soit 6 tel gque e~ 6 W(x,) = |W(§l)| .
On a alors :
si xe[O,xl] |Ww(x) + e el® k(x)| < IW(xl)I + e
si xeaK()[xl,l] [Ww(x) + ¢ 19 k(x)|< |w(x°)| + ¢

si xe [x,1|\Kk |W(x) + ¢ et® k(x)| <|w] + e(1l=a)

|w(xl) + ¢ eie k(xl)l = IW(xl)l +c

ol (1=a) = sup k(x) <1l ,
xeCK
1l - 1¥(x))|

o

Alors pour ¢ strictement supérieur & s la borne

ie

supérieure de |[W + c e k| est atteinte au moine une fois sur

3

K(}[xl,l] o Il existe donc ©8' et il existe x, appartenant &

K(\[xl,l] tel que :

- . .
el W(xc) + c 31(9+6 )

k(x ) = W + e eiekH

(Re eie' W(xc) - ¢ xcﬂe ei(e+e') k'(xc)s 0
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On a alors la disposition suivante :

W(xc) e eieh(xc) + W(xc)

Wix, )
Ce qui prouve (cela peut &tre précisé par un calcul simple), que
cos(0+6°')» 0 .

D'autre part

On a done
Re et W(xc)so
et par conséquent :
lW(xl)I+c = !W(xl)+c eiek(xl)l< | W+e eiek!]gc cos(e+0') k(x ) <ec
ce qui implique
]W(xl)! =0

ce qul est contradictoire,

~ On a donc démontré que W @&tait nul sur [O,x°] o

On a donc
u(x) = h(x) et Au(x) = Ah(x) pour tout x de [O.xo] 8

Donc u est continliment dérivable sur JO,x [ et

- xu'(x) = Au(x) pour tout x de ]O,xo[ .



L

X étant arbitraire, on voit que u appartient & A et

Ve d

Au(x) = = x u'(x)

=

coincide donec aveec A ,

Ve3eTo V et V[R sont des opérateurs codissipatifs, maximaux parmi

les opérateurs codissipatifs de E et E[R respectivement,

Ceci découle immédiatement de V.3.6, de V.3.4 et des proposi-
tions IV,.34 et III.2.10,

V.3,8, AlR est un opérateur dissipatif, maximal parmi les opérateurs
dissipatifs de E[R o

Découle de IV.3.U4,

“Ve3e9s V et Vm ne peuvent se prolonger en des cogénérateurs sur

E et %R respectivement, A et ﬁR ne peﬁvent se prolonger en

- des générateurs sur E et EB respectivement,

Ceci est &vident a partir de Vo.3,7, V:3.8 et V. 3.5,

L'opérateur V défini précédemment montre que le théoréme V,1l,1
peut €tre faux si E n‘est pas un espace de Hilbert et que le théo-
réme V,2,1 est également mis en défaut si D ne contient pas

H(X,A) o Enfin, 1l'opérateur V montre que le théoréme V,2,7 est

R
mis en défaut si on n'est pas dans un semi-groupe localement compact.
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CHAPITRE VI,

Sur le principe fort du maximum en module.,

l, Le théoréme direct,

Soit m wun entier supérieur ou égal & 1 , On suppose, dans
ce paragraphe, que E est l'espace B°(R®,A) . On note 9 l'espace
des fonctions indéfiniment dérivables, 4 valeurs dans A , & support

compact dans [R% .

On suppose enfin que D est l'espace 9 .

VIelolo Théoréme, On suppose gu‘il existe A , de domaine D(A) ,

générateur infinitésimal d’un semi-groupe sur E fortement continu

et 4 contraction, et gu'il existe un opérateur différentiel P sur

mm tel gque 3

1) Im Vc D(A)}

2) P(9) =E,
3) Yre® AVF = PF

(1)

alors V vérifie le principe fort du maximum en module °
L]

Soit (R. ) la famille résolvante associée & A , On a 3

ATA>0

¥ 4>0 Yfed Vf = = R Pf + AR._VF
? A 3\

RA vérifie le principe fort du maximum en module d’aprés le corol-

laire IV.4,8 et la proposition III.2.6,

D'autre part, les hypothéses impliquent

(1) Pour la définition de ce principe, voir le corollaire IV.k4,8,
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On a donc, d'aprés la proposition II.2,5,
8 = lim ARA = 0 ,
A+0
Soit f appartenant & 2 et soit €>0 .

Supposons que
[Vf(x)| <1 pour tout x de Supp f .
On a alors, pour A assez petit ( A tel que ”ARAVf||<e)
]RAPf(x)[<l+e pour tout x de Supp f
et donc & fortiori

IRAPf(x)I<.1+e pour tout x de Supp Pf ,

Mais Ry vérifiant le principe fort du maximum en module, on a

alors
IRAPf(x)Is l+¢ pour tout x ,
ce qui entraine
[VE(x)| < 1+2¢  pour tout x o
¢ étant arbitraire, on a finalement
[Vf(x)| <1 pour tout x .
Faisons deux remarques utiles pour la suite

VI.1.2. Remargques : . Si P est un opérateur différentiel non identi-

~

quement nul et & coefficients constants, 2) est automatiguement

vérifié,
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o Supposons que V se prolonge en un opérateur

borné sur E , alors le prolongement vérifie encore le principe fort

du ‘maximum en module,

La premiére remarque peut se démontrer par la transformation

de Fourier,
Démontrons la deuxiéme remarque,

Soit f appartenant & R(R™,A) et supposons

|[vE(x)l ¢ 1 pour tout x de Supp f o
Soit €»0 . Posons
w, o = {x;|VE(x)| < 1+e} o
Soit ¢n une suite régularisante de 9 , Pour n assez grand on &
Supp £ cbncws
et [v(fx ¢n) - VE)|<e o
On & done
[viex o )il s1+2e
et, en faisant tendre n vers 1'infini, on obtient
vell <« 1+2¢ .
¢ étant arbitraire,
lvell <1 «

Soit maintenant f appartenant & E et supposons

|[ve(x)| <1 pour tout x de Supp f o
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Soit €>0 . Il existe ¢ appartenant & ﬁh(mm) tel que
[ve = vef[lge
On a donc
|[Vef(x)| ¢ 1+¢ pour tout x de Supp ¢fc Supp f
et donc
Ivor|l< 1+e
ce qui entrailne

Ve < 1+2¢

¢ étant arbitraire, on a |Vf| <1l -

Nous donnons ci-dessous un exemple d’un noyau rentrant dans le

cadre du théoréme VI.,1.,1 et qui n‘est pas un potentiel,

VI.l.3, Exemplie 3 On suppose gue m=2 et on prend pour V le noyau

@ =0 @0 e B aw ox>

de convolution par la mesure ;%§§ » Alors prenons pour A le

noyau de convclution par le laplacien A , on a

1 3 .3
A % preeriia 2 (ax i ay)

ce qui prouve que l’on est dans les conditions d'application du
théoréme VI.1l.1l,

On peut voir directement que V vérifie le principe fort du
maximum en module car Vf est hoclomorphe sur le complémentaire du
support de f , pour toute fonction f de 9 ., D’autre part il est

facile de voir que V n'est pas codissipatif,

Dans les paragraphes suivants, nous cherchons & &tablir, sous

des hypothéses plus fortes, une réciproque au théoréme précédent,
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2, Noyaux de convolution sur R .,

Dans ce paragraphe, E désigne l’espace <€°(EDG) et on note D
l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur R , & valeurs
dans C et & support compact.

On note P 1l'ensemble des distributions T vérifiant :
Ve £(0) = |£|| =) Re<T,f>g0

D'aprés [T], ce sont des distributions de 97, (R) et elles sont
L

assoclées aux générateurs infinitésimaux de semi-groupes de mesures
de norme inférieure ou égale & 1 , sur R
Enfin k désigne une mesure bornée sur R et Vk est l'opérateur

borné sur E défini par :
feE =3 kxfecE ,

VI.2,1, Théoréme, On suppose que k est symétrique et non nulle,

Alors, pour gue Vk vérifie le principe fort du maximum en module,
11l faut et 11 suffit gqu’il existe deux nombres complexes ¢y et ¢,

non nuls tous deux et qu’il existe T appartenant & P tel gue

+ - 1§
kxT = clé c26
Le fait que la condition soit suffisante découle du théoréme VI.1.1
et des remarques VI,1l.2, compte tenu du résultat de [T] g

l'application
f == Txf ,
de domaine (B (R) , définit un prégénérateur sur E .

Nous allons montrer que la condition est nécessaire,

Supposons que k soit symétrique non nulle et que Vk vérifie le

principe fort du maximum en module. Alors d’aprés le théoréme IV,5.3,

~

& tout €>0 on peut assocler une mesure bornée O telle que :

Supp Gecﬁmjnewe[ ) ”06”51 » k*(d'o-e)lgﬁ['ebe] =0,
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D'autre part, k étant symétrique, on peut (en remplagant o, par

o +0
‘e ' € o - N
— ) supposer que o  soit symétrique.

Pour tout €>0 , il existe deux mesures symétriques o, et @,

telles que 3

Supp cgc:ﬁRjueve[ 3 Supp asc.[-e.e] ; ”oelle s kx (8=0_) = a_

-ler cas : o ne converge pas faiblement vers ¢ .

Il existe alors une mesure bornée o # § et A appartenant
& C telsque 3

loll <1, o symétrique et kx (0=8) = A6 ,

Supposons que i=0 ., k @&étant non nul, il existe x°>0 tel que
A
k(xo) ¥ 0 et donc

1 =0(x ) = rcos 2ax_y do(y)
[0} J o

¢ étant de norme inférieure ou égale & 1 , ceci implique Que O

est porté par {-3—} 0
2x
o’ neZ
A o o

Mais k(x) étant non nul pour x assez volsln de xo sy O est
aussi porté par {3%} pour de tels x .

neZ
Il en résulte (il suffit de prendre %— irrationel) que o est

o

porté par {0} et donc que o est la mesure & , ce qui est contra=

dictoire,

Finalement, (0-=8) étant un élément de P , le théoréme est démontré

dans ce cas,

28me cas : U, converge faiblement vers o

On désigne par x, un réel strictement positif tel que

A
k(xo) # 0 , Nous allons passer par plusieurs étapes,
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a - I1 existe une constante M>O0

pour € assez petit :

°

telle gque 2

[l-gs(xo)lz Me

En effet

|1~3€(x°)§ >’[(l-lcos 2nxoy|) d[oel(y) )Js 2 sinzwxoy dloe!(y)

! 1
[ Ix_ * Tx
o o
.2
»2 8in“mx ¢ dlo (y)]|
o £
[ 2=, =]
L™ Tx_° Tx
o o
Mais o_ convergeant faiblement vers & , J d!ce(y)i
1 1l
[- Ex°° Exol

est minoré par une constante strictement positive (pour

€ assez
petit), d’ol le résultat,

A

[

€
b -{m s O<ec<e

o} est une famille équicontinue, uniformément
)

o

bornée en module par un polyndme du second degré

En effet
~~ A
d_(x) ) ae(x) - ﬁe(xo)
e\ ¥g e "o
lae(x) - @e(x“)ﬁs J[cos 2nxy = cos 2nx'y | dlaei<Y)6 A €2ix2‘x92!
~ 2 C
et la€<xo)l> B e (d'aprés a =)

ol A et B sont des constantes strictement positives,

¢ = I1 existe une suite € tendant vers O telle que

P
O (xo)
n

converge au sens de l'espace de distributions

4¢? vers A6 + ud"
avee A et u

non tous les deux nuls 3

)

En effet d’aprés b -, le théoréme d'Ascoli et les propriétés de

la transformation de Fourier dans <’ , on voit qu'il existe une
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suite € tendant vers O et une distribution T appartenant &

1 telles aue

a
€
n

—ce ==} T dans <€’ quand n = o ,

A
CH (xo)
n

T est nécessairement une distribution & support {0} +telle que T
est majorée par un polyndme du second degré. Donc, en tenant compte

de la symétrie et du fait que f{xo) =1, on a :
JA,u non nuls tous les deux 3 T = a§ + us" .

Dautre part la convergence & lieu aussi dans ¢°' car les mesures
q& ont leur support dans un compact fixe pour 6.580 0

d = Il existe une suite (xn>n>o de nombres strictement positifs,
e

une suite o, de mesures symétriques de norme inférieure ou égale

& 1 et deux nombres complexes <y et ¢, non nuls tous les deux
tels que
g =6
lim k % A = D dans %°
n—+e n
avec - no,
D - Gld + Q2(S )
Il suffit de prendre, avec les notations de ¢ =, O = 9. et
n
k
ik = ’qe (xo)q ol n, est une suite extraite de IN telle que
n
k
@ (xo)
Pk
converge vers une limite,
asn (xo)a
k I

e = Vk(g) est dense dans E :

En effet, si f appartient &8 9 , on a d'aprés d =
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on*f-f
lim Vi ( : ) = Df dans E ,
n—+cw n
Donec Vo E)>{Df ; £} .

I1 en résulte que Vk(E) est dense dans E et, V,_ étant borné,

le résultat est démontré.

£ -V, est injectif sur P

En effet, d'aprés d -, si f appartient & 9 :
V.f=0 = Df =0 = f =0,

Soit A 1lfopérateur de E de domaine D, = Vk(ﬁ) défini par :

A ka = Df .

€ = A est dissipatif de domaine dense 3

Supposons en effet que pour f appartenant &8 3 et x réel, on

ait
v f(x) = v .z .
Alors
o, =0
Y ns0 Re ( )\ *»k»f)(x)<0
n
et doncgc
Df(x) < O &
La densité de D a été montrée en e =,

A

h = Pour tout A positif, Im(AI-A) est dense dans E :

Il s’agit de démontrer, A &tant positif que

{AV,f = Df ; feD} est dense dans E .,
k
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Soit alors u une mesure bornée telle que

Ak*u"Du=O.

On a alors

Soit

1-G
k [1im (2 + —2)]0 = 0 .
n-»>© n
Or
1-5
Re(ar + )> A

n

Donc on a nécessairement

]
o
o

ku = 0 soit k %y

Mais, d'aprés e -, ceci implique Qque 1 est nul, ce qui montre le
résultat (par application du théoréme de Hahn-Banach).

(On peut aussi démontrer h - par application du théordme V.2.5),

o ) Pl A
1 = Le plus petit prolongement fermé A de A engendre un
semi-groupe fortement continu et & contraction, invariant par trans-

lations, sur E :

D'aprés le théoréme de Hille-Yosida, A engendre un semi-groupe
fortement continu et 4 contraction. D'autre part A étant invariant
par translations, il en est de méme de A » donc de la famille résol=-

vante engendrée et par conséquent aussi du semi-groupe.,

Alors d’aprds [7], il existe une distribution T de P telle que
> ~
Y feB(R) Af = Txf

et donec
Ve Aka=T%(karf)
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et par conséquent
Tk =D ,

VI.2.,2, Remargue : Il existe des mesures bornées, k , symétriques

telles que Vk vérifie le principe fort du maximum en module et

pour lesquelles il n'existe pas de distribution T appartenant &

P avec :

JeeJo,2n] kw7 =e*%s
Ceci se produit par exemple pour
k=6 = 2'-:_ e~/3]x] dx
Y3
En effet, on a alors
5"-36 _ 6""'76
kx(=5=) = =% &

ce qui, d’aprés VI.1l.1, prouve que Vi vérifie le principe fort du
maximum en module ; mais k *(emrx1 dx+d) est la mesure & , et

pour aucun 6 , ele(emlxldx+6) n'appartient & P .

Le théoréme suivant donne une condition suffisante, mais évi-
demment non nécessaire pour que Vk vérifiant le principe fort du
. . A . ie
maximum en module soit, 4 une multiplication par e prés, un

potentiel :

Vi.2:.3c Théoréme., Soit k une mesure symétrique bornée non nulle

o o A
telle gque 1lim inf k(x)

| x|+

O » Alors sont éguivalents ¢

i) Vk vérifie le principe fort du maximum en module,

ii) Il existe 6 appartenant 3 [ngn] et T appartenant & P
tel gue

kT = eled o
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Il suffit de démontrer que i) implique ii), Or, si i) est
vérifié, d'aprés le th&ordme VI,2,1, il existe un polyndme diffé-
rentiel D d'ordre 2 et une distribution T appartenant & P
tels que

kxT =D ,

Or, s8i T appartient & P , |$| = O(leg) o (En effet, d'aprés [7],

T = S+u avec S distribution & support compact d'ordre inférieur
ou égal 4 2 et u une mesure bornée), Il en résulte que si

lim inf|k(x)| = 0

X |9

on a

11m inf l—i—ll

x-hoo

et done D est de la forme ch ®

Nous allons donner ci-dessous un théoréme analogue aux théorémes
Vi.2,1 et VI.2,3 pour des mesures bornées & support dans [O'w[c

VI.2.4. Théoréme. Soit k une mesure bornée non nulle & support
-dags [0yo] o Pour gue Ve, XYérifie le principe fort du maximum en
module, il faut et il suffit qu'il existe T appartenant &8 P et
‘4 _support dans [0,=] et ¢, et c, pnombres complexes nom nuls

tous les deux tels gue

kxT = clé + c26' °

8i k({0}) est nul, pour que V., vérifie le principe fort du
maximum en module, il faut et il suffit qu'il existe 6 appartenant

4 [o,2n] et T appartenant & P et 3 support dans [0, tel
que

k»T = e*Vs



87

Le fait que la condition soit suffisante découle, comme précédemment
du théoréme VI.l.l et des reamrques VI.l.2,

Nous allons montrer que la condition est nécessaire par une
méthode analogue & celle du théoréme Vi.2.1l, mais simplifiée par
suite des propriétés de la transformation de Laplace,

Supposons que Vk vérifie le principe fort du maximum en module.,

Alors, d'aprés le théoréme IV.5.3, & tout €e>0 on peut associer

des mesures o, et @ bornées telles que :
ll”8”$1 Supp Uscl-“.-eI Supp ae<:[~59+w[ et

Y «
k-*(Gwce) =a_ s

Il en résulte que Supp o est inclus dans [-5,0] et

v A\
k *(6-08) =a_ o

Soient K , Ss o As les transformées de Laplace de k , ée et ée
définies sur {z;R z >0} 3 ’

K(z) = Jé”tz ak(t) s_(z) = Jetz do_(t) A_(z) = Jetz da_(t) .

Soit X, un réel strictement positif tel que K(xo) soit non nul,

On a pour tout 2z tel que ®Re z so0it positif ou nul :

-tx
, -t v -t
1=-5_(z) 1 = Je z dce(t)i o fge °© - e7FE| dléel(t)

-t -t
1 -5, (x) I - Je *o dée(t)l J(l - e xo) dlésl(t)

Or il existe des constantes A et B positives telles gue

-txo

e - €
-txo

(1 = e )

-t2

Ytyo

7

l <A + B|x -z
f (¢]

l'inégalité précédente étant valable pour tout 2z de partie réelle

positive o
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On a donec

1l = Se(z)
'l - Se(xo)

< (A+1) + leo-zl o

On en déduit (en posant A" = A+l)

A_(z) i
0 -
’1 T5 (a7l € (K] (A% + Blx -z])
€ (o)
D'autre part, pour tout couple (z,2z°) de nombres complexes de

parties réelles positives

!AE(Z)J‘ A _(z") . 2lellefz-zt] | M|z=z"|

1l =5 (x ) N -€X
€' "o 1 - e o

ol M est une constante positive,

Donc, par application du théoréme d'Ascoli et de la théorie de la
transformation de Laplace (ou de Fourier), il existe une suite €

a
€

tendant vers O telle que K——Tﬁ—T converge au sens des distri-

butions vers A8 + ud’ avee A et yu deux nombres complexes

non tous les deux nuls,

A
De la convergence de la suite T = Sn €3] on déduit celle de la
1- s, *n
suite T3 (2 ) uniformément sur tout compact de l'ensemble
€ o

n

{z  Ae z5a)} ol a est un nombre strictement positif tel que
A-uz ne s’annule pas sur cet ensemble,

v
§ = ¢
n

1l - S€ (xo)
n

Il en résulte que converge au sens des distributions

~

vers une distribution T' qui est, & un coefficient multiplicatif

pr&s, une distribution de P & support dams [O,=[ . Ceci permet
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d'achever la démonstration de la premiére partie du théoréme.

La seconde partie résulte aisément des majorations trouvées,

3, Noyaux de convolution sur R™® (m22).

Nous allons, dans ce paragraphe, généraliser des résultats du
paragraphe précédent au cas de MR- (my2) .

. . m
k désigne maintenant une mesure bornée sur R , et V le noyau

k
de convolution associé, On note P 1'ensemble des distributions T

sur R" tel que ¢
Yfe?2 £(0) = £l = Re<T,f><0
ot 9D désigne l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables &
m
support compact dans R

° o o m (3
I o l désigne la norme euclidienne sur IR et o le produit

scalaire,

VI.3.1l. Théoréme. On suppose gue k gojt non nulle et invariante

par les rotations de R® . Pour que Vk vérifie le principe fort

du maximum en module, 11 faut et 11 suffit gu’il existe deux nombres

complexes ¢, et c, non tous les deux nuls et une distribution

T de P invariante par rotations tels gue

kxT = clé + 02A

2 2
(A='§—"g'+ooo+u)°
le X

Si on suppose en outre que

A .
lim inf k(x) = 0 ,
‘Zxa»m

alors pour que Vk vérifie le principe fort du maximum en module

il faut et il suffit gu'il existe © appartenant & [O,2w] et T

- appartenant & P invariant par rotations tels gue :
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k»T = e*®s
(Nous appelons rotation de R™ un opérateur représenté par une

matrice orthogonale de déterminant 1 , On note dt la mesure de

Haar de masse 1 sur le groupe des rotations),

La deuxiéme partie du théoréme ainsi que la partie réciproque
de la premiére partie se démontrent comme au paragraphe 2,
Supposons donc que k soit une mesure bornée nom nulle invariante
par rotations et que Vk vérifie le principe fort du maximum en
module, D'aprés le théoréme IV,5.3, & tout €>0 on peut associer

des mesures bornées O et e telles que 3
Ihellsl supp o_c {x x|y €} Supp a_cix ; [x|< e} et

k*(é-os) -—f a

En remplagant au besoin o_ par fr(oe) dt et a_ par jw(ae) dr
¢

(ot *(w) représente l’°image de u par 1) , on peut supposer que

9 et a_ sont invariants par les rotations,

A
Soit u appartenant & R" s W# 0 , tel que k(u) soit dif=
férent de O , On & évidemment

J‘eZ:L"nuo' dce(y) = je-Qlﬂu;Y dcs(y) = J}fgog 2nu.y do‘s(y>
(I1 existe en effet toujours une rotation 1t telle gque 3

VYean Wet(y) = = wey ) o

Alors s

3= [ a0 ()] >J o, 2sintmuy ale ()
lyls

=J 2 sin°w z(u)ey dl¢E,(y)
’ﬂs'u
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pour toute rotation 1

En intégrant par rapport & dt , on voit que, o &tant la

répartition uniforme de la masse +1 sur la sphére de centre O

et de rayon |ul , on a :
2imu.y ’ ‘ . 2
|1 - |e do_(y)1 < |do(u) 2 sin“mu.y alo_(v)].
u
FARS
Or

sinzw(u.y) > h(u.y)2 .

Donec

23
|l -Je 17Uy doe(y)l >

Bjoo

2 ( 2
|l J ¥12 alo, | (3)
ly | s+

Blo

e2|ul2j alo, |(y) «

ly|s+p

~

On a donc une inégalité analogue & celle utilisée dans la démonsg-
tration du théoréme VI.,2.,1, Tout se poursuit alors comme dans cette
démonstration, avec des adaptations évidentes.,

VI.3.2., Théoréme. Soit k une mesure bornée non nulle de Rr"

a suggort dans un cdne convexe fermé I' dont le cdne dual est

d'"intérieur non vide, On suppose en outre gque k({0}) = 0 , Alors,

pour gue V. vérifie le principe fort du maximum en module, il faut

et ‘il suffit qu'il existe une distribution T appartenant & P

et 6 appartenant & 0,27 telle que

kxT = 3166 °

Rappelons que si I est un cdne, on appelle cdne dual le cOne
C=1{x; Vyel x50},

Si T est un cdne convexe fermé de cdne dual non vide, on voit aisé-



92

" -ment qu'il existe un cdne ry vérifiant les mémes propriétés et

tel que
o
I‘l 2 (F\{O}) °

Soit done I, wun tel cone (qu'on peut méme choisir de révolution),
Supposons que k soit & support dans I , que k({0}) B8oit nul et
que Vk vérifie le principe fort du maximum en module., Alors,

d'aprés le théoréme IV.5.3, & tout €>0 , on peut associer des mesures

o et a bornées telles que (B(O,e) représentent {x;|x|<e}) :

(2]
o 1 supp oecrlﬂﬁsm.e) Supp uec[l‘lUB(O,e)

et k *(6-o€) = o

Il en résulte que

Supp a_c 3T U (I‘lﬂB('an)) o

Nous allons montrer qu'en fait

Supp a_c I‘lﬂB(O,s) s

Soit f wune fonction continue & support compact sur R™ telle que

Supp fc [:B(O,e) U {:rl o
Jf(x) d“e(X) = Jlar (x) £(x) dae(x) .
1

Or
jlarl(x) f(x) dk(x) = Jlarln(r\{on(") f(x) dk(x) = 0
car r\{O}c:?l .

D'autre part &tudions :

Jror, (e sten) axte) ao )
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On obtient une contribution non nulle dans l'intégrale si :
x+y e 3T, |x+y| >¢ xeTr~{0} yerlnCB(o.e) .

o o
Or rl+r\{o} crl+rl(:rl .
Donc les quatre propriétés ci-dessus ne peuvent €tre simultanément
réalisées,

Ceci &tant, soit C, 1le cdne dual de Iy o On définit

K(z) = fet'z dk(t) pour ze:Cl+ﬁRm

=]
k étant non nulle, il existe u appartenant & C, tel que

K(u) # 0
et il existe alors a strictement positif tel que
Yter, tous-a|t]| .

A partir de 13, on peut trouwer des majorations analogues &
celles de VI.2.4 et terminer la démonstration de la méme fagono
La distribution T mise en évidence sera a support dans Tl o

Remargue : On peut aussi étudier le principe fort du maximum en
module sur un cdne convexe fermé de IR" dont le cdne dual est
d'intérieur non vide et affaiblir les hypothéses sur k dans les
théorémes VI.3.2 et VI.2.4, Les méthodes sont voisines de celles
utilisées dans le chapitre suivant et nous ne les développerons

donc pas afin de ne pas alourdir l'exposé,
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CHAPITRE VII,

Sur le principe classigue du maximum,

Dans ce chapitre, nous étudions certaines relations entre les
opérateurs vérifiant le principe classique du maximum (1) et les
"quotients” des générateurs infinitésimaux., Les résultats trouvés
ne sont gue partiels, Les idées de base sont dues a4 A, Beurling et
J. Deny., Nous généralisons l°étude que ces deux auteurs ont faite
dens le cas du tore (cf, [l?(])e au cas de RT avec des hypothéses

e s o m
restrictives sur le noyau, et au cas de cones de R

1, Le théoréme direct,

Nous allons donner un théordme analogue & un théorime de |[5]

maig avec des hypothéses un peuw différentes,

VII,l,l, Théoréme, Soient V wune application linéaire de WH(X/R)

dgans G°(X,R) , A, de domaine D(Al) un _générateur infinitésimal
d’un _semi-groupe de Feller sur X | Ri la femille résolvante asso-
ciée, A, de domaine D(A2) un_générateur infinitésimal d'un semi-

groupe fortement continu d’opérateurs positifs sur ‘8°(Xgm) o Soit

H wun sous=egpace de

T (X,R) nv"l(n(Aln ND(A,)

tel gque pour tout f de H on ait

lim AR)Vf(x) = O pour tout x de X o
A=+0

(1) Pour la définition de ce principe, voir corollaire IV.4.9,
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YreBNK, (X) (Ve(x)<1l pour tout x de Supp £) == (Vfgl) ,

Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme,

95

1 1 Ry 2
VteB (I-AR,)Vf = = R, A_f = lim — (£f-P[f)
A A T2 t t
t~+o
ol (P2) représente le semi-groupe engendré par A, et ol la
t't>o0 2
limite est au sens de la norme,
», 2 P . . P l
Les opérateurs (Pt)t;o étant positifs et les opérateurs (RA)A>o

vérifiant le principe complet du maximum (ef., [21]), il est clai
que pour tout A>0 et tout t>0 , . l'opérateur

1
T (I-Pt)

o

vérifie le principe classique du maximum,

Y

Supposons alors que f appartienne & H(\U&(X) et que
Vf(x) <1l pour tout x de Supp f .

Soit €>0 arbitraire, Alors d'aprés les hypothéses faites, pour

assez petit on a :
(I~ Ri)Vf(x).sl+e pour tout x de Supp f

soit

- RiAzf(x)s'l+e pour tout x de Supp f .

Pour un tel A et pour t assez petit on a donc

R
t—

1
A (f-Pif)(x)\< 142¢ pour tout x de Supp f

et par conséquent :

r
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R
t—

1
A< 2
f-Ptf)(x)\<1+2£ pour tout x

Faisant alors tendre t vers O , on voit que

1
- RAA2f < 1+2¢

c'est-d~dire
(I-AR]):)st 1+2¢
Nous faisons maintenant tendre A vers O , ce qui domne
V< 1+2¢
et, & étant arbitraire,
Ve <1 o

Remarque : On a utilisé, dans la démonstration, que AR%Vf conver=
geait uniformément vers O , mais il est bien connu gque, pour les
familles résolvantes de type M , la convergence faible de ARAx
vers O entralne la convergence forte.

Or iei, ARin converge faiblement vers O d'aprés le théoréme de
Lebesgue,

Nous allons maintenant donner deux réciprogques & ce théoréme
dans un cas particulier,

L'outil fondamental est l°utilisation des fonctions de Bernstein,
Nous allons rappeler ci-dessous les principaux résultats connus sur
ces fonctions en esquissant simplement les démonstrations (ecf, [6]
et [2] p.86 & 91),

Dans toute la suite de ce chapitre, ' désigne un c¢cOne convexe fermé
de R™ dont le cdne dual. :

C = {xeR™ ; Yyel =x.y <0}

est d'intérieur non video
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On pose

(Naturellement ¢« désigne le produit scalaire habituel et m est

un entier quelcongue non nul),

2, Fonctions complétement monotones .ét ‘de Bernstein sur B .

VII.2.1l. Définitions...Une fonction f de B dans T est dite

complétement monotone sur B si f est de classe c” » positive
sur B et VxeB,Vp .VEl.o.o,EpeB (-1)F f(P)H)e(El.Ma.EP);O.

» Une fonction f de B dans R est dite

une fonction de Bernstein sur B si f est de classe C*, positive

~sur B et
VXG,B ? Vp}l, VEl,.o.,EPQB (-l)p f(p)(X)o(Elgoco.€P)$o 4

On notera AE l’opérateur qui & toute fonction f sur B associe

la fonction
xeB = f(x+g) - £(x) (¢eB) -

VII.2,2, Théoréme., Soit f une fonction réelle définie sur B .

Sont égquivalents ¢

1) f est complétement monotone sur B .

2) f est positive sur B et

Vel o V §1o00098 €B (=1)P By coe b, £50.
1

3) Il existe une mesure positive yu & support dans T telle que

V xeB £(x) =»fe-t°x du(t) o

- En outre la mesure u de 3) est unique,
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On peut, pour démontrer ce théoréme, utiliser la méthode de G,

Choquet utilisant le théoréme de Krein-Milman,

VII.2,3, Corollaire. L’ensemble des fonctions complétement monotones

sur B est fermé, pour la topologie de la convergence simple, dans

l'ensemble BB o

VII.2.4, Théoréme, Soit F une fonction réelle sur B ., Pour que F

-'solt une fonction de Bernstein, il faut et il suffit qu’il existe

80 , b appartenant & I , et u mesure positive sur TI\{0O} tels
que

&
J T+t du(t) < o

MueB F(u) = a + bou + j(l-e‘tcu) du(t) »

v, & et b sont alors uniques et on a :

YueB lim F(tu) = a
t=+0
*
tem+
lim E—(‘%u—) = bsu °
1t »o
*
tem+

Soit F une fonction de Bernstelin sur B ., Alors

Y ueB 1im F(tu) = inf F(u)
t+0 ueB
*
tem+

Posons &a cette borne inférieure.
Alors, d'aprés le théoréme VII.2.2, & tout w de B on peut associer

de fagon unique une mesure M positive & support dans I telle que

YxeB F”(x)ou-Je'hx duu(t) o
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Lfapplication
u—+pu

est alors additive et positivement homogéne sur B et, d'aprés le

théoréme de Schwarsz
Yu s VEB (tov) duu(t) = (t,u) duv(t) o

Posons alors
u (t)
u
v lP\{O}(t) teu °

On voit aisément que cette expression a un sens et est indépendante
de u appartenant & B ,

Dautre part, B-B étant égal a R™ s 11 existe un élément b

de T tel que

uu({O}) = byu pour tout u de B ,

On a alors

1

1
F(lu) = a + J %¢ F(vu) dv = & +J Fi(vu)ou dv
o )

Donc, d’aprés le théoréme de Fubini
F(u) = a + bou + j(l-e-t°u) du(t) o

On en déduit que (t) teu est u-intégrable, Or il existe a>0

Yelsa
tel que t.uyalt| , donec l]tl<l(t) |t| est u-intégrable. D'autre
part

(l-e-t°u);.(l-e-a'tl);,(1-e-a) pour [t|{>1 .

Donc lltl;l<t) est wu-intégrable.

Il en résulte que

[

J_ILL au(t) <o

1+ |t |
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L'unicité et l’expression de a et b découlent immédiatement du

théoréme de Lebesgue,

La réciproque est immédiate,

VII, 2.5, Théoréme, Soit F une fonction réelle sur B . Pour que F

soit une fonction de Bernstein sur B il faut et il suffit que F

soit positive sur B et gque pour tout t20 , eth soit complétement

monotone sur B ,

La partie directe est & peu prés évidente, Réciproquement si
F est 20 et si

V30 e est complitement monotome sur B R

il est clair que F est de classe C et que

( (p)
Vps0, ¥YxeB F(P)(x) = 1lim lme“tF (x)
t+o t °
%
teR,
l-entF
Or ———— est évidemment une fonction de Bernstein, d’ol le

t

résultat,

VII.2.,6, Corollaire, L’ensemble des fonctions de Bernstein sur B

constitue un sous-ensemble fermé métrisable de mB o

Le fait que l'ensemble soit fermé découle du corollaire VII.2,3
et du théoréme VII.2.5, Le fait qu’il soit métrisable découle faci-

lement de propriétés de croissance,
Nous adoptons les notations et les définitions de [7]

P(r) désignera liensemble des distributions de 991(mm) d& support
L
dans I , "engendrant" un semi-groupe de mesures 4 support dans I

Nous noterons P+(P) le sous~cone du précédent formé des dis=-
tributions telles que les mesures du semi=-groupe engendré soient

positives,
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VII,2,T7. Théoréme. Pour gqu'une fonction F ©réelle sur B soit une

fonction de .Bernstein il faut et il suffit qu'il existe une ‘distri=

bution T de P, (r) gtelle gue :

Y ueB F(u) = = <e‘t°u.Tt> o

~(§ema£ggg ¢ D'aprés le théoréme VI;.2oh, on en déduit que les dis=-

tributions de P+(F) admettent une représentation du type 3

36
- a8 - J b -;; + Pfo(u) )

En effet, on voit facilement que pour gque B8oit un semi=-

(ut)t;o
groupe de mesures positives & support dans T , il faut et il suffit

qu'il existe une fonction de Bernstein F sur B telle que ¢
¥Ys20 , YV ueB Jeft°u dus(t) = e‘BF(u)

(ceci provient du théoréme VII.2,5),

D'autre part (cf., [7]), si <ut)t>o est un tel semi-groupe,

il existe une distribution T de P _(I) telle que

ut~6

- — T dans .@“l(mm) quand t =% 0 ,
L

On en déduit le résultat.

3, Principe classique du maximum sur I

Dans ce paragraphe k désignera une mesure réelle non nulle
gur R (m>1) , & support dans I . On suppose que la mesure k
soit une mesure 3 croissance lente (cette hypothése pourrait €tre

affaiblie mais les énoncés en seraient légérement compligués),

On note K 1la transformée de Laplace de k o K est une fonec-

tion holomorphe sur B + iR™

On note V, 1l'opérateur sur ¢°(r,R) , de domaine (I ,R)
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Vte #(r,r) ka(x) = ff(x-t-y) dx (y) »
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L'image de V. est en fait incluse dans H(r,R) car, d'aprés les

k
hypothéses faites sur I , il existe un réel a>l tel gque ¢

VxyyeT  afxty| > Max([|x]|,|y]|)

VII.3,1l. Théoréme, Sont équivalents :

i) Vk vérifie le principe classigue du maximum et,

k({0})>»0 , sup lim sup K(tu)» 0 ,
ueB t+o
*

tem+

ii) Il existe deux fonctions de Bernstein F et F sur

non identiquement nulles, telles que 3

VueB Mu)Fﬂu)=F2h)o
Supposons Que i) soit réalisé.
D'aprés le théoréme IV.5.4, & tout €>0 , on peut associer une
mesure positive bornée sur R® » 0. » telle que
Supp o_c{xeTl ; x| » e}

J‘doE <1

et

erfj(,+(r) Supp fci{xerl ; |x|ye} - Jf(x) d[k* (6-05)](x)\<

Posons alors

o = [k*-(d-ce)]+ et B

] = [kx (8=0 )] .

€

On a alors

0
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Supp agc{xel ; [x|ge}.

Soit € inférieur ou égal & 1 , on a :

Jdae < IIF(\ETETE)(X) dae(x) < k*(r(ﬁB(o,l)) + Jl (x+y) gkYy) doe(x)
rnNB(o,1)

<k (rns(0,1)) + kK (rnB(0,a))

ol ™ est défini dans 1l'introduction du paragraphe.

Donc 11 existe M>20 tel que

el = JdaesM .

Notons alors Ae(z) . Be(z) et Se(z) les transformées de Laplace

de @ BE et o_ , définies pour
z €B+ iR",

Soit d'autre part u un élément de B tel que
K(u) # 0 &

Il existe &a>0 tel que :

Yter touyalt]

1-5 (2) jdae - B_(z) Idae - a_(z)

.M
VzeBtiR®  Klz) 0515y T T - 5w - T T - 5, (w)
od A (z) = Je-t'z da (t)
€ €
Ss(z) = fe-t°z dce(t) o

On a, pour x appartenant & B :
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1 - Se(x)

1 - je"“x ao_ (%) j(ae-e"‘“‘) ao_(t)
1l - Se(u) 1 - J

e~tu dos(t) ) j(ae-e-t°u) doe(t)

ol a. = (Jdc )-lz'l (on peut évidemment se ramener au cas ol
¢ =-t,X
a, = e
Jdoe # 0) ; - £ f(x) ol f est une fonction positive ne
a. - e °
€

dépendant ni de t , ni de € . Il résulte alors du corollaire VII.2,
6 qu'il existe une suite e, ‘tendant vers 0 +telle que

1 - Sen(x)

converge simplement quand n tend vers l'infini vers

1 - Sen(u)

une fonction de Bernstein non identiquement nulle Fl(x) o
D'autre part

-ae
1 - Se(u);.l - e ,» et
Y z,2'e B+imm‘l [Ae(z) - A (z')] < Mefz=2"]|

V oesl j [Jdae - AE(Z)[ < Melzi,

Donc la famille

[aa, - 2,0 ]
egl

1l = Se(u)

. . oM . .
est équicontinue sur B+iR et uniformément majorée par M'|z|

(M'>0) sur cet ensemble,

En vertu du théoréme d’Ascoli, on peut extraire de la suite (en)

n=0
une suite (e ) telle gque
r rzo
fdae - A (z)
n n
r r
1= 8, (u)
n
r

o ) o I o
converge uniformément sur tout compact de B+iR vers une fonction
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H(z) holomorphe sur B+iR™ et majorée par M'|z| sur cet ensemble,

H est alors la transformée de Laplace dfune distribution T , limite
dans D' de

et donc portée par l'origine.

Il résulte de la majoration que T est de la forme

B

_ 96
T= & x.
i
et que la fonction H est donnée par
H(z) = a.z
Oﬁ a = (al.oaepam) 0
Notons alors

. 1
G(z) = 1lim [Jdaen - Ben (z)} T w7

r+o

On a
VxeB K(x) Fi(x) = G(x) - acx
Il est clair que
Y t»0 e-'tG est une fonction complétement monotone sur B ,

On s donc

V xeB lim G(tx) = inf G(y) .
t=0 ye€B
¥*
temf

Par hypothése

* o
¥ n>o j(tn)ny,ocm-l- JxeB :



lim t, =0 et K(tnx)z,-n pour tout

n->c

On a alors

yeB yeB

Or n étant arbitraire on a

G(x)>0 pour tout x de B

et par conséquent

G est une fonction de Bernstein sur

D'aprés le théoréme VII.2,4, pour montrer maintenant que

x =+ G(x) - a.x

est une fonction de Bernstein sur B , il suffit de montrer que

VxeB lim Gltx) > 8eX

t > t

%
tem+

Or, ceci découle immédiatement de l'hypothése
k({0})>0 .
On peut alors poser

Fo(x) = 6(x) - a.x

et, F €étant non identiquement nul, il en est de méme de

1

inf G(y) » [inf Fl(y)](-')) .

F

2

[]
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°
°

Supposons maintenant que ii) soit vérifié, Remarquons d'abord

que, d'aprés les propriétés d'analycité et de croissance des fonc=-

tions de Bermstein, F,

Soient Tl et Té les distributions dont F

transformées de Laplace,

n'est nul en aucun point de

sont les
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On a

Tl et T2 engendrent respectivement les semi-groupes de mesures

(ui) et (ui) (mesures a4 support dans T),

t >0 tzo
i
)

(ut t30 ) sur I

(i=1,2) définit un semi-groupe de Feller (P t30

:
v fe*e°(r,,a)}

VxerT Pi £f(x) = ff(x*'y) dui(y) o

Soit A%t , de domaine D(A*) 1e générateur infinitésimal, On a

(efo [7])

p(al) pés(mm)ir

et Yfte BBR®) , Yxer Atr(x) = <t_ £,T>
Soit (R;>R>o la famille résolvante associde 3 A’ 0
Il existe des mesures (ei)x>° positives et bornées, & support
dans I telles gque

¥ as0 laelll <1

=%t s 1 1

et YueB Je ae; (t) = m o
Les F, ne s'annulant en aucun point et {t —& e~teu ; ueBl}

étant, d'aprés le théoréme de Stone-Weierstrass, total dans <°(r,R),

on voit gque Ae; tend faiblement vers O quand A tend vers O ,

On est alors dans les conditions d'application du théoréme VII.1l,1
en posant
i

X =T, A =A" et H=9R®|r ,

On en déduit
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¥Yred®)r nw, (r)
[ka(x)sl pour tout x de Supp £f] => (V. f<l) .

Alors, en utilisant une technique de régularisation, on en déduit
comme dans la remarque VI,1l.2, gque Vk vérifie le principe classi=-
que du maximum,

D'autre part, les. fonctions de Bernstein étant positives, i) est bien

vérifié o

. . . . m
L, Principe classique du maximum sur [R .

On garde, dans ce paragraphe, les mémes hypothéses qu‘au
paragraphe 3, On suppose en outre que k tend vers O & 1l'infini,

c’est~a~-dire que toutes les régularisées de k tendent vers O

& 1"infini, On note W l’opérateur sur ce°(mm;m) , de domaine

3 (R®,R) 4aéfini par :
Y feRn@®R) w, f(x) = Jrf(xﬂr) dk(y) o

On note T un cone convexe fermé dont le cdéne dual est d'intérieur

1
non vide et tel que

o

Fl DT\{O} °

o _ 0 -
Soit Cl le cone dual de rl et Bl l'ensemble Cl ®

VII.4,1l, Théoréme, Sont équivalents :

i) Wk wérifie le principe clasgsique du maximum et,

k({0})»0 , sup lim K(tu)> 0 .
ueB, t=+o0
1 *
t€m+

ii) Il existe deux fonctions de Bernstein F Eﬁ F

1 sur B, ,

2

non identiguement nulles, telles que 3
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VusBl K(u) Fl(u) = Fz(u) .

Supposons que i) soit réalisé,

D'aprés le théoréme IV,5.4, & tout €>0 , on peut associer une mesure
positive bornée sur R" » O, » telle que

Supp oec{x €T, x| » e}
Jdoesl ®
erj(;(mm% Supp fc:{er‘l i Ix]l>el = ff(x) d[k*(d-ce)](x) <0 .
Posons alors
a_ = [kx(6=0)]" et 8_ = [kx(s-0)]" .

On a alors

Supp g_ < [PlLJETBT;) R
Mais d'autre part

a £ k+ + k % o

et k~({0}) = 0 puisque k({0}) 0 &

Alors, en faisant un raisonnement tout & fait analogue au raisonnement

fait en VI.3.2, on voit que
Supp x < I‘lﬂB(O,e) R

A partir de la, le raisonnement fait en VII,3.1l peut €tre repris mot

& mot en rempldgant partout T par T et B par B, . Supposons

1l 1
maintenant que ii) soit vérifié, Soient T, et T, les distribu-
tions dont F et F sont les transformées de Laplace,

1 2

On a
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Tl et T2 engendrent respectivement les semi-groupes de mesures
(ul) et (u2) (mesures & support dans T._)

t't>o tt>o0 1’°

i . Lo s . i m,
(ut)tao (i=1,2) daéfinit un semi-groupe de Feller (Qt)t>o sur R :

Ve ee®@R) , Vxem®  ofr(x) = [t(xwy) auf(y)
Soit J' de domaine D(J') 1e générateur infinitésimal,
D(3t) 2@ (R™)

Vret(rR™) ’ ¥ x er™ Jlf(x) = <t_xf,Ti> °
i
A)A>o
résolvante associée & J° ° (Si)x>° est une Lo-famille résolvante,

On est alors dans les conditions d'application du théoréme VIIsl.l,

Comme au paragraphe précédent, si (S est la famille

en posant

X=R", A, =J* et H= 9M®R®) .

On en déduit, comme précédemment, que wk vérifie le principe clas=~

sique du maximum,

Remargue s Op peut aussi, en utilisant les méthodes précédentes,

améliorer légérement le théoréme de Beurling et Deny dans le cas

du tore (Ceci a &té rédigé dens [13]),

o ° o
o @ e @
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CHAPITRE VIII,

Sur les fonctions opérant sur des potentiels abstraits,

1, Généralités.

Dans tout ce chapitre T désignera une distribution de P(B+)
(Notation de [7]), cette distribution pouvant &tre &ventuellement
particularisée dans certains paragraphes.

On note €, la mesure bornée, inverse de convolution de
(As=T) et <ut)t;o
engendré par T .

le semi=-groupe de mesures a4 support dans IR+ ®

On désigne par F la fonction définie sur {zeC ; Re z<0}
par
F(z) = <etz,T >,
t
On appelle H 1la fonction de {ze€* ; Re z>0} dans € , définie

par 3

(¢* = e¢\f{o}

—

¢ désigne le compactifié de (€ par adjonction de » , et on pose,

pour &a complexe non nul

a = (=]
O = )

Si V est un potentiel abstrait sur E , on peut d'aprés [T] défi-
nir F(uV'l) qui est un générateur de semi-groupe fortement continu

i contraction sur E .
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VIIIosl,l., Définition., On dira gque H opdre sur le potentiel abstrait
2 T D
)

V si l%opérateur F(=V_ est d'image dense dans E . On pose alors

-1
H(V) = = [F(=v"1)]

H(V) est un potentiel abstrait sur E ,

On peut alors donner la caractérisation suivante des fonctions

opérant sur tous les potentiels abstraits :

- VIII l,2. Proposition., Pour gue pour tout espace de Banach E et

~pour tout potentiel abstrait V sur E , H opére sur V , il faut

et il suffit gue pour toute fonction f wuniformément continue et

- bornée sur R, , on_ait :

t
(sup !j flu) dul< ») =) (1lim ff(u) AdeA(u) =0) ,
tzo © A+o

Montrons d’abord que la condition est nécessaire, On suppose donc
que H opére sur tous les potentiels abstraits. Notons <€uﬂB+}
l’ensemble des fonctions uniformément continues et bornées sur R, »
Soit (Pt)t;o le semi-groupe des translations sur eeu(m+) o

Pour fe‘eu(lR+) et xclR :Ptf(x)=f{x+t)

+

(Pt)t>0 est un semi=-groupe fortement continu et & contraction sur
v

%h(m+) {muni de la norme de la convergence uniforme),

Le générateur infinitésimal A de domaine D(A) est défini par
D{A) = {fe‘eu(m+) 3 f contintment dérivable et f“e‘@u(m+)}

Y fren(a) , VxeR Af(x) = £'(x)

+

Im A est donc le sous-espace vectoriel de «gu(m+) , constitué des

fonections f telles que

t
sup ,f f(u) du | <w ,
tyo Jo

Notons E® 1'espace Im A , adhérence de Im A dans €y (R, ) muni
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de la topologie de la convergence uniforme(l)o

o ~ ° ~ a P o} P o o
Soit A , de domaine D(A) , 1°opérateur de E défini par :
. (o) O
D(A) = {feD(A)NE  ; AfeE
et Y £ eD(&) Rr = Af

Il est clair que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe
d'opérateurs <Qt)t>o obtenu en restreignant les opérateurs P

t ®
s
(t30) , a E° , et que Im A est dense dans E° .

(Ce dernier point est d’ailleurs la conséquence d’un théoréme plus
général : cf, [19} Po296),
F(K) est alors un générateur infinitésimal sur E® et pour i>0
TS S .
1= F(A)|™" £lx) = | flx+t) de (¢!
JQ 8

d'aprés les résultats de [T].

S1 la fonction H opére, on a donc en pariiculier 3

1im (a1 = F(A)]™! £i0) = 0
A0
soit o R .
Y fcE lim | f(¢) Ade, (v} = 0 ,
A+0 ¢ A

o

Supposons réciproguement que, E° désignant toujours 1°adhé=
14
rence dans <%u(m+) de {feﬁeu(m+) 3 sup %r f{u) du| <=} , on ait :
t 20 o

(1) E° eut etre def1n1 comme lvensemble des fonctions f appar=
b

tenant & % xﬁ telles que
i Ft ) )
1im (sup % il fi{v+u) dul) = 0 ,
t+x  ¥20 e

Il est clair, d'autre part, que l'implication de 1°énoncé de la pro=
position VIII,1l.2 équivaut & 3

Vrere® 1im
A0

r
Ef Xde = 0
¢
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(o]} o 5' 7N l
YfecE lim £{u) rde ' (u) = 0 .
o A
A+0
Soit E un espace de Banach quelconque et V un potentiel abstrait

[}

sur E ., Soit (P_) le semi-groupe de générateur (-V-l)
tt2o

(-v"1) &tant d'image dense, on a 3
Ver 6 YV x"e B® [t — <Ptx9x*>}eE° o

(En effet, cecli est évident si x appartient 3 1'image du généra-

teur, donc c’est vral aussli par densité pour tout x ),

Or
YV xeE 1 ‘ A . | * f' *
V’x*eE*j <,\[,\I = F(=V ) ! x,x%> = J<Ptx9x > )\des\(t) 3
Done _ 1 =1
w o= lim A Al = F{=V ~}] = 0

AP0

ce qui implique d’aprés les propositions II.2,5 et I.3.3 que

F(-le) est d°image dense et donec H opére sur V ,

VIII,1l.3, Corollaire., Si pour tout espace de Bamach E et pour

tout potentiel abstrait V sur E , H opére sur V , nécessaire-

ment H est & valeurs dans € ,

En effet, d'aprés la proposition précédente on a alors

* | . A -
Yzet (Re z <0) = (%ilgm 0) »
On a done F non nulle sur

{zel® ; Re z <0}

et done H ne prend pas la valeur e

2, Cas des espaces de dimension finie,

On a le théoréme suivant ¢
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VIII,2.,1l, Théoréme. Pour que pour tout espace de dimension finie E

et _pour tout potentiel abstrait V sur E , H opére sur V , il
faut et 1l suffit que H soit 4 valeurs dans € o

La condition est évidemment nécessaire, car si 2z est tel que
* .
z €C et ®Re zgO0
l'opérateur sur ¢

y =+ yz

est un générateur infinitésimal surjectif sur ¢

On a donc nécessairement

3 A =
e ey A

A0

Supposons maintenant gque
F(z) # 0 81 zeC*® et Ge z»0 ,
Soit E un espace de dimension finlie et V un potentiel sur E ,
Soit (Pt)t>o le semi=groupe associé & V . Alors, pour tout x
de E et tout x* de E* , la fonction
t — <Ptx9x*>
est une fonction presque périodique sur R, (ecfs par exemple [3]

p.36), et donec (cf, [3] p:35) est limite uniforme de combinaisons

linéaires de fonctions

tz

avec @Ae 2z <0
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Mais comme
1 t
lim ¢ J <Pux,x*> du = 0
t+ o]

la fonction
t —+ <P oxyx">

est limite uniforme de combinaisons linéaires de foncions

avece

Done
VxeE , VYx*e¢E™ 1lim j<P x,x%> xde (t) = 0
t A
A0
soit
-l -1
¥V = 1lim A(AI = F(=V 7)) = 0

A0

ce qui implique d'aprés les propositions II.2,5 et I.3.3, que H

opé€re sur V .

VIII, 2.2, Théoréme, On suppose que H est & valeurs dans € .

Alors si E est un espace de dimension finie et V un potentiel

sur E ; on a 3
o(H(V)) = H(o(V))

(ol la lettre o désigne le spectre ),

En effet, d'aprds [T] p.289 et le fait que les opérateurs qui inter-

viennent sont bornés, on a

o[F(=v"1)] = F(o(=v"1))

et ces deux ensembles sont inclus dans C* , d'ol le résultat.
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3. Fonctions opérant sur les potentiels auto-adjoints et anti-

adjoints dans les espaces de Hilbert,

VIII.3.,1l, Théoréme, Sont équivalents :

i) Il existe z dans C tel gque (Re z<O0 et F(z) # 0 ,

ii) F(z) est non nul pour tout 2z de € tel que Re z <O ,

iil) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel auto-

gdjoint V sur E , H opére sur V .

En _outre, si pour tout x de m: s H(x) est réel, alors si V es
un potentiel auto-adjoint sur l’espace de Hilbert E , H(V) est

augsi un potentiel auto-adjoint sur E .

En effet, d’aprés le théoréme IV.2.6, 51 i) est réalisé, la
distribution T est non nulle et donec Xex tend vers O faible=-
ment quand A tend vers O .

Il en résulte :

VzeC Re 2 <0 =) 1lim f‘e*'tz

ade . (t) = 0
A»o ¢ A

et donc 1ii) est vérifié,

Supposons maintenant que la propriété iii) soit vérifiée,

Considérons, sur l'espace de Hilbert € , le potentiel auto-adjoint

N
[
(3

¥*
od x appartient & R, o
Le fait que H opére sur ce potentiel implique que

c A
s ey B
A+0

et donc que F(=x) est non nul,

Ainsi iii) == 1) .
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Supposons enfin que 1i) soit vérifié, Soit E un espace de Hilbert

et V .un potentiel auto=-adjoint.

Alors d'aprés le théoréme de Phillips ([28] p.22k)

"1 », P o o
(=V) est un générateur auto-adjoint .

On sait alors que si (Pt)t est le semi-groupe associé 3
>0
Vx,y<E lim (Ptxgy) =0 ,
t-)co

Donec ii) impligque

=]
VxeE w - lim aAJAI = F(=V™1)] x =0 .
A0
Ce qui montre que
-1 .
F(=V ~) est d'image dense,
Enfin, si nous notons (Qt)t>o le semi-groupe associé a H(V)
1 4
¥YxecE Q. x = IPsx dut(s) o

Donc le fait que les P, soient hermitiens et que H soit réel

sur IR: (ce qui impligque réel) entraine que les Q sont

M
t t
hermitiens et gonc H(V) est auto-adjoint, ce qui achéve la démons-

tration,

VIII 3,2, Remarque : En fait on voit que la propriété i) implique

que H opére sur les potentiels V d'un espace de Banach E tels

que le semi-groupe associé (Pt)tao vérifie 3
we= lim Pt-"-o 0
t-+o

Des exemples de tels potentiels sont donnés par les potentiels sur
un espace de Banach E tels que le semi-groupe associé soit un semi=-
groupe analytique borné et aussi par les potentiels de Hunt sur un

espace localement compact X .
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Rappelons & ce sujet les définitions suivantes :

S1 X est un espace localement compact on appelle noyau de

Hunt sur X un opérateur V sur £°(x,m) de domaine
D = HX,R)

qui soit d'image dense et qui vérifie le principe complet du maximum,
On appellera pbtgnti@l de Hunt, le plus petit prolongement fermé

d’un noyau de Hunt, Un potentiel de Hunt sur X est alors un poten=
tiel abstrait sur <€°(X,R) . Or 8i V est un potentiel de Hunt, le
semi-groupe associé (P_) est un semi-groupe de Feller et, pour

t'tyo
toute fonction £ de H(X,R) et tout x de X ,

t — Ptf(x)

est intégrable,

De la positivité des P, 5 onm déduit aisément que

w = 1lim Pt = 0 ,

tre

Nous allons maintenant €tudier les fonctions qui opérent sur les

potentiels anti=adjoints.

Rappelons que si E est un espace de Hilbert et V un opé-

rateur sur E de domaine dense, on dit que V est anti-~adjoint si
V¥ = =V,

En vertu du théordme de Stome ([28] p.345, les potentiels anti=-

adjoints sont exactement les opérateurs anti~adjoints d’image denses

VIII.3. 3. Théoréme. Sont égquivalents :

i) H(iy)eC pour tout yeR* (= R\{O}) .

1i) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel anti-

&djoint V sur E , H opére sur V o
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En _outre, si H(iy) est imaginaire pur pour tout y de R* , alors

gi E est un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint

sur E , H(V) est un potentiel anti-adjoint sur E .,

i) signifie
F(iy) # 0 pour tout y de RY .
On a dong

V yeR* lim Je”y d)\e;\(t) =0 ,
A+O

Soit alors E un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint

sur E . Notons (Pt> le semi=-groupe associé, Daprés la repré-

t3o0
sentation spectrale des opérateurs auto-adjoints, on voit (cf, [28j

P-3L45) que pour tout x et y appartenant & E il existe une

mesure bornée L v sur IR telle que
®

X,¥) = {@itu du (w) »

(Pt J XY

Mais V @&tant un potentiel :

lim
t >

. .
J [!eltu du (u)] av =0
o

et

C’est=~a=-dire, par application des théorémes de Fubini et de Lebesgues

uxngO}) = 0 .,

Soit (SX)X>O la famille résolvante associée & F(wVQI) sy On a 3
, f A
VXDyGE (XS)‘Xﬂ’) ! m duxayfu) °
Donec <S\>l>° est une Lomfamille résolvante ce qui implique que
/
F(-le) est d'image dense,

-

La réciproque se démontre en considérant l'espace de Hilbert ¢ et

le potentiel

zel —» ;— z
1y
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Yy eR™,

Supposons enfin que H(iy) soit imaginaire pur pour tout vy
de R*; il est facile de voir que, en reprenant les notations de la
démonstration précédente, le semi-groupe (Qt)tzo associé a H(V)
se prolonge en un groupe d'opérateurs unitaires, et donc que H(V)

est anti~adjoint.

L, Sur des fonctions opérant sur les potentiels de Hunt,

Les résultats donnés dans ce paragraphe généralisent ceux
obtenus par J, Faraut sur les puissances fractionnaires des noyaux
de Hunt., La méthode utilisée suit de trés prés celle de J. Faraut.
(Pour la définition des potentiels de Hunt, voir la Remarque VIII.3.
25)

Dans tout ce paragraphe on suppose que T goit une distribution
du cdne P+(m+) (notation de VII.2,) et que T soit non nulle.,
Alors, l'inverse d'une fonction de Bernstein non identiquement nulle
étant une fonction complétement monotone, =T admet un inverse de
convolution qui est une mesure positive sur R, notée u dans la

suite de ce paragraphe,

VIII.Lk,1l, Théoréme, On suppose qu'il existe &>0 tel Qque

V’l[a:w[ € Lm([a-s‘”l:) o

Alors pour tout espace localement compact X et tout potentiel de

Hunt V sur X , H opére sur V , H(V) est un potentiel de Hunt

sur X et

Vxex , VreR(X,R), E(V)e(x) = [poe(x) au(s)

est le semi-groupe de Feller associé a V .

Soit X un espace localement compact et V un potentiel de
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Hunt sur X . Notoms E 1l'espace «€°(X,R) et (P
groupe de Feller associé a V .

Remarquons dfabord que, T &tant non nulle, H opére sur V d'aprés
la remarque VIII.3.2,

Soit <SR)A>0 la famille résolvante associée & H(V) 3

VeeE 5,f = szf de, (8) o
Lorsque i décroit vers O , la mesure €, croit vers la mesure us
En effet

V£ex, (B) me ac, (¢) = ff(” au(t) - J{fr(m) au(t)] ane, (s) .

On a donc

VIR ()  Yxex  lims,f(x) - [p,2(x) au(s)

la limite étant atteinte en croissant,

Tout sera démontré, d'aprés le lemme de Dini, si on démontre :
Veew, 0 (x = [pr(x) au(s))e€l(x)

Or {Psf ; 8 e[OQaJ} est équicontinu sur [Qaw} o

Done {(x —+ |P £ix) 1 (s) du(s)) appartient & <€°(X)
. c JTst / [Oaa] H 4 bPPp + °

-

Soit m 1la fonction représentant u sur |a,~| et soit

M=, -

n oo

fl]amm[(s) P_f(x) duls) = ja P_f(x) m(s) ds et

- -] (-]

MJQ Psf(x) ds = j P f(x)(M-n(s)) das + J P_f(x) m(s) ds
(o} - a

a
+ M[ Psf(x) ds
o
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Le premier nombre appartient & cei(x) car V est un noyau de Hunt,
Chacun des termes intervenant dans le second membre est positif et
définit une fonction s.co1l, de x , ce sont donc tous des éléments
de ‘@2(X) o

Donc le résultat est démontré,

plus généralement, comme le montre la démonstration ci-dessus,

chaque foils que
Y £ex, (x) (x = [P £(x) au(s))e€(x) .

Ceci a évidemment lieu, en particulier, si u est une mesure

bornée ce qui se produit si et seulement si F(0O) est non nul,

5, Sur une généralisation _d'un théoréme de M, Ito,

Dans ce paragraphe nous allons étendre le théoréme de
M. Ito [16]. Ce théoréme concernait les noyaux de Dirichlet, nous
allons l'étendre aux potentiels abstraits définis en III,3.6,
Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace de Banach arbitraire
et V un potentiel abstrait sur E , de domaine D ,
On note
-l)

(Pt>t>o le semi-groupe associé & V , A l'opérateur
7

et pour tout A>0 , RA l'opérateur (AI-A)NI .

On note pour O<a<l , Wa l'opérateur de domaine D défini par

(=v

et W =1 , W, =V ,
o

VIII,5.1. Proposition (Balakrishnan [1]) : W_ est bien défini sur

D(Jjx~* Rxx“ étant intégrable sur [O,=] pour x appartenant & D),

Wa est préfermé et pour tout x de D , la fonction

& =-—» W x
Q
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est continue sur [O,lj °

a

VIII 5.2 Définition (Balakrishnan [1]). On définit V-~ (Ogasl)

comme le plus petit prolongement fermé de Wa 0

VIIT 5.3, Théordme (Ito [16])s Si u est une mesure positive non

nulle sur [0,1] , la fonction

1
a
j(%) du(a)

x -

o ° *
@8t une fonction de Bernstein sur B+ °

Fixons maintenant les notations, Dans toute la suite du para=
graphe, u désigne une mesure fixée positive et non nulle sur [Oollo
D’aprés le théoréme de Ito, 11 existe une distribution T apparte=
nant & P, (R, ) telle que pour =z appartenant & € et Re z <O
on ait

- 1 = <etz,T >

M- )" ’
=3 du(a)

N I

(oa 2% désigne la détermination principale de la puissance &),
Reprenant alors les notations du chapitre VIII.§.1 , on note F

la fonction définie sur {zeC ; Re z2<0} par

F(z) = <e*%,7, >
t
et H 1la fonction de {ze€” ;®Re z» 0} dans € définie par
-1
T 1
Hiz)= =[F(- 3)]
H est en fait & valeurs dans € et est bien défini par

H(z) = fz“ du(a) (zeC™ et QRe z20) »

On note encore H 1la fonction prolongée par 3
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et
—~
o
~
]

u({o})

j=s}

T~
8

N?
U}

©» si wp(Jo,1])»>o0

w({0}) si w(]o,11) = o .

Rappelons enfin que si L est un opérateur sur E , on appelle
spectre étendu de L (noté ce(L)) le sous-ensemble de € égal
au spectre de L (noté o(L)) si L est partout défini et borné,

et égal & (o(L)U{=}) dans les autres cas.

Nous sommes alors en mesure d'énoncer le théoréme,

VIII,5.4, Théoréme, La fonction H opére sur tous les potentiels

~abstraits et le potentiel H(V) est le plus petit prolongement

fermé de l'opérateur W de domaine D défini par

Wx = jv“x du(a) pour =xeD

r
On peut donc noter H(V) = }Vu du(a) (ce gqui coincide avec la

définition VIIIOS@Z si N est une mesure de Dirac).

Enfin on a la relation apectfale 3

Blo (V)] = o _[H(V]] .

On voit facilement que si H opére et si a est un réel »0 , la

fonction (a+H) est une fonction qui opére et
(a+H)(V) = H(V) + aI .
Il en résulte qu'il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ol

u({0}) = 0 et, évidemment, on peut supposer 4 non concentrée en
1.

On suppose donc, dans toute la suite de la démonstration que
u({o}) = o

w(los,1[) >0 &
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On pose € (A>0) 1la mesure positive sur R+ » inverse de convolu=-
tion de (A8=T) et s, la fonction positive sur R, définie par
1 [° -st js sinar du(a) ds
sx(t) ==1 e
o (xjs‘acosan du(a) + 1)2 + (Ajs”“sinaw du(a))e

VIII.5.5, Lemme s sacaLl(B+)
fxsx(t) dt = 1
et e, =8, dt
Soit e, la fonction & variation bornée
que

Alors, d'aprés la formule d’inversion de

rY"‘i(ﬁ

R

sur +

, normalisée, telle

Laplace ([27] p.69)

56 ds

.1
Ye>o a, (&) = iig T g N
o Symiw AT
ol Y est un réel strictement positif,

F

On remprque

La fonction
F

Appliquons le théoréme de Cauchy sur le c

encore o que pour tout z

admet un prolongement analytique sur

F(-s)]s

C\R,_ , noté
de C\R ; Im F(z) # 0 ,

ontour suivant

°
o

v
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JY et o&* ay o8 [T dt
- N
[A = F(=t=iw)](t+iw) (wey)|A = F(=t=iw)|
or |F(=t=iw) |3 = F(=jt+iw|) » = F(=w)
et puisque lim = F(=w) = +o
w>w
on &

lim
w=r oo

Y eiew eet dt
J [a = F(- t-lw)](t+1w)

et de méme pour le terme analogue.

T=n .
eEwele m=n eem coso
de 4

[x - F(-wefe)]

d¢ = 0 quand w = o

o=

“5 =F(=w)=-A

et de méme pour le terme analogues

Done, pour tout £>0 et pour €>0

(r’i 10
_ 1|2 &8 ae
aA(E) = lim 33 = 16
w>eo } L LA -~ Fl=ce )]
2
v =(t+iec)E e(-'td'ie)E
+ E%— { S - dt
n [A=F(t+ie )] (=t=ic) [A=F(t=ic)] (=t+ic)

La dérivée formelle par rapport & & du terme entre crochets vaut

(Y

-1€§
+ X J e~tE Im( £ , ) at
€ [A F (- Eele)] L A = F(t+ie)

Il est facile de voir que la fonction

e-ieE
t = In ( )
A = F(t+ie)

o




est une fonection bornée,

128

Donc a, est continument dérivable sur |O,»[ et pour tout £>0

i 10 . .

veey o Lo (2 8% o109 44 3 -tE e~k dt
aj(8) = 52 ¢ | e, ' 7 € In
J_I k= Fl-ee™ ") o A = F(t+ie)
2
Ceci est indépendant de ¢ et donc
r . - ~icg
Yeg>0 a’(£) = 1lim ? [ et 1n ( = ) dt .
£+0 ‘0 A = F(t+ie)

Nous allons appliquer

. 1
majorer 0

A = F{t+ie )|

1

]

le théoréme de Lebesgue, Pour cela nous devons

|F(t+ie)]

= L0 o o
i{(7t2+€2} et Arg(-t+ie) dula)|

J

1

ZN

2, 2.== .
(to+so) 2 1inf (sina®,) du(a)

d

GG{%sw]

la majoration étant valable pour tet et E<E
On en déduit qu’il existe t, et e tels que
tgt. et ese . =) [F(t+ie)]| <A
o Yo e S 2
1 2
= Ti o Flerie)] €&

Dfautre part

sina Arg(-t+iec) du(a)

[ = F(+t+ic)| > [Im F(t+ie)| =

e

2

Jia Arg(=t+ie) au(a)
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_ g
I(t2+e§) 2 ing (sina6) du(a)
96.[3,1?]

[A = F(+t+ic)]|> |Im F(t+ie)|;
2
(jt‘° aula))

1

On en déduit une majoration, uniforme en ¢ , de ,
[A = F(t+ic)|

sur tout intervalle [to,tl] avec tl>t° o

Choisissons alors un tel t,21 et soit ©b>0 , b<l , tel Qque
u(Jo,p[) >0 .

Alors pour t>t, et ae|O,b[ , on a

1
- & - b
2 2, 2 2 2 2
(t +e°) > (t +e°)
et
b
2 + =
L < I an@)] (1742 2k

A = F(t+ie)|

ol k est une constante positive, soit

njo

1

< (t2+e§) k?
[a = F(t+ie)]|

oi k' est une constante positive,

On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue et on obtient

-Q °
Y >0 a'(g) = p Jme~t£ It sinar du(a) at
A ™

‘o

.2 _ 22
[Aft-“cosaw du(a)*+1] + [Ajt-asinan du(a)]

= s,(¢)
s, étant continue on voit donc que
*
eA|R+ = s, dt

Or, puisque wu({0}) =0 ,



lim = F(=x) = =
X+

done

et par conséquent

On a donc
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o]

EA = SA dt
et domc s, appartient 3 Ll(B+) o
Enfin
As. (t) at = [Aa 1i A =1
= =
j %2 Jrdey = im0y °
x>0
On pose alors
VxeE 5,x = Jo P.x s, (t) at
(gx)x>o est donc la L, -famille résolvante de générateur F(A)
- VIII 5.6, Lemme,
0
VxeX §,x = J R X ¢(s,A) as
)
eu
-Q o
1 js sinan du(a)
¢($.l) =?
2

(Ajs'acosan du(u)+l)2 + (Afs-asinaw du(a))

En effet

oo

j“ liiéill ds = j As,(t) at = 1
o .

o

$£E%ll est donc intégrable et daprés Fubini :
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Jo R _x ¢(s,1) ds = IO{JO P.x e dt]¢(s,r) as = foPtx sl(t) dt
= S)‘x )

VIII.5oT. Lemme. Si x appartient &8 D , S,x appartient & D
pour tout A>0

V étant fermé, il suffit de démontrer que
YxeD J ”VRsxllcp(s.A) ds < © ,
)

Or
VR x = i(Vx - R x)
s s )

et x @étant fixé dans D , la fonction

est bornée,

Donc il existe k30 tel que

o
et J 2&%&&1 ds étant fini (égal & %) » le résultat est démontré,
)

VIII,5.8. Lemme. YxeD WR.x = R W et
s B x —

jur =l < 2dxle2 vxl) fau -

Si x appartient & D , soit y = Vx , on a 3
¥ a,s>0 Ry,R,x = R.R x = R_(y=AR,y) »

Donc

Ir, & xll < £ [vxll
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Soit O<a<l et x appartenant & D

o ’°° - : 2 s 7. B
“VaRsx“ - SIﬁaW “JO R.R_x A @ gy || ¢ 2inar fo!I+ 312an ﬂﬁ“ .

(le=a)n B
On a donc

IveR _xll ¢ £ (2[vxl+ <) .

Cette majoration étant encere valable pour o=0 et a=1l .,

On a done
, 1
Yeeo s 3 alvaliefixl) [au .
D'’autre part, il est clair que
YxebD V'R x = R V%
s s
et donec
WRSX = stx °

VIIT.5,9, Lemme, VxeD y YVv>0 3

WS x = 5 ,Wx = Jo W(Rsx) ¢(s,v) ds .

Pour x appartenant & D et O<ax<l 3

a _ sinanm ® -a - Binarm ¥ ~a ®
vis x = == Jo R,S,x A" du(a) = 22222 fox [IORARsx ¢(s,v)as] aa

>\-‘m”R}\Rsx“‘P(S.\‘“) < l[O,l](A) A~ %HVx"¢(s,v)
°°[(A) A"t ufﬂ o(s,yv) o

* 1,

On peut donc appliquer le théoréme de Fubini, et on obtient
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oo

§,% = JOVG(RSx) ¢(s,v) ds

J R V®x ¢(s,v) ds = S V®x ,
o S \V]

On a aussi
Vs x = S5 Vx (efs lemme VIII.5.T) o
On a donc
_ - a
WS x = S Wx = f[fv (Ryx) ¢(s,v) ds] au(a)
D'aprés les majorations trouvées dans la démonstration du lemme
VIII.5.8, on peut appliquer le théoréme de Fubini, ce qui achéve 1la

démonstration,

VIII, 5,10, Lemme. Si il existe & , O<a<l , tel gue Supp uc [0,a] ,

W est un prépotentiel précoengendrant la famille (S)‘);\>° o

Mgntrons d’abord que

VxeD v - lim §,x = Wx
A0

Soit 0<b<l , I1 existe n>0 tel que

Agn et 821 =) (Afs‘acosan du(a)+l)2 + (Afslusinaﬂ du(a))2 > b o

A€n et 83l == ﬁRst¢(s,A) < ﬂfg Js'“”l sinam du(a) o

Soit M = sup [[R_x| .
sefo0,1] °®

On voit facilement que

(Is-a du(a))2
sl = ”Rsx“¢<s,l) < o

(Is-asinan du(a))

= oo

Soit a’ = sup{xjxe€ Supp u} » On a O<a'<l ,

Posons B un réel tel que
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(2a'=1)% ¢ B ca'
On a alors u(lg,a’]) >0 &

On a alors, pour s<l :

js-a sinar du(a) s~B jl]B l](“) sinan du(a) = C g=f
| ]

ol C est une constante strictement positive,

De méme, pour sgl 3
- - '
(fs ® au(a))? ¢ ¢ s728

ol C' est une constante positive, Donc

-opt
ImM0 ssl = [[R x[le(sy2) s gh=28

]

Or

J ({67 sinar au(a)] as = fiéﬁﬁl aula) < =
1

1 —ogl
et J sB 2a ds <= car B=2a’> =1
)

On peut donc appliquer le théoréme de Lebesgue sur l'expression
intégrale de §, du Lemme VIII.5.6, ce qui donne

VxeD W « lim S.x = L J R x [(s-asinaﬂ du(a)] ds
A0 A "o ® /

On voit facilement que le théoréme de Fubini s'applique, ce qui

montre que

VxeD W - lim SAx=on
A=+0
D étant dense, ceci prouve gque (SA)A>0 est une Loufamille

résolvante et ceci montre, d'autre part, que W est codissipatif,
Soit W' 1le potentiel (qui n'est autre que H(V)), cogénérateur

de (S W' est un prolongement fermé, codissipatif de W .

x)x>o °
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On a donc, compte tenu du lemme VIII,5.T :
Va>0 , ¥V xeD (I+AW)(I-ASA)x = x
et donc Im(I+AW)>D

D étant dense, W' est nécessairement le plus petit prolongement

fermé de W , ce qui achéve la démonstration,

Démontrons maintenant le théoréme,

Soit, pour n entier strictement positif

un(“) =1 1 (a) au(a) + p(a) as (a) o

[O,l-;} l -

=¥ [

Pour n assez grand, u vérifie les propriétés imposées d

dans le lemme précédent
(Supp wu c[O l - l]
n ® n
v ({0}) =0

wo(1o,1[)>0)

Soit W(n) l°opérateur de E de domaine D défini par
(n)_  _ a
W x = ’deun(a) pour xe€D
et (Sﬁn))x>° le famille résolvante définie par

sin)x = JoRsx ¢, (852) as

ou ¢n est la fonction obtenue en remplagant, dans ¢ , W par uno

YxebD 8 - lim W(n)x=Wx .
n-»oe

Il en résulte, compte tenu du lemme VIII.5.10, que W est codissi=-

patif,
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D'autre part il existe n>0 , 1l existe b>0 tels que :
Ya<n 5, Yany1l , Ys ¢n(s.A).sb[fs'°sinun dula) + s~1 w({11)] o

Soit a et &, tels que O<a <a <l et u(]a°,a1[)> 0 »

Il existe N , il existe D' >0 tels que 3

b %
--2- 8 s

Va, Vnen , Vssg1 NETEOR
A

D’autre part, d’aprés le lemme VIII.5.8,

¥xeD Nw(n)Rsx“ < % [du (“x“+2HVxH) o

On a, d'aprés le lemme VIII.5.10 3

Vnz0 , ¥xebD xw(n)sf\n)x = )‘Sin) w(n)x - W(n)x _ S)(\n)x .

Compte tenu des majorations précédentes, on peut utiliser le théo=

réme de Lebesgue dans les expressions intégrales, ce qui donne 3

Vxed , Vagn AWS, x = AS,Wx

A Wx-S‘\xc

Soit

VxeD , Vaign (I+aW) (I=a8, )x

(I-XSX)(I*AW)x = X o
Done
Vagn Im(I-H\W):Bﬂ E .

Ceci prouve (d'aprés le corollaire III.3.,2) que W est le préco=

générateur d'une L ~famille résolvante & contraction <S;>x>o et

YxeD (I-AS5)(I+AW)x = x o

Donc S; coincide avec §, pour Aign , donc évidemment partout,

W est donc un prépotentiel, et le plus petit prolongement fermé
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n'est autre que H(V) (puisque la famille résolvante coengendrée
est (SX)A>°)°
Démontrons maintenant les relations spectrales,

On a d’aprés le lemme VIII.5:5 et les résultats de J. Faraut
([7] p.289)

o(F(A)) = F(a(a))
et F(A)¢ L(E) ¢=> A4 L(E) .
Prolongeons F par F(w) = , on a

o (F(A)) = F(o_(A)) »

VIII.5,11. Lemme. Soit h la fonction de ¢ dans € définie par

h(z) =% si zeC
h(O) = o
h("”) = 0 ,

Soient L et M deux opérateurs injectifs fermés tels gue

Alors ce(L) = h<Ue(M)) 0
En effet

weoe(L) &> L non borné <= Oece(M)
Oeoe(L) &> M non borné =) = eoe(M)
Soit maintenant a appartenant & € et a non nul

aep(L) & IBeL(E) : (aI-L)Bx = x V¥ xekE

B(aI-L)x = x VY xeD(L)
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LBx VYxeE
BLx ¥ xeD(L)

acp(L) &> JBeL(E) : aBx-x

aBx=x

& IBeL(E) M(aBx=x) = Bx Vx e E
(aB=I)Mx = Bx VYxe D(M)

&= ]BeL(E) (aM=I)(aB=I)x = x YxeE
(aB-I)(aM=I)x YxeD(M)

[
»®

= %GD(M)

ce qul démontre le lemme,

On a donec ce(H(V)) - h 0e<F(A))

< (hoF) ce(A)

(hoFoh)(oe(V)) o

Or il est clair que hoFoh est précisément donné par la fonction H

prolongée comme il a été dit,

VIII,5.12, Corollaire, Si E est un espace €°(X,R) et si V est

un potentiel de Hunt sur X , H(V) est un potentiel de Hunt sur X o

En effet dans ce cas
D >H(X,R) .
Le domaine de H(V) contenant D , contient H(X,R) et

VieR(X,R) 5,f = roRsf $(s,n) ds o
(o]

Or les résolvantes R sont des opérateurs positifs et ¢(s,2)

est une fonction positive, donc

j 0
Veex, (x) S, fet,(X)
Par conséquent H(V) est bien un potentiel de Hunt,

Remargue : On peut obtenir aussi VIII,5.12 & partir de VIII.L.1l,
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