
THÈSES D’ORSAY

FRANCIS HIRSCH
Familles résolvantes, générateurs, cogénérateurs, potentiels
Thèses d’Orsay, 1971
<http://www.numdam.org/item?id=BJHTUP11_1971__0004__P0_0>

L’accès aux archives de la série « Thèses d’Orsay » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression
de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Thèse numérisée par la bibliothèque mathématique Jacques Hadamard - 2016
et diffusée dans le cadre du programme

Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BJHTUP11_1971__0004__P0_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
https://bibliotheque.imo.universite-paris-saclay.fr/
http://www.numdam.org/


UNIVERSITE PARIS XI

Centre d'ORSAY

Orsay, Série A 
N° 757

THÈSES

présentées pour obtenir le grade de 

DOCTEUR ES-SCIENCES MATHEMATIQUES

par

Francis HIRSCH

1ère Thèse : Familles résolvantes, générateurs, cogénérateurs, potentiels.

2§me Thèse : R é s u lta ts  ré c e n ts  su r le s  ensem bles K -a n a ly tiq u e s  e t  
K- b o ré l ie n s .

Soutenues le 10 Mai 1971 devant la Commission d'Examen

MM, J. DENY Président

G. CHOQUET 
J .L . LIONS Examinateurs



1

INTRODUCTION»

Ce travail a trouvé son origine dans la thèse de G. Lion [2l] » 

Celui-ci a démontré le théorème suivant (améliorant certains 

résultats du mémoire de G.»A» Hunt [15^ ) :

Si X est un espace localement compact, dénombrable à l'infini 

et si V est un opérateur positif de 3i(X,tR) , espace des fonctions 

continues de X dans ER et à support compact, dans 

espace des fonctions continues de X dans tR et tendant vers 0 

à l'infini, les propositions suivantes sont équivalentes :

i) V vérifie le principe du maximum positif faible, c'est- 

à-dire ;

V f e :R(X,K) (sup Vf(y ) > 0 ) = $  (3xeX : Vf(x) - sup Vf(y) 
y<=X yeX

et f(x)*,0 )

ii) V vérifie le principe complet du maximum, c'est-à-dire s 

V f  et g e :K+ (X)

( Vf (x ) Vg(x)+1 pour tout x du support de f) =£> (Vf^Vg+1)

ou, ce qui est évidemment équivalent :

V f  e3t(X,IB) (Vf(x)^l pour tout x tel que f(x)>0) (Vf^l)

iii) Il existe une famille résolvante sous markovienne (R,).^
A A >Ô

[c'est-à-dire une famille d 'endomorphismes positifs de ^  0 ( X ,IR ) 

vérifiant

V x > 0  |Ura IU<i

V x ,y  > 0 R ^ -R w -  ( y - A ) R ^ R ^ ]
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telle que %

Vfe3t(X,IR) Vf = lim R f dans t€°(X,IR) .
X-*o X

Nous avons essayé d'obtenir un théorème analogue au théorème 

précédent qui est fondamental en théorie du potentiel, en rempla­

çant l'espace '€°(X,fô) par '6°(X,€) et en n'exigeant aucune 

hypothèse de positivité®

Ceci nous a amené à replacer le problème dans un cadre plus 

général qui est celui des espaces de Banach et nous avons donc 

étudié les familles résolvantes (ou pseudo-résolvantes) dans les 

espaces de Banach» Nous avons trouvé, dans ce cadre abstrait,des 

énoncés de "principes" rappelant ceux du théorème de Hunt-Lion»

Les méthodes employées permettent, même dans le cas classique, 

d'obtenir des démonstrations plus simples que celles qui étaient 

jusque là connues0 La propriété fondamentale mise en évidence est 

la propriété d'opérateur codissipatif qui est très liée à la notion 

d'opérateur dissipatif introduite par R sS» Phillips [25] dans le 

cas des espaces de Hilbert, puis par G» Lumer et R»S» Phillips [22] 

dans le cas des espaces de Banach» En généralisant encore un peu le 

cadre, nous montrons, dans les premiers chapitres, que le point de 

vue des familles résolvantes permet de bien montrer les relations, 

et pour certaines questions la complète similitude, entre les 

noyaux généralisant les "noyaux potentiels" et ceux qui générali­

sent les générateurs infinitésimaux de semi-groupes»

Dans les chapitres I, II et III nous faisons une étude 

détaillée des familles résolvantes et des "limites" que l'on peut 

leur associer en 0 et à l'infini» Ces limites,appelées cogénérateur 

et générateur, englobent le cas des "noyaux potentiels" et des 

générateurs infinitésimaux de semi-groupes»

Au chapitre IV, nous donnons les expressions, sous forme de 

"principes du maximum" abstraits, des notions de dissipativité et 

de codissipativité0

Au chapitre V, nous donnons plusieurs extensions du théorème 

de Hunt-Lion rappelé au début de cette introduction» Ces extensions
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comprennent le cas des espaces de Hilbert et le cas des espaces '-6 ° , 

dans le cadre de la "contraction" 8 sans hypothèse de positivitêo

Mais nous traitons aussi le cas de certains noyaux V de 

t€°(X,IR) » pour certains espaces X , noyaux qui sont non positifs, 

de domaine dense ne contenant pas 3c(X,1R} et qui sont limite 

(au sens de iii)) d°un@ famille résolvante sous markoviennes Cette 

dernière extension englobe le cas du noyau logarithmique dans le 

plan (on sait que ce noyau est lié au mouvement brownien dans le 

plan)0 Nous terminons ce chapitre par un exemple prouvant la 

"nécessité" des hypothèses faites dans ces diverses extensions^

Aux chapitres VI et VII8 nous nous intéressons plus particu­

lièrement à deux principes du maximum plus faibles que la codissi- 

pativitéo Une étude détaillée est faite dans le cas de certains 

noyaux de convolution en utilisant une technique de balayages

Enfin8 au chapitre VIIIe nous donnons quelques résultats sur 

les fonctions qui opèrent sur les potentiels abstraits (au sens 

de Ko Yosida [29])0 Nous étendons notamment un théorème de M 0 Ito 

[l6] 8 en démontrant que si V est un potentiel abstrait et si u 

est une mesure positive non nulle sur [Pe^j

ÎV® dji ( a )
i

peut etre défini comme un potentiel abstraito

Je tiensji au terme de cette introductione à exprimer ma 

très profonde reconnaissance à Monsieur J» Deny qui m°a donnéB par 

ses cours exemplaires sur la Théorie du Potentiel , le goût de 

travailler dans ce domaine 0 II n ’a cessé, par ses conseils et ses 

encouragements, de m aider dans ma formation mathématique et dans 

mes recherches, et le lecteur reconnaîtra certainement, dans le 

texte qui suît8 beaucoup d idées inspirées par ses travaux»

Je remercie aussi Monsieur J 0L 0 Lions qui a bien voulu



s'intéresser à ce travail et lui reconnaître la qualité de thèse0

Je profite également de l'occasion qui m ’est ici donnée 

d'exprimer à Monsieur G s Choquet ma grande admiration et de le 

remercier d ’avoir bien voulu me proposer un second sujet de thèse0

Je remercie enfin tous mes collègues et amis qui, au sein 

de divers séminaires et groupes de travail, m'ont aidé de leurs 

suggestions et ont sü créer une ambiance propice à la recherches 

Mais il serait malhonnete de terminer cette introduction sans dire 

tout ce que je dois à ma femme et combien sa présence auprès de moi 

pendant ces années de recherche m'a été précieuse0

4



5

TABLE DES MATIERES 0

pages

I - Lq- L^- familles ré solvantesa

lo Notations j

20 Définitions 8

3o Propriétés 9

II - Générateurs et cogénérateurs«

le Définitions 12

2o Caractérisation des cogénérateurs et générateurs 12 

3o Dualité Xy

III - Familles résolvantes bornées6 M-codissipativité et 

M-dissipativite 0

lo Définitions 19

20 Propriétés des opérateurs M-codissipatifs et 19
M«dissipatifs

3o Cogénérateurs et générateurs de familles 25
résolvantes de type M

IV - Codissipativité » dissipativité et principes du maximum0

1 6 Principe complet du maximum et principe du maximum 31 
positif (faible)

3U2 0 Ensembles riches

3o Principes du type "Principe du maximum positif
(faible)" 35

Principes du type "Principe complet du maximum" ^1

5o Principes de balayage U7

V - Codissipativité et familles résolvantes0

le Cas des espaces de Hilbert 55

2 e Cas des espaces <-6 ° 56

3e Etude d®un contre-exemple 66



6

VI - Sur le principe fort du maximum en modulea

1 6 Le théorème direct PoT5

2 0 Noyaux de convolution sur 1R 79

3e Noyaux de convolution sur IRm 89

VII " Sur le principe classique du maximums

lo Le théorème direct 9^

2 a Fonctions complètement monotones et fonctions de
Bernstein sur B 97

3o Principe classique du maximum sur t 101

U 0 Principe classique du maximum sur !Rm 108

VIII - Fonctions opérant sur des potentiels abstraits0

lo Généralités 111

2o Cas des espaces de dimension finie 11^

3o Fonctions opérant sur les potentiels adjoints et 
antiadjoints dans les Hilbert 117

Uo Sur des fonctions opérant sur les potentiels de, 
Hunt 121

5 0 Sur une généralisation d'un théorème de M 0 Ito 123

Bibliographie
139



7

CHAPITRE Io

T t arD 

O

1 o' Notations s

Nous donnons ici les notations qui seront adoptées dans ce 

chapitre ainsi que dans tous les chapitres suivants s

E désignera un espace de Banach sur le corps A où A est 

le corps 1R ou le corps Œ t V un opérateur linéaire B en général 

non partout défini^ de E „ D désignant le domaine de V 0 Ces 

divers éléments pourront être particularisés dans telle ou telle 

questiono

L(E) désigne l 9ensemble des endomorphismes de E et I 

l°opérateur identité0 Dans E 6 les notations s-lim et w-lia 

désignent respectivement la limite forte (i0e 0 au sens de la 

norme) et la limite faible0

Soit J un ensemble et £F un filtre sur J 0 Soit (R.)» T 

une famille d’éléments de L(E) 0 On note alors s-lim R.
‘y  J

(respo Wflim R.) l°opérateur dont le domaine est ( x e E  §
y J

s-lim R.x existe} (resp0 { x e E  j w-lim R„x existe}) et qui est 
‘F  J y  J

défini8 pour x appartenant à ce domaine8 par

s-lim R.x (respo w-lim R.x). 
$ r J  fF J

On désignera par E* le dual topologique de E e par B* et S* 

respectivement la boule unité et la sphère unité de E* 6 Si T 

est un opérateur de domaine dense dans E 8 on notera T * son 

adjoint (ou transposé)0

L 9expression w*-lim désigne la limite étoile faible dans E* 0

si  L » ~ familles résolvantes0
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Si (Ro). _ est une famille ¿’’éléments de L(E*) et 5* un
J J “

filtre sur J » on note w*-lim R. l'opérateur de domaine
HP J

{x*e. E* 2 w #“lim R.x* existe} et défini, pour x appartenant
<3> J

à ce domaine, par w*-lim R.x* 6
$  J

On note % * l 0ensemble des points extrémaux de B"* „

X désignera toujours un espace localement compact ou compacte 

^ ° ( X 9A) désignera l°ensemble des fonctions continues sur X , 

à valeurs dans A , et tendant vers 0 à 1°infini dans le cas 

localement compact non compacte Di(X,A) désigne le sous-espace 

de l°ensemble précédent formé des fonctions à support compacte

o
^ + (X) e Di (X) désignent les sous-cones formés des fonctions

positiveso Dfo^Cx) , Dta(X) , 3ft*(X} , o/i\+ (x ) désignent l^ensemble 

des mesures de Radon bornées, quelconques, bornées positives,

positives sur X 0 Pour x appartenant à X , on note 6 la
IR ^

masse de Dirac en x 0 D&, (X) désigne l 9ensemble des mesures
 ̂ -v 1R

bornées réelles sur X et Oit (X ) 1 ̂ ensemble des mesures réelles 

sur X o

Pour ce qui est des espaces de distributions et des notions 

qui leur sont liées, les notations sont celles de [26]0 Enfin, 

la notation Supp désigne le support (d°une fonction, d'une mesure

ou ds une distribution)0

2 o Définitions §

X o 2 o 1 e Une famille résolvante est une famille (R,),_ dc éléments«una. m«..— prr... tu..... mn.... ■ n ■■!■■■«——un,.—r.r .....  ̂ A>0 .........

de L(E) qui vérifie s

y À,ji > o Rx“Rp 53 » m'a )R^RA .

A s s e z souvent, ce que nous appelons famille résolvante est 

aussi désigné par divers auteurs par "pseudo-^résolvante** (cf0 par 

exemple [28] p 0215)9
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I02 q20 Une famille résolvante ^Rx^X»o sera dite une 

L - (respo L -) famille résolvante si §
O  ................ ... 00 ....... . .............  ...........imi—i i ............................

8*1 im XR,̂  = 0 (respo s-lim XRi ■ I). 
X+o X-*«

3o Propriété s ?

loSolo Proposition0 Si (R,), est une famille résolvante« la
■"  inMI r.—— ->»» À À > O ~~.................  ................... 11..... .............. ..............

famille d°opérateurs

s x ■  T (I - l V
X

est une famille ré solvante 6

Si (R.) est une L « (resp0 L «) famille résolvante*
—”  À A > 0  — ■~ ~ * O ...... — *■' »  ................. . ...... ................ ...un— »

(S, h  _ est une L - (resp0 L_-) famille résolvante0A A>0 «mma-mmro— »  1 O 1 '

Montrons que (S.),. est une famille résolvante« ce qui
* X X*o . * *

découle du simple caleul algébrique g

S.. »S = (? - -)I “ (—  Ri « ~  R, )
A y 'X y' 2 1 2 1

X y

d8où le résultato

La suite de la proposition est évidentec
\

Ceci montre que 1 “étude des L -familles résolvantes et des L -
O °9

familles résolvantes se ramènent l 9une à l 5autre0

1.0.3q.2o Proposition» Soit £RÀ )À»0 une famille résolvante. Les sous»

espaces Im(R^) e Ker(R^) - Im(l-XR^) , Ker(l->XR^) sont indépendants 

de X et Inapplication X — R est analytique sur IR* „

(“-i)3AsB ■ <T - •J*1 - Ür (7 R1 * £ H1 - ÏÏT H1 V
À p À p

Or s R, R. -  ~  (R, -  R, )
p À ¿  1  p - A  1  1_

À p p A
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(cfo par exemple [28J p 0215»2l6 0)

Io'3o3o Proposition0 Soit (R,K__ une famille résolvantes Pour aue
■ J ---“ 1... 1,1 ........  ^  " l— ......»"mmmmmnm....... .11 ".................. ....... .............................m m i 1 !»■■■■ ........................ .....

ce soit une Lq« (resp0 Lb-) famille résolvante„ il faut et il 

suffit que

w~l im XR “ 0 (respo w-lim XR. * I).
X-*>o A*«

Supposons que w-lim XR. a 0 (respo w-lim XR- ■ I ) 0 Alorsj,
X-»o X-»-»

d ’après le théorème de Banaeh-SteinhauSg

lim supfXR j|<» (resp0 lim sup ¡XR. || < •») 
X^o a-* «> A

et il suffit alors d appliquer les résultats de [28] p 0 216-217 e

Io3 0 Propositione Soit r̂a^A»o Une résolvantee Les

-propositions suivantes sont équivalentes §
A a ca — MMte— 'wiri m w  m 11,11 rnnwwBaimwirwu 11 1 iwjotmuibwm w Æmbbb—wmkmbmebwwbommwb— pbm

i) C R , h  , est une L - famille résolvante 1
X A»0 O ............... *

ii) (x € E j s-lim R, x existe} est dense dans E et
X*o A

lim sup ||AR. ¡I < « i 
X+o

i i i )  ( x  % w-lîm R., x existe) est dense dans E ejc lim sup |XR J<«.
 ̂  ̂ A «.  ̂ À

A”*“0 X+O

Prouvons d 9 abord 1 0 implication i ) =s£> ii)0

L^hypothèse i) entraîne que Im(l-XR^) est dense dans E 0 

Or si x appartient à E „

R^(x»yR x )

Donc s-lim R,.(x«pR x) existe et vaut R x 0 
A=*o u *

ii) est donc démontrée

L° implication ii) iii) est évidente0

Enfine si iii) est vérifiée fi on a, en utilisant un argument

“ TZ* '(ARÀX - :pRMX) *



11

classique s

V x <= E w-lim XR. x * 0 0 
A-*-o

Il suffit alors ¿ “appliquer Io3o3»

Iv3o5 o Proposition Soit R̂ x^À»o Une fam^lle résolvante« Les 

propositions suivantes sont équivalentes ?

i) (R, K. est une L -famille résolvante ;À A> O .-...—..00 .... .. —.......— — ..... .ni

ii) { x e E  i s-lim A(AR^x-x) existe ) est dense dans E et

lim sup||AR || < » | À*°°
A-*-»

iii) ( x e E  ; w-lim A(AR^x-x) existe} est dense dans E et,

lim sup || AR^ | < ® o 
A’*00

Ceci est une conséquence immédiate de I®3ol et I.3e^c
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CHAPITRE II6

Générateurs et cogénérateurB.

lo Définitions s

IIo1 o1 a L 8 opérateur V sera dit cogénérateur (resp0 cogénérateur 

faible) si il existe une L -famille résolvante (R, )w  telle que %
1-- O .... ... A A > O .........*1

V = s-lim R^ (respo V « w-lim R^) .
X^O À=*0

IIo1 o 2 o L 9 opérateur V sera dit générateur iresp» générateur faible)

si il existe une L «famille résolvante (R,),^ telle que s1.............. .. m ™' .... — .. " i A Â > O ... .......

V = s-lim X ( àR , - I )  f r e s p o  V * w-lim X ( X R „ - I ) 1 .
, A  ̂ AA“̂®o A^00

Il résulte aussitôt de ces définitions et de la proposition I63ol» 

la proposition suivante s

11o1 o 3 c Propos it ion 6 Pour que V soit un cogénérateurB il faut et 

il suffit que -V soit un générateurB

2 o Caractérisation des cogénérateurs et des générateurs ;

II02 olo Théorème 0 Pour que V soit un cogénérateur (resp 6 un 

générateur)B il faut et il suffit que

1 ) D * E .

2) p(V):>IR* ( re sp o p(V)slR*) et V est fermé (où p(V) 

désigne 1°ensemble résolvant de V ) .
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3) lim sup jfy ( pI+V )”1 j{ < » (respa lim sup ||p ( pI-V )-1 \\ < <*>«,
P=»oo

Si ces conditions sont réalisées« il existe une seule Lq- ( respe 

L#») famille résolvante ^Rx^A>o admettant V pour cogénérateur 

(respo générateur) et elle est donnée par s

Rx = V d  + AV)“1 frespo » (AI-V)"1]

(on pourra donc parler de ¿a famille résolvante coengendrée ou 

engendrée)0

Montrons d ° abord que la condition est nécessaire« En vertu de

la proposition II0lo3» il suffit d'envisager le cas où V est

cogénérateur d'une L i famille résolvante (E. 0 Alors d'après
o A A>0

It.30^ l) est réalisée On a vu d'autre part8 dans la démonstration 

de cette proposition I03o^8 que s

Im(l-XRx) c D  et VCl-AR^) = R^ o

On a donc

(I+AV)(I-ARa ) * I sur E 0

D'autre part on a l'équation résolvante s

y x e E  R,x - R x = (p« A ) R . R x .
À p A p

Si x appartient à D 8 en faisant tendre p vers 0 e on obtient

R,x - Vx = -AR.Vx .
A A

Donc (I-ARX )(I+AV) * I sur D 0

« 1
Finalement (l+AV) existe et est borné et partout défini s

(I + AV)”1 » (I-ARÀ ) .

On en déduit 2), 3) et que nécessairement
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R x » V d+ A V ) " 1 .

Soit maintenant (R, ). une L -famille résolvante et V le
A À >  O 00

générateur associée,

Soit S^ = — (I - ) $ Alors -V est le cogénérateur de S . ,

7
donc

SA = - v ( i - x v )“ 1

et

R a = j[l + ¿ V ( I  - JV)"1] = ( A l - v )"1 6

Montrons enfin que la condition est suffisante» 

Soit V un opérateur de domaine dense tel que ;

V A>0 (AI-V) est partout défini et borné et lim sup!|A(AI“V) |̂| <»

On pose alors R. ~ (AI-V)” , ce qui définit évidemment une 

famille résolvante telle aue

lim sup ||AR || < « { *) » 
A-*-“

Pour montrer que (R,K^ est une L -famille résolvante de
* A A>0 »

générateur V on rappelle un raisonnement classique s

V x € D ÂR^x » x ■  R^Vx

Donc» compte tenu de (*)

V x e D  s-lim AR.x » x B
o.
\°+ oo

En tenant cojmpte à nouveau de (*)„ on en déduit que ^R*^A>o est 

une famille résolvante et9 d'après (**) s

V x s D lim A ( AR,x«x) * Vx 0 
Â °°

(**) 6
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D v autre part 6 pour tout x de E on a

A(ÀRxx-x) * V(ARÀx)

et V étant fermé 0 on Toit que

x e E et lim A(AR.x-x) existe —"> x e D  
X-»-»

d 9où le résultato

•II0 2 02 o Théorèmeo Soit R̂ ^ x » o  Une L0” C resp0 Lb-) famille 

ré solvante 0 Alors le cogénérateur (resp0 le générateur) coïncide 

avec le cogénérateur faible (respo le générateur faible)0

Il suffit évidemment de démontrer le théorème dans l^un des

deux caso Soit donc (R,),„ une L »famille résolvante» soit V
À À * o o v

le cogénérateur et V de domaine D le cogénérateur faible0 On a

D c D  et V¡D * V 6

D'autre part; en passant à la limite faible dans Inéquation ré sol- 

van te 8 on obtient ?

R ^ V  » - AR^V sur D ,

et donc

(I-ARa )(I+AV) ■ I sur D o

Il en résulte que

S  c l m ( l - A R A ) -  D ,

et donc

D ■ D .

II c 2 o 3 e Proposition « Soit R̂x^A»o Une Lo“ —  L»“ famille 

résolvante et soit V le cogénérateur et A le générateur de cette 

famille o Alors V e_t A sont injectifs et
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v » - a“1

Compte tenu de 110261g o0est. démontré dans [29] 0 

IIo2o^o Propositions Soit (R,),_ une L «famille résolvante et• .■“.. . 1..  • -— «—«> X A>0 — - ■ O ................ .........m
•S’oit V le cogénérateur associée Alors §

V À >0 Rx(D)cD et V x e D Vx « Rxx = ¿ ^ V x  = AVR^x 0

Soit x appartenant à D 6 alorsj d eaprès l'équation résol-
1

vantes lorsque y tend vers 0 8 converge vers j(Vx-R^x) 6

Donc

V A >0 RaCd)cD et V x c D Vx - R ̂ x * ÀVR^x 6

On obtient facilement 1 0 autre égalité par passage à la limite dans 

l°équation résolvante0

'IIo2o5o Propositione Soit (R„),_ une L - (resp0 L -) famille
.1111,11.“ " .r"".“ ——  A A>0 — ■ O .... 00 — ...... .

- résolvante 0 Soit V le cogénérateur (resp0 le générateur) associé e 

Alors,, sont équivalents s

i) (R,)„._ est une L - (resp0 L.“ ) famille résolvante »A À^O ,""r,T1.""'■"-'•"'-ii.ii« 0© g ................. .. "

ii) V est d image dense et lim supHAR.Hc« 

(respo lim sup|AR„ ¡1 < ®) 0A
\+Q

Il suffit de démontrer le résultat dans le cas d 9une L “famille
O

ré solvante - Or0 d9après la proposition II 02 0 ̂ e on a

V k>0 Ra(D)c Im Vc Im R ,

et donc

Im V * Im R^ e

Or il est bien connu que ImR. * E et lim supHAR.|l<<» équivaut au
A X*-

fait que (R.!). est une L «famille résolvante 6
À Â>0 °®
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La proposition suivante donne une caractérisation des familles 

résolvantes de générateurs bornés»

IIo2 06 o Proposition» Soit (R ̂  j^>q une Lq- (resp » Lœ- ) famille 

résolvante et V le cogénérateur (resp0 générateur) associé8 

Sont équivalents s

i) D = E

ii) V est borné sur D

iii) lim supÜR.jl < 00 (resp» lim sup a|ar -l|l <»). 
A-*o A-►°0

L 9équivalence entre i) et ii) tient à ce que V est fermé et 

1 8 implication i) = >  iii) est une conséquence du théorème de 

Banach-Steinhaus» Supposons iii)» Alors d’après Inéquation résol­

vante s

] M>0 3e >0 V x e E  VAjH <e || R^x-R^x || ̂  | A-y | M2 ||x||,

et i) est par conséquent vérifiée

3 o Dualité s

11o3o 1 o Proposition Soit ^R^ x » o  upe L0” (fesP  ̂ Lœ- ) famille 

résolvante sur E e_t V le cogénérateur (resp» le générateur) 

i m c i e »  Alors

V* = w*-lim R* [respc V* » v*-lim A(AR*-l)] . 
A-*-o A-*®

Si E est réflexifa (R*),_ est une L - (resp. L -) famille*■“  ....  A A > O — —— ——  o 00 .......
résolvante de E* e£ V* en est le cogénérateur (resp» le géné­

rateur ) 0

La première partie de la proposition est énoncée dans £3o] dans le

cas des familles L - et L - (simultanément)»O 00
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Il suffit de considérer le cas de (R,)w  L -famille résolvante.
A A > O O

Notons W l'opérateur v*-lim R? et A son domaine»
A-*o

V x* e E * R*(x*-pR* x*) - ( AR* x*- pR* x*) .
a pi a — y a y

(R,)w  étant une L -famille résolvante, il est clair que a A > o o * ^

v*-lim AR* = 0 . 
A-*o

Donc Ia(l-pR*) c A et ( I+pW ) (,I-pR* ) » I .

D'autre part, en passant à la w*-limite dans l'équation résolvante, 

on a

( I- pR* ) ( I+yW,) = I sur A »

Donc
( I + y W ) = ( 1 - p R * ) " 1  .

Mais d'après un théorème de Phillips (cf» [28] p,22U)

( I -W R * ) “ 1 = ( i  + j iV * )  .
V

Donc w -  V *  .

La fin de la proposition découle immédiatement de 11,2*2, et Ie3®3o
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CHAPITRE III «

Familles résolvantes bornées» 

M-codissipativité et M-dissipativité»

le' Définitions s

■III » loi » Une famille résolvante (Rx^À>o sera dite de type M si^

V X>0 || |U  M »

Une famille résolvante de type 1 est dite à contraction»

III»1 »26 Un opérateur V de domaine D sera dit M-codissipatif si

V A>0 , V x e D M||x+AVx|| >  || AVx||

il sera dit M-dissipatif si

Y X>0 , V x e D M||Xx-Vx||> || Xx||

Si M=1 , on dira simplement codissipatif ou dissipatif.

III»1e 3o Un opérateur V de domaine D sera dit précogénérateur 

(resp» prégénérateur) si V est préfermé et si son plus petit pro­

longement fermé est un cogénérateur (resp» un générateur)» On dira 

aussi que V précoengendre ou préengendre une famille résolvante»

2. Propriétés des opérateurs M-codissipatifs et M-dissipatifs §

Nous commençons ce paragraphe par un certain nombre de remarques 

élémentaires »
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■III.-2.1 » Si V est M-codissipatif non nul ou si V est M-dissi- 

patif de domaine non réduit à {0} , alors nécessairement M»1 0

Démontrons le résultat par exemple pour M-codissipatif» 

Supposons qu’il existe M<1 tel que

V x e D ,  Y X>0 M||x+XVx|| » ||xVx|| .

Alors

I! *vx|| s ytm IMI ?

ceci étant vrai pour tout /i>0 et tout x appartenant à D » on a

Im V = {0} e

■III»£9 2 0 a 0 ¿1 V est M-codissipatif (respa M-dissipatif). -V 

est 1+M-diss ipatif (resp» 1+M-codissipât if ) 6

b e _Si V est injectif et M-codissipatif ( resp » M-diss i-

■ pat if )« -V1 est M-dis s ipatif ( resp » M-codissipatif) »

c ». ^  E est un espace de Hilbert et M>1 , V est 

M-codissipatif si et seulement si -V est M-dissipatifa

a« et bo sont évidents» Démontrons c0 s

(V est M-codissipatif )<•=> V , V x e D

X2(M2-1) i|Vxl|2 + 2XM2 Gle(x,Vx) + M2 ||x||2 »0 »

( —V e s t  M - d i s s i p a t i f )  <— ) V X^.0 , V x e D

X2 (M2-1) I|x||2 + 2XM2 Oie (x,Yx) + M2||Vx||2> 0  »

Il est clair alors, sur l 9expression développée, que les deux pro­

priétés sont équivalentes »

III»2»3« Soit M>1 » Supposons V M-codissipatif (resp» M-dissi- 

pat if) » Alors pour tous réels a e_t b£0 al+bV est M-codissipatif
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Il suffit évidemment de faire la démonstration pour a et b 

égaux à 1 » Supposons V M-codissipatif et soit x appartenant

à D :

)| Xx+XVx || = - à -  || (X+l)x+XVx+Vx|U 1| (X + l)x+XVx|| . 
X+l X+l

Or, M étant supérieur ou égal à 1 , on obtient

I Ax+XVx|| ̂  M||(x+1 )x +XV x || .

Supposons maintenant V M-dissipatif et soit x appartenant à D s

M||(X + l)x-Vx|| » (X+l) ||x|| » j|Xx || .

III »2iUa Si V est M - codissipatif (r e s p » M-dissipatif). (I + XV)”^ 

fresp6 (AI-V)“1] est défini et borné sur Im(l+AV) Fresp9 Im(>I-V)]
^  o ^  ô ^

sa norme étant majoree par M+l (resp e y) «

I I I 92»5o Soit (y.).,T une famille d 9 opérateurs de domaines (D.)._,. 
....... . ' 0 J ...— .-.i-..... j jej

Soit un filtre sur J » On suppose que V . converge indireete-
— — — — — — —  j

ment suivant ‘J* vers V # c 9 est-à-dire s

V x e D 3 (x.). T e li D. s s-lim x = x et s-lim V.x. = V x 0 
J J6J jej J fP J —  J J

Alors si pour tout Vo est M-codissipatif (respo M-dissipatif)»

il en. est de même de V 6

111.2.6. Proposition0 Soit Mi-1 et (R,),_ une famille résolvante.
.........— 1 111.............. .............................................  ' —  À  A > 0  — n ............ .........................................

Sont équivalents s

i) (Rx )x>0 est une famille résolvante de type M .

ii) Pour tout X>0 , R^ est M - codissipatif»

iii) Pour tout X>0 , (XR^-I) est M-dissipatif.

(resp» bV-al est M-dissipatif)»
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La démonstration provient des identités suivantes découlant de 

l'équation résolvante :

V à>0 , V p > 0  y Rx + y ( l+ liR x ) = |iRx )

(l-MRx + y )(l + yRx ) - I (**)

(U+1 1 * , ,,.2 E '»U 1
(“*1) tttttt

Supposons i) vérifié. Alors II^R^.^ |l| M et

Hïfe1 + T-^â V .11 « -ÏTÏ (“*M> « M •
^  ; u + l

Alors (*) montre que R^ est M-codissipatif et (**-*) montre que 

(XR^-I) est M-dissipatif»

Supposons maintenant ii) vérifié« Alors (*-*) montre que 

I+yR^ est surjectif et en utilisant (*) on voit que

V k>0 , V y>0 ||u R x+|i|f « M .

Alors, en faisant tendre \ vers 0 , on voit que l'on a i) e 

Supposons que iii) soit vérifié. Alors, d'après (*-•#-*) ;

V xtli>0 Hu +T1 + 7 ^ 7 7 2  * M •
(m+D - f c

X
En posant A = —  et en faisant tendre u vers 0 , on obtient

IU R* N  M
o

et ceci pour tout A >0 • Donc i) est vérifié»

Le résultat précédent est à rapprocher du théorème III«b) de 

[2l] p.Uoô« Remarquons que si M<1 , i ) ou ii) est réalisé si et 

seulement si R^ = 0 pour tout A>0 , et iii) ne peut être réalisé 

(sauf si E = {0})»

((m +X)I - A R p  » I . (***)
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La proposition suivante généralise une proposition de [22j et un 

théorème de [3l] e

III' e 2 « 7 e Proposition 0 Un opérateur V de domaine dense et M-di s si- 

pat if (resp6 M-codissipatif) est préfermé et le plus petit prolon­

gement fermé est encore M-diss ipatif (resp6 M-co d i s s ipat i f )o

En vertu de IIIo2,s2ea8 il suffit de démontrer la première partie

de la proposition dans le cas où V est M-dissipatif*

Soit (x ) m  une suite de D fi telle que n n € ln *

s-lim x = 0  
n

n-*00

et s-lim Vx » c « 
n

n-*«

Soit x un élément de D s Appliquons 1®inégalité de définition à 

(x + t x ) « on obtient s
H A

Y n^O , V A>0 M IIAx +x-Vx —*%Vx î| > |j Ax +x II .
^ " n n A ' " n 11

Donc V 0 M|fx-c-jVx|| > || x ¡|

et par conséquent V x eD M j| x— c |{ > j|x||0 D étant dense, on a s

V x e  E M [|x-c ¡| >s I) x ||

et en prenant x=c B on obtient c=0 e

(Remarque s le raisonnement s’applique si Im V c  D ) .

Soit V le plus petit prolongement ferme de V » V est limite

indirecte, pour n tendant vers l'infini de la suite (V ) où
n n <£ Uï

V n
V ■ V 6 
n

La fin de la proposition découle donc de III92 c>59

Nous donnons enfin une proposition qui étend une partie d'un 

théorème ergodique (cf6 [20] p o206)s



24

III02 08 0 Proposition0 Soit V un opérateur M-eodisaipatif ou 

M-*di'gsipatif0 Alors s

Ker V 0 Im V - {0 >

et Ker V ©  Im V est un espace fermé dans lequel la somme directe 

est topologiqueo

D'après IIIt5 2 0 2 oa0î il suffit de considérer le cas où V est 

M-dissipatifo La démonstration découle du lemme suivant s

III02 q9 c Lemme 6 Si V est un opérateur M-dissipatif on a ?

V x e l m V  , V y e Ker V M ||x+y || > f| y ¡| .

Soit y un élément de Ker V et z un élément de D * En 

appliquant la définition de la M-dissipativité au point z + yy 

on obtient s

M 1À z+y-V z || > || Xz+y ||

et en faisant tendre X vers 0 g

M ||y-v z II > Il y II ( V y e Ker V » V z e D ) .

On en déduit le lemme6

Supposons alors que x e K e r  V HIm V 8 on a d®après le lemme ?

m | | x - x | |  »  ti *  II

soit x = 0 .

Soit (y ) m une suite de Ker V et (x ) une suite
____ n n e IN n n e i

de Im V o Supposons que (y +x ) converge dans E vers un élément
n n

z e Alors, d'après le lemme

||yn-ypIUMI|(xn+yn) - (*p+yP}|1 0
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Donc ^n^nelN es^ une su^ e de Cauchy, donc y^ converge vers y 

appartenant à Ker V et par conséquent xq converge vers x 

appartenant à Im V e II en résulte que

z e Im V ©  Ker V

et cet espace est donc fermée

Enfin, il est immédiat de vérifier, d ’après le lemme, que les pro­

jections sont continues (ce qui découlerait* évidemment, aussi, du 

théorème des isomorphisme s )0

IIIo2e10 a Corollaire » Tout opérateur M-codissipatif ou M-dissipatif 

et d ’image dense est injectif et l ’application V — - v ”  est 

une, bijection de l ’ensemble des opérateurs M-codissipat if s de 

domaine et d’image dense, sur l ’ensemble des opérateurs M-dissipa­

tif s de domaine et d ’image densee

3 o Cogénérateurs et générateurs de familles résolvantes de type M g

Dans tout ce paragraphe9 M désigne un nombre réel supérieur ou 

égal à 1 c

IIIo 3 o1 o Théorèmeo Pour qu’un opérateur V soit cogénérateur 

( resp o générateur ) d 'une Lq- (resp» L a - )  famille résolvante de 

type M il faut et il suffit que

1) D - E.

2) V est M-codissipatif (resp» M-dissipatif),

3) 3 Ao>0 Im(l+X V) = E |resp» Im(X I-V) = e] .

La nécessité est évidente0 2) peut être démontré directement ou est 

une conséquence de III02e5 et IIIo2o6 e

Montrons la réciproque ! supposons que l), 2) et 3) sont 

vérifiés0 Alors, d’après III^o^ et IIe20l, tout revient à démontrer 

que
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V  X>0 I m(l+XV) = E [resp, Im(XI-V) = e ] -

Soit J le plus grand intervalle de ER* contenant {X } tel gue s
+ O

V X c J  I m(I+XV) = E [resp» Im(XI-V) = E] 6

Posons, pour X appartenant à J

R x = V d  + XV)"1 [resp, R^ = (XI-V)"1]»

On a» d'après 2), J¡ AR  ̂ ^ M 0

Soit S ti = R. [I + ( y - X j R j “1
M À L A-

n , j ̂  x» 0 , M~1 M+l p
Sy. est défini pour y « j ~|f~X , — — À [o

Pour de tels y on a

(I-yS^ ) = (l + XV)"1 [l+(y-X)RÀ] ”1 iresp, S y = ( XI-V )“1 [l+( y-X )R^] “1 ) .

Donc

Im(l-yS^) « ü (resp o Im S^ = D)

et

[l+(y-X)R 1 (I+XV)(l-yS ) = I (resp, fl+ ( y-X )R ] ( XI-V ) S t. = I)
A ** |i ■” A p

soit

(l + yV)(l-]iS ) = I [resp,, ( yl-V ) S^ = i] 6

Donc

X zp ( 1 + yV ) = E [re sp c Im(yl-V) = E] 0

o o o s. "S M«1 M + l f* o «

Ceci montre que si X appartient a J » J “"¡¡j— * * I es^ inclus

dans J o

Ceci entraîne évidemment que J -  1R* ®
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Remarques s . Les opérateurs qui vérifient 2 ) pour un certain M 

et 3) pour tout Aq sont appelés non négatifs par H 0 Komatsu [19] «

.On n'utilise pas l) pour démontrer que 2 ) et 3 ) impli­

quent s V A>0 Im(I + AV ) * E ,

III'o 3» 2 o Corollaire 0 Pour qu'un opérateur V soit précogénérateur 

(resp6 prégénérateur) d* une Lq- (resp » Lm- ) famille résolvante 

de type M , il faut et il suffit que

1) D - E.

2) V est M-codissipatif (resp» M-dissipatif).

3) 3 Ao>0 Im(1+AqV ) = E (resp» Im(AoI-V) = E) 0

Il est clair que les conditions sont nécessaires»

D'autre part, 1) et 2) impliquent qtie V est préfermé et que le
A

plus petit prolongement fermé V de V est encore M-codissipatif

(resp, M-dissipatif) (cf•III » 2#7)• Donc ~  appartient à l'ensem-
^ o

ble résolvant de -V (resp0 Aq appartient à l’ensemble résolvant

de V) d'après I H ^ o U »  et 3) ; V étant fermé8 on en déduit que

Im(I+AqV ) ■ E [resp» Im(X I+V) = e]

et il suffit alors d'appliquer IIIe3clo

IIIo 3 e 3 e Corollaire e On suppose que V est un opérateur M-codissi- 

patif (resp» M-dissipatif) tel qu'il existe a>0 tel que

1

5) = (x e n  S)(vn ) I lim supj|vnx||n 4 a> 
n =1 n-»-®

soit dense» Alors V précoengendre (resp» préengendre) une Lq- 

(resp» Lm- ) famille résolvante de type M »

Posons, pour x appartenant à et A < — (resp0 A>a)
&

R.x = f (-1)“ An Vn+1x (resp® R = f a“11“1 Vnx) . 
X n=o X n=o
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^ 0 w
Soit V le plus petit prolongement fermé de V , de domaine D 0 

Alors pour X< — (resp0 ^>a) on a
&

Rx(2>)c D

et ( I  + X V ) ( I -X R a ) = I  sur 2) [resp0 ( X I-V  )R ^ = I  sur 2) J „

Donc pour de tels X , Im (l+ X V )D < 2 )  [resp6 Im ( X I-V  ) :> 2 i| et doncB 

d'après la densité de 2) ,

Im(I+XV) ■ E [resp» Im(XI-V) = e] 0

On applique alors III63o1 o

III,3o ̂ o Corollaire 6 On suppose que V est un opérateur M-codissi-

pat if (re sp o M-diss ipatif) et que D » E » Alors V est cogénéra-

te ur (re sp o générateur) d'une L - (resp0 L -) famille résol« 

vante de type M 0

Il suffit d®appliquer le corollaire précédent ou directement 

le théorème III03»1 en remarquant qu'un opérateur M-codissipatif 

ou M-dissipatif partout défini est borné (car il est fermé)0

Nous donnons enfin une caractérisation des précogénérateurs 

et des générateurs qui généralise un théorème de [30j c

III »3 e 5 o Théorème e Soit V un opérateur de domaine dense6 Sont 

é quivalents s

i) V précoengendre (re sp o préengendre) une Lq- (re sp a Lo-) 

famille résolvante de type M e

ii) V ejfc V* sont M-codissipat ifs (respo M-dissipât ifs) a

(où les notions de codissipativité et de dissipativité sont définies 

dans les espaces de Banach E et E *) 0

o x » *  o X

Supposons i) - Soit V le plus petit prolongement ferme de V 

et soit (R.). la famille résolvante coengendrée (resp6 engendrée)
A A ̂ O

V X>0 (I-XRA ) * (I+XV)“1 [resp, R^ » (XI-V)“1] e
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D'après le théorème de Phillips (cfe f2 p®22lt)

(l+AV*)"1 = ( I-XR* ) [resp, R* » (Aï-If*)“1] .

Supposons ii) - Alors d'après III«201*, I + A V e s t  injectif 

(resp0 AI-V* est injectif) et donc, d'après le théorème de Hahn- 

Banach, I+AV (respa AI-V ) est d'image dense, et on peut appliquer 

III6 3 » 2 »

Suivant Yosida, nous donnons la définition suivante»

III»3960 Dé finition 8 On dit que V est un potentiel abstrait si V 

est cogénérateur d'une Lq- e_t Lœ- famille résolvante à contrac­

tion . et que V est un prépotentiel si il est préfermé et que son 

plus petit prolongement fermé est un potentiel6

III e 3 0 7 * Proposition » L ° appl ieat ion A — -A~^ réalise une 

bisection de l'ensemble des générateurs infinitésimaux d'image 

dense de semi-groupes fortement continus et à contraction» sur 

l'ensemble des potentiels abstraits»

En effet, d'après la proposition II82»3 et le théorème de Hille- 

Yosida, si V est un potentiel, V = -A où A est un générateur 

infinitésimal d'image dense de semi-groupe fortement continu et à 

contractions Réciproquement si A est un tel générateur, d'après 

la proposition IIt>2»5 A engendre une L et L -famille résol-
O  CO

vante dont le cogénérateur V , qui est un potentiel par définition 

est -A-1 d'après la proposition II»2o3o

IIIe3 9 8 » Théorème » V est un potentiel (resp» prépotentiel) si et 

seulement si il vérifie

1) D = E .

2) v m  ç y flig e iP fttif ♦

Donc A R ? ( l + A V * )  = XV* sur le domaine de V * [resp» A R f ( A I - ^ * )  * I
/-v

sur le domaine de V*] » Or ¡AR*|| = )|AR.||^M 8 Donc V * est 

M-codissipatif (resp» M-dissipatif) et V* étant égal à V* , 

ii) est démontré»
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3) Im V = E.

k) 3 Xq>0 g Im(I+X0V) - E (respo Ia(l+À V) = E) 0

En effetj, si V est un potentiel8 il vérifie 1), 2) et U) d ’après 

le théorème IIIo3 o1 et il vérifie 3) d8après la proposition II 62 65 b 

La réciproque est vraie en vertu des mimes résultats0 Le cas d ’un
/N

prépotentiel s*en déduit car si V est préfermé et V de domaine
^ O ^
D le plus petit prolongement ferme g

D c D c D  Im V c Im V c Im V Im(l+XV ) c Im(l + XV ) c Im(l + XV ) „

nerateur) cfune L.“ famille resollante a contraction» il faut et
................. 11 ........................-  1, r 71,111 "  ......... O  — ............ ......................................................— .... limn*".......— T.».......  ... ................................ Il Kl »  ....... — .... ............... ............. .

il suffit que pour tout a ejt b»0 8 al+bV soit un potentiel 

(respo prépotentiel)0

En effets on a vu dans la démonstration de la proposition II- 2 « 5 que

la V = Im Ej o
À

Donc (R, )w  induit sur Im V une L - et L -famille
À Â>0 O 00 _______

résolvante (R5). dont le cogénérateur est évidemment V|Im V e
À A ^  O

T erm in on s p ar  d eu x  rem arques s

C e c i e s t  im m éd iat à p a r t ir ^  par ex em p le  du th éo rèm e I I I 03o8 e t  de 

l a  rem arque I I I 02o3o

f a m i l l e  r é s o lv a n t e  a c o n t r a c t io n  0 A lo r s  l" o p e r a t e u r
.....  . ■ ......." ... 1 1 A ' À > O .. ........- ■ ____

V |Im  V ( o p é r a te u r  de l ° e s p a e e  de Banaeh ïm V » de dom aine D HIm V) 

e s t  un p o t e n t i e l  de l ° e a p a e e  de Banaeh Im V 0

Remar¿ue0 On suppose que V est sogénérateur d une Lq-IIIc3olOo

Remarque ̂ Pour que V soit un cogénérateur (respe précogé-IIIc 3 o 9 o
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■CHAPITRE IV c

Codissipativité» dissipâtivité et principes du maximums

1. Principe complet du maximum et principe du maximum positif (faible)

Dans ce paragraphe E = ‘€°(X,IR) avec X localement compact 

ou compacte Nous considérons des principes du maximum pour un noyau 

dont le domaine n 9est pas nécessairement 3t(X»IR) 0

IV » 1 e1 o Définitions 0 V est dit vérifier le principe complet du 

maximum si s

{P1 ) s V f  e D  (Vf(x)^l pour tout x tel que f(x)>0) ■— *> (Vf < l)

V est dit vérifier le principe du maximum positif faible si i 

(P2 ) s V fe D (sup Vf(x) > 0) — > (]xo € X § Vf(x ) = sup Vf(x)
X X

V est dit vérifier le principe du maximum positif si s 

(P ) s V f c D , V x e X  ( Vf (x ) = sup Vf(y)) = >  (f(x)»0) 9
V

IVolo2 0 Théorème a Les implications suivantes sont vraies §

(V vérifie ( P1 ) ) = >  (V vérifie (P2 ) ) .

(V vérifie ( P3 ) ) “ > ^V vérifie ( Pg ) ) »

En outre, s_i D est dense dans '■€° (X„IR ) pour la topologie 

de la convergence compacte» la première implication est une équi­

valence ; s J l  Im V est dense dans C€°(X,£R) , la deuxième implica­

tion est une équivalences En fin„ si (Pg) est vérifié„ V est codis- 

sipatifo

A quelques modifications de détail près8 les démonstrations 

de [2l] sont encore valables« Démontrons simplement la dernière 

parties Supposons que V vérifie (Pg) s Soit f appartenant à D

et f(x0 ) > °)
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et A>0 # Il existe e = + 1 tel que

Il vf II * sup V ( e f ) ( x ) 8
X

On suppose que |j V f || est non nul (sinon l ’égalité à démontrer est 

triviale)8 Alors, d ’après (Pg) , il existe x dans X tel que

Il Vf 1/ = V(ef)(x0 ) et ef(xo ) ^ 0  6

On a alors s

Il XVf |U XV(ef )(xQ ) + ef(xQ ) « || AVf+f || 0

IV « 1 « 3 « Définitions Une famille résolvante sur E » ( R , » estmmÊmmaÊÊmmm—rnmÊttfmmmmmmmm  ̂ A ̂ O mmtmmmm
dite sous-markovienne si elle est à contraction et si

V * > 0  » V f e E  (f>0) = >  (Rxf>0) 0

IV s 1. b e Propositions1 On suppose que V est un précogénérateur 

d'une faAille résolvante ^ra^A>o 9 Alors sont équivalents

i ) V vérifie le principe complet du maximum»

ii) La famille résolvante (R, ),„ est sous-markovienne6............... —.»........ A A> Q .... ... ..— ..■««... .....

Supposons la propriété i) vérifiée6 D'après le théorème IV0lo2s

V est codissipatif8 et donc la famille (J^Ki est à contractions
A À ̂ O, ^ /v 0 ^

Soit V , de domaine D le plus petit prolongement fermes
^ O „ O „ 0 0  0 ^
V vérifié le principe du maximum positif faible s en effet8 soit f

A
appartenant à D tel que

s up V f ( x ) > 0 e 
xsX

Il existe une suite (f ) de D telle que §
n n^o

lim f = f et lim Vf = Vf » 
n _w nn *̂“00 n̂ °°

Pour n assez grand ( n > n Q ) s
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sup Vf (x)> 0 c 
xeX n

Il existe donc une suite (x ) . de X telle que
n n

o

Vf (x ) = sup Vf (x) et f (x U o  . 
n n xeX n n

On a alors s

lim Vf (x ) = sup Vf(x )> 0 6 
n-*-® n n xeX

Par conséquent x r ne tend pas vers 1*infinie Soit x une valeur

d'adhérence de la suite (x ) _ . x appartenant à X e On a
n n^n o

o
évidemment

Vf(x ) a sup V f (X ) et f ( X ) > 0 6
0 xeX o

Ceci étant, soit f une fonction élément de té°(X) et X»0 0
N A

Il existe g appartenant a D tel que

f = g + XVg 6

On a alors §

RAf * Vg »

Supposons qu'il existe x de X tel que

RÀf(x) < 0 0

On a alors

sup V(-g) (x)> 0
X

et d'après le principe du maximum positif faible8 il existe xq tel 

que

g(xq ) ^ 0 et Vg(xQ ) = - sup V(«g)(x ) < 0 6
x
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On a alors

g( x q ) + AVg(xQ ) < O

soit

f(x )<  0 
o

ce qui est contradictoire6 

Ainsi %

v » °

et la famille (R,)w  est sous-markovienne0
A A > 0

Réciproquement» supposons ii)6 Alors, d5après G 0 Lion ( [2lj , 

p.l*06), pour tout A>0 , R^ vérifie le principe complet du maximum0 

Il est clair, en faisant tendre A vers 0 , que V vérifie la 

principe complet du maximum«

2 o Ensembles riches s

IV92 o 1 o Définitions 0 Soit £ un ensemble de S * 6

0 1 sera dit riche si J est fermé dans S* pour la topologie 

» - faible,, et si s

V x s E <*,♦> ■ 11 * Il .

o £ sera dit relativement riche si son adhérence dans S* pour la 

topologie »-faible est riche0

IV » 2 e 2 o Exemples s

a - L 9ensemble est relativement riche6

b - Soit [ , ] un semi-produit intérieur (cf0[22]), alors l'en­

semble {$ s x — [x,y] i ||y||=l} constitue un ensemble relati-
y

veWent riche6

c - Si E ~ *C° (X ,<E ) [resp6 '€° (X ,IR )] , ç,lors l'ensemble

{e^65x i 0 e. £0, 2irJ et x e X }  (resp»{eôx j e e {-1,1} et xeX}) 

est riche0
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d - S* est riche et c'est donc le plus grand ensemble riche0

IV. 2. 3» Proposition 9 Tout ensemble riche contient ’&*'<> L^adhérence 

de '£* dans S * muni de la topologie faible est donc le plus 

petit ensemble riche»

D*après les propriétés connues des points extrémaux (cf0 par 

exemple [2U]), il suffit de montrer que si ^ est un ensemble 

riche s

ty a e A ,\/ x e E  ( | a + < x B4>>|-Sl pour tout <p de £)

= i >  (|a + <x,(j)>I^l pour tout $ de B*) »

Posons a = |a|e10 0 Il existe 4 appartenant à £ tel que

<e"”10x , <f>> = ( x j) e

On a donc s

■ i i 1 0  i G “ 10  , ,
j | a | e + e  «e x,î>!n< 1

soit jaj + | x ¡1 ̂  1 , ce qui démontre la propriété 0

3» Principes du type "Principe du maximum positif (faible)”0

IV.3.1o Proposition. Soit Y un ensemble riche0 Alors sont équi­

valents s

i) V est codissipatif (resp. dissipatif).

ii) V x e D g "3 <t>e£ s <Vx,$> ■ f| V x || ejfc (Pue<x t tf> > > 0 .

( re sp o V x e D 8 J <j> e [ ? <x,<j>> = )| x || e_t (fte<Vx,<j>> ^ 0 ) 6

Remar^ueso Cette proposition prouve que si la propriété ii) est 

vraie pour un ensemble riche £ , elle est vraie pour tout ensemble 

riche, Kato dans £l8] démontre 1 9 implication ii ) =£> i) dans le 

cas dissipatif et pour £ = S* 0 La démonstration suivante est une 

adaptation de la démonstration de KatOo
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Supposons V codissipatifo Alors, pour tout A>0 , il existe 

appartenant à ][ tel que

|| x+AVx ¡1 = <x+AVx,()>x> o

On a donc

| U V x I U  II 3C+XVx|U file<x, + A> + |AVx|| o

Donc (ile<x,<j> > 0 pour tout A>0 6
A

Soit un ultrafiltre convergeant sur CR+ vers +» 0 Suivant cet 

ultrafiltre <j» converge -^-faiblement vers <£ et
A

|| ̂  || « 1 || Vx|| = <Vx,<j>> et (Jiê Xj, <ji> ̂  0 o

Si || V x || # 0 » ÿ appartient à S* et donc à £ et ii) est verifié6 

Si i j Vx |j = 0 , ii) est automatiquement vérifiée

Supposons maintenant que 1 * on a ii) 0 Soit x appartenant à D 

et <ji appartenant à £ tel que l ’on ait ii)0 Alors

|| x+AVx || (Rfi<x+AVx,<j)> > || XVx j| 0

La démonstration dans le cas dissipatif est tout à fait semblable0 

Il suffit de suivre la démonstration de Kato en prenant les formes 

linéaires dans J 0

IV6 3»2o Corollaire0 On suppose que E * ̂ ° (X ,€ ) 0 Alors sont équi­

valents s

i) V est codissipatif (resp» dissipatif) .

ii) V  f « D  3 0 C  [0,2ir] 3 x e X  s e10 Vf(x) = ||Vf|| et

(Pis e^0 f (x) > 0

( resp 0 V f 6 D ^ 9 e [ 0 ,,2iJ ] x e X  2 e10 f(x) » || f j| e£

(TU e10 Vf (x) <$0 ) 6

La propriété ii) pourrait s’appeler le Principe du maximum du module 

faible o
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IVo 3o 3 o Corollaire e On suppose que E * l€°(X8!R) 0 Alors sont 'équi­

valents s

i) V est codissipatif (resp6 dissipatif).

ii) V f e D

( resp o V f e D  Je e{-191 } 3 * e X e f (x ) » | f | et_ eVf(x)«0).

La proposition suivante montre que tout opérateur (codissipatif 

dans <€ ° ( X Ei(R) se prolonge en un opérateur de même nature dans 

'e0 ( X , Œ ) 6

IV e 3 o ̂  o Proposition. On suppose que V , de domaine D , es t un 

opérateur de ^  0 ( X ,1R ) 6 On note V l 8opérateur de ° ( X t Œ ) de 

domaine D + iD défini par

V(f+ig) = Vf + iVg *

Alors sont équivalents s

i) V est codissipatif (resp s dissipatif ) dans *€ (X,Œ)

ii) V est codissipatif (resp» dissipatif) dans «€°(x,r) 6

Il est évident* sur la définition» que si V est codissipatif 

(respo dissipatif), il en est de même de V 6

Supposons V codissipatif (resp0 dissipatif)

|jv(f+ig) || = sup V(cos0 f-sinQ g)(x)
0 ,x

fresp® ||f+ig|'| = sup(cos0 f-sinô g)(x)] 6
0 ,x

Il existe 0q tel que

||v(f+ig)|| = sup V(cos60 f-sin 0O g ) (x)
X

[respo ]|f+ig|| = sup( cos 6C f-sin 0O g)(x)] o
x

3e «{-1,1} J x e X eVf(x) = ||Vf|| et ef(x)»0
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Il existe alors e appartenant à {-1 ,1 } et il existe x tel 

q.ue s

eV(cos0o f-sin 0O g)(xQ ) » ¡V(f+ig)]|

et e ( cos ÔQ f’(xQ )-sin eo g(x ) ) ,̂ 0

(respo e [cos 0& f (xo )-sin 96 g(xQ)] = ||f+ig||

eV (cos ©o f-sin g) ( x q ) ̂  0 ) .

ieo ^

On a donc e e ''v(f+ig ) (xQ ) = ||v"(f + ig)||

i0o
et Île e e (f+ig)(xQ )^0

iô
(resp. £ e (f+ig)(xQ ) ** ||(f + ig)|j

et (Re e e V ( f+ig ) ( xq ) ̂  0 ) .

D*où le résultat annoncée

IVe 3 o 5 o Remarque c S_i V est un potentiel abstrait» V vérifie s

V x e D ,  V $ e S * ♦(Vx) ■ ||Vx|l = »  Ole *(x)>0 0

En effet soit (R,), la famille résolvante associée» soit
A A > O 8

x appartenant à D et soit $ appartenant à S* s

Vx - ARÀVx = R^x

Donc s U(Vx) = | Vx || ) = >  (V À>0 (Rfi < A R x 8i> ̂  0 ) et donc* en
À

faisant tendre À vers 1° infini

(Ræ <x s<(>>>0 o

Dans le même esprit, nous donnons la proposition suivante s
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IV» 3 *6 , Proposition e On suppose que E = ^ ( X ^ A )  et que V est 

d ’image dense (respo de domaine dense)» Alors sont équivalents s

i) V est codissipatif (resp » dissipatif).

ii) V f e D, V x e X Vf (x ) = ||Vf|| = >  ¿le f (x) >0 .

(resp, y f s D ,  V x e X  f(x)*||f|| = )  île Vf(x),<0) ,

(Notons que le principe ii) dans le cas dissipatif a été introduit

par J 0 Faraut dans [î] où l”on trouve l'implication ii) =£> i))e

Etudions d ’abord le cas codissipatif0 Supposons donc V 

d ’image dense et codissipatif» Soit xq tel que

Vf(xQ ) = (¡Vf|| (fcD) •

Soit K un voisinage compact de xq 0 II existe g appartenant à 

D tel que

Vg(xQ ) = 1 et || Vg ( x ) || ̂  ̂  pour x e £ k

(d’après la densité de Im V )6

Alorsg pour tout e>0 , V (f+ e g ) n 9 atteint son maximum en module 

que sur K et il existe donc 0g et xg dans K tel que

e e Vf(xe ) + e e e Vg(x£ ) » ||Vf+eVg||

ie  ie
<TLe e e f(x ) + e Ole e e g ( x ) > 0 0 

e e

Soit ( 0 , x^ ) une valeur d 8adhérence dans fo^irlx K de (0 ,x )
A. xv ~ J £ £

pour e tendant vers 0 s

e K Vf(xK ) = || Vf ||

i 0 K
et R e  e f ( xR ) > 0 6
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On peut supposer ||Vf|j # O (car8 d'après III 0 2 0 8 8 si Vf = O 9 

f=0 ) et on a donc

f (x„)

516 V f ( x J  >0
Ja.

et en faisant tendre K vers {x } . on obtient <R-e f(x ) > 0  0
o o

Supposons maintenant V dissipatif et de domaine dense et soit

f appartenant à D et x q appartenant à X tel que

|| f || 4 0 et f(xQ ) = || f || o Soit K un voisinage compact de xq ,

il existe g appartenant à 0 tel que

g(xQ ) = 1 et || g HpK b
b

(d 5 après la densité du domaine)0

Pour tout e>0 B f+eg n 5atteint son maximum en module que

sur K o II existe donc 8 et x dans K tel que
e ê

e e f (x ) + t  e e g ( x ) * || f+eg ||
£ £•

ie i0
(île e e Vf(x ) •+ e (île e 6 V (x  ) 4 0

£ g E

et on poursuit le raisonnement comme précédemment0

La proposition précédente s'étend au cas des sous»algèbres de 

t6°(XiA) avec X compacts

IV 0 3 0 7 0 Proposition 0 So it X un compact et E une sous-algèbre 

séparante » fermée B contenant les constantes, de <€ ° ( X ÏA) 0 Notons 

6(E) la frontière de Choquet de E 6 On suppose V d9 image dense 

(respo de domaine dense)e Alors sont équivalents s

i) V est codissipatif (respa dissipatif).

ii ) V f s- D , V x €. 6 (E ) Vf ( x) ■ Il Vf II =$» (Pue f ( x ) ̂  0

( resp o V f e D ,  V x e <5 ( E ) f(x) * ||fj| = >  Ole Vf (x ) $ 0 ) 0

La démonstration est identique à la précédente compte tenu des
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propriétés de la frontière de Choquet pour les algèbres de fonctions 

( c f o par exemple f 2i+J ) e

^0 Principes du type "Principe complet du maximum”0

IVoUo1 o Théorème6 On suppose que D = E 0 Soit £ un ensemble rela­

tivement richeo Alors sont équivalents s

i ) V est codissipatif.

ii) V x e D (iîle<VxB ♦> ^ 1 pour 0 <£■ £ et île < x , $ > > 0 } — ->

(llVxiU 1) 6

Remarqueo Ici encore, le théorème prouve que si ii) est vrai pour 

un ensemble relativement riche £ , il est vrai pour tout ensemble 

relativement riche,.

Montrons d'abord que la condition est nécessaire §

Soit V un opérateur codissipatif de domaine D dense0 Nous sup­

posons d'abord que £ est un ensemble riche0 

Soit x un élément de D et supposons que

(R€<Vxj, $ > 4 1 pour 4» c £ et û\e < x , <p > > 0 6

Supposons que ¡Vx|| = a > 1 6

Il existe alors appartenant à £ tel que

«Vx,<|>o» » a s

Soit as = {<fi e £  ̂ dle<xiij)>>0}

a 8 - i 4> e I  » (fte<Vxt,<j>»> ■§ + «

Il est clair que u> D w5 - 0 s

Il existe un élément y appartenant à D tel que

|j y-Vx || ^ «I (densité de D) e



42

Posons, pour X réel, y^ = x+Xy « Alors s

r (fce<Vy ,$ > » a - | X | ||Vy || et 
(*)) °

1 ÎU<Vyx,<f>> « f + | + M  ||Vy || pour $ € [ w'
I

D'après la proposition IV63ol, il existe, pour tout X , un élément 

$ A de £ tel que

< v y x » <t’x > "  llV y A^ e t  ^ <y X »*X > >  °  °

Pour |X| assez petit, on a nécessairement, d’après (*)

et donc A » < x , ^ > ^ 0  .

Prenons X<0 et assez petit en valeur absolues Alors

6le«x, <p̂> 4 0

e t  (fte<x,<J>A> >/ -X (Re<y,<j>À> > -x(ûle<Vx,<i>x> -  - |)  > -  0

On a donc une contradiction et ii) est démontré0

/S
Supposons maintenant que £ est relativement riche0 Soit £ 

l 9adhérence faible de J dans S* 0 Supposons que x appartienne 

à D et que

(Rje<Vx,$> ̂  1 pour $ <z \  et (fte<xB$»>0 0

/\
Soit alors <f> appartenant à £ et tel que

(Re<x,$> > 0 »

Alors il existe une famille (♦•)•_-, de F et un filtre 5* sur J
J J e j

tel que

$ = w-* - lim ÿ o o 
iF J

^€lí'
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Il existe donc un élément A de 2F tel que

V j e A  (ftje<x,<)>.>> O o 
<3

On a donc, par hyp oth èse

V j e A  Ole<Vx, <p. >  ̂ l  
J

e t  donc

(íle<Vx, > < 1 *

Finalement on a

/S
&e<Vx,<fr>^l pour | e   ̂ et <Re<x,$>> 0 9

/N
et Y étant riche, on a

||V x |U l .

Supposons maintenant que ii) soit vérifiée Alors

V x e D  ||Vx|) = sup{(rle<Vx,t> i ♦ e [ et </\je<x,$» >0}

Donc V xe.D ¡Vx|| = sup{(Re«Vx, $> î B* et (f\e<xB̂ >^0} 0

Il existe par conséquent, pour tout x de D , un élément 4 de B* 

tel que

<Re<Vx,<fr> = || Vx||

e t  Ó\e<x*«íi> > O e

Si Vx ^ 0 , ceci montre qu'il existe $ élément de S* tel que

<Vx,*> - || Vx ||

et (Rje<x,4>> >/ 0 e
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Si Vx = 0 , la propriété de codia sipativité est évidente6

Remarque s 0 0 Dans la partie de la démonstration ii) i) 1 8 hypo~

thèse D = E n'intervient pas»

o II suffirait, en fait, de supposer que Im V c D  0

IVoU o2 o Corollaire 0 On suppose que Im V ■ E 0 Soit £ un ensemble 

relativement riche6 Alors sont équivalents s

i) V est dissipatif.

ii) V x e D (ÛW<x,<i>»^l pour <|> e j[ et G\e<Vx.6$» < 0) (| x j| 4 l).

Supposons V dissipatifo Etant d ’image dense, il est injeetif 

d’après la proposition III02 68 0 Alors -v“1 vérifie les hypothèses 

du théorème IV0^ol et est codissipatif0 On déduit donc ii) en appli­

quant à -V” le théorème I V ^ J b

D sautre part 1 9 implication ii) = >  i) peut se démontrer direc­

tement comme en IV 0 ̂  o1 o

Les corollaires suivants sont énoncés dans le cas des opéra­

teurs codissipatifsD mais admettraient, de la même façon, des énoncés 

duaux dans le cadre des opérateurs dissipatifso

IVo ̂ o3 o Corollaire 0 On suppose que D = E 0 Alors sont équivalents §

i ) V est codissipatif.

ii) V x e D ((îie^VXü«!)»^! pour ÿ e e_t (Rje < x 8 > > 0) = >  || Vx | i- 1 .

IV o h g ̂  o Corollaire a On suppose que D » E s So it [. » 1 un semi” 

produit intérieur sur E 0 Alors sont équivalents ?

i ) V est codissipatif.

ii) V x e D ((Re[Vx,y] 4 1 pour ||y |( = 1 et (Fte£xByj > 0 ) =^( j|Vx|| ̂  1 ).

IV s h 9 5 o Corollaire 6 On Buppose que E a '̂ 0 {X 8 Œ ) et que D est 

dense dans E pour la topologie de la convergence compactée Alors
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sont équivalents s

i ) V est codissipatif.

ii) V f e D ((fte e16 Vf (x) « 1 pour 6 ,x tel que &e e10f(x) > 0)

= > ( | v f | U i )  o

La démonstration du théorème IV0U01 montre en effet qu'il suffit 

dans ce cas de supposer D dense pour la convergence compacte (il 

suffit en effetB avec les notations de la démonstration de IV0 ̂  olt 

d'approcher la fonction Vx uniformément sur l 8ouvert relativement

compact {|Vxj> ■” +■-}) 0

IV pl»-o6 o Corollaire 0 On suppose que E * v̂ ’° (X tÜR ) et que D est 

dense dans E pour la topologie de la convergence compacteB Alors 

sont équivalents §

i ) V est codissipatif.

ii) V f e D (Vf(x)^l pour x e  {f>0} et Vf(x)^.-1 pour 

x s {f < 0} ) = >  (IfVf |U 1) 9

IV » U- o T 6 Remarque t, Soit V un opérateur positif de c6°(X£iÎR) B de 

domaine ?t(X0lR) 0

Si V vérifie le principe complet du maximums il vérifie évidemment

ii) de IV-1* -,6 et il est donc codissipatif 6 Maïs la réciproque est 

inexacteo Pour le prouver, nous allons montrer q u a i  existe des 

opérateurs positifs qui sont cogénérateurs dcune famille résolvante 

à contraction non positive0 Ces opérateurs sont donc codissîpatifs 

positifs et ne vérifient pas le principe complet du maximums

Exemple s On prend pour X un espace à trois poîntso 

^(XjlR) s'identifie à !R muni de la norme sup0 

Soit V l 8opérateur positif représenté par la matrice
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. . _i
Alors V(I+AV) existe et vaut ?

, 9 . 2 A . 1 A \
/ïï A +2A+1 2 + 2 “ t \

i * 9 ,2...., A . 1
R ------ Ì------  T S * +2A+1 2 + 2

9 3 2
* A +3A +3A+1

A . 1 A 9 ,2
\  ë * 2 '  T 7  x +2X+1 /

Oa a bien, pour la norme choisie, || AR j| ̂  1 pour A>0 et R.
A A

n'est pas positive^

Nous donnons maintenant, deux corollaires du théorème IV0^ol 

qui montrent que la codissipativité entraîne d’autres principes du 

maximum qui seront étudiés plus en détail dans les chapitres sui­

vants s

IV e U 6 8 o Corollaire 0 On suppose que E = V€°(X,A) et que D est 

dense dans E pour la topologie de la convergence compactea Alors 

si V est codissipatif» V vérifie le principe fort du maximum 

en module» c 8 est-à-dire s

V fc D (|Vf(x)j^l pour tout x de Supp f) = >  (|Vf(x)j^l 

pour tout x) 6

En effet, si j Vf ( x) |^1 pour t̂ out x du support de f , on 

a à fortiori s

ite e^0 Vf (x) ̂  1 pour (0,x) tel que ôte e*9 fC x )>  0 s

I V o U 9  o Corollaire 8 On suppose que E -*€°(X,ffi) et que D = 3t(Xs(R j B 

Alors si V est codissipatif, V vérifie le principe classique du 

maximum. c'est-à-dire s

° 1 2

• I O 1/

1 è  0
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Vf<?3C+ (X) ( Vf (x) <: 1 pour tout x de Supp f) =^> (Vf(x)«l

pour tout x) e

Ceci est évident à partir de ii) de IV0UB6 0

5 o Principes de balayage0

Jo Deny a montré dans [5] que les différents principes du 

maximum en théorie du potentiel avaient des énoncés duaux en termes 

de "balayagew de me sures0

Cette idée devait s9avérer féconde et avoir notamment des ap­

plications à 1*analyse harmonique grâce, en particulier^ à A. 

Beurling (cf0 [l7])o

Les méthodes que nous employons diffèrent sensiblement des 

méthodes utilisées dans [5]0 Nous faisons entrer les différents 

principes du balayage dans le cadre du balayage abstrait par rapport 

à un cone de fonctions (cf6 [23])c On peut ainsi démontrer les 

théorèmes de [5] en se débarassant de l 9hypothèse de positivité du 

noyau et de toute hypothèse de continuité s il suffit d 9employer 

la méthode que nous employons ci-après pour le principe classique 

du maximum0

IV « 5 61 0 Théorème 6 On suppose que E = 0 ( X tÎR ) et D ** E 6 Alors 

jon^^^u^valent^ s

i ) V est codissipatif«

ii) V F1» Eg fermé s » V Pe3Î6®(X)

1) IMU || V II .
2) Supp v + c F1 , Supp v"c •

3) V fe D

(Supp f+c F^ e_t Supp f”c Fg ) (jVf(x) dyi(x),<: Vf(x) d-\> ( x ) ) «

3 v ê ( X ) tel que



Supposons que V soit codissipatif» Soient F^ et Fg des 

fermés et soit y une mesure réelle bornée sur X 0 

Posons X = X x {-1,1} et F - (?1 * {1}) U (pg x {-1}) 0 

Pour f appartenant à D , on note eVf la fonction sur X 

définie par s (x,e) — J- eVf(x) •

O ^
On pose H = "6 (F,IR) e Pour $ appartenant à H , on note

p(<fr) = inf{a||u|l - jVf(x) dp(x) ; a e IR+ , f e D  , a-Vf(x) > i(x,l)

sur F1 , a+Vf(x ) <f>(x,-l ) sur Fg , Supp f+c Fx „ Supp f“c Fg5 „

on voit facilement que

p U ) » -  I I #  U N I

donc pour tout <p , p(<|>) appartient à tR et

<t> — p U  )

est une forme positivement sous linéaire sur H e

D ’après le théorème de Hahn Banach, il existe une forme linéaire 

N sur H majorée par p 0

Or (<K 0) C p C ♦ )« 0 ) s

Donc N se représente par une mesure 'v positive et bornée sur F" 6

Il existe donc deux mesures bornées positives et sur X

avec Supp v.c F^ , Supp v^c F  ̂ et

V <f> e  H p ( «#» ) >  J «j» ( x , 1 ) dv^ ( x ) + J * $ (x ,- l)  dv g  (x  ) .

Soit f appartenant à D et a^O « Supposons que

Supp f+c F et Supp f"c F2 0

Alors

a |jp || -  jV f dp  ̂ $ ( x , 1 ) dv1 (x )  + J " $ (x ,-l)  dVg(x)

D'après IVo**-*6
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pour toute fonction $ de H telle que

a - Vf $ (x ,1 ) sur

et a + Vf > $(x,-l) sur Fg s

On en déduit que s

a || y || - (Vf dŷ , a(|dv1 (x) + |dv2 (x) ) - jVf ( x ) ( dvx ( x )-dv2 (x ) ) 0

Posons v = vi“v2 6

On a Supp v+c Supp v^c F^

Supp v'c Supp v2 c F g

Il V I U  + | d v 2 « Il H II

et pour toute fonction f de D telle que Supp f+c F^ et 

Supp f"c F2 on a s

Jvf(x) dy(x) *Jvr(x) dv ( x) 8

RéciproquementB supposons ii) vérifiés Soit f appartenant à D 

et supposons que

Vf (x) 4 1 pour x e ( f > 0) et Vf(x)^,-1 pour x e {f <0 } 6

Soit xq quelconque appartenant à X 6 Appliquons ii) avec

F = {f>0} , F = {f <0} et y = e6 (g = +1 ) 6 Soit v la mesure
X, c. X £o

associée® on a s

eVf (xq ) << Jvf (y ) dv£ (y ) « Jdv*(y) + Jdv" (y ) 4 1 0

Donc |Vf (xQ ) | ^ 1 .

F1
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IV »5 »2 o Corollaire » On suppose que E ='6°(X,tB) et que D «3t(X,IR) e 

Alors sont équivalents

i ) V est codissipatif»

ü )  v est un opérateur continu de 3t(X,ER) (muni de sa topologie 

habituelle de limite inductive) dans ^ 0(X,{R) et son adjoint V*

(opérateur de Dlo?(x) dans Dft^(X)) vé rif ie s

V u 1 e t  iDg o u v e r t s  „ V y e  ( X ) 3  v £  CX) t e l  q u e

1 ) IM I «  || u I f .

2) Supp v+c ejfc Supp v"c ü>2 «

3) V*y V*v |U]L et V*y|u>2 » V*v |a»2 0

Supposons V codissipatifo Alors d'après le théorème du 

graphe fermé et la proposition III62 67 , V est continu de 5i(X,lR) 

dans '•o (Xg5R) 0 Appliquons ii) de IV.5ol aux fermés et Fg et

ER m
à une mesure y de Difb ̂ (X ) 0 On obtient une mesure V de OjV^(X)

vérifiant 1) et 2)« Soit f une fonction de ÎÎi+ (x) avec 

Süpp f c o Alors s, d'après IV05ol ii) 3)

jVf(x) dy ( x) ^ jVf(x) dv(x)

soit Jf(x) ,dV*y(x)« J!f(x) dV*v(x,) .

On a donc V*y V*v |

et de même V*y | w2 > V*v ] a>2 e

Supposons réciproquement que ii) soit vérifié* alors on obtient 

i) en raisonnant comme dans IVC5»1» c'est-à-dite en "balayant" £ Z
X
o

sur les ouverts {f>0} et {f<0} »

Remarques Le corollaire précédent est vrai aussi (avec des adaptations
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évidentes) si D = '16° (X (IR ) 0

IV»5»3o Théorèmea On suppose que E = ^ (X ,Œ ) 0 Alors sont équiva­

lent s s

i ) V vérifie le principe du maximum fort en modulee

i i )  V F ferm é » Y p .eD & ^ x ) 3 v e ^ ( X )  t e l  que

D  IMI < I M I .

2) Supp v c F .

3) ï f e D  (Supp fcF) =>(jvf(x) dy(x) - jVf(x) dv(x))0

Supposons que i) soit réalisé# Soit F un fermé de X et 

soit >*• une mesureo Notons Ej, = {f e D  | Supp f cF} « 

Considérons l'application de V(Ep )|F dans ® t définie par %

V f¡F  —►  J*Vf (x ) dy ( x )

i) implique que si Vf(x) est nul pour x appartenant à Supp f , 

Vf est identiquement nul0 Donc 1 9application précédente est bien 

définie etg toujours d'après i)

| ivf(x) dp  ( x ) j ^ I y || s up | V f ( x ) | . 
 ̂ xeF

Donc, d'après le théorème de Hahn-Banach, cette application se 

prolonge en une forme linéaire continue sur C F s Œ ) de norme 

inférieure ou égale à ||p.|| o

Il existe donc une mesure bornée v vérifiant ii)® 

Réciproquement» supposons ii)e Soit f un élément de D vérifiant s

|Vf(x)|4 1 pour x eSupp f «

Soit x q quelconque appartenant à X 0 Appliquons ii) avec

F = Supp f et y = ô o II existe v avec
o

|| v || $1 * Supp v c F et Vf(xQ ) » JVf(x) dv>(x) .
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On a donc |Vf(x ) I « 1 6
o 1

Remarque 0 On a évidemment le même théorème en remplaçant (E par IR 

et en ne considérant que des mesures réelless

■IV0-5c-U o Théorème 0 On suppose que E = t?°(xt!R) et que D = 3t(X,IR) s

• Alors sont équivalents s

i) V vérifie le principe classique du maximum0

ii) V F fermé » V P e (X ) 3 v e ^ ( X )  telle que ?

1) Supp v c F c

2) Jdv 4 J d y ,

3)VfeOC+(x) (Supp f C F )  = >  (JVf(x) dp(x)éjVf(x) dv(x)).

(ce théorème étend un théorème de f 5] ) o

Supposons i )o Soit F un fermé de X et soit p une mesure 

positive bornéeo Notons

Cp, = {a-Vf j aelR+ , fe 9i+ (X) , Supp f c F }  ,

et posons H = ^ ° ( F 9IR) 0

Pour tout <f> appartenant à H 8 on note §

p(<j>) = inf{ fv dp | v e C  et v^$ sur F} 6 
i  *

D ’après i), p est une forme positivement sous-linéaire finie sur H 

(En effet* si a-Vf' est supérieur ou égal à $ sur F „ f appar­

tenant à X  (X) 8 Supp f c F  et a>0 8 on a Vf < a + || <f> || sur F 0

donc sur le support de f , et par conséquent partouto II en
r

résulte que p U ) > -  )| <f> || j dp ) 6
ê

D ’autre part s ^  e  H et <K0 = >  p(<j>)^0 8 

Il existe donCj, d’après le théorème de Hahn-Banach» une forme 

linéaire positive sur H t majorée par p 0 Cette forme linéaire se
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représente par une mesure positive bornée v portée par F 6 On a

V v e CF Jv dv ̂  v dp ,

(En effet g si v appartient à C_ , alors
r

v = a - Vf et

jv dv = BUp{J$ dv » ♦ e H et sur F}

¿ sup{p(<j>) i $ e H et $ « v sur F}

 ̂Jv du) 6

Il est clair alors que v vérifie 1), 2) et 3)0

Réciproquement t supposons ii)6 Soit f appartenant à 3l+ (X) et 

supposons que

Vf(x)^ 1 pour tout x de Supp f 0

Soit alors x un point quelconque de X 6 "Balayons" 6 sur
o

Supp f 6 Soit v la mesure balayée, on a

Vf(x0 ) s JVf (y) dv(y)^ Jdv^ 1

et le résultat est donc démontrée

IVo 5 a 5 o Théorème 0 On suppose que E «* ''S 0 ( X ,iR ) 0 Alors sont équi­

valents

i ) V vérifie le principe complet du maximum»

i i ) V F fermé , V M e ( X ) H v ® (x ) telle que s

1) Supp v c F o

2 ) Jdv « J*dy a

3) V f e D  (Supp f+ c F ) (jVf(x) dy(x)<jVf(x) dv(x)) 6
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Ce théorème qui étend aussi un théorème de [5], se démontre avec 

des méthodes tout à fait analogues aux précédentese Nous esquissons 

simplement la démonstration,?

Supposons que i) soit vérifié» Alors on note

CF = {a-Vf } a e 1R+ , f e D et Supp f+ c F }

et H = <6°(FÎIR) .

Pour $ appartenant à H on note

p(<t>) * inf {Jv du j v e Cp, et v>$ sur F} 0

On poursuit ensuite la démonstration comme précédemment0
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CHAPITRE V »

Codissipativité et familles résolvantes;,

Dans ce chapitre t nous posons le problème suivant s 

Si V est codissipatif et de domaine D dense s existe-t-il une

famille résolvante (R,) , à contraction telle que 2
a a > o

V x s D s-lim R^x = Vx »
À-K5

(La condition de codissipativité est évidemment nécessaire d ’après 

la remarque III 6 2 0 5 et la proposition III0 2« 6 0 )

Nous allons montrer que le problème admet une réponse positive 

si l’on impose des conditions supplémentaires à l'espace E et au 

domaine D t mais qu'en général, sans condition supplémentaire,, le 

problème a une réponse négative6

1 » Cas des espaces de Hilbert s

Vs 1»1e Théorème e On suppose que E est un espace de Hilbert et que 

D = E 0 Alors sont équivalents s

i ) V est codissipatife

ii) Il existe une famille résolvante à contraction ^Rx^À>o 

telle que

V x e D Vx = lim R . x 
A-o

Supposons que V soit codissipatif» L ’ensemble des opérateurs 

codissipatifs ordonné par la relation de prolongement est évidemment 

inductif etB d 9après le théorème de Zorn, il existe un opérateur 

codissipatif V prolongeant V et maximal parmi les opérateurs 

codissipatifs0 -V est alors dissipatif maximal (d * aprè s IIl62o26Co)e
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Alors, d'après un théorème de R.S» Phillips [25], -v" est un géné­

rateur infinitésimal» Il en résulte que

V A>0 Im(I+AV) = E

et d'après le théorème III.3»1 ; V coengendre une Lo-famille 

résolvante (R, )w  qui vérifie ii).
A A > 0

2« Cas des espaces *€ 0 §

V « 2 » 1 a Théorème » On suppose que E = v€° ( X, A ) et que D o3K.(Xt A ) „ 

Alors sont équivalents s

i ) V est codissipatif0

ii ) V précoengendre une L - famille résolvante à contract ion

(V a >o •

Si ces propriétés sont vérifiées (r a ^A>o est l ’unique famille 

résolvante vérifiant

V f e D  , V A>0 Vf - R^f - *RxVf .

Supposons que V soit codissipatif» Pour démontrer ii) il faut 

démontrer, diaprés le corollaire III,3e2, que

V À>0 Im(I + AV) = E .

a» Soit <t> appartenant à 3C+ (X) » Alors l'opérateur

V. s f e E  — h- V(*f)eE
♦

est un opérateur codissipatif partout défini %

En effet, nous allons utiliser le corollaire IVe^«5 s 

Soit f appartenant à E et supposons que
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•île e*0 V^f(x)4Tl pour (0,x) tel que (Aje e^6f ( x ) > 0 *

V (8,x) (Ole e^0(f>(x) f(x) > 0 ) = >  (<3\e e^9 f(x) > 0 ) »

Donc on a, à fortiori s

£Rje e -̂0 V($f)(x)^l pour (0,x) tel que (Re e *0 ( <fif ) ( x ) > 0

et par conséquent, V étant codissipatif, on a

ll%f II «1 o

b 0 II en résulte que s

Y x>0 , V <p e 3t (x) Im(I + ÀV , ) = E , + <p

Il suffit en effet d ’appliquer le corollaire III03o^0

Co Nous allons montrer que, pour tout A»0 9 Im(l+AV) est 

dense en utilisant le théorème de Hahn-Banach0 

Supposons que y soit une mesure bornée sur X vérifiant s

V f eît(X , A ) <f+AVf,y> = 0 0

Soit f une fonction de E 0 A toute fonction 9 de <K + (X) on

associe la fonction f, appartenant à E telle que s
0

f = f . + A V, f ,
0 9 < P

ce qui est possible d'après b 0 s

f = (l-<fr)f. + (l+AV)($f) 6
9 9

On a donc s

V < M ! K + (X) <f,y> - <.(l-*)f ,y> o
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Remarquons d 9autre part que, d'après la codissipativité de V, on a
9

On a donc, pour toute fonction <j> de 3t+ telle que <M1 s

| <f ,p> | 2 jjf || (l-$)(x) d|y|(x) 0
J

On en déduit que <f»p> = 0  et, ceci étant vrai pour toute fonction 

f de ^  0 ( X , A ) , p = 0 o

d 0 Montrons maintenant la propriété d'unicité s 

Il est clair en passant à la limite dans l'équation résolvante que 

si (r x ^A>o est '*'a fam^lle résolvante précoengendrée par V on a s

( * )  Y f e D  , V A>0 Vf - R f = AR^f

ce qui s9 écrit i V f e D  t Y \ >0 (I-AR ) (f+ AVf) * f 0
À

On voit donc que (*) définit parfaitement R. sur Im(l+AV) et
1 A

d’après la densité de cet ensemble il n'existe qu9une famille résol­

vante vérifiant (*) 0

Il %  lU 2 I|f ¡I .

522J-ESBÊ- s.Naturellement la démonstration de 1* unicité faite ci- 

dessus est valable dans un cas tout à fait général»

.Le théorème ci-dessus est une extension du théorème de 

Hunt-Lion (£21J p 0^03)o II permet en outre de démontrer ce théorème 

sans hypothèse de dénombrabilité0

Nous allons donner maintenant une autre extension du théorème 

de Hunt-Lion j, où 15 hypothè se (DDDt(X,A)) du théorème précédent est 

remplacée par des hypothèses d9invariance par translations «

Vo 2 62 6 Théorème On suppose que X est un groupe abélien localement 

compact (dont la loi est notée +) et que E = {X 4tR ) 0 On suppose 

que D « E , que D est invariant pair les translations et que 

l 8 opérateur V de domaine D est aussi invariant par les transla­

tions,, Sont alors équivalents s
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i ) V est codissipatif et Im V * E .

ü )  V est un prépotentiel »

L ’implication (ii) = >  i)) est évidente»

Supposons alors i)0 Soit v un voisinage compact arbitraire de 0 s 

"Balayons" au sens du théorème IV®5»1 la masse de Dirac à l ’origine» 

ô » sur les fermés

F, - C?

F2 - X .

Il existe une mesure telle que s

llnv IU 1

+ o ° 
Supp yj c}] v

V f e D  (f(x)^O pour tout x de v) = >  ( V f ( o )  - J Vf d ^ 4 0 )  8

On a donc aussi

V f e D  (f (x) > 0 pour tout x de v) = )  ( Vf (0 ) - Jvf dŷ . > 0 ) t

et par conséquent

V f e D  ( f | v = 0  ) =>> (Vf ( 0  ) - J v f  dyy = 0 )  e

Il en résulte que l’on peut définir une forme linéaire L sur 

1 ’espace D|v par

V <f> e D ( v L U )  = Vf(0) - |Vf d
V

O Ù  f  | V  =  <(» 6

D'après la densité de D » il existe h appartenant à D tel que

h(x) ̂  1 pour tout x de v 0
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On a donc

V $ e D | v |LU)| 4 ||<HI ( Vh ( 0 ) - f v h  duv )

L se représente donc par une mesure portée par v et on a %

V f  6 D Vf ( 0 ) - J v f  dpy = Jf dvy «

Montrons que est une mesure positive t

Si 4 est une fonction continue sur v telle que

V x e v  $ (x ) > 0 ,

il existe une suite (f ) v de D telle que
n n?o

1 îm f v * <fc 
n 1

n-*-®

e t  V n^O , Vx e  v f  (x  ) > 0 #n

On a donc

V n » 0  J f a dvy » 0

e t  donc

Si maintenant f est une fonction continue sur v telle que ;

alors

(ji = lim ( (ji+e ) 
£■*■0

et donc

I è dv ^ 0 ©J r  y

D'autre part, puisque

J<j> dvv > 0 s

V x e v  $ ( x )  >s 0 ,

Supp p* cf v ,
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on a

Pv ¥ 6

et d ’après la densité de Im V

%  * o .

Posons alors

a = dv 6 
v J v

On a alors, compte tenu de l'invariance par translation ;

r 6 — y
V f e D , V x e X  f ( x ) = 1im Vf( x+y ) d ) ( y ) .

ïV{o>J

Il s'agit, pour conclure de démontrer, A étant un réel >0 , que

Im(I + AV) = E ,

Soit p une mesure bornée sur X telle que :

V f e D  <f+AVf,p> = 0 .

On a

C ^
V f € D lim Vf(x+y) d ( -.. ^ + A 6 ) (y ) dp(x) = 0 , t*)

v \ o >  J

Considérons, pour f appartenant à D , la fonction

<t>f(y) = fv f (x+y ) dp ( x ) .

Il existe yQ appartenant à X et e appartenant à {-1,1} tel 

que

e ♦f(y0) * IUf|l •
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Appliquons (*-) à la fonction de D

x —h t f(yQ+x')

(f appartenant à D )„ 

On a ;

r s - u
lim e <j» (y +y ) d(— -—  + Aô)(y) = O .
T \, i i o a

{0} V

Or, puisque ||pv j|«l , on a

[e <j»f(y0+y) d(— ^  + A6 ) (y ) A ||> || e
J v

On a donc ll + ̂j! = 0 et par conséquent

V f € D <Vf,y> = 0 8

D ’après la densité de Im V , y=0 , ce qui, d’après le théorème de 

Hahn-Banach, prouve la densité de Im(l+AV) »

V »2 6 3 »- Théorème 0 On garde les hypothèses du théorème V.2.2 et on 

suppose én outre que pour tout élément non nul. a , de_ X , na 

tend vers 1 9 infini quand l9 entier n tend vers l ’infini. (En_jgar- 

ticulier, on peut prendre pour X le groupe additif CRm , m̂ -1 ) » 

Sont alors équivalents s

i) V est codissipatif et Im V ^ {0} .

ii) V est un prépotentiel6

Ceci va résulter d'un lemme voisin d*une proposition de £^3.

V «2 e k e Lemme a Sous les hypothèses sur X du théorème V.2.3. si cr 

est une mesure bornée sur X avec ||aj[ ^1 et si f est une fonc­

tion de ^°(X,Œ)

( V x e X f(x) = f(x+t) da(t ) ) ==> (f=0 ou a = ô ) » 
«
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Soit a un élément de Supp a . 

Soit x q un élément de X tel que

| fU0)l " Uf|i

Il f II = I f (xQ ) I = I f(xQ+t ) da(t ) I « I f (x +t ) I d|a I (t ) ^ [ |J f |! d | a ( t ) | ̂  ||f L
é J ê

On a donc ;

V t e Supp a |f(x +t)| = |[f |j

et en reprenant le raisonnement :

\/ k c m  | f(xQ+ka) | = ||f I .

Par conséquent, si Supp a contient un élément non nul, puisque f 

tend vers 0 à l'infini, on a nécessairement f=0 « Sinon, a = b6 

et si f est non nulle, nécessairement b=l 5

Reprenons alors la démonstration du théorème V»262 et gardons 

les mêmes notations»

On a encore 4 0 , car si » 0 , compte tenu de l'invariance

par translations ;

V f e D  , Y x e X  Vf(x) = j*Vf(x+y) dp (y) ,
i v

f* °
Or ||uv ll £ 1 et uY ¥ 6 car Supp |iy c(-v , 

Donc d'après le lemme, on aurait

Y f « D  Vf = 0

et on suppose que Im V ^ {0} «

Nous allons montrer que l'on a la densité de Im V . 

Soit v une mesure bornée telle que

Y f «s D <Vf ,v> = 0 ,
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Compte-tenu de 1’invariance par translations, on a

(* ô — y
V fe D Vf(x+y) d(- v ) (y) dv(x) = 0

GL
J V

et donc

V f e D f(x) dv(x) = 0 , 
i

D'après la densité de D , ce qui achève la démonstration. On

peut déduire du théorème V 6202 un théorème analogue pour les opé­

rateurs dissipatifs *

V,2,5e Théorème0 On garde les hypothèses du théorème V.2.2. Alors si

V est dissipatif et si Im V = E , V est un pré générateur infini­

tésimal de semi-groupe fortement continu à contraction sur E .

En effet, d 9après la proposition III92 C8, -V*"1 est un opéra­

teur codissipatif de domaine et d'image dense.

D'après le théorème Vo2„2

Im(I-V- 1 ) = E

soit Im(l-V) = E

ce qui démontre la proposition.

En faitj, 8 i X = IRm , le théorème V.2S5 admet une réciproque s

V o 2 o 6 0 Théorème 0 On suppbse que X = IRm (mÿ-l) et que E = l€° (X ,A) . 

On suppose que V est prégénérateur infinitésimal d'un semi-groupe 

fortement continu à contraction sur E et que D et V sont in­

variants par tranalationse Alors

Im V = E ou Im V - {0} ,

On peut évidemment supposer que V est un générateur infini­

tésimal« Le semi-groupe engendré est alors un semi-groupe d'opéra­

teurs (P,)_ défini par s 
t t £-o

t^O , V f « E P f = y * f
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°û (y, ) + est un semi-groupe de mesures complexes de normes «1 «
X u

Il existe alors (cf. [7] ) une distribution T de S)1 (tRm ) tel que
L

î> d 2> (Em ) et V f e 2)(lRm ) Vf - T « f .

Soit T la transformée de Fourier de T » Il suffit, d'après le 

théorème de Hahn-Banach, de montrer que, si T est non nulle,

Q = {xeIRm ; T ( x ) = 0}

est d'intérieur vide.

Or, si x appartient à Q ,

V t^o ut(x) - 1 .

X
Donc pour x appartenant à Œ , les mesures v définies par

W

sont de norme ^1 et de masse 1 , donc positives.

Supposons qu9 il existe x q  et e>0 tel que iî  contienne la boule 

de centre x et de rayon e .
O

On a t pour tout t^O s

o ° x
ti n v 2  x t î x  c y  0 / x * +  \x \\4  e = >  e vt (y ) e CMo (DR ) *

Donc

x
Supp v °c f ]  {y ; x. y e 2} ,

* M U e

soit
X

V t> 0  v ^ °  * <5

ce qui implique

V t>0 wt = 6

et donc

T » 0 , ce qui est contradictoire.

dvj(y) * e21"*’* dut (y)
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A partir des théorèmes V 6202 et V»2»3, compte tenu du théorème 

IV0lt>2 et de la proposition IVilA, on déduit immédiatement le 

théorème suivant qui englobe le cas du noyau logarithmique dans le 

plan §

V e2o7 o Théorème o On suppose que X est un groupe abélien localement 

compact et que E = <6° ( X ,ÜR ) 6 On suppose que D = E , que D e st 

invariant par les translations et que l ’opérateur V , de domaine 

D est aussi invariant par les translationse Sont alors équivalents :

i ) V vérifie le principe complet du maximum et Im V = E »

i î ) V est un prépotentiel précoengendrant une famille résolvante 

sous-markovienne 0

Si en outre» pour tout a non nul de X » na tend vers l ’infini 

quand 1 ° entier n tend vers l ’infini» alors on peut remplacer dans

i) Im V = E £ar Im V ^ {0} »

V 0-2„80 R^ar^ues s Tous les résultats précédents (sauf peut-être

V 02 06 ) sont valables simplement si X est un sous semi-groupe 

fermé d°un groupe abélien localement compact j naturellement, les 

invariances par translations sont alors à comprendre au sens des 

translations s

f — ► [x — h  f ( x+y )]

où y décrit X 6

3o Etude d 8un contre-exemple»

Nous allons étudier dans ce paragraphe un exemple prouvant que 

le problème posé au début de ce chapitre n ’admet pas toujours une 

réponse positive et que, dans les théorèmes énoncés précédemment, 

les hypothèses sont, en un certain sens, nécessaires» Cet exemple 

est inspiré de l'exemple donné dans [22] p»6880 L 8amélioration 

apportée tient en ce que les opérateurs que nous introduisons sont 

de domaine et d ’image dense et que nous étudions la dissipativité



67

et la codissipativité au sens complexe (ce qui entraîne en parti­

culier* en vertu de la proposition IV03e^ des résultats sur les 

restrictions réelles des opérateurs)«

Vo'3'o 1 » Notations s Dans ce paragraphe, E désigne l'espace 

^°(30,1[ ) identifié à l ’espace des fonctions continues sur [0,1], 

nulles en 0 et en 1 6 E^ désigne l’espace «°(]0,l[,IR) c 

On note D (resp® ) s

{ f e E  ( r e s p 0 f  e E  ̂) g " x "  e s t  în té g r a b le  su r [ o  , l ]  e t

f ( X ) „ T 
---- dX ■ 0} 6

Jo x

V (resp6 V^) est l 9opérateur de E (resp0 E^) de domaine D 

(respo D^ ) défini par s

On note A (resp0 A^ ) s

{ f e E  (r e sp o  f e  E^) s f  e s t  con tin û m en t d é r iv a b le  e t  x —*>■ x f 9 (x )

a p p a r t ie n t  à E ( r e s p 0 )} »

e t  A (re sp o  A  ̂) l^ o p é r a te u r  de E (resp® E  ̂) de domaine A 

(r e sp o  A^) d é f i n i  par

f  —v [x  — - x  f ’ ( x ) ]  6

Remarquons que D = D^ + i D^ et que V est l ’extension canonique

de V_ à D o Analogue pour A »
it\

Vo3 o2 o V|p vérifie le principe complet du, maximum et par conséquent 

Vp est codissipatif dans E^ e_t V est codissipatif dans E 6

En effet j il est clair que si xq appartient à ]o,l[ , f 

appartient à D^ et

V|Rf(xo ) - sup VB f(x) ,

r - * [ * - » •  J* 4 12 dt3 •
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on a, par dérivation,

f(x ) - 0
o

et donc vérifie le principe du maximum positif»

Vv3o3 o = - A^1 , V = - A-1 » A^ et A sont donc diasipatifs. 

respectivement dans E^ et dans E »

C 9est évident«

V o 3 o U o Les domaines et les images de ejt A^ , V e t A , sont

denses» respectivement» dans E^ et E »

Il suffit de démontrer que et sont denses dans s

Soit 3) 1 "ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à support 

compact dans ]o,l[_ e

Il est clair que A-, contient 3) et est donc dense6 Pour montrer
tn

la densité de , il suffit de montrer que l'on peut approcher

uniformément par des fonctions de D_ , toute fonction de 3t(]0,l[,lR)8
1 »

Soit f Une telle fonction® Pour Q<n<a<^ , considérons la fonction

Alors

r1- - - - - - -r 1 . n-1 t s a-n T _  a 
-- *-ÿ--- dt = Log —  + - Log(l-n) - — r- Log - eI t a n n “ a-n

O

Alors, par choix de a et n , cette intégrale peut prendre toutes 

les valeurs de ]Log 2 t +<*>[*

Soit alors e>0 donnée

= 0 sur [o,a-n]

= [x-(a-n)] ^ sur [a-n,a]

= 1 sur [a,l-ri]

= (x-1 )(- i)

*a»nu ì

sur [l-n»l3 o
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Posons

e' = inf

Il existe alors a et n tel que

Or %

He,*a,rJ v< e*
Donc la densité est démontrée«

1

V e 3 . 5 » Im(l+V(R )) =* Im(l-A(tR) ) » { f e E (jR),J f(t ) dt ■ 0} ,

r x  f ( t )
Soit g(x) ■ f(x) + -ym-' dt avec f appartenant à D »

' o

Posons alors h = g - f •

Nécessairement h est dérivable et :

h- ♦ i  . *  . 
x x

Donc nécessairement

h (x) = i [ g(t) dt 
 ̂o

et, h appartenant à E

F g(t) dt « 0
} o

Réciproquement, soit g une fonction de E telle que

f g(t) dt * 0 
J o

Posons
i rx

f(x ) ■ g (x ) - — g(t) dt ,
* o

f - e’* .,ne ht •

f1 ^  dt
; Q

e, ---------- -
v 2 Log 2
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Il est clair que f appartient à E et, par intégration par parties, 

on obtient s

r
* a

Par conséquent f appartient à D et

| --ffi dt + f(x ) * g(x) .

Ve3 o6 o A est un opérateur dissipatif maximal parmi les opérateurs 

dissipatifs de E 0

Nous utilisons la caractérisation des opérateurs dissipatifs 

donnée à la proposition IV.3.6»

Soit A un prolongement dissipatif de A , 'K le domaine de X  

et u un élément de A . Posons

g = u - Au , et soit x appartenant à ]o,l£ e

D'après la caractérisation de Im(l-A) donnée en V.3.5» il existe 

une fonction f appartenant à Im(l-A) telle que s

f (x) » g(x) V x €. [o , xoj »

Il existe alors h appartenant à A tel que

f « h - Ah .

On pose

W = h - u .

On a alors

W(x) " AW(x) V x € [o,xq] •

Supposons d'abord que |w| admet un maximum relatif strictement

positif en x.. avec 0<x,<x »
1 1 0

f(t)
t

i  (x i  r a
dt = - j g(u) du - - g (u) du .

' O * o
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Considérons une fonction k de E telle que

O^k^l , k(x1 ) = 1 , k(x) t  1 pour x îi x1 ,

Supp k c  {x i j W(x ) | ̂  |w(x1 ) | L et k continûment dérivable»

Soit 0 appartenant à [o,2ir] , tel que

ei9W(x1) » |w(x1)|

et soit c un réel strictement positif» Alors s

Si x Supp k | W(x ) + c e“ 1Ôk(x)|^ ¡V|

Si x e  Supp k\|xjJ | w(x) + c e” ^®k(x)j < | W(x1 ) | + c

et |W(x^) + c e” 1 k(x1 )| ■ |w(x1 )| + c .

Donc, pour c assez grand,

e*^W(x^) + c k(x^) = ||e^®W + c k ||

et donc

(J\æ e*® AW(x^) + c (Re Ak(x1 ) i 0 •

Or k appartient à A et, d'après la définition de A ,

A h (x1 ) = A k(x1 ) = 0 ,

On a donc

$le e*® A W ( ) 4 0

s o i t

|W(x1)|4 0

ce qui est contradictoiree
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Il eu résulte que |w(x)| est croissant sur [o,x ] . Supposons 

que |w (x q )| > 0 0 II existe alors x^ appartenant à J o 8x o £ tel 

que

|W(x1 )| > 0 ,

Soit k une fonction deux fois continûment dérivable telle que

O^k^l , kix^) = 1 , k(x)  ̂ 1 pour x 4 x^ , Supp k c 3 o , x Q [ { 

k"(x) < 0  pour x appartenant à un voisinage K de dans

3 0 * x01 8

En restreignant» au besoin K , on peut supposer en outre que

| arg W(x) - arg W (aĉ  ) | -s? ^  pour xsrK »

Soit 0 tel que e ~ * 0 Wix.̂ ) m |w(x^)| «

On a alors i

Si x e  [o,x.] | W ( x ) + c e i6 k (x ) | ^ |w(x.)| + c

Si x e K 0 [xltl] |w(x) + c e * 0 k ( x ) | ^  |w(xq )| + c

Si x e [ x ltl|\K | W(x ) + c e 10 k(x)|<]|w|| + c(l-a)

|w(x1 ) + c e 1 k ( x 1 j| ■ |w(x1 )| + c

où (l-a) * sup k (x ) < 1  » 
xc'PK

Hw|| - |w (* )|
Alors pour c strictement supérieur à — ..——  » la borne

supérieure de |w + c e k| est atteinte au moins une fois sur 

Kf) rxx .l] » Il existe donc 8' et il existe x Q appartenant à

K D [x^glj tel que ;

e^6 w (x„) + ° e^^e+Ö  ̂ k(x ) * ||W + c e*®k||
C c

(Jle e*0 W(x ) - c x île e i ( 0 O ) k »(x ) ̂  0 ,
C C c
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On a alors la disposition suivante s

W ( x J
C

Ce qui prouve (cela peut être précisé par un calcul simple), que

D*autre part

k» (xc )« O #

On a donc

(iVe e W( x 0 
c

et par conséquent s

j W ( x^ ) | + c = | W(x1 ) + c e^0k(x1 ) j < |! W+c e i0k||^:c cos(0 + e ' )  k ( xq ) <: c

ce qui implique

| W ( ac1 ) j = 0

ce qui est contradictoires

- On a donc démontré que W était nul sur [ 0 , xq] « 

On a donc

u(x) ■ h(x) et Au(x) = Ah(x) pour tout x de [o ,x q] &

Donc u est continûment derivable sur ] 0 , xq [  et

- xu'(x) a Au(x) pour tout x de ] 0 , xq [  -

cos(0 + 0 * ) > 0 0

c ei0h(x ) + W(x ) 
C c

e*°;___ w ( 3t1 >
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x q étant arbitraire, on voit que u appartient à A et

/v
Au(x) = - x u*(x)

A coincide donc avec A »

V «3«7 « V sont des opérateurs codissipatifs , maximaux parmi

les opérateurs codiss ipat ifs de E _e_t E^ respectivement.

Ceci découle immédiatement de V e3o6, de V®3o^ et des proposi­

tions IV e3b et IIIo2.10.

V .3 » 8 » Ap est un opérateur dissipatif. maximal parmi les opérateurs 

dissipatifs de E^ 6

Découle de IV » 3 eH »

V » 3 »9 ° V e_t Vp ne peuvent se prolonger en des cogénérateurs sur 

^ E|̂  re spe c t ivement o A e_t Aĵ  ne peuvent se prolonger en

des générateurs sur E ejt respectivement «

Ceci est évident à partir de V 03o7» V 03o8 et V«3e5s

L'opérateur V défini précédemment montre que le théorème V 01»1 

peut être faux si E n'est pas un espace de Hilbert et que le théo­

rème V 02 0l est également mis en défaut si D ne contient pas 

3t(X,A) 6 Enfin, l'opérateur montre que le théorème V,2»7 est

mis en défaut si on n'est pas dans un semi-groupe localement compacte
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CHAPITRE VIo

Sur le principe fort du maximum en module0

1 o Le théorème direct0

Soit m un entier supérieur ou égal à 1 e On supposeB dans 

ce paragraphe j que E est l'espace c€°{IRm eA) 0 On note 3) l'espace 

des fonctions indéfiniment dérivables* à valeurs dans A g à support 

compact dans lRm 0

On suppose enfin que D est l'espace 5) 6

V I e1 o1 o Théorème e On suppose qu’il existe A 8 de domaine D(A) , 

générateur infinitésimal d 9un semi-groupe sur E fortement continu 

et à contraction» et qu’il existe un opérateur différentiel P sur 

IRm tel que s

1) lu VcD(A) j

2) P(3)) * E 8

3) V f  e 2) AVf = Pf

„ „ . . „ , ( 1 ) 
alors V vérifié le principe fort du maximum en module 0

Soit (R.)_ la famille résolvante associée à A s On a s
À A >0

V A»0 * V f e 3  Vf * - R Pf + AR Vf
À À

R^ vérifie le principe fort du maximum en module d'après le corol­

laire IVo^»8 et la proposition III0206 e

D ’autre parti 1®S hypothèses impliquent

(l) Pour la définition de ce principe,) voir le corollaire IV6U68 0
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Im A = E «

On a donc, d ’après la proposition 11,2*5,

s - lim AR » 0 » 
A+o

Soit f appartenant à J  et soit e>0 » 

Supposons que

|Vf(x)|^l pour tout x de Supp f »

On a alors, pour A assez petit ( A tel que || AR Vf|(<e)
À

¡R^Pf(x)¡<$: 1 + E  pour tout x de Supp f

et donc à fortiori

|R^Pf (x) | 1+e pour tout x de Supp Pf .

Mais R^ , vérifiant le principe fort du maximum en module, on a 

alors

|R Pf(x)|« 1+e pour tout x ,

ce qui entraîne

| Vf ( x) | l+2e pour tout x «

£ étant arbitraire, on a finalement

|Vf(x)|-il pour tout x •

Faisons deux remarques utiles pour la suite ?

V I »1.26 Remarques s . S_i P est un opérateur différentiel non identi­

quement nul et à coefficients constants, 2) est automatiquement 

vérifié,,
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trortte__sjar E , alors le prolongement vérifie encore le principe fort 

du maximum en module 0

|Vf(x)|^ 1 pour tout x de Supp f 0

Soit £>0 » Posons

coe = {xj ¡Vf(x) | < 1+e} o

Soit ♦ une suite régularisante de 2) 0 Pour n assez grand on a n

Supp f * <J> c ü)e 
n t

et ||v(f * *n ) - Vf ) || ̂  e

On a donc

Il V ( f * <frn ) ¡U l + 2e

et» en faisant tendre n vers 1 5 infini» on obtient

H Vf |U 1 + 2 e .

Ê étant arbitraire»

||Vf|Ul »

Soit maintenant f appartenant à E et supposons

|Vf(x)|«l pour tout x de Supp f 0

La première remarque peut se démontrer par la transformation 

de Fourier0

Démontrons la deuxième remarques

Soit f appartenant à I5t(lRm llA) et supposons

o Supposons que V se prolonge en un opérateur
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Soit e>0 e II existe <j> appartenant à R̂+ ({Rm ) tel que

||Vf - V*f || v< E o

On a donc

| V(j>f (x ) | ^ 1+e pour tout x de Supp ijif c Supp f

et donc

||V+f|U 1+e

ce qui entraîne

I|Vf|Ul+2e

£ étant arbitraire* on a ||Vf||^l 0

Nous donnons ci-dessous un exemple d 9un noyau rentrant dans le 

cadre du théorème VI0loi et qui n'est pas un potentiel0

VIole 3 o Exemple g On suppose que m=2 et on prend pour V le noyau 

de convolution par la mesure "^’£y 0 Alors prenons pour A le 

noyau de convolution par le laplacien à , on a

1 i 8 - S %
4 * ïïîï = 2* - 1

ce qui prouve que l ’on est dans les conditions d 9application du 

théorème VIololo

On peut voir directement que V vérifie le principe fort du 

maximum en module car Vf est holomorphe sur le complémentaire du 

support de f , pour toute fonction f de 3) t D 9 autre part il est, 

facile de voir que V n'est pas codissipatif0

Dans les paragraphes suivants, nous cherchons à établir, sous 

des hypothèses plus fortes, une réciproque au théorème précédente
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2° Noyau* de convolution sur JR 6

Dans ce paragraphe t E désigne l'espace <^°(lREl(C) et on note 3> 

l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur |B , à valeurs 

dans C et à support compact0

On note P l'ensemble des distributions T vérifiant s

\f f ( 0 ) * ||f|| = *  & e < T cf» « 0

D'après [îj b ce sont des distributions de ¿3 8 -, (IR ) et elles sont
L

associées aux générateurs infinitésimaux de semi-groupes de mesures 

de norme inférieure ou égale à 1 t sur JR 0

Enfin k désigne une mesure bornée sur © et V est l 9opérateur
■K

borné sur E défini par s

f e: E “4“ k ^ f e E  B

VIo2 o1 o Théorème 0 On suppose que k est symétrique et non nulle0 

Alors9 pour que V^ vérifie le principe fort du maximum en module« 

il faut et il suffit qu9il existe deux nombres complexes c^ ejç Cg 

non nuls tous deux et qu'il existe T appartenant à P tel que

k * T « c^ô + Cgô" o

Le fait que la condition soit suffisante découle du théorème V l d o l  

et des remarques VI0lo2B compte tenu du résultat de [î] s 

I e application

f T * f 8

«

de domaine fô(lR) B définit un prégénérateur sur E »

Nous allons montrer que la condition est nécessaire0 

Supposons que k soit symétrique non nulle et que V^ vérifie le 

principe fort du maximum en module» Alors d'après le théorème IV05o3g 

à tout e>0 on peut associer une mesure bornée telle que s

Supp 0£ c [ 1R]-eîe[ , ||oe(| 4 1 , k -* (6- )  | [-e ,e] - 0 0
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D ’autre part» k étant symétrique, on peut (en remplaçant a par
, v a + 0

.- g .- ) supposer que o £ soit symétrique»

Pour tout e>0 , il existe deux mesures symétriques et

telles que s

1er cas § ag ne converge pas faiblement vers 6 «

Il existe alors une mesure bornée a # 6 et X appartenant 

à € tels que s

|| o || ̂  1 8 a symétrique et k*(a-ô) 3 Aô «

Supposons que A=0 0 k étant non nul, il existe xo>0 tel que

k(x ) # 0 et donco

1 = o (x  ) a fco s  2ttx y da (y )o j o

6~ étant de norme inférieure ou égale à 1 , ceci implique que cr

est porté par < > 0
keixo > nc2

Mais k(x) étant non nul pour x assez voisin de x , er est
O

aussi porté par j ~  1 pour de tels x 0
neZt

Il en résulte (il suffit de prendre —  irrationel) que a est
o

porté par {0} et donc que a est la mesure 5 , ce qui est contra­

dictoire »

Finalement, (a-& ) étant un élément de P , le théorème est démontré 

dans ce cas P

2ème cas s <rg converge faiblement vers $ 0

On désigne par xq un réel strictement positif tel que 

k(xQ ) # 0 e Nous allons passer par plusieurs étapes»

Supp at a L ] - e , e {  j Supp a £ c  [ - e , e ]  j | |o e | | ^ l  ; k * ( 5 - a £ ) = a £ 0
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-A O
a - Il existe une constante M>0 telle que ll-a (x )Ix Mei e O

pour e assez petit s 

En effet s

|l-î£ (*o ) I » ici- | cos 2irxoir | ) d| o£ I (y ) » f 2 sin2»xoy d | a | (y )

[* *1" • ï HO o

>2 sin2irx g d|a (y)|

i [„  ... ..-A..1
L ® i+X

O O

Üais a convergeant faiblement vers 6 » d|a (y)|

e J r 1 1 i er  i n r *  ttï
o o

est minoré par une constante strictement positive (pour e assez 

petit)8 d®où le résultato

f “ e )
b - j ” Yx’r "j * 0<e<eo ï est une famille équicontinue, uniformément

V» £  O -r

bornée en module par un polynome du second degré s 

En effet

“ (x) o ( x ) - o ( x )e 1*'' _ e e o
^ .; 111 , = 1 + ^”'T~ V*"*' et
“£ < % »  W

ja (x) - a (x9)|« ¡¡cos 2irxy - cos 2tx9y| d|a |(y)N< A e2 jx2-x92|
£ £ j £

et jaE(xo )j^.B e2 (d9 après a -)

où A et B sont des constantes strictement positives0

ae
c - Il existe une suite e tendant vers 0 telle que " .......

: n ^  .
“ e <xo ) 

n

converge au sens de l'espace de distributions "û9 vers Aô + yô" 

avec X et p non tous les deux nuls s

En effet d 9après b -, le théorème d'Ascoli et les propriétés de 

la transformation de Fourier dans *$9 t on voit qusil existe une
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suite en tendant vers 0 et une distribution T appartenant à 

telles nue

a
e

— — —  — V- T dans <£9 quand n — » 0
a (x ) 
e o 
n

T est nécessairement une distribution à support {0} telle que T 

est majorée par un polynome du second degré» Donc, en tenant compte 

de la symétrie et du fait que T ( x q ) = 1 , on a s

3 A » p non n u ls  to u s  l e s  d eux  § T » AS  + y<5" «

D'autre part la convergence a lieu aussi dans car les mesures

e* ont leur support dans un compact fixe pour £ ^ £ »
C ! O

d - Il existe une suite (k }  ̂ de nombres strictement positifs»
n n^o v

une suite de mesures symétriques de norme inférieure ou égale

à 1 et deux nombres complexes c^ et c2 non nuls tous les deux

tels que

a - ô
l im  k * —j —  = D dans
n-*œ n

a v ec

Il suffit de prendre* avec les notations de c - * a, = a et
xi C

nk

^  = I ocg (x ) f où n^ est une suite extraite de IN telle que 

nk

“t U o> 
nk

. ■■ converge vers une limite 6

l°En Ut>)|
' “k '

e - (2>) est dense dans E s 

En effets si f appartient à $  , on a d 9après d -

D = e^ó + c 2 <5n s

-è»
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a *f-f
lim Vk (-£---- ) = Df dans E .
n-*-® n

Donc ?

Il en résulte que V]S(E ) es-t dense dans E et, Vfc étant borné 6 

le résultat est démontrée

f - V. est injectif sur W ? 
k w

En effet» d'après d -, si f appartient à 3) t

V f = 0 = >  Df - 0 ==> f = 0 .

Soit A l'opérateur de E de domaine D^ a V^(2)) défini par s

A V, f ■ Df .
k

g - A est dissipatif de domaine dense ;

Supposons en effet que pour f appartenant à £3 et x réel, on 

ait s

Vk f(x) " HVkf i 0

Alors

0 -a

Y n>0 £Re k f  ) (x  ) 4 0
A n

e t  donc

Df (x) < O «

La densité de D, a été montrée en e -,
A

h - Pour tout X positif, Im(AI-A) est dense dans E s

Il s°agit de démontrer, X étant positif que

{AV^f - Df i fe3)J est dense dans E 6

Vk (E) 3 {Df ; f e â }  .
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Soit alors y une mesure bornée telle que

Ak x y - D p *» 0 •

On a alors ?

✓V. /N- /\A

Àkp - Dp - 0 .

So it

1“^
k [lim (A + - n )] p = 0 . 

n-*-» n

Or

-, ^
1-a

ffie ( A + n ) > A . 
n

Donc on a nécessairement

A-*'
ky = 0 soit k * p  * 0 «

Mais» d°après e - » ceci implique que y. est nul, ce qui montre le

résultat (par application du théorème de Hahn-Banach)6

(On peut aussi démontrer h - par application du théorème V 62 05)°

i - Le plus petit prolongement ferme A de A engendre un 

semi-groupe fortement continu et à contraction, invariant par trans­

lations» sur E s

D'après le théorème de Hille-Yosida, 'A engendre un semi-groupe 

fortement continu et à contractions D'autre part A étant invariant
A A 0 s

par translations» il en est de meme de A , donc de la famille résol­

vante engendrée et par conséquent aussi du semi-groupe0

Alors d°après [?], il existe une distribution T de P telle que

• /V

VfeOMlR) Af ■ T * f

et donc

V f  e3> A Vk f = T * (k » f )
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et par conséquent

VIa'2o2 o Remarque % Il existe des mesures bornées, k , symétriques 

telles que V^ vérifie le principe fort du maximum en module et 

pour lesquelles il n 9existe pas de distribution T appartenant à 

P avec s

3 0 e f o t2irJ k * T « e ie<S 0

Ceci se produit par exemple pour

k = ô - e ~'/ 3 \x \ dx 0

✓3

En effet, on a alors

/ 6 " - 3 6 x  ô 6 
k * (— —̂ ) » — 77- »

ce qui, d ’après VIolJ, prouve que V. vérifie le principe fort du
_ t x !

maximum en module j mais k *. (e dx+S) est la mesure 6 6 et

pour aucun 0 , e (e 1 'dx+6) n 9 appartient à P 0

Le théorème suivant donne une condition suffisante, mais évi­

demment non nécessaire pour que V. vérifiant le principe fort du
v  ¿ 0

maximum en module soit, à une multiplication par e près, un 

potentiel §

VIo 2 o 3 & Théorème„ Soit k une mesure symétrique bornée non nulle
0 0 ^  f \ > * 0  

telle que lim m  f k (x j = 0 6 Alors sont équivalents §
UK“

i) vérifie le principe fort du maximum en module6

ii) Il existe 0 appartenant à [o,2ir3 e_t T appartenant à P 

tel que

k x T = e ieô c

T * k -  D e
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I l  s u f f i t  de d é m o n tr e r  que i )  im p l iq u e  i i ) «  O r ,  s i  i )  e s t  

v é r i f i é ,  d ' a p r è s  l e  th é o rè m e  V I , 2 , 1 ,  i l  e x i s t e  un p o ly n ô m e  d i f f é ­

r e n t i e l  D d 'o r d r e  2 e t  une d i s t r i b u t i o n  T a p p a r t e n a n t  à  P 

t e l s  que

k * T ■ D 6

O r, s i  T a p p a r t i e n t  à P , |T |  ■  0 ( | x | 2 ) „ (En e f f e t ,  d ' a p r è s  [ î ] » 

T 3 S+y a v e c  S d i s t r i b u t i o n  à  s u p p o r t  c o m p a c t d 'o r d r e  i n f é r i e u r  

o u  é g a l  à  2 e t  m une m e su re  b o r n é e ) 0 I I  en  r é s u l t e  que s i

l im  i n f I k ( x ) I « 0 
| x b »

on a

l im  i n f  -  0
| * | ~  1 x2

e t  d o n c  D e s t  de l a  fo rm e  c^ô «

N ous a l l o n s  d o n n e r  c i - d e s s o u s  un th é o rè m e  a n a lo g u e  a u «  th é o r è m e s  

V I S2(,1 e t  V I ft2 s3  p o u r  d e s  m e s u r e s  b o r n é e s  à s u p p o r t  d a n s  [ o t œ [  e

V io 2 0Uo T h é o rè m e 6 S o i t  k une m e su re  b o r n é e  n o n  n u l l e  à  s u p p o r t  

d a n s  [  0 ,  » £ o P o u r  nue  Vfc v é r i f i e  l e  p r i n c i p e  f o r t  d u  maximum en  

m o d u le t i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  T a p p a r t e n a n t  à P e t  

s ^ B Ê o r t^ d a n s  [ o , » [  je t c^ e_t c 2 n o m b re s  c o m p le x e s  n o n  n u l s  

t o u s  l e s  d e u x  t e l s  que

k * T ■ c ^ 6  + CgÔ' o

S i  k ( { 0 } )  e s t  n u l , p o u r  que V^ v é r i f i e  l e  p r i n c i p e  f o r t  du  

maximum en  m o d u le ,  i l  f a u t  e t  i l  s u f f i t  q u ' i l  e x i s t e  0 a j j g a r t e n a n t  

à [0 ,2 * 3  T a p p a r t e n a n t  à P e t  à s u p p o r t  d a n s  [ o , « £  t e l

k * T -  e 1 0 <5
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Le fait que la condition soit suffisante découle, comme précédemment 

du théorème V l d o l  et des reamrques VI61 620

Nous allons montrer que la condition est nécessaire par une 

méthode analogue à celle du théorème VI.261 # mais simplifiée par 

suite des propriétés de la transformation de Laplace,

Supposons que vérifie le principe fort du maximum en module0

Alors, d'après le théorème IV05o39 à tout e>0 on peut associer

des mesures a et a bornées telles que s
e e *

|| o-£ll « 1 Supp oec] — ,-eI Supp o£ c [-£,+»[ et

Y
k -* ( 6-0 ) * a o

e e

Il en résulte que Supp a est inclus dans f-e,oJ et

k * (ô-a£ ) » o£ o

Soient K „ S 8 A les transformées de Laplace de k , a et a
C £ C £

définies sur {zj(Re z x O ) s

K ( z ) = fe”tZ dk(t ) S (z) » fetZ da (t) A (z) = etz da (t) »
I t? 1 t  fc W

Soit x un réel strictement positif tel que K(x ) soit non nul«
o o

On a pour tout z tel que <fte z soit positif ou nul s

1 -  S e ( z )  i

1 - M x« Mt O I

Or il existe des constantes A et £ positives telles que s

1 "txo -tz.

V t > °  - - - Iti-  ^ A + B IX 0~ Z I
(1 - e °) t

l'inégalité précédente étant valable pour tout z de partie réelle 

positive o

j l  -  J e " t z  do ( t )  I
^  £  I ^  «ï

---------t«;' ;— 41
|l - e aoe(t)|

r “ t x  .
J | .  0 - e-tz | d|¿ |(t)

+ --------— ---------- £----  .

J(1 - e °) d|ae I(t)
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On a donc

1 ""I.s 'l 'x ..j *  ( A + 1 )  + B lx 0 ” z I 6
e o

1 - S (z) »

On en déduit (en posant A 9 * A+l)

1 M ' i ,  )l < lK<s )l «A* + B|*0-* l)
e o

D'autre part, pour tout couple (z,z!) de nombres complexes de 

parties réelles positives s

| Ae ( z ) . -  Ae ( z S )  2 | | k II e 1 8 -s *  I , . i  
.Ï.r-T T x 11)"11 « -u-JL- 4 ^ - 1 m |z-z'|

1 e 0 1 - e °

où M est une constante positive «

Donc* par application du théorème d'Ascoli et de la théorie de la 

transformation de Laplace (ou de FourierK il existe une suite £
v' Xi
a
e

tendant vers 0 telle que -j— —j converge au sens des distri-
e o 
n

butions vers X6 + p<5° avec X et p deux nombres complexes 

non tous les deux nuls0

Aen

De la convergence de la suite i "s' (x )' on déduit ceH e de la

1 - S en *°
£

suite ;.. ...- » . x uniformément sur tout compact de lçensemble
1 - (x )e o n

{ z ; Que z ̂  a} où a est un nombre strictement positif tel que 

X-pz ne ssannule pas sur cet ensemble«
V

6 -  a
en

Il en résulte que g— -j™— y converge au sens des distributions
e o 
n

vers une distribution T* qui est, à un coefficient multiplicatif

près, une distribution de P à support dans f0|œ [ o Ceci permet
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d ’achever la démonstration de la première partie du théorème0 

La seconde partie résulte aisément des majorations trouvées«

3 0 Hoyaux de convolution sur jRm (m^2)0

Nous allons j, dans ce paragraphe 9 généraliser des résultats du 

paragraphe précédent au cas de !Rm (m>2) 0

k désigne maintenant une mesure bornée sur ÏRm 8 et V. le noyau 

de convolution associée On note P l'ensemble des distributions T 

sur lRm tel que :

Vfe2 f(0) = ||f|| =̂ > dbë<Ttt>^0

où 2) désigne l°ensemble des fonctions indéfiniment dérivables à 

support compact dans IRm 6
i S ïîl
| o i désigne la norme euclidienne sur TR et 0 le produit 

scalaire 6

VI8 3 olo Théorème 0 On suppose que k soit non nulle et invariante 

par les rotations de XR 0 Pour que V^ vérifie le principe fort 

du maximum en module» il faut et il suffit qu8il existe deux nombres 

complexes c1 et. c2 non tous les deux nuls et une distribution 

T de P invariante par rotations tels que

k * T » c^ô + c2A

2 2
f a -  i l i  + + i l i  \
(, A =  +  0 0 0 +   S  ) •

8x, 3x1 m

Si on suppose en outre que

✓S
lim inf k(x) « 0 z

| X [ *^°°

alors pour que V^ vérifie le principe fort du maximum en module 

il faut et il suffit qu°il existe B appartenant à £ o 2nr] ej; T 

appartenant à P invariant par rotations tels que %
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1 6
k * T « e 6

(Nous appelons rotation de © m un opérateur représenté par une 

matrice orthogonale de déterminant 1 » On note dY la mesure de 

Haar de masse 1 sur le groupe des rotations)8

La deuxième partie du théorème ainsi que la partie réciproque 

de la première partie se démontrent comme au paragraphe 20 

Supposons donc que k soit une mesure bornée non nulle invariante 

par rotations et que vérifie le principe fort du maximum en

module0 D*après le théorème IVe,5®3» à tout e>0 on peut associer

des mesures bornées a et a telles que s
e e *

IfoJI*! Supp o£ c { x  i |x|>e} Supp ag c (x 5 | x | ̂  e } et

k-H-Cô-cr)38« ®e e

En remplaçant au besoin o par 1 t(a ) àt et a par ]t(a ) dt
€ J  €  €  J  €

(où t(p) représente l'image de p par t ) t on peut supposer que

a et a sont invariants par les rotations^ 
e e ■ *

n ^ ô
Soit u appartenant à ü  , u # 0 „ tel que k(u) soit dif­

férent de 0 0 On a évidemment

j'e2*iru3r dag (y ) = Je“2^WUiy dag (y ) * cos 2iru>y dog (y )

(il existe en effet toujours une rotation t telle que s

Vy<=lRn Uot(y) * - u sy ) e

Alor,s s

|l - ie2lWU*̂  do (y ) | > f 2 sin2tru6y d|o£ |.(y)

j J \j \ ^

- f 2 sin2,nr r(u)sy d. j<TÇ | (ÿ)

'J !y | ^
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En intégrant par rapport à dx , on voit que, a étant la 

répartition uniforme de la masse +1 sur la sphère de centre 0 

et de rayon |u| , 'on a :

pour toute rotation t .

|1 .  Je21' “ -* 40£(y)L< jdo(u)

Or

sin2ir(u.y) > Mu . y ) 2 .

Donc

On a donc une inégalité analogue à celle utilisée dans la démons­

tration du théorème VI.2,1• Tout se poursuit alors comme dans cette 

démonstration, avec des adaptations évidentes.

VI»3o2. Théorème » Soit k une mesure bornée non nulle de ,

à support dans un cône convexe fermé r dont le cone dual est 

d ’'intérieur non vide. On suppose en outre que k({0}) ■ 0 » Alors, 

j30ur_£ue Vk vérifie le principe fort du maximum en module, il faut 

et il suffit qu’il existe une distribution T appartenant à P 

et 9 appartenant à [b,2irj telle que

i© rk # T * e 6 ,

Rappelons que si f est un cone, on appelle cone dual le cône

C ■ {x i V y e  T x,y« 0} »

Si r est un cône convexe fermé de cône dual non vide, on voit aisé-

|1  -  í« 2 i * “ -y 4o£ (y ) I
8 , ,2 

» : M

M

2 sin ïïu.y dIa (y)I.

■ I r l < ¥

I y 12 a |oe I(y )

J |y|¿fl

8 2 , ,2 
— e u
m 1 1 í  I , a l ° c I ty )  •

I y I í ¥
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-ment qu'il existe un cone 

tel que

Î 1 3  ( r \ { o } ) .

Soit donc ri un tel cène (qu'on peut même choisir de révolution), 

Supposons que k soit à support dans r t que k({0}) soit nul et 

que vérifie le principe fort du maximum en modules Alors,

d'après le théorème IVo5e3* à tout e>0 , on peut associer des mesures

)|oe I U l  Supp ae c rx 0 B(Ote ) Supp og c U B ( 0 , e )

et k * ( ô-a ) = ot »
e e

Il en résulte que

Supp a£ c 3F1 U (T1 0 B(0,e)) ,

Nous allons montrer qu'en fait

Supp a£C  r^(lB(0,e) ,

Soit f une fonction continue à support compact sur IRm telle que

% h t - fh

Supp f c  B(0,e ) \j . T. «
L 1

f(x) da£ (x) = flgr (x) i'(x) dag (x) . 
» » 1

Or

| 13ri n ( r \ { o } ) (x)

O
car r\{0}c ri .

D'autre part étudions s

jl3r (x+y) f(x+y ) dk (x ) doe (y) 0

ri vérifiant les mêmes propriétés et

°e ae bornées telles que (B(0,e) représentent {x;|x|<e}) ?

f(x) dk(x) * 0|lar (x) f(x) dk(x) »
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On obtient une contribution non nulle dans l'intégrale si ;

x+y € 3 r . | x+y | > e x e r v { 0 }  y e  r . H f B (0 ,e  ) .«*■ x v ,

or i^+rMo} c r 1+r1 c r ± .

Donc les quatre propriétés ci-dessus ne peuvent être simultanément 

réalisées»

Ceci étant, soit

K(z) = jet#z dk(t) pour z s C^+ilR111

O

k étant non nulle, il existe u appartenant à C^ tel que

K(u) i  0

et il existe alors a strictement positif tel que

V t er^ t »u <-a 111 »

Remarque ; On peut aussi étudier le principe fort du maximum en 

module sur un cône convexe fermé de IRm dont le cone dual est 

d'intérieur non vide et affaiblir les hypothèses sur k dans les 

théorèmes VTe3®2 et VIe2,U» LeB méthodes sont voisines de celles 

utilisées dans le chapitre suivant et nous ne les développerons 

donc pas afin de ne pas alourdir l'exposé.

r1 B On d^finitC1 le cone dual de

A partir de là, on peut trouver des majorations analogues à 

celles de VI02 0U et terminer la démonstration de la même façon0 

La distribution T mise en évidence sera à support dans T1 *
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CHAPITRE VII0

Sur le principe classique du maximumo

Dans ce chapitre 9 nous étudions certaines relations entre les 

opérateurs vérifiant le principe classique du maximum et les

"quotients" des générateurs infinitésimaux^ Les résultats trouvés 

ne sont que partiels0 Les idées de base sont dues à A 0 Beurling et 

J 0 Deny0 Nous généralisons 1 5étude que ces deux auteurs ont faite 

dans le cas du tore (cf0 [17])» au cas de ffim avec des hypothèses 

restrictives sur le noyau» et au cas de cônes de IRm 0

lo Le théorème dire cto

Nous allons donner un théorème analogue à un théorème de [5] 

mais avec des hypothèses un peu différenteso

V II01 010 Théorème 0 Soient V une application linéaire de ît(XBffi ) 

dans tS°(.X0|R) 9 A^ de domaine DÎA^) un générateur infinitésimal

d°un semi-groupe de Feller sur X 6 R^ la famille résolvante asso­

ciée a Ag de domaine D(Ag) un générateur infinitésimal d°un semi- 

groupe fortement continu d 8 opérateurs positifs sur C6°(X8IR) 0 Soit 

H un sous-espace de

% ( x 8ir) n v " 1(D(A1 )) D d ( A 2 )

tel que pour tout f _de H on ait

AxVf = Agf

et

lim XR^Vf(x) 3 0 pour tout x de X 0 
\-+a A

(l) Pour la définition de ce principe, voir corollaire IVaUo9e
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Alors,

Y f e H 0!K+ (X ) ( Vf (x ) « 1 pour tout x de Supp f ) =*> (Vf < 1 ) .

Supposons vérifiées les hypothèses du théorème*

R1

V f € H (l-AR1 )Vf = - R1 A_f » lim — • (f-P?f) 
* x 2 t-̂ o t *

2
où (P^)^>Q représente le semi-groupe engendré par A2 et où la

limite est au sens de la norme*

2 1 
Les opérateurs (P*).. étant positifs et les opérateurs (R,)>.

X tyO À À ̂ O

vérifiant le principe complet du maximum (cf. £2lJ ), il est clair 

que pour tout A>0 et tout t>0 , l ’opérateur

Rx ?
Îr (I-pt>

vérifie le principe classique du maximum*

Supposons alors que f appartienne à HfiDi+ (X) et que

Vf(x)^ 1 pour tout x de Supp f *

Soit e>0 arbitraire» Alors d'après les hypothèses faites, pour X 

assez petit on a :

(I- R^)Vf(x) 1+e pour tout x de Supp f

soit

- R^Agf (x) .$ 1+e pour tout x de Supp f •

Pour un tel X et pour t assez petit on a donc

RX 2
<£— (f-Ptf)(x)^: l+2e pour tout x de Supp f

et par conséquent :
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RX 2
•£— (f-P^f) (x) î l+2e pour tout x s

Faisant alors tendre t vers 0 , on voit que

- R^Agf « l+2c

c'est-à-dire

(i-AR^)Vf« l+2e o

Nous faisons maintenant tendre A vers 0 , ce qui donne

Vf « l+2e

et9 & étant arbitraire,

Vf i 1 0

Remarque § On a utilisé, dans la démonstration, que AR^Vf conver­

geait uniformément vers 0 , mais il est bien connu que, pour les

familles résolvantes de type M „ la convergence faible de XR x
À

vers 0 entraîne la convergence forteo

Or ic i g AR^Vf converge faiblement vers 0 d ’après le théorème de 

Lebesguee

Nous allons maintenant donner deux réciproques à ce théorème 

dans un cas particulière

L'outil fondamental est 1 5utilisâtion des fonctions de Bernsteini 

Nous allons rappeler ci-dessous les principaux résultats connus sur 

ces fonctions en esquissant simplement les démonstrations (cf8 [6] 

et [2] p 086 à 91 ) o

Dans toute la suite de ce chapitre, r désigne un cone convexe fermé 

de tRm dont le cône dual s

C ■ {xeffim j V y e T  x.y^O)

est d'intérieur non video
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On pose

o
B = - C o

(Naturellement * désigne le produit scalaire habituel et m est 

un entier quelconque non nul)»

2o Fonctions complètement monotones èt de Bernstein sur B «

VII „gpl e Définitions» , »Une fonction f de B dans ER est dite
V  o 0 0  o o

compleitement monotone sur B s_x f est de classe C , po s i t x ve

sur B et V x e B , V p^l ,V c B  (-l)p f ̂p ̂ ( x ), ( Ç , » », , Ç )>0.
Jtr ™ Jr

V x e B » V p»l, £B (-1)P fip^(x)0 (Ç,, o 0 6 ,E ) s< 0 .
X  ¿ J  Jm ÿ

On notera Ar l ’opérateur qui à toute fonction f sur B associe
%

la fonction

x e B — V- f(x+ç) - f(x) ('ÇeB) #

VIIo2 o2 o Théorème6 Soit f une fonction réelle définie sur B e 

Sont équivalents s

1 ) f est complètement monotone sur B o

2) f est positive sur B e_t

V  P^l » V  Ç.B o o 6 , Ç e B (-1)P A ®ss A f > 0 .
P 1 P

3) Il existe une mesure positive u à support dans T telle que

V x e B  f(x) * Je dy(t) s

En outre la mesure u de 3) e st un ique »

s Une fonction f de B dans 1E est dite 

une fonction de Bernstein sur B s_i f est de classe C 00 , positive 

sur B et.
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On peut, pour démontrer ce théorème, utiliser la méthode de G 0 

Choquet utilisant le théorème de Krein-Milman„

VIIo 2 o3 o Corollaire o I/ensemble des fonctions complètement monotones 

sur B est fermé» pour la topologie de la convergence simple, dans
g .

I» ensemble IR 0

VIIa 2 o U o Théorème 0 Soit F une fonction réelle sur B s Pour que F 

soit une fonction de Bernstein, il faut et il suffit quBil existe 

a>0 „ b appartenant à r , _et y mesure positive sur F\{0 } tels 

que

J î+ftT a"(t) < ”

avec

V u « B F ( u ) * a + b 0u + | {l-e“’t 0 u ) dp ( t ) s

H , a e^ b sont alors uniques et on a s

V u e B  lim F(tu) * a
t-K>

. F(tu)
Ixm .1 • boU ®
t-*®

te®*

Soit F une fonction de Bernstein sur B , Alors

V u e B  lim F(tu) =* inf F(u)
t**o ueB

te®*

Posons a cptte borne inférieure®

Alors, d 9après le théorème VII02 02, à tout u de B on peut associer 

de façon unique une mesure p^ positive à support dans r telle que

Y x e  B F* (x ) 6u * Je“toX dp^Ct) 6
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L® application

u — u 
Hu

est alors additive et positivement homogène sur B et, d'après le 

théorème de Scbvarz s

Vu , v c B (t s v ) dpu (t) * (t.u) dpy (t) ,

Posons alors

Mu (t>

M s 1r\{o}^t  ̂ t » u 0

On voit aisément que cette expression a un sens et est indépendante 

de u appartenant à B 0

D'autre part, B-B étant égal à lRm , il existe un élément b 

de T tel que

M ({0}) = b»u pour tout u de B o

On a alors

f1 9 f1
F(u) * a + —  F(vu) dv * a + F 9(vu)0u dv 8

J o ' o

Donc, d9 après le théorème de Fubini s

F (u) = a + bou + J(l-e"toU) dp(t) o

On en déduit que 1 j, i .(t ) t 0u est p-intégrable0 Or il existe a»0
11 1

tel que t»u>a|t| , donc ljt|<l(t) 1̂ 1 cs^ p-intégrable0 D'autre 

part

(l-e~t ’U ) > (l-e”a ̂  ) > (l-e"’a ) pour 11 ¡j > 1 8

Donc 1 11 1>1 (t ) est P-intégrable6

11 en résulte que

f "■ 11 1 dp(t ) < » 8 
i 1*|*|
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L'unicité et 1 “expression de a et b découlent immédiatement du 

théorème de Lebesgue0

La réciproque est immédiate0

VIIo-2o 5 o Théorème 0 Soit F une fonction réelle sur B 0 Pour que F

soit une fonction de Bernstein sur B il faut et il suffit que F
-tF » .

soit positive sur B et que pour tout t^O t e soit complètement

monotone sur B 6

La partie directe est à peu près évidente0 Réciproquement si 

F est >0 et si

^ t F
vt>0 e” est complètement monotone sur B ,

il est clair que F est de classe C et que

V p^O g V x e  B

. -tF
Or " .1 est évidemment une fonction de Bernstein8 â 5où le

ré suitat0

VII o2 q6 o Corollaire 0 L°ensemble des fonctions de Bernstein sur B
o B

constitue un sous-ensemble fermé métrisable de 1R 0

Le fait que l°ensemble soit fermé découle du corollaire VII02 03 

et du théorème VII0205o Le fait qu°il soit métrisable découle faci­

lement de propriétés de croissances

Nous adoptons les notations et les définitions de i T j s

P ( r  ) désignera l'ensemble des distributions de 5D® (tRm ) à support
L

dans F "engendrant" un semi-groupe de mesures à support dans r e

Nous noterons P+ (F) le sous-cone du précédent formé des dis­

tributions telles que les mesures du semi-groupe engendré soient 

positiveso

F(p) (x) » 1 im (l«ë"tF ^ (P\  }
t‘►o l t y (x) »

te®*
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VIIo207 o Théorème 6 Pour qu’une fonction F réelle sur B soit une 

fonction de Bernstein il faut et il suffit qu’il existe une distri­

bution T de P+ (r) telle que s

V u « B F(u) « - <e~toU,T > 9%

( ° D'après le théorème VII »2 6 4 , on en déduit que les dis­

tributions de P+ (r ) admettent une représentation du type 8

- a6

En effet * on voit facilement que pour que (tx ). soit un semi-
t» t

groupe de mesures positives à support dans r , il faut et il suffit

qu’il existe une fonction de Bernstein F sur B telle que s

V.*> , V ueB f -tou d^ (t) , e-sF(u)

(ceci provient du théorème■VII02,5)#

D 9autre part (cf0 f71 ) * si est un tel semi-groupe,
~ V D

il existe une distribution T de P+ (f) telle que

.r--- — T dans 3  \  (1R ) quand t — 0 5
L1

On en déduit le résultats

3 o Principe classique du maximum sur r 8

Dans ce paragraphe k désignera une mesure réelle non nulle 

sur IBm (m^l) , à support dans r 8 On suppose que la mesure k 

soit une mesure à croissance lente (cette hypothèse pourrait être 

affaiblie mais les énoncés en seraient légèrement compliqués)0

On note K la transformée de Laplace de k 8 K est une fonc­

tion holomorphe sur B + ilRm 8

On note V^ l'opérateur sur £6°(r,tR) , de domaine ^t(r8®)

- Z*i
96
3x^ + Pf«(m ) )
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défini par §

V f  e  3 l(r jTR) vk f <*) = j*f(*+y) dk(y) o

L'image de est en fait incluse dans 3L(r,ÎR) car, d'après les

hypothèses faites sur r , il existe un réel a>l tel que s

V  x,y c r o j x+y( > Max(|x|*|y| ) »

VIIo3 olo Théorème0 Sont équivalents g

i) Vk vérifie le principe classique du maximum et.

k ( { 0 } ) > 0 , sup lim sup K(tu)>0 0 
ueB t**o

tetR*

ii) Il existe deux fonctions de Bernstein F1 ejt F2 sur B „ 

non identiquement nulles, telles que ?

V u e B K(u) F ^ u ) » Fg(u) e

Supposons que i) soit réalisé»

D'après le théorème IV®56it, à tout e>0 , on peut associer une 

mesure positive bornée sur IRm , a , telle que

Supp a£ c{x € r i |x|> e}

Jd„t í l

et

V f  e 3C+ (r ) Supp f C {x € r j | x|¿.e}

Posons alors

og - [k * (6-o £ )]+ et eg = [k * (ô-a£ )]" 6

On a alors

= >  J" f ( x ) d [k * (<5-oe )] (x) ̂  0 6
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Supp cxg c { x e r i | x | 4 e } ®

Soit e inférieur ou égal à 1 , on a :

dote ^ 1 r n  b ( o . I ) dae (x ) ^ k + (r n B(0,1) ) + l (x+y) dk(y) do£ (x)

J r n b (o ,i )

^ k+ ( r n B ( o , i ) )  + k"(r n  B(o,a) )

où °l est défini dans l1 introduction du paragraphe* 

Donc il existe M^0 tel que

ei 1 Jdae ^ M .

Notons alors (z ) , B£ (z ) et S£ (z) les transformées de Laplace 

de o , 6£ et , définies pour

z e B + i lRm *

Soit d'autre part u un élément de B tel que

K(u) * 0 .

Il existe a>0 tel que s

V t e r , t * u ̂  a 111

1 - S (z) Ida - B (z) fda - A (z)V «  . Tj~ t \ £ _ J £ £ J € £ 2 £ B + l E  k U )  ■ - i _ B_U)-------- x . se;u)

OÙ A ( z )  = f e ~ t , Z  da (t)
e . e

S ( z )  = f e ” t  do ( t )  .
e J e

On a, pour x appartenant à B ;
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1 - S (x) 1 - fe"toX do (t) ](a -e“tftX) doit)
£ _ J £ _̂__ £___________ £

1 " Se (u')' 1 _ fe-tu d£j (t) r (a  _e-t0u } d(j (t)
Jj £  «J £ £

r —i
où = ( da ) > 1  (on peut évidemment se ramener au cas où

J e - t a
f a£ - e
do 4 0 ) i -....  ^ f(x) où f est une fonction positive ne

J £  - 1  © U ^
a£ - e

dépendant ni de t * ni de e . Il résulte alors du corollaire VII.2*

6 qu*il existe une suite tendant vers 0 telle que

1 - S (x)
£

.........  converge simplement quand n tend vers l ’infini vers
1 -  S (u )  

n

une fonction de Bernstein non identiquement nulle F^(x) «

D ’autre part

1 - Se (u)> 1 - e”ae , et

V z.z'e B+iIRm ̂  (a ( z )  - A (z’)| ^ Me i z-z ' \j £ £

^ e^1 i ^JdCtE “ A e^Z ^  ^ Me !2 ! 0

Donc la famille

I dq£ - V z ) :

1 - S (u) e^l0 ^

est équicontinue sur B+ilRm et uniformément majorée par M* | z j 

(M’>0) sur cet ensemble«

En vertu du théorème d5Ascolis on peut extraire de la suite (e ) _
8 n nè-O

une suite (e ) telle quen
r r^o

f do - A  ( z )
I e eJ n n

r r

1 - S (u) 
n
r

converge uniformément sur tout compact de B+iBm vers une fonction
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H(z) holomorphe sur B+i!Rm et majorée par M 0 | z | sur cet ensemble»

H est alors la transformée de Laplace d ’une distribution T ( limite 

dans <2)® de

%

da 6 - a 
e eJ n n

r r

1 -  s£ (u )
n r

et donc portée par origine «

Il résulte de la majoration que T est de la forme

m

1 -  I  »• -ir-i i 1 1 i

et que la fonction H est donnée par

H ( z ) = a © z

ou a — (&^|« 11ia^) o

Notons alors

O U )  -  lim  [Ida -  B U )1  — :  3- '- ( u') •
r**» ,J n n i  e

r r n
r

On a

V x e B  K ( x ) F-^Cx) * G(x) - a 0x 6

Il est clair que

. _ , Q

V t ^ O  e” e s t  une fo n c tio n  com plètem ent monotone su r B »

On a donc

V x e B  lim G(tx) = inf G(y) » 
t+o yeB

t€®*

Par hypothèse s

V n>0 3 (t ) C m* ] x e  B s 
n n^o + J
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lim = 0 et K(tQx ) * -n pour tout n «

On a alors

inf G (y ) finf F (y) (-«>) . 
yeB ieyeB

Or n étant arbitraire on a

G(x) > 0  pour tout x de B

et par conséquent

G est une fonction de Bernstein sur B 0 

D'après le théorème 711*2.4, pour montrer maintenant que

x G ( x ) - a. x

est une fonction de Bernstein sur B , il suffit de montrer que s

u  ,  • G(tx) _V x s B lim —■̂ ..* yy a.x .
t-»-® 

t dRj

Or, ceci découle immédiatement de l'hypothèse

k ({0})^ 0 e

On peut alors poser

Fg(x) » G(x) - a.x

et, F^ étant non identiquement nul, il en est de même de F^ «

Supposons maintenant que ii) soit vérifié. Remarquons d'abord 

que, d'après les propriétés d'analycité et de croissance des fonc­

tions de Bernstein, F n'est nul en aucun point de B 0

Soient T1 et T'2 les distributions dont F^ et F2 sont les 

transformées de Laplace.
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On a

T * k = T2 o

^1 ^2 engendrent respectivement les semi-groupes de mesures

et (p+).»._ (mesures à support dans r)„
X X X X

(i = lt2) définit un semi-groupe de Fe lie r ( ), ̂  sur T t x, x x x

V f e * e ° < r , f t )  ) . .
y x e r  j Pt i*(x) a jf(x+y) dpt (y) #

Soit A 1 „ de domaine D(A1 ) le générateur infinitésimale On a

(efo [î])

d ( a £ ) 3  (E m ) I r

et V f e ¿(|Rm ) * V x e r A xf(x) = <T„xf»Ti> »

Soit (R^)w la famille résolvante associée à A 1 #
A A>o

Il existe des mesures (e|). positives et bornéesj, à support
A A ̂  O

dans r telles que s

V X>0 l U e J I U l

e t  V u e  B

Les F^ ne s'annulant en aucun point et {t — e”^ oU | u e B }

étant» d°après le théorème de Stone-Weierstrass t total dans t-ê 0 ( r ,T l ) ,  

on voit que AeX tend faiblement vers 0 quand A tend vers 0 s

On est alors dans les conditions d'application du théorème VII.lal 

en posant s

X = r  , A, = A1 et H = S)(tRm) I r o 
i '

On en déduit s

| e " toU d e j ( t )  - T + fT T u T  0
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V f e 2) ({Rm ) I r o D{+ ( r )

j"Vk f ( x )  1 pour to u t  x de Supp f ]  •= * >  (Vk f  ^ l )  0

Alors, en utilisant une technique de régularisation, on en déduit 

comme dans la remarque VI0102, que vérifie le principe classi­

que du maximum«

D'autre part8 le s. fonct ions de Bernstein étant positives, i) est bijen 

vérifié o

^s Principe classique du maximum sur JBm 8

On garde, dans ce paragraphe, les mêmes hypothèses qu'au 

paragraphe 3o On suppose en outre que k tend vers 0 à l'infini, 

c'est-à-dire que toutes les régularisées de k tendent vers 0 

à l'infinio On note l'opérateur sur t€°(lRm ,IR) „ de domaine

2£(lRm fR) défini par s

V f e 3l(lRm ,1R) W k f(x) = Jf (x+y ) dk (y ) ,

On note un cone convexe fermé dont le cone dual est d'intérieur

non vide et tel que

rx D r \ { 0 } c

S o i t

VIIo 4 o1 1 Théorème 0 Sont équivalents s

i) ^k Vérifie le principe classique du maximum et,

k({0})>0 , sup lim K(tu)>0 0
u e B ^  t -4 0

t€E*

O O \ 6 o o ’

11 * Il existe deux fonctions de Bernstein F £t Fg sur B^ , 

non identiquement nulles, telles que %

C1
l e  cone d u a l de

ri
e t

B1

o
l ' e n s e m l i le  -  a
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V u e

Supposons que i) soit réalisé«

D 6après le théorème IVe5*^, à tout e>0 , on peut associer une mesure 

positive bornée sur , telle que

Supp ae c { x e r i ; | x | e }

JaV ii .

V f e D(;(|Rm) Supp f c { x e r i i ¡ x | > e }

Posons alors

ag = £k*(6-oe )]+ et 8g » fk * ( 6 ~ a £ ) J ” e

On a alors

Supp c j ^ U  B(0,e ) .

Mais d'autre part

a ^ k + + k #• 0e e

et k” ( {0 } ) = 0 puisque k ( {0} ) >y 0 ,

Alors, en faisant un raisonnement tout à fait analogue au raisonnement 

fait en V I 03t>2, on voit que

Supp oc c T. fiBtû.c) t 
i

A partir de là, le raisonnement fait en VII«3sl peut être repris mot 

à mot en remplaçant partout T par et B par B^ » Supposons

maintenant que ii) soit vérifiée Soient et Tg les distribu­

tions dont F1 et F2 sont les transformées de Laplaces

On a

Tx * k * T2 •

B1 K(u)
F1

(u) - F2(u )

= >  [f ( X ) d[k^(6-ag )] (x) ^ 0 8
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engendrent respectivement les semi-groupes de mesures

X 2
^wt^t>o et (wt }t>o (ffiesures à support dans

( )t^Q ( i=l 12 ) définit un semi-groupe de Feller (Q^t>o 8Ur

V fte^°(lRm ,IR) , V x e£Rm Q^f(x) » Jf(x+y) dnj(y) e

Soit J1 de domaine D(JX ) le générateur infinitésimal0

D ( J1 ) (®m )

V f € Ôb(tRm ) , V x eIRm J1f(x) ■ <t_xf iTi> .

Comme au paragraphe précédent, si est la famille
A A > O

résolvante associée à J1 , (S*).. est une L -famille résolvante6
À À > 0  o

On est alors dans les conditions d 9 application du théorème Vllcjlol, 

en posant s

X = ffi“ , A. = J1 et H » 2>(®m ) .

On en déduit8 comme précédemment, que vérifie le principe clas­

sique du maximums

I )̂«,

Remarque s Op. peut aussi, en utilisant les méthodes précédentes, 

améliorer légèrement le théorème de Beurling et Deny dans le cas 

du tore (Ceci a été rédigé dans ¡JL3])»

Tx et T2
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Sur les fonctions opérant sur des potentiels abstraitsa

lo Généralité8c

Dans tout ce chapitre T désignera une distribution de P(lR+ ) 

(Notation de [îj)g cette distribution pouvant etre éventuellement 

particularisée dans certains paragraphes,.

On note e la mesure bornée* inverse de convolution de
A

ÎÀS-T) et (y+ ) + .rt le semi-groupe de mesures à support dans [R. .
w w *

engendré par T 0

On désigne par F la fonction définie sur {ze® i Île z ^ O }

par

CHAPITRE VIII»

F(z) » <et Z 8Tt>

On appelle H la fonction de \ z  e ï * | iLe z 0} dans (D t définie 

par s

H(z) = - [F(- |)]

(® * « ®\{0] 0

Œ désigne le compactifié de Œ par adjonction de »  » et on pose8 

pour a complexe non nul

a \
o— S 00 J

0 '

Si V est un potentiel abstrait sur E * on peut d'après [î] défi­

nir F(-V-^) q.ui est un générateur de semi-groupe fortement continu 

à contraction sur E e
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iÜÜèiii® Dé finit ion » On dira que H opère sur le potentiel abstrait

V si 1 'opérateur F ( - V- ) est d 8 image dense dans E 0 On pose alors

t -1
H ( V ) = - j>(-V )]

H(V) est un potentiel abstrait sur E 0

On peut alors donner la paractérisation suivante des fonctions 

opérant sur tous les potentiels abstraits s

VIIItit2 e Froposit ion » Pour que pour tout espace de Banach E et 

pour tout potentiel abstrait V sur E „ H opère sur V , il faut 

et il suffit que pour toute fonction f uniformément continue et 

bornée sur 1R+ * on ait s

ft />
(sup ¡j f ( u ) du|< <») = >  (lim j f ( u ) Ade (u) « 0) 0 
t o A-*-o ^

Montrons d'abord que la condition est nécessaire0 On suppose donc 

que H opère sur tous les potentiels abstraits0 Notons <4?(1R + ) 

l ’ensemble des fonctions uniformément continues et bornées sur ER, 9
T

Soit (P, ). le semi-groupe des translations sur (IR, ) o
t t̂ .o u +

Pour f e ^ u (]R+ ) et x e 1R+ s Ptf(x) « f(x+t )

(P+)*,. est un semi-groupe fortement continu et à contraction sur
t* « & o

<<?u (tR+ ) (muni de la norme de la convergence uniforme )0

Le générateur infinitésimal A de domaine D(A) est défini par s 

D ( A ) » { f € cêu (!R+ ) s f continûment derivable et f ° e (IR + ) }

V f e D {A ) e V x€lP+ Af ( x ) = f9 ( x )

Im A est donc le sous-espace vectoriel de <é'u (lR+ ) ® constitué des 

fonctions f telles que

t
sup j f f(u) du < od 0 
t >o J o *

Notons E° l'espace Im A „ adhérence de Im A dans cé7u (®+ ) muni
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de la topologie de la convergence uniforme 0

Soit A , de domaine B('â ) „ 1 “opérateur de E° défini par s

( 1 )

D(A) = { f e D ( A ) fi E° j A fgE°J

et V f  6 D(A) Af - Af o

«✓v»

Il est clair que A est le générateur infinitésimal du semi-groupe

d 9opérateurs (Q*)., obtenu en restreignant les opérateurs P^ «
t t^o ^  t

(t>0 ) e à E e et que Im A est dense dans E 0

(Ce dernier point est d°ailleurs la conséquence d 9un théorème plus 

général s cf0 f l 9 j  p o 29 Ô )0

/V Q
F(À) est alors un générateur infinitésimal sur E et pour a 0

yJQ©

[xi - F(A ) J”1 f(x) * | f(x+t) de.(t >
 ̂o

d® après les résultats de [ï] o

Si la fonction H opère 8 on a donc en particulier s

lim X [ x i  - F(A)]"1 f(0) * 0 
À̂ >©

o f'
SOlt V f € E° lim ! f(t) X de . ( t J « 0 0

A-0 A '

Supposons réciproquement que9 E° désignant toujours l*adhé=

rence dans (ÏR ) de { f s ^  {¡R ) j sup il f(u) du j < »} » on ait s
t*‘o j o

1 + IM — w .....* " f » n — n q m m m m ...... .......- u n » ........................ni....m  ....................... .............n .......... ............. .. ..... m....... .................... i ................. .................................................

(l) E peut etre défini comme l Gensemble des fonctions f appar­
tenant à  %  ( K , )  telles que s 

u + *

lim (sup “ ¡f f(v+u) du)) ** 0 0
t-*«o V£0 * 0-

II est clair8 d8 autre partB que 1 implication de l'énoncé de la pro­
position VIIIelo2 équivaut à s

V f e E° lim f Xde = 0
X-K) ^
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V f e E° lim f f ( u ) Ade '(u) » 0 0
A^o J

Soit E un espace de Banach quelconque ©t V un potentiel abstrait 

sur E o Soit le semi-groupe de générateur (-V~^ ) e
w fe y O

(-V ) étant d ’image dense8 on a g

V x e E 9 V x*e E* g [t — h <Ptx,xH] e E° 6

(En effet9 ceci est évident si x appartient à l ’image du généra­

teur* donc c ’est vrai aussi par densité pour tout x )0

Or

V  x e  E I

V x * e  E *  J
Donc ^

w « lim A [àI - FC-V“1 )] ■ 0
A^>0

ce qui implique d ’après les propositions II02 05 et I 03o3 que 
«l

F(-V ) est d ’image dense et donc H opère sur V e

VIIIolo3o Corollaire0 Si pour tout espace de Banach E et pour 

tout potentiel abstrait V sur E . H opère sur V 8 nécessaire­

ment H est à valeurs dans C 6

En effet, d ’après la proposition pré cèdent® on a alors

Y z € ® * C(üg i 4 0, — > (lim T-è'vrT “ 0 ) 6
A-0

On a donc F non nulle sur

{ z e Œ * | {Re z $ 0 |

et donc H ne prend pas la valeur «o 0

2* Cas des espaces de dimension finie6 

On a le théorème suivant ?

< X [ * I  -  F C - v " 1 ) ] ” 1  x  j  x *  > = f<Pt.x?x*> Ade^Ct) e
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VIIIjJjjLo Theorèmeo Pour que pour tout espace de dimension finie E 

et pour tout potentiel abstrait V sur E f H opère sur V , il 

faut et il suffit que H soit à valeurs dans $ e

La condition est évidemment nécessaire* car si z est tel que

z e Œ * et (R.e z 4  0

l'opérateur sur f

y — y z

est un générateur infinitésimal surjectif sur <E 6 

On a donc nécessairement

1X® X-F(z) “ °
A ^ O

soit

F(z) # 0 B

Supposons maintenant que

F ( z ) # 0 si z e (D * et (ste z > 0 «

Soit E un espace de dimension finie et V un potentiel sur E « 

Soit (P.). 1@ s@mi«groupe associé à V 0 Alorss pour tout x 

de E et tout x * de E * 8 la fonction

t <P x 8x*>

est une fonction presque périodique sur £R+ (cf0 par exemple [3j 

P o36), et donc (cf0 [3] p©35) est limite uniforme de combinaisons 

linéaires de fonctions

, _. t z
t —*- e

ave c <5Le z ̂  0 0
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Mais comme

1 f*
lim — <P x,x*> du ■ 0
•fc-**oo » o ^

la fonction

t — <P^x,x*>

est limite uniforme de combinaisons linéaires de foncions

. _, tzt —*■ e

a v e c
(pje z ^ 0 et z e ® * 9

Donc

V x e E  , V x*e E *  lim f<P.x,x*> Xde.(t) - 0
k+o •» * A

soit

-1 -1
W - lim A(AI « F(-V )) = 0  

X-*o

ce qui implique d°après les propositions IIe2 05 et I03o38 que H 

opère sur V &

VIII'o2o2 p Théorème 6 On suppose que H est à valeurs dans (D » 

Alors si E est un espace de dimension finie et V un potentiel 

sur E 8 on a s

a(H(V ) ) » H (a (V ) )

(où la lettre a désigne le spectre;)®

En effet* d'après [7] p»289 et le fait que les opérateurs qui inter­

viennent sont bornés, on a

0 [F( - V - 1  )] » F (o(-v”1 )■)

et ces deux ensembles sont inclus dans <E * , d'où le résultat»
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3» Fonctions opérant sur les potentiels auto-adjoints et ant i- 

ad.ioints dans les espaces de Hilbert o

VII'Io3 e 1 1 Théorème 0 Sont équivalents §

i) Il existe z dans (T tel que (/le z .< 0 e_t F ( z ) # 0 8

i i ) F ( z ) est non nul pour tout z _de Œ tel que öle z < 0 «

iii) Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel auto- 

adjoint V sur E , E opère sur V 0

En outre , si pour tout x de tR* 8 H(x) est réel a alors si V est 

un potentiel auto-adjoint sur l 9espace de Hilbert E , H(V) est 

aussi un potentiel auto-adjoint sur E 6

En effet» d’après le théorème IVe266 t si i) est réalisé, la

distribution T est non nulle et donc Ae» tend vers 0 faible-
A

ment quand A tend vers 0 6

Il en résulte :

V z € C (üe z < 0 = >  lim fe+-tz Ade . ( t ) * 0
À-o j  A

et donc ii) est vérifié0

Supposons maintenant que la propriété iii) soit vérifiée6 

Considérons^ sur l ’espaee de Hilbert ® „ le potentiel auto-adjoint

1
Z Z

o V ^
où x appartient à tR+ 0

Le fait que H opère sur ce potentiel implique que

lim t — = ~r — =  0  

*-»o X- r < -x)

et donc que F(-x) est non nulo

Ainsi iii) i) o
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Supposons enfin que ii) soit vérifiée Soit E un espace de Hilbert 

et V un potentiel auto-adjoint0

Alors d 9après le théorème de Phillips ([28] p 0224)

(-V) ^ est un générateur auto-adjoint *

On sait alors que si (P*)* „ est le semi-groupe associé g

V x * y c E  lim (P+x 8y) » 0 „
t^co

Donc ii) implique ;

« *1
Vx c E  w - lim à[A! - F ( -V )] x ■ 0 0

k-* o

Ce qui montre que

F(-v ”^) est d 8image dense»

Enfin9i si nous notons (Q ) le semi-groupe associé à H ( v )
W %

Y x e E

Donc le fait que les Ps soient hermitiens et que H soit réel 

sur IR* (ce qui implique y, réel) entraîne que les Q, sont
*r w w

hermitiens et jlonc H ( v )  est auto-adjoint t ce qui achève la démons­

tration 0

VIII0 3 o 2 0 Remarque 2 En fait on voit que la propriété i) implique

que H opère sur les potentiels V d'un espace de Banach E tels

que le semi-groupe associé (P+ )._ vérifie 2
% X&'O

v - lim P -  0 0
t-K>

Des exemples de tpls potentiels sont donnés par les potentiels sur 

un espace de Banach E tels que le semi-groupe associé soit un semi- 

groupe analytique borné et aussi par les potentiels de Hunt sur un 

espace localement compact X 0

V a Jv d<it(s) °
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Rappelons à c® sujet les définitions suivantes ?

Si X est un espace localement compact on appelle noyau de 

Hunt sur X un opérateur V sur ‘€°(XilR) de domaine

D » XCXjBO

qui soit d°image dense et qui vérifie le principe complet du maximum« 

On appellera potentiel de Hunta le plus petit prolongement fermé 

d 5un noyau de Hunt0 Un potentiel de Hunt sur X est alors un poten­

tiel abstrait sur £€°(XglR) 0 Or si V est un potentiel de HuntB le 

semi=groupe associé (P ) est un semi»=groupe de Feller ete pour

toute fonction f de Dt(XBJR) et tout x de X „

t Ptf(x)

est intégrable0

De la positivité des P^ E on déduit aisément que

v - lim P a 0 o
t >£00

No-us allons maintenant étudier les fonctions qui opèrent sur les 

potentiels anti-adj oints0

Rappelons que si E est un espace de Hilbert et V un opé- 

rateur sur E de domaine dense, on dit que V est anti-adjoint si

V* » «V 6

En vertu du théorème de Stone (f28J p 03^5) les potentiels anti­

adjoints sont exactement les opérateurs anti-adjoints d'image denseo

VIIIo3 o3 o Théorème e Sont équivalents §

i) H(iy)eŒ pour tout yetR* (®tR\{0}) 6

ü )  Pour tout espace de Hilbert E et pour tout potentiel anti- 

ad.toint V sur E j, H opère sur V 0
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En outre, si H(iy) est imaginaire pur pour tout y _de IR* „ alors

si E est un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint

sur E t H(V) est un potentiel anti-adjoint sur E 0

i) signifie

F(iy) # 0 pour tout y de IR* 0

On a donc

V y e © *  lim (elty dAe (t) = 0 0
A -i-o  *

Soit alors E un espace de Hilbert et V un potentiel anti-adjoint 

sur E o Notons ^t^t^o semi-groupe associée D'après la repré­

sentation spectrale des opérateurs auto-adjoints8 on voit (of0 [28j 

p 03^5) que pour tout x ©t y appartenant à E il existe une

mesure bornée sur JR telle que
x j y

(P x 8y) = feltU dp (u) 0 
t j x»y

Mais V étant un potentiel s

lim i f [ f e l t U  dpx (u)] dv * 0 e
J q  ê ® "

C °est-à-dîree par application des théorèmes de Fubini et de Lebesgues

Pv ({0}) = 0 o 
x g y

1
Soit (S,), la famille résolvante associée à F(-V . on a

A A > Q

y x*y € E (ÂS^x^y) *

Donc (S^)^>Q est une Lo«famille résolvante ce qui implique que 

F(-V ) est d'image dense0

La réciproque se démontre en considérant l'espace de Hilbert Œ et 

le potentiel

* . 1 
Z € (D -^ -S—  Z

xy

j T-fTÏITT dpx 8y (u) 0
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où

Supposons enfin que H(iy) soit imaginaire pur pour tout y

de 1R * ; il est facile de voir que, en reprenant les notations de la

démonstration précédente, le semi-groupe (Q*),*. associé à H(V)
t t

se prolonge en un groupe d'opérateurs unitaires, et donc que H (v )  

est anti-adjoint*

^ • Sur des fonctions opérant sur leB potentiels de Hunto

Les résultats donnés dans ce paragraphe généralisent ceux 

obtenus par J 8 Faraut sur les puissances fractionnaires des noyaux 

de Hunto La méthode utilisée siait de très près celle de J® Faraut; 

(Pour la définition des potentiels de Hunt, voir la Remarque VIII03o

2 o ) »

Dans tout ce paragraphe on suppose que T soit une distribution 

du cône P+(!R+ ) (notation de VII»2() et que T soit non nulle. 

Alors, l'inverse d'une fonction de Bernstein non identiquement nulle 

étant une fonction complètement monotone, -T admet un inverse de 

convolution qui est une mesure positive sur IR+ notée y dans la 

suite de ce paragraphes

Ville ̂ 01 o Théorème 8 On suppose qu'il existe a> 0 tel que

"V■ ! [a»00 [ e L°°( [* .- [>  •

Alors pour tout espace localement compact X et tout potentiel de 

Hunt V sur X , H opère sur V , H (V ) est un potentiel de Hunt 

sur X et. î

V x e X , V f«3t(X,|R), H ( V ) f ( x ) - Jptf(x) dp(t)

où. (P^)^. est le semi-groupe de Feller associé à V 8— — t t>0 .....  i - i M ...*.....  .ii—.—  ....— ..-

Soit X un espac'e localement compact et V un potentiel de

y
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Hunt sur X 0 Notons E l ’espace <^°(XtIR) fet (P.).. le semi-
W W Z'O

groupe de Feller associé à V B

Remarquons d*abord que * T étant non nulle, H opère sur V d'après

la remarque VTII03o20

Soit (S.).^ la famille résolvante associée à H(v) g
À À ^  O

V f e E  SAf  = | p gf  dex ( s) 6

Lorsque X décroît vers 0 , l a  mesure croît vers l a  mesure ps

En effet

V f eDÎ+ (!R) Jf (t ) deA (t) = Jf (t ) dp(t) - j[Jf<t+s) dp(t)] dXeA(s) 0

On a donc

V f  e  IK+ ( X ) , Y x e X lim  S A f  ( x ) * J p s f ( x )  dp ( s )

la limite étant atteinte en croissante

Tout sera démontré t d 9après le lemme de Diniê si on démontre s

Y f e3(+ (X ) (x |Psf(x) dp ( s ) ) ( X ) o

Or \ P f i s c f o saJ} est équicontinu sur fo»00] 0

Donc (x — Jpgf(x)' 1 j-q aj'Cs ) dp(s)) appartient à ^°(X) 0 

Soit m la fonction représentant p sür fa,00!̂ et soit

M “ Il m IL »

J l j a p8f (x )  <*p(s) = j Pgf(x) m(s) ds et

mÎ P f(x) ds « f Pgf(x)(M-m(s)) ds + f Pgf(x) m(s) ds
o i a * a

+ m [ P f(x) ds c
J O
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Le premier nombre appartient à *€°(X) oar V est un noyau de Hunt» 

Chacun des termes intervenant danB le second membre est positif et 

définit une fonction s8c0ie de x , ce sont donc tous des éléments 

de «€°(X) 6

Donc le résultat est démontré«

V I I I o 2 o Hejarâije ° La conclusion du théorème précédent est vraie 

plus généralement, comme le montre la démonstration ci-dessus, 

chaque fois que

V f e 3ft+ ( X ) (x J p tf(x) d w ( t ) ) e ^ ( X )  o

Ceci a évidemment lieu, en particulier, si p est une mesure 

bornée ce qui se produit si et seulement si F(0) est non nulo

5 o Sur une généralisation d'un théorème de M 6 Ito0

Dans ce paragraphe nous allons étendre le théorème de 

M» Ito [l6j 6 Ce théorème concernait les noyaux de Dirichlet, nous 

allons 1 9 étendre aux potentiels abstraits définis en IIIoSoôo 

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace de Banach arbitraire 

et V un potentiel abstrait sur E , de domaine D 0 

On note (P+ ) + . le semi-groupe associé à V , A l 9opérateur

(-V”^) et pour tout k>0 , l'opérateur (AI-A)”1 »

On note pour 0<o<l t W l'opérateur de domaine D défini par

W X = °* f R x  d x  pour x  e D
u Jo *

et WQ ■ I , W - V 8

VIIIo 5 ole Proposition (Balakrishnan [l]) ? est bien défini sur

D(||X R x x || étant intégrable sur Io,“ £ pour x appartenant à D), 

est préfermé et pour tout x de D , la fonction

« W x
a
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est continue sur [o,ij 0

VI-I'Ie'5'o2e, Définition (Balakrishnan £l] ) 0 On définit Va (0£ou$l) 

comme le plus petit prolongement fermé de e

VIII'o51 o3 o Théorème (Ito £l6] ), Si p est une mesure positive non 

nulle^sur t la fonction

1
x -.— .. ....

(i) dp(a)

est une fonction de Bernstein sur |R* e

Fixons maintenant les notations0 Dans toute la suiÿe du para» 

graphe, p désigne une mesure fixée positive et non nulle sur [Oîllo 

D 8après le théorème de Ito, il existe une distribution T apparte­

nant à P+ (|R+ ) telle que pour z appartenant à Œ et (j\e z <0 

on ait

1 t z „-  -----------------------------------  a  < e  T > a

f(- è)a dp(a) 
i  *

(Où za désigne la détermination principale de la puissance a ) 6 

Reprenant alors les notations du chapitre VIIIoSc.1 8 on note F 

la fonction définie sur { z s ®  \ ¡/Le z ^ 0} par

F ( z ) ■ <etZ,Tt>

et H la fonction de {z e ® *  »île z ^ O }  dans Œ définie par

H ( z U - [ F ( -  ¿)]

H est en fait à valeurs dans (D et est bien défini par

H(z) » Jza dp ( a ) (z e C* et tf\e z^O) 6

On note encore H la fonction prolongée par s
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H ( 0 ) = u ( { 0 > )

H(oo) = 00 si n(]0,l] ) > 0

= p({0 >) si y(J o ,ij ) * o .

Rappelons enfin que si L est un opérateur sur E , on appelle

spectre étendu de L (noté a (L)) le sous-ensemble de ÔT égal
e

au spectre de L (noté o(L)) si L est partout défini et borné, 

et égal à (a(L)U{"}) dans les autres cas6

Nous sommes alors en mesure d'énoncer le théorème*

VIII o 5 o 4 o Théorème 0 La fonction H op.ère sur tous les potentiels 

abstraits et le potentiel H (V ) est le plus petit prolongement 

fermé de l'opérateur W de domaine D défini par

Wx = Jv01* dp(a) pour x e D  *

On peut donc noter H(V) = jv° dp(a) (ce qui coïncide avec la 

définition VIIIB 5 0,2 si h est une mesure de Dirac) «

Enfin on a la relation spectrale t

H|>e (V)] - °e [H(V)] .

On voit facilement que si H opère et si a est un réel %,0 , la 

fonction (a+H) est une fonction qui opère et

(a+H)(V ) * H (V ) + al ,

Il en résulte qu9il suffit de démontrer le théorème dans le cas où 

p({0}) = 0 et, évidemment, on peut supposer v. non concentrée en

1 e

On suppose donc, dans toute la suite de la démonstration que

P ({0 } ) » 0

M (]0 ,l[) > 0 *
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On pose (A>0) la mesure positive sur IR+ , inverse de convolu­

tion de (X6-T) et la fonction positive sur ¡R+ définie par %

1 f°° -st j s”a sinon dp ( a ) ds 
sx (t) = - j e” ............. .... ......-.............. ........... . .

o ^ | S acosoir dw(a) + I)2 + ( A J s”as inair dp(o))2

VI II o 5 o 5 s Lemme 6 s e L^ (|R )
À '

Jxs^Ct) dt - 1

Soit a^ la fonction à variation bornée sur 1R+ , normalisée» telle 

que

'» = da» •

Alors, d’après la formule d9 inversion de Laplace (£27] P 069)

! r Y + 1 “  s ç
a (Ç) - lim ------------r-

J iw [.>- F ( - s ) ] s

où Y est un réel strictement positife

La fonction F admet un prolongement analytique sur C\tR+ , noté 

encore F 0 On remarque que pour tout z de C\IR B Im F ( z) # 0 0 

Appliquons le théorème de Cauchy sur le contour suivant ?

0)

-------------------------- 4 = 4  ------------------------------------------------->

I -»e

X. «Cjü

V £ >0

et e^ ■ s dt .
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j *Y' e— E-*? e ^t ¿t______ < e 5Y ^  dt

• ! o “ F(-t-iw)](t+iw) jQ ( u-y ) | X - F ( “t — iü) ) |

Or j F ( -1 « î u) ) j F ( <* j t + îu j ) ^ - F ( -o) )

et puisque lim - F(-co) « + «>
U)-*oo

on a

P  e i{“ e St dt
lim — ......  1 • — "■ = 0

«—  JQ fx - F(-t-i<ü)] (t+iw )

et de même pour le terme analogue»

f " “ " r ie
e gh>e

Jf I> - Fi-ue16)]
et de même pour le terme analogue0 

Donc, pour tout Ç»0 et pour e>0

F f2 Çee10 
a (ç) = lim —  ----------- jr—

ai-»-00 ir | X - F (-ee )]
i“2 '

, f“ r -<t+ie)ç e (-t+ie ) Ç -,

+ ---------------------  - ......... ...... ... . dt
J0 £x-F(t+ie )] (-t-ie ) [x-F ( t- ie )] (-t + ie ) ■*

La dérivée formelle par rapport à Ç du terme entre crochets vaut

o - Oî
p— Çee1 iô , f -t£ / e le  ̂ \

, 2 e e de + 1 e Im/-.......... . ) dt 0

27 ‘ I [x-F(-eei e )] " J o  W - F ( f i e ) /
J CSC«**

2

Il est facile de voir que la fonction

t i m ( _ â ± i — \

V X - F ( t + ie ) }

r “ n Çu co8 0 
d0 x --------- d0

J J  - F  ( - u  ) -A
— 0 quand a» — »
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est une fonction bornéee

Donc a^ est continûment dérivable sur 3 0 î°°L et pour tout Ç>0

I L

*;<«> ■ h  e Í2 
¡JL

2

Ceci est indépendant de e et donc s

Ÿ Ç > 0 a ' U )  = lim i f e"tC Im (--- ---- ---- ) dt .
A e+o v ¿o A ~ F (t + ie )

Nous allons appliquer le théorème de Lebesgue0 Pour cela nous devons

1
majorer ..........- — 0

|A - F ( t + ie } !

| F C t + ie ) j = — — -■... -..c----- --------------------

i i ( / ^ 2j" ei0 Ar8(- ttie) dU(=.)|
J

*  r 2 g J  1--------— ----------
(t + e ) 2 inf (sinaQ) dp(a) 

j  0 0

0€[f »"]

l a  m a jo r a tio n  é t a n t  v a la b le  pour t ^ t Q e t  e ^ e 0 

On en d é d u it  q u ' i l  e x i s t e  t  e t  eQ t e l s  que

t < t Q e t  e i e Q = >  ¡F ( t+ ie  ) | « -|

1________ , 2
= ' | A - F ( t + ie ) | N À

D 5 autre part

a

f(t2+£2 ) 2 sina Arg(-t + ie) dp(a) 
|a - F(+t+ie)| ^ | Im F ( t + ie ) j = ------------ --------------------------

|J(t2*c2 f  2 .ia Ari(-‘*U )  d»(a)|2

e ^ el9e ie d9 + ! 

X - F(-c«19 )
f".-« Im(.^ UC, .) «
j o À -  F ( t  + ie  )
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_ O

î ( t 2+ e2 ) 2 i n f  ( s in a e )  d p (a )
J e « B .ir ]

¡X -  F ( + t + îe  ) I I Im F ( t  + ie  ) | ......... .............................. — ............

( | t ’ a d p (« ) )

On en d é d u it  une m a jo r a t io n , un iform e en e , de ...... 1 ■■■■■■■....... . ,
| X -  F ( t + i c ) |

sur tout intervalle ft ,t.,l avec t.. >t 0L o 1J 1 o

C h o is is s o n s  a lo r s  un t e l  t^^-1 e t  s o i t  b>0 , b < l , t e l  que

p(]o,bD > 0 ,

A^ors pour tj-t^ et a e ] o , b [  , on a

ÇX î>
#,2 2 “ 2 i 2 2, “ 2 ( t  + eo ) ^ ( t  + e Q)

et

2 + £ 
------- ---------  ^ [ft"a dp(a )] (t2+e2 ) 2 k

I X - F (t+ie ) I

où k e s t  une c o n s ta n te  p o s i t i v e ,  s o i t

b

-------1-------« u 2-£o2 ) 2 k-

¡X -  F ( t + i e ) I

où k® e s t  une c o n s ta n te  p o s i t i v e 6

On p eu t donc a p p liq u e r  le  théorèm e de L ebesgue e t  on o b t ie n t

, c00 . _ i t ” a sinaîT d p (a ) dt
V £>0 a ' U )  -  i  j e ‘ tÇ ----------------------- 1---------------------------------------------------------

o m »2  ̂  ̂2
£x J t” a cosair dp(oi) + l ]  + [x t - a sinair d p (a )J

- sx(e)

é t a n t  c o n tin u e  on v o i t  donc que

e>lB * ■ •» dt •

Or, p u isq u e  n ( { 0 } )  = 0 ,
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lim - F (-x ) = »
X"*°°

donc

O m3 "t X
lim <e t£ %> ~ 0A
x-*°°

et par conséquent

eA{0} = 0 0

On a donc

* SA dt

et donc s^ appartient à L1 ([R+ ) 6

Enfin

I»sx (t) dt - j»as  - lim t * n .x) - 1 .

On pose alors

V x e E S^x = f Ptx sx (t ) dt
J o

^ A ^ A » o  eSt donc la L^-famille résolvante de générateur F(A) b

VIIIo5 06o L e m m e 0

V x e X  S^x = J R gx <f>(s,A) ds

où

, s" a sinoir d p (a )
<p(st A) = ± ------------- *----------------------------------

2
(A js” a cosa«  d p ( a ) + l ) 2 + ( AJs” a sinoir dp(ct))

En effet

f00 

* o

e s t  donc in te g r a b le  e t  d 9a p rès F u b in i s

A*(b .a )
s ds = f As ( t )  dt a 1

 ̂o

s
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*°° (T°° f00 -f f00
R x * (s8X) ds = [ P x e~8 dt}$(s,A) ds ■ P.x s.(t) dt

U  s Jo t J0 t A

= S^x 6

VIII0 5 0 7 0 Lemme e Si x appartient à D , S^x appartient à D 

pour tout A>0

V étant fermé, il suffit de démontrer que

V x  sD j ||VRx||<j)(s,A)ds< » 6
o

Or

VR x = — (Vx - R x) 
S S s

et x étant fixé dans D , la fonction

s — ►* R x 
s

est bornée»

Donc il existe kÿ.0 tel que

l|VRs x | U |

et f ds étant fini (égal à •-) , le résultat est démontrée
1 8  Aê Q

VIII 0 5 0 8 0 Lemme 0 tyxeD WR_x = R W et
1 ■'""f.. s S X  ——

l|WRsx|U|(|ix||+2||Vx||) Jdy 6

Si x appartient à D , soit y ■ Vx , on a s

V A j, s >0 R R x = R R x 58 R (y-AR.y) 6
A S  S A  S A

Donc

||RÀR8x)U<|||vx|| «
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Soit 0<a<l et x appartenant à D

!¡v“V !| = ¿ ¿ a «  il f
' O

On a donc

K V l l  n< s  ( 2 | |V x | |+  ll^ lf) .

Cette majoration étant encore valable pour a=0 et a=l , 

On a donc

V x e D  ||WRs x|( 4  «i ( 2 ||Vx j|+ |(x || ) j*dy .

D®autre part, il est clair que

V x e D  Va R x — R v “ x
s  s

et donc

WR x  ■  R Wx » 
s  s

V I I I  o 5 o 9 o Lemme 0 V x e D  , y  v > 0 s

AOO

WS x = S^Wx = W(Rgx) <{> (s,v ) ds . 
J o

P o u r  x  a p p a r t e n a n t  à D e t  0 « x < l  %

„a„ sinaii f „ „ , - a , , \
V S x = .........R -, 5 x X dp ( a )

v TT J X v* o

A~a||RxRsx||*(s,v) ^ 1 jjo ,i] ( À ) A"“ f i M M s . v )

On peut donc appliquer le théorème de Fubini, et on obtient

= £ i f SUL f  [ f  * AV  ♦(»,v)ds] dX
' O ' o

B.B » >~a d>n<ii5gí- ¿JbJ ♦ Jbdl „
X s 11 N Tl-O )ir 8 o s

+ iLfü ♦(.,») .
^ 1 . “

|-(A) A”“"1



133

f °°
Va SyX - Va {Rgx) <p ( s t v ) ds » R V°x 4» ( s , v ) ds = S Vax « 

J o * o v

On a aussi

VS x ■ S Vx (ef. lemme VIII.5«T) «
V  V

On a donc

WSyx = SyW x - J"[Jva(R8x) ♦(»•») ds] dp ( o ) o

D'après les majorations trouvées dans la démonstration du lemme 

VIIIo5o8# on peut appliquer le théorème de Fubini, ce qui achève la 

démonstrat ion 0

VIII 0-5-0-lQ c Lemme B Si il existe a , 0<a<l g tel que Supp p c [0,a] , 

w est un prépotentiel précoengendrant la famille ^Sa ̂ A>o o

Mqntrons d'abord que

V x e. D w - lim S.x = Wx 0
A-*- o

Soit 0<b<1 o II existe n*0 tel que

X̂ ri et s^l = >  (xJs”acosair dp(a)+l)2 + (xj's”asinair dp(a))2 > b 0

Donc

et s>l ssŝ  ¡R x jl<t> C B » A ) ^ m )  s“0“1 s in ait dp ( a ) 0
S L tt D

Soit M = sup ¡j R xjl o

■ «Lo.i] ' 8

On voit facilement que

(f8""0 dp(a ) )2 
sii = >  ||R#x||* (s, A) - --- *-----■— -------- o

(|s”°sinair dp(a))

Soit a® = sup{x|xe Supp p} » On a 0<a'<l 6 

Posons 3 un réel tel que
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(2a'-1)+ < 3 < a' •

On a alors w(l3»a9J ) > 0 „

On a alors, pour s^l s

| s “ a sinotr d y (o )  s ” ^

où C est une constante strictement positive® 

De même , pour s^l s

(js“a d»i(o))2 ^ C' s“2a

où C ® est une constante positive,» Donc

3 m »>0 g 8*1 ==> ||R x||*(s,A) *M' sB”2a' .S

Or m

I I | ' s ” a” 1 sinaw  d p (a )]  ds =

Cl 6 ~ 2 a °
et 8 ds < « car 3- 2a 5 > -1 0

On peut donc appliquer le théorème de Lebesgue sur l ’expression 

intégrale de S^ du Lemme VIII«5»6, ce qui donne

. 00 / i

V x ê D  v - Ü m  S^x = — Rsx [[s"’0sinair dy(o)] ds 0
k -*o  J o J

On voit facilement que le théorème de Fubini s'applique, ce qui 

montre que

V x e D  v - lim S.x * Wx «
à-k >

D étant dense, ceci prouve que (S. k  est une L -famille
À A > O O

résolvante et ceci montre, d'autre part, que W est codissipatif0 

Soit W 9 le potentiel (qui n'est autre que H(V)), cogénérateur 

de (S.). o W 9 est un prolongement fermé, codissipatif de W e
À À ^ O

’sinair
air

*

d ji(a ) < »

Jljg i]^°^ 8ina1t dy(a) 3 C B~ß
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On a donc» compte tenu du lemme VIII»5«7 s

V A>0 » V x e D  (l+XW)(l-*SA )x - x

et donc Im(l+XW)oD

D étant dense» W° est nécessairement le plus petit prolongement 

fermé de W » ce qui achève la démonstration8

Démontrons maintenant le théorème0 

Soit» pour n entier strictement positif

p (°0 = 1 -, (o) dp ( o ) + p(ct) d<5 ,(<*) 0
[0,1 - ¿1 i . ÌL • nJ n

Pour n assez grand» pQ vérifie les propriétés imposées à p 

dans le lemme précédent

(Supp pn c [0,1 -

P n  C C o  >  )  =  o

Pn (]0.l[) >0) »

( )
Soit W 1°opérateur de E de domaine D défini par

W^n ^x = Jv0* dpn (a) pour x e D

et (sfn ^).^ la famille résolvante définie par
A A >0

s[n)x = f Rgx ♦(»,*) ds
1 o

où est la fonction obtenue en remplaçant, dans $ , p par p^o

V x ^ D  s - lim W^n ^x a Wx »
n-»-œ

Il en résulte, compte tenu du lemme VIII85olO» que W est codissi- 

patifo
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D'autre part il existe n>0 8 il existe b >0 tels que i

V X<n t V n >1 ,  V s)l <Î>n (s,A ) ^  b [Js“® s i n  air d y ( a )  + s”1 i¿( {1} ) ]  8

Soit aQ et âĵ tels que 0<aQ<a1<l et y (] a ea^ [) > 0 «

Il existe K , il existe b 8>0 tels que §

V A- , V n»N 8 V 8<1 é (stU ^  ^  s6® 8
A

D'autre part* d'après le lemme VIII05 68»

^ x e D  ||W ( n ) R g x | U  7 [dw ( | x ||+2 ||Vx ||) 0

On a* d'après le lemme VIII0 5 o10 §

V n>0 , V x e D  AŴ n M n ^x -  x s | n  ̂ W ^ x  » W ^ x  -  s j ^ x  9
À À A

Compte tenu des majorations précédentes, on peut utiliser le théo« 

rème de Lebesgue dans les expressions intégrales, ce qui donne s

V x e. D , V X ̂  n AWS^x = AS^Wx = Wx - S^x 0

Soit

1/xeD , V á í  n (.I + AW) (l-ASÀ )x = ( I-AS x ) ( 1+AW ) x * X 0

Donc

V A n Im(1+AW)u D * E o

Ceci prouve (d'après le corollaire IIIo3o2) que W est le préco- 

générateur d'une L «famille résolvante à contraction (S')w  et
O A A ^ O

V x e D  (I-AS' ) (l+AW)x « x 8

Donc S^ coïncide avec S^ pour A^ n , donc évidemment partout« 

W est donc un prépotentiel, et le plus petit prolongement fermé
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n*est autre que H(V) (puisque la famille résolvante coengendrée

est ( S . ) ) o  
A A >o

Démontrons maintenant les relations spectrales6

On a d 9après le lemme VIII05e5 et les résultats de J„ Faraut

([7] p« 289.)

a ( F ( A ) ) = F ( o ( A ) )

et F(A)$L(E) < = >  A 4 L ( E ) *

Prolongeons F par F(°°) » « , on a

o (F(A)) = F (a (A ) ) « 
e e

VIII03 a 110 Lemme e Soit h la fonction de <E dans Œ définie par

h ( z ) = — si z e ŒZ

h (0 ) = 00

h(«0 « 0 6

Soient L e_t M deux opérateurs injectifs fermés tels que

-1
L = M

Alors a . ( L ) * h ( o ( M ) ) 0
.... . e e

En .effet

00 e o (L) <*=> L non borné <fe=> 0 e a (m)
e e

O e o  (L) <?—-> M non borné <t=> » e a (M)Q 6

Soit maintenant a appartenant à (C et a non nul

aepiL) 4 = > 3 B e L ( E )  s (al-L)Bx = x V x e E

B (al-L ) x = x V x e D ( L )
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aep(L) <*=?> 3 B e L (E ) § aBx-Jç = LBx V x e. E

aBx-x » BLx V xcDÎL)

<==> ]BeL(E) M(aBx-x) = Bx V x e E

(aB-l)Mx 88 Bx Vx e D (M )

<£=-> 3 B e L (E ) ( aM-I ) (aB-I )x = x V x e E

( aB-I ) ( aM-I )x = x V x g D(M)

<P==> “ <£ p (M )

ce qui démontre le lemme0

On a donc a (H(V)) = - h a ( F ( A ) )
e e

= - (hoF) a (A) 
e

■ (hoFoh)(a (v)) e 
e

Or il est clair que hoFoh est précisément donné par la fonction H 

prolongée comme il a été dit 0

o Corollaire e S_i E est un espace 0(X tIR ) et si V est 

un potentiel de Hunt sur X , H(V) est un potentiel de Hunt sur X 0

En effet dans ce cas

DottCx,®) o

Le domaine de H(V) contenant D , contient 3t(X,IR) et

V f e %( X tlB ) S^f « |°Rsf <Hst\) ds o

Or les résolvantes R sont des opérateurs positifs et 41 ( s „ A)
.S

est une fonction positive» donc

V f e îl{+ ( X ) S^f€^°(X) ,

Par conséquent H(V) est bien un potentiel de Hunto

Remarque : On peut obtenir aussi VIII„5 e12 à partir de VIII040lo
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