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INTRODUCTION

Dans 1'étude des solutions de systémes hyperboliques comme par
exemple les &quations de Maxwell, on s'intéresse tout d'abord au tracé de
rayons, ce qui devient dans le formalisme microlocal 1'étude de la propa-
gation des singularités. De nombreux travaux ont &té consacrés a ce sujet,
tant pour la propagation libre que pour les problémes aux limites.
L'étape suivante consiste 3 étudier la polarisation des solutions.

On sait que de nombreux phénoménes physiques intéressants en optique sont
1liés 3 la polarisation de la lumiére. Citons par exemple le cas des cris-
taux biréfringents ou des verres polaroids.

Dans [1] N. Dencker a donné une définition microlocale de la polarisation
d'une distribution vectorielle qui correspond 3@ la traduction microlocale
du tracé de rayons. Dencker démontre dans [1] que pour des solutions de
systémes d'équations aux dérivées partielles qui sont en un certain sens
3d caractéristiques réelles simples, on peut prédire la propagation de la
polarisation le long des rayons.

On observe une torsion de la polarisation le long des rayons qui vient

des termes d'ordre inférieur du systéme.

L'objet du présent travail est d'étudier la polarisation des
solutions de problémes aux limites. Les résultats de Denciier traitant le
probléme de la polarisation 3 1'intérieur, il reste 3 &tudier le probléme
de la réflexion au bord.

On suppose que u est une solution d'un probléme aux limites vérifiant

des hypothéses convenables. En un point du bord arrivent plusieurs

rayons, éventuellement tangents au bord. On suppose que l'on connait la



polarisation de u sur un certains nombre de ces rayons (polarisation
entrante), et on veut déterminer la polarisation de u sur les autres
rayons (polarisation sortante).

On observe alors que la polarisation sortante est 1'image de la polari-
sation entrante par une application linéaire qui dépend de la condition
au bord. L'inté&rét de ce résultat n'est pas que théorique car il montre
que l'on peut déterminer une condition au bord inconnue en envoyant sur
le bord des rayons avec une polarisation donnée et en observant la pola-

risation sortante.

Dans la Section I, on introduit quelques espaces de fonctions
et de distributions sur une société 3 bord et on rappelle le calcul des

opérateurs pseudo-différentiels totalement caractéristiques introduits

dans [2].

Dans la Section II, on rappelle les résultats et définitions
de N. Dencker sur la polarisation des solutions de systémes d'équations
aux dérivées partielles 3 l'intérieur et on introduit une notion de po-

larisation construite sur des espaces de régularité finie.

Dans la Section III, on introduit la classe de problémes aux
limites que l'on va étudier et on démontre les principaux résultats sur
la propagation de la polarisation le long de rayons transverses et tan-

gents au bord.

Dans la Section IV, on utilise les résultats de la Section III

pour démontrer des résultats sur la réflexion de la polarisation. On don-
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ne pour finir des exemples ol 1'on applique les résultats précédents aux
équations de Maxwell, 3 1'optique des cristaux et aux équations de la

magnétohydrodynamique 1linéarisées.






PREMIERE PARTIE
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SECTION 1

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET FOURIER INTEGRAUX
TOTALEMENT CARACTERISTIQUES

Dans cette section, nous introduisons quelques espaces de
fonctions et de distributions sur une variété 3 bord et nous rappelons
quelques résultats sur les opérateurs pseudo-différentiels et intégraux

de Fourier introduits par Melrose dans [2].

I.l. ESPACES DE DISTRIBUTIONS ET DE FONCTIONS SUR UNE VARIETE A BORD ([2]).

Soit M une variété a bord C° de bord 3M et M=M\ 3M
On notera CGD(M) 1'espace des fonctions C “ jusqu'au bord sur M ,
et C:3 (M) 1'espace des fonctions de C“>(M) i support compact. On les
munit de la convergence uniforme des dérivées sur les compacts de M .
éw (M)CC°° (M) et é:o M) C:o (M) désignent les sous espaces formés
des fonctions qui s'annulent 3 tous les ordres sur 3M .
D'(M) = (C:z(M))' est 1'espace des distributions sur M prolongeables,
et B'(M)= (é:D(M))' est 1'espace des distributions supportées par M .

Q

On notera é'(M)c:D'(M) et éﬁ(M)CZﬁ'(M) les sous espaces formés des
distributions 3 support compact.

Enfin on a besoin d'espaces de régularité finie.

On suppose donc qu'on a choisi des coordonnées locales (x,y) prés de

oM de telle sorte que 3M={x=0} et x2>0 sur M.

Pour s€ R. on définit alors 1l'esnace suivant :



def
Définition 1.1. ¥°(M) = {u€}

)
w

j ot S"'j n .
(M)leuec (R ,H (Ry)) ViEN }

ol HS(R;) désigne 1'espace de Sobolev classique dans les variables vy .

I1.2. LE FIBRE COTANGENT COMPRESSE. ([2]).

~HK
Dans [2] Melrose définit un fibré vectoriel T (M) qui est le

support naturel du WF, u utilisé pour 1'étude des problémes aux limites.

b

Nous en rappelons la définition et nous donnons quelques propriétés.

soit Ve (TM) 1'espace des champs de vecteurs sur M tan-
gents 3 3dM . C'est l'espace des sections d'un fibré vectoriel c”

que 1'on note TM, Pour m€M on considére la relation d'équivalence

sur V :

(V-V') f(m) = 0 VfE C (M) (2.1)
Vﬁ;V'é§<

si m€3M d((Vv-V")g)(m) =0 VgECw(M) avec g=0 sur OJM.

On a la proposition suivante : (Lemme 2.2.I de [2]).

Proposition 2.1. On peut identifier Véi a T;M de telle sorte que
V= Cq’(TM) et il y a une application c®(2.2) ™ ~ M d'image

TM U T(3M)

Démonstration: Au dessus de m€EM 1la condition (2.1) est vide donc

définit la fibre du fibré tangent TM . Donc si m§ M TmM=?mM . Si

m€ 3M prenons des coordonnées locales (x,y) avec M= {x=0}. y=(yl,...,yn).



n

Les éléments de U s'écrivent z aj(x,y) 5%— + xb(x,y) é% et la classe
. = '

de V par m est déterminée par (b(m), al(m),...,an(m)) 1'application

(2.2)qui envoie (b,al,...,an) sur (xb,al,...,an) vérifie les propriétés

de la proposition 2.1. #

Soit T¥(M) le dual de TM . Par dualité, 1'application (2.2)donne
une application m: T*(M) - T (M) .

. ~ - .
Dans des coordonnées locales, une section de T ¥M) s'écrit :

n
a = A(x,y)x Dax + = n. (x,y) dy.
oy 3 j
J
< -1 3 9 9
oi dy. , x dx est la base duale de — ,x— (x— est
] ayj X X

considéré comme une section de TM ) , alors l'application = s'écrit

on adonc A =1xf( , n=n

*
on voit donc en séparant les cas x=0 et x>0 que l'image de T(M) par

3 3 3 - * U * 3
s'identifie naturellement 2 T GM}J T(M). C'est sur ce dernier ensemble qu'est

défini le WFbu de [7].

I.3. OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS TOTALEMENT CARACTERISTIOQUES.

Dans ce paragraphe nous rappelons la définition et quelques

propriétés d'une classe d'opérateurs pseudo-différentiels sur une variété 2
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bord. . Leur principale propriété est la faion dont ils préservent les

-_— n .
valeurs au bord. On se place sur M = IR X IR avec les coordonnées naturelles
z = (x,y) .On considere des opérateurs qui s'écrivent sous forme d'intégrale

oscillante

ei(z-z')g ~

au(z) = (207" ] a(z,0)u(z')dz' & (3.1)

avec Z(Z,C) = a(x,y,xg€,N) et a(x,y,A,n) € ST O(MXIRr;:l)
’ oM

. . ) . @® © ¢! .
I1 est démontré dans [2] que A envoie CC(M) dans C (M), et ° (M) dans D'(M).
m , ez .
Définition 3.1, : L'espace Lb(M) des opérateurs pseudodifférentiels totalement
caractéristiques est 1l'espace des applications linéaires continues

A C:(M)-;Cm(M) telles que P'Ap est de la forme (3.1) pour tous

vt € Cm(M).
c

s oo s . m . .
On peut définir le symbole principal de A € Lb(M) qui est une fonction sur

T (M) .

Proposition 3.2 : l'application symbole principal est un isomorphisme :

v m m,~=F
o+ L M/ 4 > SHUTM/ |0k

Lb (M) S (T M)

Proposition 3.3. : On a une application ( )a L?(M)__§ Lm(aM) telle que

vu€ (R, £ (®R") vaeL"M Au = (A) u
o b |x=o o) I =

En effet on voit facilement sur la formule (3.1) que A_ est défini par

o)

AaU = (27!)_n :ei(y-y')n a(o,y,O:T])U(Y')dY'dﬂ

et on a : om(Aa) = om(A)lfé(aM)

. , m
On a un calcul symbolique pour les opérateurs de Lb(M) que nous ne rappelerons

o [
pas et qui coincide avec le calcul symbolique dans Lm(M) au-dessus de M .
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Nous nous contentons de renvoyer a l'article original de Melrose [2] pour
une étude compléte de ces opérateurs. Rappelons simplement la définition

de WFbu associée a ces opérateurs.

Définition 3.4 : Si u € D'(M) WF u =N {Zb(A) ; AC Lz(M) a support propre

\(M) est l'ensemble caractéristique de A .

=2’

et Au € A(M)} ou Zb(A) c

I1.4. TRANSFORMATIONS CANONIQUES A BORD ET OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER

TOTALEMENT CARACTERISTIQUES.

On connait la définition d'une transformation canonique ¥ entre

deux variétés sans bord. Si X et Y sont deux variétés a bord on peut

I
A

¢
demander que y préserve le bord i.e. y (3T (X)) < 3T (Y) (4.1).

O

.

Proposition 4.1 : Si X et Y sont deux variétés a bord et y : Q._)f?YKO est
une transformation canonique qui vérifie (4.1) avec {) ouvert conique de
3t # -1 at It 3¢ .
TOXNO et si (i) (1xp) N (Q N 3T (X)est connexe V p €(Q N 3T (X)), il
X
i1y W w PN
existe une unique transformation canonique dy : i (Q N OT (mlN (9X)) —5T (3Y)

telle que le diagramme commute :

) 3¢ X 2
7 N 3TIXYN (3X) —— 3T (Y)

3% Lt
1 1
S y
e OX (e

o
°F

N i
ici i désigne la projection naturelle de BT?X) sur Tlax).

»

. ’ . '.)\L
Pour se débarasser de 1l'hypothese de connexité des fibres de i on utilise

des germes de transformations canoniques. De plus on veut des transformations
canoniques qui conservent les fonctions de (x,y,xg,n). Pour cela on intro-

duit 1l'espace de fonctions suivant :
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Définition 4.2. : Soit p € aTﬁﬁ) et Cm(D) l'anneau des germes en p de fonctions
c® sur T?M).On dit que f € c”() a des traces polynomiales d'ordre t € 7Z

si dans toutes coordonnées canoniques duales (x,y,g,n) en p telles que
M={x2>0} ona: azf(o,y,g,ﬂ) est un polyndme en £ de degré < k+t

Yk 2 0.(4.2)

©
Cet espace de germes est noté Cto

On vérifie facilement que C:PJ est l'espace des germes en p des fonctions
~H
c® sur T(M). Et il suffit de vérifier la propriété (4.2) dans un seul sys-

téme de coordonnées canoniques.

A %<
Définition 4.3 : Si p'€ asz)\N (ax) , P E aTﬁ}iY) un germe de transformation

canonique a bord est un germe X de transformation canoniquex
3¢

v 3 , 3
fPéQ,D,__9fF%ﬂ,F) qui vérifie (4.1) et telle que : X C:’ o C:,p' vVt € 2z . (4.3).

La proposition suivante montre qu'il suffit de vérifier (4.3) pour t = 1.

Proposition 4.4 : y est un germe de transformation canonique a bord ssi X
, 3t ) . ® ) .
vérifie (4.1) et xM appartient a C1 , Pour un p € C1 o1 qui n'est pas
’ H
* -1 3%

constant le long de la fibre (i ). i p .

~

On peut interpréter la définition 4.3 a l'aide de T M

%% 3
Proposition 4.5 : un germe de transformation canonique X‘TQQ,C,__afrﬁﬂb
vérifiant (4.1) est un germe de transformation canonique a bord si et

seulement si il se reléve en un difféomorphisme local

p'

1}

F;( : ATJ-&),B' - ”I‘atY), avec xx(ff')
n l n n_ (¥
X y y

o 3*
x:TXy 3y T,

T,
~
I

x

p

On peut quantifier ces transformations canoniques par des opérateurs inté-

graux de Fourier qui s'écrivent formellement comme intégrale oscillante
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Fu(z) = fei‘{’(z,y',xé,e)-ix‘g a(z,y',x§,0) u(z')dz’ dg dg

N+1 , . ,
avec ¢ € c”(MxR" x R \ 0) réelle et homogéne de degré 1 en (u,0) G.RN+1

N+1
et a € S"(MXxR'x R~ \ 0).

On a la proposition suivante analogue a Prop.3.3

o) ou 3X est un opérateur intégral

Proposition 4.6 : On a Ful = aF(ul

de Fourier associé a dx

s
I1.5. QUELQUES PROPRIETES DE L'ESPACE X

, s o . S . p .
Démontrons quelques propriétés de 1'espace X~ qui seront nécessaires

par la suite.

. 1
Lemme 5.1 : Soit u € (I)'(M))m tel que Dxu - G(x,y,Dy)u N Cm(M) avec G € L1 (M) .

Alors si u € GCCM)H™ on a : Au € ()™ , YACE LZ(M) a support propre.

Démonstration : On va utiliser le théoreme de préparation de Malgrange pour

- 1
écrire A sous la forme B (xDx-xG) + C avec B € Lbl(M) et C € L° (M.
o

+0oo .
> {i(x,y,k,ﬂ) avec a_, € S;l(M) le développement asymptotique
i=0

Soit a(x,y,A,T)

du symbole de A. Cherchons B sous forme de série asymptotique

+00
b(x,y A, M) =5 b_ (x,y,A,M) avec b_. €5
i-1

-i
ROF

R . , . . . -1
D'apres le théoreme de préparation de Malgrange il existe b € Sb (M) et

1
]
c_ € s® (M) tels que : a_(x,y,A,M = by (ML —xg, (x,y,M) + c_(x,y,M).

Soit Ei(x,y,laﬂ) le terme d'ordre -1 dans le développement de a - Eio(XDx—xG)-co

€ 571

. . =2 ! ~
on peut a nouveau trouver b 5 Sb (M) et (M) tels que a 17

2]

-2
i, - -2 xG) -¢ - . insi
b_z(llan xgl) tc eta (b_fb )o(xDx xG) c.,Sy € Lb (M). On peut ainsi

1
éliminer tous les termes du symbole complet de a . Donc il existe

- o -
B € Lbl(M) et C € L (M) tels que A = Bo(xDx-xG) + C modulo Sb Alors

[o o]
Au = Cu modulo C (M).
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D'autre part comme Dxu-G(x,y,Dy)u €c®M) cu€ CMN™ si et
— 1) -
seulement si Cu € CO(IR; , HS(IR;)) et comme Cc € L° (M), Cu € Co(]R;, HS(IR:))

On a donc démontré le lemme. # .

Ly - . . . . -] s
On a la propriété suivante qui fait le lien entre les espaces " (M) et H (M)

pour s > O .

R
Lemme 5.2 : Soit u € D'(M) solution de Dxu—G(x,y,Dy)u € c”(M) avec G € L~ (M),
tel que u € 3°(M) microlocalement en (x,y,E,M) avec x > 0 , s > O 3 Alors

u € HS(M) microlocalement en (x,y,§,7n).

2 —+
Démonstration : X" (M) est inclus dans Lloc(mx , HS(IR;)) .

Si u € X(M) microlocalement en (x,y,f,T), il existe a € S°(M) elliptique
en (x,y,§,n) tel que a u € x°(M). I1 faut remarquer que comme
Dxu-G(x,y,Dy)u € Cm(M), d'aprés le lemme 5.1, la notion d'appartenance

microlocale éIKs(M) ne dépend pas de a . Notons v = au . On a donc :
(5.1) f(1+lﬂlz)s|0(§,ﬂ)|2 d§ d7f < + » . D'autre part WFu N {N=o} = @ .

Dans (5.1) on peut donc intégrer seulement sur un cdne lgl < Clﬂl .

ona: | (1+]g]+|n2%|v(g,m) |%ag an < + = car sur |g| < c|q] ,
lgl<cin|

1+ |gl+In] < c1 + |n]). ponc v € HZ(M) # .

Donnons enfin quelques notations

On suppose qu'on a fixé des coordonnées locales au voisinage de 3M (x,y)

avec dM = {x=0}. On notera Lz 6(K§:) et LZICR;) l'espace des opérateurs

’
pseudodifférentiels d'ordre m de type p,5 et classiques dans les variables
m! m' QO - 4 m
y ypour m€ R , et L (M), L (M) les espaces C (IR ,L (R")) et
¥, h.< p,d Yy

00 = 4 ' '
o (nzx , L:1(]R;))° On notera Lj’p (M) et L:{p (M) l'espace des opérateurs de

)0
° m LB m-p ! m,p
la forme ¥ P D avec P € L (M) et L (M). On notera L ' (M) l'espace
- K x H P,0 cl b
H=o p
des opérateurs de la forme ¥ P " avec P € L" " (M) on notera s™ s" ,
x v b P,H, cl

p=o
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m . . N P .
Sb les classes de symboles associées a ces classes d'opérateurs. Si q est

[
une fonction scalaire dans C (T M) le champ hamiltonien de q, Hq , S'técrit dans

les coordonnées (x,y,\,T)

n
_ % _ % 3q _%a
HIZRm X % "o X " L 3, %5 "3 ; %nj

~ m
Si p et p sont deux mxm matrices dans Sb(M) on note

n
~ ~ . ~
= fo) - -
{F,p} = 3,Px0 p - 3 Pxo,p +i£1 anpdyjp Oy.panjp
j

1
m-1 -ET(a)p tx ax alp






- 15-

SECTION II

FRONT D'ONDE POLARISE D'UNE DISTRIBUTION VECTORIELLE

ET PROPAGATION A L'INTERIEUR

Dans cette section nous commen?Pns par rappeler les résultats et
définitions de N. Dencker [1] sur le front d'onde polarisé d'une distribution.
Nous introduisons une notion de front d'onde polarisé nécessaire pour étudier
les solutions de problemes aux limites. Nous donnons aussi quelques propriétés

de ce front d'onde polarisé.

II.1, LE FRONT D'ONDE POLARISE D'UNE DISTRIBUTION VECTORIELLE SUR UNE VARIETE

A BORD.

- cs s D . .
Dans tout ce paragraphe X désigne une variéeté C de dimension n

Définition 1.1 ([1]) : Soit u € (D'(X))m . le front d'onde polarisé de u est

aés ,
WFpolu = N N, avec N, = {(x,g,w) € Tt(x)\ 0 x lew € Ker a (x,£)}

Au € c¥(X)
ol A désigne un 1 X m systeme d'opérateurs pseudodifférentiels dans L:l(x),

de symbole principal o(A) = a(x,g).

On notera WFpol u (x,£) la fibre de WFpol u au-dessus de (x,E). WFpol u indique
dans quelles directions de Gm u est microlocalement C~ . Dans la suite on

s ) fos s
aura besoin d'une version H (X) de WFpol u, notée WFpolstx que l'on definit

de fagon analogue en demandant Au € HS(X).

On a les propriétés suivantes pour WFpolu et WFpolsu :

Proposition 1.2.([1]). n(WFpol u\ 0) = WFlJ(resp.n(WFpolsu\p) = WFSu), sinx

. . i m x°
est la projection de T (X) X @ sur T (X) et WFsu le front d'onde H® de u .
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Proposition 1.3 ([1]) : Si A est un lxm systéme dans Lgl(x) de symbole principal
a(x,€) alors a(WFpol u)c WFpol Au (resp.a(WFpolSu) c WFpols_pAu) si

a(x,g,w) = (x,g,a(x,8)w)

Proposition 1.4 ([1]) : si E est un mxm systéme dans Lzl(x) de symbole principal
e(x,g), elliptique prés de (xo,go) € T“(X)\\O, WFpol Eu= e(WFpol u)

(resp. WFpols_pEu = e(WFpolsu)) au voisinage de (xo,go)

Dans [1] N. Dencker introduit des systemes de type principal réel et les orbites

hamiltoniennes de ces systemes, dont nous rappelons les définitions.

Définition 1.5 ([1]) : un mxm systéme P € Lzl(x) de symbole principal p(x,g)
E—— . .

est de type principal réel en (xo,go) € T’(X)\O s'il existe un mxXm symbole
3(x,§) tel que : Pp = q(x,§) IIm au voisinage de (xo,go), ou q(x,g) est un

. . ey m
symbole scalaire de type principal réel et IIm est 1'identite de € .

Définition 1.6 ([1]) : avec les notations de déf 1.5, on note Dﬁw =

y

~ . © It
qu +~% {P,p} w + ip p:_l w , o0 w est une fonction C sur T (X)\0 a

valeurs dans Gm et p: est le symbole sous principal de P . Les orbites

1
hamiltoniennes d'un systéme P de type principal réel sont les ensembles

I = {(x,g,w(x,6)),(x,E) € v} o v est une bicaractéristique nulle de q et

w(x,) € Ker p (x,g) vérifie Dpw =0

Le résultat essentiel de [1] est que WFpolu , pour u solution de Pu € c”(x)
est une union d'orbites hamiltoniennes de P . Ce résultat s'étend immédiatement

a WFpol u
pol

Théoreéme 1.7 : Soit u solution de Pu = f , avec P € Lzl(X) de type principal
réel 3 si f est microlocalement R au voisinage de (x ,§ ), WFpol u
0’0 s+p-1

est une union d'orbites hamiltoniennes de P au-dessus d'un voisinage de

(xo’go)'
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II1.2. LE FRONT D'ONDE POLARISé D'UNE DISTRIBUTION VECTORIELLE SUR UNE VARIETE

A BORD.
Soit M une variété a bord C_ de bord dM et soit M = M\3M . On va introduire
une notion de front d'onde polarisé construit suriKs(M) qui sera défini unique-
ment pour les solutions de systémes non caractéristiques. Vu le probleme qui
nous intéresse et qui est énoncé dans la section IV, il ne nous a pas semblé
nécessaire d'introduire une notion de front d'onde polarisé construit sur le
WFb utilisé par différents auteurs pour 1'étude des problémes aux limites.
Signalons cependant que certains résultats sur WFbu , en particulier le fait
qu'en un point du bord on peut l'obtenir comme réunion des fronts d'onde des

traces de u , ne s'étendent pas immédiatement a un WFpolbu éventuel.

. @
Définition 2.1. : Soit u & (D'(M))m solution de Dxu-Gu € C (M) avec

1 ¥ 0 . .
GE€L (M et p €T (M. On définit

WFpolsu(p) =N NA avec NA = {w € Gml w € Ker a(p)} ,
Au € 1 (M)

o
ou A désigne un 1Xm systeme dans LZI(M) de symbole principal a(x,y,g,n).

. . . o! sps s
D'apres le lemme 5.1 I il suffit de prendre A dans L (M) dans la définition.
Les trois propositions suivantes se démontrent comme dans [1] en utilisant le

lemme 5.1. 1

Proposition 2.1 : n(WFpolsu\O) = WFsu si WFSu est le front d'onde K (M) et

siu € (D'(M))™ est solution de Dxu-(hxé . (2.1)

Proposition 2.2 : Si u € (D’(M))m vérifie (2.1) et A est un 1Xm systeme

o .
dans LZI(M) de symbole principal a(x,y,£,Tn), alors a(WFpolsu)‘C WFpols Au

Proposition 2.3 : Si E est mxm systeme d'opérateurs pseudodifférentiels
o ,° . *® o
dans Lcl(M) , elliptique pres de (x,y,g,n) € T (M)\O )

alors pour u € (D'(M))m vérifiant (2.1) on a WFpolsEu = e(WFpolsu)






SYSTEMES DE TYPE PRINCIPAL REEL ET PROPAGATION
DE LA POLARISATION LE LONG DES BICARACTERISTIQUES
TRANSVERSALES ET TANGENTES AU BORD.

Dans cette section on introduit la classe de problemes aux limites que 1'on
va étudier et on démontre les résultats de propagation qui seront utilisés

dans la section IV pour obtenir les résultats principaux.

III.1. SYSTEMES DE TYPE PRINCIPAL REEL.

On considére des problemes aux limites du type suivant

X

D u - G(x,y,D )u € c7(M)
(u’){ y sur M = IR x R .

B(y,Dy)u(o) € c”(aM)

avec les hypotheéses suivantes : ()
1'
1) G(x,y,Dy) est une mxm matrice dans Scl(M) de symbole principal gl(x,y,n)

a

J
2) f = det(gl - gl(x,y,n))=‘1f(§-u (x,y,M)
. vl Y v=j+1

. -4 3¢ n
avec i) pour l<y<k, e, NI bv € R V(x,y,n) € IRx x T (IRy)
ii) pour 1l<v<k, 1<v'<k, v £ v!' on a : B, # NN 7 a, s K, 3 a,,
—_+ 3¢ n
X IR
v(x,y,n) Ezmx T ( y)
Ky
iii) e(x’y’gyn) £ O v(xr)'rgan) €T (M

3) §11m- 9 est de type principal réel, i.e. 3p mxm matrice dont les éléments

'
sont dans des espaces Siik (M) telle que :

~/ J k 2
p(gllm- gl(x’)';n)) =7r(§"uv(x’)';ﬂ)) mi'av(x:Y,ﬂ)) -bv(x,y,n))e(x,y,g,n)nm
v=1 v=1

4) B(y,Dy) est une pXm matrice dans LZI(IR;) .

k a
v ((E-av(X:Y,ﬂ))z-bv(x,y:ﬂ)) ve(x,y,é.ﬂ
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On se place au voisinage d'un point (yo,no) € T*(ni:) avec (yo,no) € Gv pour
j+1<vski.e. bv(O,yo,no) =0 pour j+1<v<k.

On examine maintenant quelques conséquences des hypotheéses (K).

On peut obtenir des renseignements sur les espaces propres de gl.

. . o
L'hypothese 2 entraine qu'il existe une mxm matrice S(x,y,7) dans Scl(M)

homogéne de degré O en 7 et définie dans un voisinage V de (O,yo,ﬂo) telle

que : S est elliptique et :

M
1
\\ o
.Mj
-1 BV s
1 . s = =
(1.1) S 9 9, avec g i1
\
\
\\
o M
kE
+
E
\ — ‘J
et : —E+(x,y,ﬂ) a des valeurs propres a partie imaginaire g( o .

-pour 1 < vy < j Mv est une av X a, matrice qui a pv(x,y,n) comme unique

valeur propre.

- pour j+l < v < k M est une 2a X Zav matrice qui a av + va comme
v v -
valeurs propres.

Il est clair que glIm- g

1 est encore de type principal réel. En écrivant la

décomposition en blocs de la matrice 5 correspondant a al on voit que pour

1 < vs jil existe B;(g) a X av matrice polyndmiale en € telle que :
v

~
-M ) = (g- X .0 M i t i ible car (g
pv(§)(§ v) (g pv) qv(g)llav r on a qv( v) qui est inversible q g)
ne contient pas la racine p donc Mv = pvll .
Y

Donc 1'hypothése 3) entraine que les blocs de 9 associés aux valeurs propres

simples sont diagonalisables. (1.2)

-/ ~
De meéme pour j + 1 € v £ k il existe pv(g) Za\’x 2av matrice polynomiale en §
~ 2
: - = - - . M est encore
telle que pv(g)(g M) ((g a )"-b ) qv(g)llz% comme qv( v)

inversible on a (M -a )2-b = 0. (1.3)
vy v v
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Démontrons le lemme

1
Lemme 1.1 : Soit M(x,y,T) une 2m X 2m matrice dans Scl(M) et a et b deux
1! 2'
symboles scalaires dans scl(M) et Scl(M) respectivement. On suppose que
det(gll_ - M) = ((g-a)z-b)m et que (M-all )2- bl _ = O au voisinage de
> 2m 2m 2m
'
(O,yo,no).Alors il existe S(x,y,T) 2m X 2m matrice dans SZI(M)’ homogéne de

degré O en T et définie dans un voisinage V de (O,yo,ﬂo) telle que :

S est elliptique et

: N
- ~ ~ R
(1.4) S 1MS =M avec M = s et N = |2 lnl

Démonstration : en remplagant M par M-allzm on se rameéne au cas ou a = O .

o .
Plagons nous au point (O,y ,no). On peut diviser M par lﬂl pour se debarasser
du probléme de 1'homogénéité.En écrivant la forme de Jordan de M au point

o _o cy . o _o0,,2 .
(0,y ,) et en utilisant que (M(O,y ,M)) = O on voit que les blocs de Jordan
ne peuvent 2tre de dimension supérieure a 2 . Donc il existe une 2m X 2m

. . . -1 o_o s A
matrice K inversible telle que K "M(O,y ,N) K = Mo avec Mo de la forme
indiquée dans (1.4) avec a = b = o lﬂl = 1 . On peut donc supposer que

o _o o~
M(0,y M) = Mo

h ’ . . . ®
D'apres les résultats de (13] i1 existe une 2m X 2m matrice S(x,y,n) C telle

- -1
que S 1MS est de la forme suivante : S MS = Mo + M!' avec
ol ) ] T
' !
' [
' '
XS pregggyen 3o———Qo———— . P
, [ ' ou les seuls éléments non nuls de M' sont
M = ! [ sur les lignes noires.
' ]
M- == - 1] sqpepeasmps s——
[l [}
! [
[} 1]
' O
2
On utilise maintenant que (M0+M') = b llzm(l.S). Regardons par exemple les

2 premieres lignes et les 2 premieres colonnes de M!' . On voit facilement que
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(1.5) entratne que la 2éme ligne de M' est nulle sauf son ler élément qui est
égal & b et que la lére colonne de M' est nulle sauf son 2éme élément qui

est égal a b . Donc M' se décompose en 2 blocs :

[0

-1
et on peut traiter de la méme fagon le cas de M' . On a donc S MS de la forme

(1.4) avec N = [? é] . On a donc démontré le lemme. #

On peut appliquer le lemme 1.1 a chaque bloc Mv pour j + 1 ¢ v < k .

]
Donc il existe une 2av X 2av matrice Sv(x,y,n) € s® (M) telle que
-1 . . s o ._,oO
Sv Mvsv soit de la forme (1.3) au voisinage de (0,y ,n ) .
Donc pour b(x,y,n) #0 , Mv a deux valeurs propres de multiplicité a associées

a des espaces propres de dimension @ et pour b(x,y,T) =0 Mv a-une valeur

propre de multiplicité 2av associée a un espace propre de dimension av .

Le fait que la partie principale de G Sse sépare suivant les différentes valeurs
propres entraine qu'on peut découpler G en blocs modulo S-w ’ d'apreés un
résultat de [14].

Soit u € (D'(M))™ une solution de (P) et soit S(x,y,Dy) € Lo'(M) définie par

(1.1). Soit 4 = Su , alors U est solution de :
N A
DU - G € C7(M)

B S-l(o,y,Dy)ﬁ/G c”(aM)

n 1

avec G = SGS 1

+ st s si S-l(x,y,Dy) est une famille d'inverses de S(x,y,Dy).

N A
Le symbole principal de G , g, est de la forme indiquée dans (1.1). On utilise

1

maintenant un résultat de [14] :



- 22 -

o!
Proposition 1.2 : il existe une m X m matrice K(x,y,Dy) dans Lcl(M) de symbole

principal 1Im telle que si v = Ki v est solution de

va - Hv € CQ(M)
(£1)
-1 -1 ©
BS K “v(o) € C (aM)

~
avec hl(x,y,ﬂ) = gl(x,y,ﬂ) et H a pour symbole

-
1,
\
\
M ou les Hv pour l<wcj sont des
Y. . 1
H. a Xa matrices dans Lcl(M) et les
(1.5) I, oy
j+1 H pour j+l<v<k sont des 2a X2a
N v 10 v v
S matrices dans L _ (M)
‘i cl
H
+
H
- .

On donne maintenant la définition des orbites hamiltoniennes du systeme (f°)

Définition 2.1 : On appelle orbites hamiltoniennes de Dxllm—G les courbes

iy m . s . .
I = {(x,y,g,n,w(x,y,g,m) € T (M) x Jcv x @' o v est une bicaractéristique

J k
nulle de q = 7Tk§-pv) 11’((§—av)2-bv)e et w est solution de
v=1 v=3+1

qu + (%.{53p} + iﬁ/pz)w =0 oup = §11m- g1 et pz est le symbole sous

principal de D II - G
X m

3¢
Rappelons maintenant la classification des points de T (3dM) associée au symbole
g = (g-a )2-b qui est celle de [3].
v v v
3 )
T (3M) se divise en :
1)3(v = {(y,n)lbv(o,y,n) > 0} appelée zone hyperbolique. DansJCv on a 2 solutions
en € de g (o,y,§,N) = O et deux bicaractéristiques de 9, qui arrivent en
v

(y,N) et qui sont transverses a JM

2) Ey = {(y’n)lbv(o,y,n) < 0} appelée zone elliptique.
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Dans gv on n'a pas de solutions de gv(O,y,E,ﬂ) = 0 et aucune bicaractéristique

de 9, n'arrive en (y,T).

3) Qv = {(y,n)|bv(o,y,n) = 0} appelée hypersurface glancing.

Dans Qv on a une racine double en £ de gv(O,y,g,n) = 0 et une bicaractéristique

de 9, arrive en (y,T) qui est tangente a JM .

Les points de Qv sont classifiés par le comportement local des bicaractéristiques
de Qv en ces points.

2
On définit 2}

= {(y,m) € T*(aM)IHg x(y,m) =0, Hi x(y,m) > 0} 23+ est l'ensem-

+
= v Yy

ble des points diffractifs pour gv et 22 l'ensemble des points glissants,

. 2z . . 2
On considérera uniquement des points de 2v+ .

III.2 PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DES BICARACTERISTIQUES
TRANSVERSALES .,

On considére le cas oi P est un des blocs de la décomposition (1.5) associé

a une bicaractéristique transversale.On suppose doiic que G(x,y,n) = p(x,y,n)11m+
[}

£ G.(x,y,n) avec p(x,y,N) réel et homogéne de degré un en 1| et Gj homogene
j=o

de degré -j en 7 .

3t
Soit (yo,no) €T (M)\O et +v la bicaractéristique nulle de €-up(x,y,T) qui
part dep = = (O,yo,p(o,yo,no),no) on notera (x,y(x),g(x),N(x)) les points

de y pour x assez petit.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.1, : Sous les hypothéses précédentes, soit u E(D'(M))m solution
de :
[}
Pu € C (M)

u|x=0 =v avec v € (D'(BM))m

alors au dessus de y , pour x assez petit, WFpolu (resp.WFpolSu) est égal
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a l'union des orbites hamiltoniennes de P qui partent de (p ,w ) avec
o' o

v € WFpol v(y°,n°) (resp.WFpolsV(yo,ﬂo)) .
On commence par démontrer le lemme suivant

. o!
Lemme 2.1 : Il existe E mXm systeme dans L (M) tel que
1) E est elliptique sur v

-0
2) PE = E(Dx-u(x,y,Dy)) modulo L (M) .

Démonstration : on cherche E sous forme de série asymptotique

E=E + E 1+...+E j+... avec E 3 homogéne de degré -j en N . Pour cela
o - - -
il faut résoudre les équations de transport

(2.1) H_ E+iG E =0
g-H o o o

(2.2 H- E ,+iG E . =R .
E-p -J o -J -J

On peut trouver Eo inversible et indépendant de § solution de (2.1) et

par récurrence on montre facilement que si E K est indépendant de € pour

k < j-1, R . 1'est aussi. On peut donc résoudre (2.2) avec E ; indépendant

On peut maintenant démontrer la proposition.
. m . © . o!
Soit u € (D'(M)) solution de Pu € C (M). Soit E € L (M) obtenu par le
-1 . = -1 P

lemme 2.1 on a (Dx-p(x,y,Dy))E utcC (M) ou E est une paramétrix de E .
Pour démontrer la Prop.2.1, il suffit de montrer que WFpol E_lu(resp.WFpolsE-lu)

p . - -1
est égal a WFpol E 1v(o)(resp.WFpolsE v(o)). (2.3).
En effet 1'équation des orbites hamiltoniennes de P est

. S s R PP
w+ ip w=0 etp =G . D'aprées (2.1) E vérifie

o o o o

H§~P

H E +iG E =0, Soitp, €y et w, € WFpolu(p )(le raisonnement est
E-p o o o 1 1 1

le meéme pour WFpol u). Soit (p,w(v»)) 1l'orbite hamiltonienne de P qui
s

part de (pﬁyl). Supposons que (2.3) est vérifié
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o, (E ew(p)) = (i, E-N(e))w(p) + ETN(0IH,_ w(p) =

gE-p o E-p o o E-H

-6 li 6 we) - £} 6 w(p) = 0 . Donc : E1(p ywilp ) = E2(o dwlp,) .

o o o o o o o o 1 1
. - -1

D'apres (2.3) comme Eol(pl)w(pl) € WFpol E u(pl) on a

E-I(P Jwip ) € WFpolE_lv(O)(P ). Donc w(p ) € WFpolv(p ) et la prop.2.1
o o o o o o

est démontrée. Il suffit donc de démontrer (2.3). On suppose donc que u
est solution de Dxu—p(x,y,Dy) u € CQ(M). Remarquons tout d'abord qu'au-
dessus de p € v N {x>0} on peut définir WFpolu(p)(resp.WFpolsu(p)) unique-

1]

ment a4 1'aide d'opérateurs dans L°® (M) sans agrandir WFpol u (p). En effet
en suivant la preuve du lemme 5.1.I on vérifie facilement que :

/L

]
V A € LO(M) 4 X e’ (M) tel que Au = Au modulo CT(M) et CL(A) = GO(A) en p

, o' .
On peut donc se restreindre aux opérateurs de L (M). Soit pl €y et

' -
Wy 4 WFpolsu(Jl) il existe donc A £ L° (M) tel que Au € K° et

< OO(A)(pl),w1> %A 0 . Notons T (xl,yl,gl,nl))en prenant la trace sur

X = x(pl) il existe Bk Lo(]R;) tel que Bu(x(pl)) < Hs(lR;) et
c (B .
< o( )(yl,nl),w1> £ 0

o'
En suivant la preuve du lemme 2.1 on construit B € L= (M) tel que

X=X

~ -
B =B et (D -p(x,y,D )) B=B(D -pu(x,y,D )) modulo S m(M), alors
1 x Yy x Yy

~N
Bu vérifie : DxBu-p(x,y,Dy)gu € c®(M) et ghlx € HS(IR:) donc d'apres

1
les résultats classiques sur les problemes hyperboliques on a

s,_n '
Bu]x=o €H (]Ry) , et on a OO(B)(OO) = OO(A)(pl), donc vy [ WFpolsv(o) (po),
Pour démontrer la proposition dans l'autre sens on raisonne de la m&me

+
facon en remplacsant P, par p_ et en utilisant que Bu € C(’(]Rx ,HS(]R;)r)

1
on démontre de mtme la Prop. 2.1 pour WFpolu. #

IIT.3 PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DE BICARACTERISTIQUES
TANGENTES PRES DE Zf .

On considére maintenant le cas ou P est un des blocs de la décomposition

\ ’ . . b *
(1.5) associé a une bicaractéristique tangente a dM en (yo,no) €T (M) \ O
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tel que (yo,ﬂo) est un point diffractif pour cette bicaractéristique.
+0

On suppose donc que g(x,y,N) =% g_j(x,y,n) avec g_j(X,y,ﬂ) homogéne de
j=1

degré -j en N et gl(x,y,ﬂ) est de la forme

Bx,y,m In]

b
(_xﬁzyu a(x,y,ﬂ)‘

.

ou a(x,y,T) et b(x,y,T) sont réels et homogénes en 1 de degré 1 et 2

2. .m0,
Zm_gl) = ((§-a)"-b) ou m désigne

le nombre de blocs et b((}yo,ﬂo) = 0 et {€-a,b} > O en ((%yo,no) .

respectivement. On a donc det (g 1I

P = Dx 112m— G est de type principal réel au sens de la définition de III.1

v
en effet si ﬁ est de la forme

[ = - -~
co(,ll2 N)
\
\
R o ou co(A) désigne la comatrice de A
\\
O Ay
\
| co(slg—N)J

~ _ 2 _
alors PP, = ((g-a)"-b)1I, = q,(x,y,§,M I,

On note v la bicaractéristique de a, issue de (O,yo,a(O,yo,no),no) et
Y, Y les 1/2 bicaractéristiques sortante et entrante.

Soit u € (D'(M))2m solution de Pu € C (M) (3.1). On peut composer (3.1) a

1,0' (M) s

o~
avec
pO

gauche par P € L =0 .Si Q= PPona Quc¢ Cm(M) et q2=(§-a)2-b.
On notera (E = q2(x,y,Dx,Dy).
On va d'abord montrer que l'on peut se ramener au cas ou Q = Q2 , C'est a
. . . . o
dire au cas ou le systeme est diagonal. Notons vy le point (O,yo,O,ﬂ ).

Démontrons d'abord la proposition suivante
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o 3t 2
Proposition 3.1 : Soit f une 2mx2m matrice € C (T M) f = c, § *tec, 8¢ cy

4t © 3t
avec les ci € Cw(f M) ; il existe une 2mx2m matrice a € C (T'M) telle que

H a+af =0 sur {q, = 0} et a inversible prés de v .
q2 2 o

Démonstration : D'aprés les résultats de (6] on peut trouver une transformation

canonique a bord qui transforme q, en §2-xﬂi + nlnn au voisinage de Py
On va suivre la démonstration de la prop.V.12 de (6] avec quelques modifi-
cations dues au fait qu'on est au voisinage d'un point diffractif et a

la présence du produit af .

On se place dans les coordonnées (x,y,A,N) de‘¥?M).

2 .
On a : xHq, = zx(ax * 83, +x M, 3y * XN, ay # x(ﬂl-zxﬂn) by . Sur
2 2 2 2} 3.2 1
{q2=0} on a : g -xn_ + 1, ﬂn = 0 donc A~ =-x ﬂl n, * x ﬂn .

D'autre part, comme on cherche des solutions homogénes on pose ﬂn =1

. . 2
il vient : W = xHq_ = 2\ 6x + (3x” - 2x ﬂl) al + xby1 + x(T]1 - 2x) 5yn

2

on veut résoudre Wa + axf = O sur {q2 = O} . Comme f est un polyndme

de degré 2 en g€ , grace au théoreme de division de Malgrange on peut supposer
que f est un polyndme de degré 1 en § donc que xf = g(x,y,)A + h(x,y,n)
avec h(0,y,T) = O . On va chercher a sous la forme b(x,y,)A + c(x,y,T).

Ona:w = 222 o b+ 2X3 c + (3x% - 2xn1) b + xA ay1b + xaylc +
x(nl-zx)(aynb x+aync) = (23 c+ % AR x(ﬂ1—2x)anb) + (3x-2x1 )b + xaylc N
2(-x2'n1 + xj)axb + x(nl-Zx)aync = x[zaxc + x(ay1+ (ﬂl-Zx)ayn)b] +

+ [2(x3-x2n1)axb + (3x2-2xﬂ1)b + x(ay +(n1-2x)8yn)c] et

1
axf = ngz + (bh+cg)X + ch = (bh+cg)A + ch + (x3-x; ) bg .

1
On résoud d'abord 1'équation Wa + axf = O en séries formelles de ﬂl .

On pose donc : bA+c = T (b,k+c.)nj
je0 9 3 1

gA+h = £ (g A+h )73 .
jeo 3 31

Le coefficient de nf dans w(bA+c) est :
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2
x(zaxc,+x(a -2xd )b, + xd b, 1] + [2x35xb.+3x b, + x(d -2x3 )c, +
J yl Yn J yn J J J yl yn J
2 \
2x 3_b, . -2xb, .+ xd c, _J
x j-1 j-1 y j-1
n
Le coefficient de ni dans axf est : ¢ —.(bnhm+cngm)l tr
n+m=]j m+n=j
3 2 .
c h +x’b g -x PN b g . Dans la suite on notera g ab = (ab) .
nm n nm 3

m+n=j-1 m+n=j

Puis on résoud chaque équation obtenue en séries formelles de x

k k, k
Pour j 2 O on pose : bA+c, =% (b A+c)x
h=20

k k., k
g.A+h_ =53 (g.A+h))x

et on notera % a? bq = (ajbj)r . En identifiant les coefficients de

p+rq=r
r . .
X il vient
- - -1
2(r+1)cr.‘+1 +3_.b" 1-26 b 2, 3 b, + (bh)" + (cg)” =0 (3.2).
J yl7j y 3 y 3-1 J J
n n
- - - r-1
(2r-1)br 2+5 ct 1-28 c{ 2+2(r—1)b- 1 Y
J ¥y 3 Y, 3 J=
- - r- r-2
v ot (en) T (b)) T - (bg) 5220 (3.3).
y -1 -1 Jj J Jj-1
n
Pour j = o, r = o l'équation (3.3) ne donne rien car h% =0 .
Pour j = o, r =1 1'équation (3.3) donne : (3.4) ay co + c° h1 =0 . On
L © o
peut résoudre (3.4) en imposant cC = 112m sur y1 =0 (3.5
o

. . r . . . Kk
Puis on détermine les co et br par récurrence. Si on connait co pour
o
k p . ,
k <r et bo pour k € r-1 , 1'équation (3.2) au rang r permet de déter-
. r+1 p . P . r
miner c et 1'équation (3.3) au rang (r+2) permet de déterminer bo
o
+
car CZ 2 n'intervient pas dans (ch)r car hz =0
o
P . . r
On peut donc determiner successivement les b; ’ co pour r 2 O
. . r r
Supposons maintenant que l'on connaisse les cp ’ bp pour r 2 0O et
. ) . r r
O < p< j-1 . On peut alors déterminer les cj ’ bj pour r 2 O .

En effet pour r = 1 (3.3) donne : d c? = - (cohl)j car h: = 0 Vp.

Y 3
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o .1

o1 o o
et (ch). =c.h + f (c_,...
3 j o j o’

’Cj-1)° On peut donc déterminer c?

. k k
Supposons alors que l'on connaisse cj pour O s k £ r et bj pour

, . . . r+1
0 < k € r-1 . L'éguation (3.2) au rang r permet de déterminer c, car

P . P . r
hz = 0 . L'équation (3.3) au rang r+2 permet de déterminer bj . On peut

, . . r r . .
donc déterminer successivement tous les bj et ¢, . On construit ensuite

b et ¢ qui admettent b; et C; comme coefficients de Taylor en x=ﬂ1= o .

alors a = bA+c est une solution de : H za + af = £ avec £ € O(xw,ﬂT),
q

et a cause de (3.5) a est inversible au voisinage de (o,yo,o,no). Si on
peut trouver une solution de H a + aEa-1=O avec a inversible en po

L)
alors aa sera une solution de la Prop.3.1.

On peut donc se ramener a démontrer la Prop.3.1 dans le cas ou f € O(xw,nT ).
Dans ce cas on va résoudre Wa + axf = O en séries formelles de x
k
bA+c = ¥ (bkk+ck)x
k20
On pose donc
k ©
gh+h = ¥ (g A+h )x et chaque g ,h est dans 0O(7,) .
k2o k k k' k 1

k
s e : + + b -
Le coefficient de x dans W(bA+c) est (2(k+1)c +1 3 1b -1 Hla 1 20 b A

+ (2(k-2)bk_2-2n1(k—l)bk_1+3 aylck_l+nlanck_1-28y“ck_2)

k
Le coefficient de x dans (bA+c)(gA+h) est

br-272My B4 *

((bh)k + (cg)k)l + (ch)k + (bg)k-3 - ‘nl(bg)k-2 ou on a noté :

k ) k . .
(ab) = ¢ a bn . En identifiant les coefficients de x il vient :
m+n=K

k k
2(k+1)ck+1+ay1bk_1+n18ynbk_1—ZGank_2+(bh) + (cg) =0

2(k-2)b 2n1(k-1) b 2 ¢ +

d ¢ .M. 0,C .- _
¥y k-1""1% "k-1 Ty k-2

k-2" k-1 P27 P

k kK- k- . .
(ch) +(bg) 3-ﬂ1(bg) 2. O . La 2éme équation au rang 1 est : by c +
1
c -21n.b h, = . isi = . ad = =
Ny ayn oMb, * e hy =0 . On choisitc =1 . On onc aylco ay c, =0

t comme h_ € 0o(1) tt b € 0(n) tel 27,b +c h
e omm 1 nl on peu rouver o nl el que - ﬂl o cO 1
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Supposons par récurrence que l'on connaisse bj’cj pour j < r et que
b. € 0(n)) et ¢, € 0(N) pour j £ O
et ¢ o .
j L j n,’ p J
La lere équation au rang r permet de déterminer 41 € O(UT) .
La 2éme équation au rang r+2 permet de déterminer br+1 € O(ﬂt) .

En effet h = 0 donc c n'intervient pas dans (ch) . On obtient donc
o r+2 r+

2
-2'n1br+1 = fr(cl""cr’cr+1’bo""br) avec fr € O(nT) donc on peut déterminer
br+1 € O(nT). On peut donc déterminer successivement les bj,c. pour j 2 O .
On construit ensuite b et ¢ qui admettent bj et cj comme coefficients de
Taylor en x = O. 3 = bA+c est une solution de Hq a+af=L avec £ € 0(x") et

: est inversible en po . Comme plus haut, il suff?t donc de démontrer la
Prop.3.1 dans le cas ou f € O(x ). On suppose donc que f € O(x") .

on va résoudre : Hq a+af=0 sur [q2 = 0}

~At
2 avec a € CO(T M).

(3.6) a elliptique en P

en utilisant la méthode de Peano-Baker ([15] p.408).

Pour appliquer la méthode de Peano-Baker on commence par chercher

® it ~ . .
a € C (T M) tel que : quao = 0 sur {qz = 0} et ao(Po) elliptique.
(3.7) |-
3. % lx=0 %o

3¢
I1 suffit de prendre a = 11 m " Puis pour i 2 1 on cherche a, € c(T M)

tel que : H a, = a f
.Alors a =y a, est solution de (3.6)

(3.8) a, =0 1=
1

Commengons donc par résoudre (3.8) sur {q2=(8. On veut maintenant des
solutions qui sur x = O sont paires par rapport a € . On écrit f comme
polyndme du ler degré en £ par le théoréme de division de Malgrange.
Comme d'autre part on cherche des solutions avec une certaine homogénéité

on fixe M = 1. Sur {q2=0] on prend comme coordonnées prés de L

(x,5,€My50-M )



Le changement de coordonnées : X =8 -r
§ =s 3
=y!' + 7, s+2(rs- =)
Yn = n 1 3
transforme H en 9 + 93 .
y s
1
En oubliant les indices i , il suffit de résoudre : Hq a=f sur [q2=0]
2
=0
(3.9) a x=q2=0

avec f € 0(x).
Prolongeons f par O dans x < O . Dans les nouvelles coordonnées il

faut trouver a telle que (3 +3 )a=f¢
Y1 % Comme on a prolongé f par O

dans 52-r < 0,

1

il suffit de résoudre (ay +as)a=f
{ On a donc une solution de (3.9) qui

als:°=0
est évidemment paire en § sur x = O .

Donc on a résolu (3.8) et donc (3.6) sur {q2=0}. Il reste a étendre a hors
de {q2=0} pour avoir a € Cm(%'M). Soit h une extension quelconque de a
hors de [q2=0}. Par le théoreéme de préparation de Malgrange on peut écrire :
h = c(x,y,g,'ﬂ)q2 + al(x,y,ﬂ)§+ao(x,y,n). Alors 3 = al(x,y,ﬂ)§+ao(x,y,ﬂ)
vérifie évidemment Hq2:+gf= O sur {q2=O} et

~

2 - 2
a q2=x=o=alx=o = al(o,y,-g ,ﬂz,...,ﬂn)5+ao(0,y,-§ ,nz,...,nn). Comme a]x=()

est paire en € on a : al(O,y,ﬂl,ﬂz,...,ﬂn) = 0 sur ﬂl < 0 . Il reste

\ 3 3 N
encore & modifier a dans T, 2 0. a1(o’y’n1’n2""’nn) est nul dans M, < O
donc s'annule a l'ordre ® sur n, = o .

D'autre part l'hypersurface [q2=0} est au-dessus de Mm,-x < 0. Soit

O pour t 2 1 alors la fonction

1

X(t) € CT(R) telle que [ X(t)
X(t) 1 pour t < O .
[+ ] [ -]
al(O,y,nl,...,nn)X(x/ﬂl) est C  car al(O,y,ﬂl,...,nn) € O(nl), et elle
est nulle sur {q2=01. Notons encore & la fonction (al(x,y,n)-x(x/nl)al(o,y,n))g

+ &o(x,y,n).Elle vérifie Hq ¥+ 3f =0 sur {q2=0} et
2
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28
aglx=0
On a donc démontré la Prop.3.1. On démontre de la m&me fagon la Prop.3.1.

o _o e 4.

= al(O,y,n) - al(O,y,n) = 0. et'g(po) = ao(O,y ) ) est elliptique.
pour une équation non homogéne, dont le second membre est de la méme forme
que f # .

Proposition 3.2. : il existe A et B 2mX2m matrices dans L:(M) telles que

BQ-QZA = 0 et A elliptique au voisinage de po .

Démonstration : On a Q = Q2 + Q1 +Q +...avecQ € L;’z(M) et q, homogeéne

o

de degré i en (g,7).
On va déterminer a et b sous forme de série asymptotique :

4+ +0

a= Y a. b=5 b . avec a , , b € S-I(M) .
. -1 . -1 -1 -1 b
i=o i=o

La seule différence avec la méthode classique des équations de transport,
. . © a3t
vient du fait qu'on cherche des symboles dans C (T M) .

On a : oa(Bq-qu) = q (bo-ao). On prend donc a = b

2 o
1 " 1
O - = — — a -
1(Bq qu) b * ij‘zl anjao ayjqz "1 ag o axqz R 1221
-l;aa aq-laa 3.9, =b _q + agq.-q.a +1'Ha .
i‘].=1 yJ o ﬂj 2 i x o €72 -172 o'l "2 -1 i q2 o

On résoud d'abord H a -ia q
5 © o
peut trouver ao sous forme de polyndme du ler degré en £ , donc Hq ao-i aoq1

;O sur {q2=0} en utilisant la Prop.3.1. On

est un polyndme du 2éme degré en £ qui s'annule sur {q2=0}. Donc il

-1
existe gl(x,y,n) €s 1t (m) tel que :

H a -ia q
o o

q, 1

Supposons par récurrence que l'on connaisse les a _,b i ¥i € n-2 .

. On prend alors i(b ,-a ) c .

T c1% 172 -1

Pour éliminer G n(Bq-qu) on doit résoudre une équation du type :

a -3 = . - ’ d t d
a, PR LR f_n+1(b_n a_n)q2 avec f-n dépendant des q, et des

a_i,b_i pour i € n-2 .,
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On résoud d'abord cette équation sur {q2=0] par la Prop.3.1.

-n!
= c_a, avec c¢__ connu dans s (M) .

-1 -f
On a donc Hq a-n+1 ! a-n+1 1 -n -n"2

On prend ensuite i(a n-b n)=c 0 On peut ainsi déterminer tous les

a .,b . ce qui démontre la proposition # .
-i’ -1

Siu € (D'(M))2m est une solution de Qu € Cw(M) on a donc QzAu € CQ(M).

@®
Proposition 3.3 : Soit u € (D'(M))2m solution de Qzu €EC (M.

s

1 .
Soit pl = (xl’yl,gl,nl) €y avec x > O, Alors il existe A 2mx2m matrice

o ~ © s . 1 1 1.1
dans Lcl(M) telle que Au € C (respX’) microlocalement en (x ,y ,& ,N")

~

1 11 1 1 .1 .1 1 1 1 1
et WFpol u(x ,yl,g N )(resp.WFpolsu(x s € ,M7)) = Ker ao(x )Y € ,m) .

1

~ . . 1 1 1
O dans un voisinage conique de (x ,y ,§ ,n") .

2 2

3 o
Démonstration : Comme on est en un point de T (M) on peut se ramener au cas

ou Q2 = Dx par conjugaison par des opérateurs intégraux de Fourier classiques.
1
Comme x1 > O,v est transverse aux surfaces x = cste au voisinage de p .
On peut donc trouver F et G opérateurs intégraux de Fourier classiques et
R 1
X opérateur de troncature pres de » , tel que XGQ2-XDxF = 0 au-dessus d'un
voisinage de (xl,yl). Fixons une surface initiale x = x1+e avec € assez
petit.
On peut de plus choisir X commutant avec Dx . Alors v = Xfu est solution
© L 1 1

de D_v € C au voisinage de (x ,y’ ) (3.11).

. \ o o (-]
Soit B(x,y,Dx,Dy) un systeme dans Lcl(M) tel que Bv € C et

1 1 1.1 1 1 1 1
WFpol v (x" ,y" ,€",M") = Ker bo(x )Y 58 ,17).
. . . \ v o n
D'apres la Prop.2.1 il existe un systeme B(y,Dy) dans ch(ng,) tel que
~ 1 © n
B(y,Dy)v(x +g) € C tmy). De plus on a
1 1 1 ~ 1.1
WFpol v (x +€)(y",n") = Ker bo(y s 7). A cause de (3.11),

~/ o © N/ 1
B(y,Dy)v(x,y) € C (M) en tronquant B au voisinage de x~ . Il faut enfin

i Y . , o,° ©
modifier B(y,Dy) qui n'est pas un opérateur dans L (M). Soit X(T,E) C

et homogéne de degré O en (7,) telle que :
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o si Inl s e,lg]

{ X(1M,g)
X(m,g)

’ Ay . . 1 . ~
X(n,§) est égal a 1 au voisinage de (x ,yl,gl,ﬂl) et si c(y,Dy,Dx) =

1 si lﬂ' 2 ezlgl avec cl < 82 . Si e2 est assez petit,

X(D ,b ) B(y,D ),c(y,D ,0) € L°(M) et C(y,D ,D )v € c™(M)
y et v .

v x Y, y’ ! 10y 1Py Y, y ' x

. 1 1 1. 1 ~ 11
D'autre part, d'apres la Prop.2.1. on a WFpol v (x",y & M) = Ker bo(y s )

n 1 ~ A 1 1
= Ker co(xl,yl,gl,n ) et Dec-c Dx = O au voisinage de (x ,y ,§1,n1).
\ ’ ’V N ’
Pour revenir a u on vérifie facilement que A = GCF vérifie la proposition.
Le cas de WFpolsu se traite de la meme faipn 4 .
On se place maintenant dans le cas général c'est-a-dire qu'on a
2 o o o _o o

qQ, = (g-A(x,y,M)" -p(x,y,n) et » = (0,y ,A(0,y ,7 ), ) est un point

strictement diffractif pour qz.

Proposition 3.4 : Soit u € (D'(M))2m solution de Qzu € Cm(M). L'opérateur

1

]
A de la Prop.3.3 se prolonge en un opérateur A € L’ (M) tel que

o,1!

Q2A - BQ2 = 0 (3.12) avec B € L (M) .

, . . 1 . | .
Démonstration : Soit S 1'hypersurface {x=x }. Si x est assez petit H
1 2
est transverse a S en p .

En utilisant les arguments de la démonstration de la Prop.3.2, il suffit
de vérifier que pour f € Lp’z'(M) et ao(Y,i,ﬂ) 2mX2m matrice polyndmiale
du ler degré en € il existe a(x,y,£,T) 2mXx2m matrice dans So’l'(M) telle
que

H a =f sur {q2=0}

a 1
2 est un petit voisinage conique de p

(3.13) ou v1
aISnvl = ao

En effet en utilisant le théoreme de préparation de Malgrange comme dans le
1

lemme 5.1 I, on peut supposer que l'opérateur A est dans Lo’1 (™).

Démontrons donc (3.13)

On cherche tout d'abord la restriction de a a {q2=0} sous la forme

a(x,y,g,m) = al(X,y,n)g + ao(x,y,n).
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1 o 1 o, ...
On peut alors trouver a~ et a tels que a = a £ + a verifie

qua = f sur {q2=0}

®lsav,n{a =0} ~ “ol{a =0}

1 .
Puis on peut étendre a° et a hors de {q =O} pour avoir a = a ,0On
2 lsnv1 o

a donc démontré (3.12). #
On définit maintenant les opérateurs de Neumann N+ et N associés a

1'opérateur Q2 . Pour u_ € D'(dM) . Soit u, € D'(M) solution de :

au € c” (M)

o _o
ulaM =u_ en (y ,m)

u = 0 sur v,

On définit alors N u =
+ O

Dxu:IBM ’

Rappelons maintenant un lemme qui sera utile dans la suite

Lemme 3.5 : Soit u € D'(M) solution de Q2u € Cw(M). Si u 63{5 microlocalement
. . s-1 o _o
en un point de v . Alors Dxu(O)-N+u(O) est microlocalement H en (y ,0)

ou N, est défini plus haut.

Démonstration : On peut facilement extraire ce résultat de [10] sous

. ’ . @® .
1'hypothése supplémentaire que u(0) € C (3M). Il suffit de remplacer u par
u - K.u ou K, est une paramétrix sortante du probléme de Dirichlet pour se
ramener a la situation de [10] et démontrer le lemme. #

On peut maintenant démontrer un premier résultat de propagation de WFpol u.

Proposition 3.6 : Soit u € (D‘(M))2m solution de

[ <]
Qu € C (M)
2 et soit w € sz et pl €v .

ulaM € C (M)

. 1 1 . .
Alors si w € WFpol u(p )(resp.WFpolsu(p )), il existe des 1X2m matrices

b° € L°GM), bt

-1 + 1
€ L "(3M) telles que boDxu(O)—N b Dxu(O)est microlocalement
cl cl
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o _o -
c” en (y , ) (resp. microlocalement H® 1 en (yo,ﬂo)). et

<o) G°MY), ws> A0 (3.14)

Démonstration : Soit w € sz tel que w £ WFpol u(pl) (resp.WFpOISU(Pl))
Par définition il existe une 1X2m matrice 2/ dans LZﬂ(M) telle que

au € CQ(M)(respJ{S(M)), < 0(33(91),w > £ 0 et Y vérifiant les propriétés
de Prop.3.3.

R ~
D'apres la Prop.3.4 on peut prolonger a en a = al(x,y,D )Dx + ao(X,y,Dy)
y

' 1 -1
E(M) a €L (M) . Notons v = au

cl
on a d'apres (3.12) : sz € c7(M) et v € Cm(M) en v, (resp. € K°(M) en pl)

a® € Lo
c

donc d'aprés le lemme 3.5 on a : D v-N_ v € cm(aM)(y°,n°) (rGSP.HS-l(aM))

et D v(0)-N v(0) = (D al)D u(0)+alD?u(0) + (D a®)u(0)+aD u(0)-N alD u(0)-
x + X X X X x + x

N+a°u(o) = (a°+Dxa1) Dxu(o)-N+a1Dxu(O) modulo c“(aM) car u(0) € c“(aM)

1 o 1
en posant b~ = (ao+Dxa1), bl —al ona:b DXU(O)-N+b

D u(0) € c”(om)

en (yo,ﬂo)(resp.Hs_l(aM) en (yo,ﬂo)).

D'autre part : O(bo)(yo,ﬂo) = G(ao)(yo,ﬂo) = o(a) (p°) car en po,g =0

et G(a)(po) = 0(35(91) car on a Hq c(a)= O sur {q2=0}. Donc

< o(bo)(yo,ﬂo),w > A0 et ona déiontré la proposition. #

Remarque 3.7 : L'opérateur bo-N+b1 n'est pas dans une des classes L3’6(8M)
avec p + & 2 1 mais dans la classe A$’+(8M) de [11]. A priori on ne peut
donc pas conclure de (3.14) que w & WFpol Dxu(O)(yo,no). Cependant d'apres
[6] il existe F et G opérateurs intégraux de Fourier elliptiques dans

o n e e e o o N
I (3M,R ,3x) tels que FN_ = N G au voisinage de (y ,m) ou N, est le

2/3 M

-1 . .
multiplicateur de Fourier ﬂn Xi (ﬂlﬂn /3), ou A+ est une des 2 fonctions
+

d'Airy utilisées dans la construction de paramétrix dans le cas diffractif.

i

Soit Ql(s) € c:(nz) telle que {‘@1(5) =1 ls] <1 et 92 =1 - 9,
91(3) 0 lsl 22

Rappelons la définition de la classe N?({ﬂ1=o}) (voir [16])
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Définition 3.8 : un symbole p(y,ﬂr...,ﬂ ) est dans N ({ﬂl- 0}) si pour

ln I < lﬂz,...,n Ion a: ]D Dﬂ n'pl < Ca B ln lm la (lﬂ |9 |n |) IYI et

si p € S? o Sur tout cdne disjoint de {n1=0}
1 o ( ’1/3) € N1/3({ =0}) et le résultat suivant : si a > 1/3
alors ;:- T ﬂ 1/3 ﬂl— et on a esu sui : s
-1 1-(1-a)/2 2 -1
o, (113 T2 17/) € N3 2y o)) et g, (1,702 /2 X 171/

€ N:({ﬂ1=0}). D'autre part N?({n1=0}) CIS? o(ﬂﬁl), donc on a décomposé
H

~ ~ ~ v~ 1 n ~ 1-(1-a)/2 n
. = €
N, en : N =N/ N, avec N, La,o(nz ), N, € L1/3,o (R )
-1V 1 . .
Prenons a > 1/2 alors F N2G € La 1 a(6M) et le théoreme d'Egorov s'applique
\ /u ’
aN_ .
2

On va maintenant donner une définition de WFpol u ou l'on utilise des

symboles dans les classes s° (IRn), p>1/2

ol ,1-

Définition 3.9 : Soit u € (D'(R'N" , we @ , et (x ,£) €T (R).
~nN ~
On dit que w £ WFpol u(xo,go) (resp.WFpolsu(xo,go)) si il existe
m
)

a €L (R") tels que T a_ u, € Cm(resp.Hs) et il existe V

a "0.
1 m p,1-0 -1

m
voisinage conique de (x ,5 ) tel que lim 1nf| b3 a, (x,t g)w | F O V(x,£)EV .
to+o ]_ :1

A~ w n m ~ .
On note alors WFpol u = {(x,Z,w) €T (R ) x C l w € WFpol u(x,s)}, qui
est un ensemble fermé de TM(B¥1) X ¢m
On a les deux propositions suivantes

g
Proposition 3.10 : avec les notations de Prop.1.2 II, n(WFpolu\ 0) = WF u

~/
(resp. R(WFSpol u) = WFsu).

~/
Démonstration : Si WFpol u(xo,go) = 0 il existe une mxm matrice E dans
o n © m S |
L) p(IR ), telle que Eu € C , et telle que Yw € € \ {0}lim infl|E(x,tE)w|/ O,
- tato

V(x,Z) € V voisinage conique de (xo,goXCeci entraine que E est microlocalement
inversible au-dessus d'un voisnage conique de (x ,§ ) ce qui démontre
o °o

la proposition. #
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n

o
Proposition 3.11 : Soit u G(D'tm"))m et E une mxm matrice dans L ,(IR )

ch
~/ A/ R
elliptique en (xo,g ) alors WFpol Eu = e WFpol u ou e est le symbole
o

principal de E .

- . ' . ’, \ -
Supposons que u € 3% avec s' > s-1/4 et qu'on s'intéresse a la propagation

de wFpolsu . Alors on a le résultat suivant :

1)
Proposition 3.12 : Soit u € (D'(M))2m avec u ETKS (M) et s' > s-1/4

o]
Qz uCc (M
et u solution{ ®
€
u'aM C (oM)
o

. 2m 1 ~/ o
Soit w C @7 tel que w ¥ WFpolsu(p ) alors w ¢ WFpols_leu(O)(y M) .

’ . . l-a
Démonstration : D'apres la remarque 3.7 prenons a > 1/2 tel que —5— > s-s!' ,

-1~ 1 -1 . o _o
alors on a b°D u-F N G b D u C H°7" microlocalement en (y ' ym) . On a,
R 1
d'aprés la Prop.3.6 < o(b°) (y° | °),w> #0 . etF 1N2G b C L 1-a (oM) .

Pour démontrer la proposition il suffit donc de montrer que : Ve > O 3 v

voisinage conique de (y oM %) tel que V(y,T) # V lim suplN (y,tn)b (y,tn)l < €,

t—0+0.)
1 1 -1, \ ~ :
ou b =Gb G & L1 O(E2 ) . On coupe a nouveau N2 en 2 parties :
-1/3.% -1/3.%

(y,ﬂ) = Ql(ﬂ ﬂ YN (y,ﬂ) + ?z(n ﬂ )N (y,ﬂ) Donc

Y o (£2/30 n=1/3 ((2/3,2/3 23, 23y
Nz(y’tm'?l(t MM )(Pz(t o ﬂ T A+ (77 )
g, (¢ 2/3 . 1/3)(?2(t 2,17 %/ 2/3 = (¢ 7V/3)

. Pour t assez grand le 2éme terme est nul. Il reste a regarder le comportement
du ler terme.
D'aprés le développement asymptotique de A, on a:

Al
Cv 230 o-1/3 2/3 |0 n-1/3]y1/2
l 20"V | < e 713

o' (y,em | s c 7|7t

. - AL I, ,1/2
2/3n N 1/3 2(t1 aﬂlﬂna>t2/3ﬂi/3 K"t2/3“1”n /3 /

)b (y,tn)lsc( 0

Donc l@l(t
n
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Donc si on prend V de la forme Inl""’nn-ll < eolnnl avec eo assez
. - g ~1 , .
petit on a : lim suplNz(y,fn)b (y,tn)l < € V(y,1) CV . On a donc démontré
tet+

la proposition. #

On s'intéresse maintenant a la propagation de la polarisation dans 1l'autre
sens le long de v_ -

Soit pl = (xl,yl,gl,nl) un point de ¥ _ avec x1 > 0 et x1 assez petit

pour que l'opérateur A de la Prop. 3.1 soit elliptique en pl .

. 1 . P .
Soit S 1'hypersurface {x=x }. On va construire une paramétrix microlocale

du probléme mixte :

Qu € c® (M)
(3.15) (y°,1°) € WFu(0)

uls=f en (yl,nl) et (xl,yl,-élsﬂl)vg WFu

I1 suffit de se donner une seule trace sur S car si u est solution de
Q2u € Cm(M) alors au voisinage de pl, Q2 se factorise en (Dx-A+(x,y,Dy)) °
1 . 1
(Dx-A_(x,y,Dy)) et en p Dx-/\+ est elliptique donc on a Dxu|s=A_(x ,y,Dy)ulS
1.1
microlocalement en (y ,7 ).
~/ . qu P

Soit Q2 une extension de Q2 dans x < O et soit une parameétrix microlocale

. ~/ o, A/
du probléme de Cauchy : {’sz €c M

VIS = f en (yl,nl) et (xl,yl,—gl,nl) € WFv ,

Soit R : M3 oM 1'application de restriction au bord et soit K+ une para-
métrix sortante du probléme de Dirichlet : Q2u € ¢ (M)

u(0) = u_ en (yo,ﬂo)

u = 0 microlocalement sur Y_
Alors la solution de (3.15) s'écrit u = 14f—K+R1Lf microlocalement au

voisinage de po . On a donc Dxu(O) = (RDXQL— NJ%QL)f

[ ]
Définition 3.13 : Soient M1 et M2 2 variétés C de dimension n et

cc T*(Ml) X f*(Mz) une relation canonique homogéne. On dit que C est
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3¢
folding au point (ml,mz) € C si les deux projections n, : C _—yT‘(Mi)

sont des folds en (ml,mz)

On a alors la proposition suivante démontrée dans [10] :

Proposition 3.14 : (Proposition 6.16 de [10] :
RDXQL’ et A9l sont des opérateurs intégraux de Fourier associés & une

9% v . o_o 1 1
relation canonique C ¢ T (dM) X Tv(S) qui est folding au point (y ,T ,y ,0")

L'exemple classique d'une relation canonique folding est la relation cano-
¢ W n n n+1
nique /\(P dans T (R") x T (R") avec ¢(y,y',u,s) € c’(R"x R'x R )
= (y-y"p + sp./p_ - 1/3 53/p2
1" 'n n

on afg = (M, CTHRY) x T

e _ vt = L )3
(yl-yl) = -nl/ﬂn, YnVh T 3 (y1 yl) }

(IRn) ij:YB2<j<n—1’n=nl ,

Rappelons maintenant quelques résultats sur les fonctions d'Airy dont on aura
besoin dans la suite. Les fonctions d'Airy sont les fonctions entiéres
solutions de A"(s) = sA'(s). Parmi ces fonctions on note Ai 1'unique

solution qui est bornée sur R’ et qui vérifie Ai(O) = 1.

’ . + . -
A. est exponentiellement décroissante sur IR et oscillante sur IR et tous
i

. 3
. - + ts+1/3t
ses zéros sont sur R . on a A_(s) = I P etts /3 dt (3.16).
! -0
\ . . . + i
a partir de Ai on construit les fonctions d'Airy A+(s) = Ai(e'21n/js).

- +
A+ sont oscillantes sur R et exponentiellement croissantes sur IR . On

- 1/3

notera Ai(resp.A{) le multiplicateur de Fourier de symbole Ai(ﬂlﬂ;

30

n

)
(resp.A{(ﬂlﬂ En utilisant la formule (3.16) on vérifie facilement

que A, et A! sont des opérateurs intégraux de Fourier associés a la relation
i i

canonique A? . On a d'autre part les représentations suivantes pour A+ et A

eiX(s) e-iX(s)

A+(s) - iy F(s) ou F(s) et X(s)

) .Ul
on a : A_(s) 5 F(s) >

@
sont des fonctions C positives qui ont les développements asymptotiques

suivants
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2 1 -3
F7(s) ~ (1-a,(-s) “+...) pour s - - »
n(_s)l/z 1
2 3/2
F(s) L'e 3 S pour s - + e
n
X(s) - %‘ ~ 2/3(—5)3/2(1—b1(-s)3+ ...) pour 8 —» - ®

On a le résultat suivant démontré dans [12].

3 3¢
Proposition 3.15 : (Corollaire 5.8 de [12]) Soit Cc T (3M) X T (S) une
. . . . . . o,o 11
relation canonique homogéne qui est folding au point (y sy 7 ), et

1.1 . . .
[’ un petit voisinage conique de (yo,ﬂo,y »7 ). Alors il existe des opéra-

1

o -
teurs intégraux de Fourier elliptiques J € Io(ﬂfl,aM,Xl), K €I (S,Kf‘,x o )

. 2 ~ . .
associés a des transformations canoniques locales :

g T — T (R xo ¢ T (5) — T(R")
o _o A/ 1.1 ~/
()’ ,T] ) ——-7 (O,T]O) ()’ ’T‘ )———, (O’no)

A/
avec no = (0,...,0,1), tels que tout opérateur intégral de Fourier classique

F € 1"(s,0M,C) avec WF'(F) c I est de la forme F = J(AB Ai‘BZ)K avec

B, € L0, B, € LTV O

Proposition 3.16 : il existe un opérateur a € Lz£6(n¥1) elliptique tel que :

1
(3.17) RD;u/- N+RQL’E J a‘K~K sur un voisinage conique de (yo,ﬂo,yl,nl).

+

Démonstration : D'apreés la Prop 3.15 il existe B, € LZ6(IRn), 82 € L:_j/6(IRn),

~ . 7/6
By €L

ns
(]Rn), 82 € LZG)(]Rn) tels que :
~/ Y
RD - N R = JA. B 'B - J '
x% . W= J( Byt Al 2)K N, (AiBl + AiBz)K

D'autre part d'aprés ([12]8.4) on peut choisir J de telle sorte que :

v -1 o _o v .
N =J (aoN++bo)J en (y ,) avec : N+ est le multiplicateur de Fourier

+
Al 1/3 2/3
+ - n
€ . . a
de symbole X: (ﬂlﬂn ), a €L (R") elliptique et b, €L
.

Donc on a RD W- N RY = J(A B, +

x + il

o

1
'1\3/ ( db)(AB A'B

A'B_-(a N + + =
i2 o+ o il i 2)) K

n

(R").
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~/ ~ ~ ~
= J(AB,+A'B -a NAB, - aNA'B - - '
( il 12 o+1il1l o + iBz boAiBl boAiBZ) K
=J a (JQ/A B -KIA'B + ala g, + a—lA'g/ aly A B -alp atB ) K
= o + 11 + 12 o i1 o iz2 o oil o o1i 2
. , . -1 o -1V -1 -1

D'apres le lemme 3.17 on peut écrire a AB. + a A'B - a bAB b A'B

o il o i 2 o oil i2

sous la forme AiC1+A{C2 avec C1 € L1/2(IR y, 02 ¢ L1/6(n2 y

~/ A/
Donc RD - N RW = Ja (A.C +A'C_-N A.B.-N A'B_) K
X + o i1 12 + i1 + 12

D'autre part, on a 1'identité suivante entre A, A et A!
i i

A'(s)

(s A Ao

+

A'(s) =
1

, v A/ ) c ~
- =J - - —_ -
ponc RD_{l- N RIL a (A (C *NC_-NB -NB) + A+(c2 N,B)) K
.1 1
mJX— a pour symbole 213
+ A (T]T] )

- -1 . A ~/
J (RDXQL— N+R1L)K doit avoir une relation canonique C incluse dans

. Mais d'autre part, a cause des résultats de propagation des singularités

Ay

it 3¢ n
pour les solutions de (3.15) on sait que C doit 2tre bijective de T (IR )
o . .. . . .
sur T (]Rn) et non réguliere car on est au voisinage d'un point diffractif.
N . ’ . . . ”
Donc C doit etre égale a une moitie de A .

., 1 1 . . ez
Les operateurs;r- et;r- ont pour relation canonique chacun une des moities
+ - PV
de A@ . Supposons tout d'abord que C soit égale a la relation canonique

dei%- . Plagons nous dans ﬂl < 0 . Dans ﬂl < O A, est un opérateur intégral de
i .
+ c ~ ~
Fourier classique. Comme A (C2-N+Bz) a la relation canonique C on a
+
¥ (c.-B)N%_ €5 a 0 (3.18)
-B,)-NB S a < .
€y " NGB LB, ns My 3

1,C —Bl,B s'annulent

B, € o(n /n )° (3.19).

D'aprés la proposition 6.11 de [12], ceci entraine que C

a 1l'ordre » sur My 0 , c'est-a-dire que Cl,C 1,
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Soient : ql(s) G C: (R) { ql(s)=1 pour |s|< 1

q1(5)=0 pour Islz 2

qz(s) € c”(R) { qz(s)=1 pour s 2 2

qz(s)=0 pour s < 1

i = -q - i . .(D 1 i< 1 éra-
Soit a 1 q,-q, - Soit 1/3 < a < 1 . Notons Ql( y) < i< 3 les op
teurs de symbole q,(nln-a). Soit R(Dy) un opérateur de troncature dans

i n

lﬂl,...,nn 1' <€ nn pour € assez petit.

@

~ ~D .-
A cause de (3.19), Ql(Dy)R(Dy)(Cl + N (C,-B)-NB) €5 et

Q2(D JR(D YA, € s , car A_(s) est exponentiellement décroissante
Yy y 1 i
¥ i ) ( ﬁ/(c BYNB) € 5™ 3 de (3.18)
+ - - . .
dans IR . Enfin Qj(Dy)R(Dy C1 ,(Cy-By .B, a cause de (3

i .. o_o 1 1
Donc on a RDbe - N*Rlbr= Jao f;(CZ-N+82) K au voisinage de (y ,7m ,y ,n")

© . ’ ’\/ 3
Comme 82 € O(ﬂl/ﬂn) d'aprés les résultats de [12] N+B2 est classique.
R ~ ~
I1 reste a vérifier que a = aoc(Cz—N+Bz) est elliptique en (O,ﬂo), c'est-
N ~/ ~
a-dire que C2 est elliptique en (O,?O). Supposons que O(Cz)(O,no) =0 .
~ ~/
Alors a cause de (3.19) on a o(Bz)(o,no) = 0 . Comme c(Bz)(o,no) =0,
. L. qL, o,o 1 1
ceci entraine que le symbole principal de R est nul en (y N,y 1)
~
ce qui est faux. Donc C2 est bien elliptique en (O,ﬂo). On a donc démontré
~

(3.17) . Supposons maintenant que C est la relation canonique de AL

. La

transformation canonique y : (y,n).__§(y,—ﬂ) conjugue les relations cano-

1 -
niques de ;%— et e On remplace donc J et K par J °© F et F 1 o K

+
. ) n C , .
ou F €1 (IRn, R ’X) est elliptique pour se ramener au cas précédent. #

Lemme 3.17 : Soit a € in(ﬂfl). Alors on a : (3.20) aA, = A a, + A'a

—_— i i1 i2
. m n m-1 n

avec a, S ch(na ) om(a) = 0h(a1) sur M, =0, a, € L, /3(n2 ).

~ ~ m+1/3 n ~ m n
[ ' o
(3.21) aAi Ai a1 + Ai 32 avec a1 €L 2 (IR ), a €L E(HQ ) et

o (a) = om(/a\tjz) sur T, =0 .

et q. +q =1 pour s 21
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Démonstration : On suit la démonstration de Prop.5.2 de [12]

Démontrons d'abord (3.20)

. 3,2
. i(en, /M +1/3¢°/1) .
on a : A;u(n) = fe 1 n Ll 2/3 (M dt
/ e
i (x-y)M+itn, /1 + i =, 2 )
Donc : aA u(x) = L n fe ' 3 M a(x,m)N 2/3u(y)dy dn dt (3.22)
i (27) n
et de meme on a : (A,a_+A'a )u(x) =
il i2
/

. it +i t3 ﬂz
i (x-y)Meitn, /M +3 /'nn’2/3 3a2(y,ﬂ)U(y)dy dan dt (3.23),
n

-4
1 n a (y,ﬂ)* it n
= 1 "

ou al(y,n) et a2(y,ﬂ) sont les symboles réduits a droite de a et a2.

Notons ¢ 1la phase (x-y)7 + tnl/nn +1/3 tj/n: . On a %% =

2 A e .
(xl-y1+t/nn,x"-y",xn—yn-tnl/ﬂn -2/3 tj/ni ) ou on écrit y = (yl,y",yn)

Donc on a : a(x,T)=b(y,n,t)+ %%.C(X,y,ﬂ,t) ou b(y,ﬂ,t)=a(y1-t/ﬂn:Y",yn +

c e /M2 23 E/m2,m

m

on a b(y,n,t) € sd

, et c(x,y,n,t) € S: on a % .- nl/nn + tz/n: , donc

2 at
on peut écrire :

Jd m m-1 . m
b(y,m,t) = bl(y,ﬂ)+t bz(Y:n) + 5% d(y,n,t) avec b1 S Scﬁ’ b2 € ch ,d € Scl .

En intégrant par parties dans (3.22), (3.22) s'écrit comme somme d'un

terme de la forme (3.23) avec a1 C S:z , a2 € 5251/3 et d'un terme de
la forme :
Iel@(x’n’t)f(x,y,ﬂ,t)u(y)dy dn dt avec f € S:El

On peut répéter ce procédé en écrivant f(x,y,n,t) = fl(x,y,n) + %% a(x,y,n,t),

et en sommant asymptotiquement les symboles obtenus, on démontre (3.20).

I1 reste a voir quel est le symbole principal de a, sur ﬂl = 0 . Sur

1
ﬂl = 0on a bl(y,ﬂ) = b(y,n,0) = a(y,n). Donc sur nl = 0 le symbole principal

de a est égal a celui de a . On démontre (3.21) de la meme fagon. d
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Démontrons maintenant un lemme qui sera utile dans la suite

Lemme 3.18 : Soit a € L:a(]Rn), alors il existe a, € L:c n

m-1/3, _n _ _ 1 _1 ~
a, € L (R ) avec om(a) = o'm(al) sur |, = O tels que a;— =7 (a1+a2N )
nJ + + +
sur un voisinage conique de (O,no) .
- -1/
Démonstration : Soit donc a € Lmz(nf1) on a :-l— =c 1A!-c 1N A,
c A+ i + 1
1 -1 -1 .
donc a]r- = C aAi - c aAiN+ . D'apres le lemme 3.17 on a :
+
~ ~/ 1 -1 v -1~ -1~
= 1 1= +A d —_ - + A -
aA =A.a *Ala, et aAl=A a +Ala, donc a‘A+ Ai(c a N +c a,) Ai(c AN +c by )

En réutilisant l'identité on a

1 -1 Y A~ 1 2~ ~Nol A
a.;; = Ai(c a1N++c al) + C'X: (c a2N++c az) + AiN+(c a2N++c a2)
1~ ~ ~ ~ ~ ~
= X:(azmzNJ teta(aN +N 8, ra s N a, N ).
tapré ts de la P 16 A (aN + N&+& +0aN) est d
.3. + +a +N a
D'apres les arguments de la Prop.3 i a1 . +a2 a1 LN, es ans

S-m dans un voisinage coniquede ﬂl = 0 . On ne peut pas en déduire que

V \ \ .
a, € O(nl/ﬂ )° car on a des N, a droite et a gauche dans 1l'expression,
n

On a simplement que O(az) = 0 sur nl =0, et on a a, € L:EI/B

n . ,
a, € L:z(nfj) . On a donc démontré le lemme. #

(r"),

On peut maintenant démontrer un résultat de propagation de WFpol u en

sens assez faible, c'est-a-dire qu'on obtient des formes linéaires dont les

coefficients sont dans de mauvaises classes de symboles.

o om Qu € (M)
[Proposition 3.19 : Soit u € GC (M)) solution de‘{ avec s'>s-1/4
uIOM € Cc (3M)

. 2m . o _o . . .
et soit w € ¢ . Alors si w ¢ WFpols 1Dxu(O)(y )1 ), il existe une 1X2m matrice
ae L’ (s) avec 1-a > s-s' et ¢ opérateur scalaire dans L= (s)

a,l-a 2 P 1/3,2/3

Ve > O qui est le conjugué par des opérateurs intégraux de Fourier d'une

. 1
troncature non homogene, tels que cduls € HS(S) microlocalement en p , et

il existe V voisinage conique de 01 dans S tel que
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lim inf | < d(y,tn) ,w > l A0 VY(y,m) €V

t—o+

. . . .2 o _o
Démonstration : Soit w ¢ @ tel que w £ WFpols_lDXU(O)(y , ). Par

-1
définition il existe une 1X2m matrice b dans Lcﬂ(dM) telle que

(3.25) bD_u(0) € H(3M) et < s (y°,n%), w> £ 0 . Notons £ = u <

. 1 .

D'apres la Prop.3.16 on a : Dxu(O) = ‘Ja;r- Kf avec les notations de Prop.3.1
1 v 1 N v
Donc bD u(0) = bJa-— Kf = Jb a— Kf avec b C L (OM), Jb =bJ et
. X A+ A+
~ A o _o, . . s .
o(b)(o,] ) =0(b)(y ,N) a cause du théoreme d'Egorov pour les opérateurs
o

intégraux de Fourier classiques. D'autre part d'apres la Prop.3.16 a est

scalaire et a & L5/6(H2 )
1 1 v Vo

Onana— Kf = J— (b +b_N ) a cause du lemme 3. 18,avecb ‘:Ll/6(1'Rn)
A+ A+ 2 1 ct

~)
et (B (0,1) = olba) (0,7 et & « LT 2R
o o 2
1 NN oA . o, O
(3.25) donne (3.26) : = (b +b N K f €H ®(R") microlocalement en (y°,1%).
+

Soit q(s) ¢ Cw(ﬂi) avec q(s) 1 pour s < 1

1q@)=0;mm*szz

1/3) 1

Notons q/F l'opérateur de symbole q(nlﬂ Z1/3. D'aprés le compor-
FM, M,

1/6
1/3

(3.26) a gauche par le multiplicateur de Fourier de symbole

. -1
~-iX (nlnl’l /3) A AN s n A
Ye on a : q/F(b1+b2N+)Kf CH (R ) en (O,ﬂo).

tement asymptotique de F donné page 40 q/F € Op(N [n1=0}). En composant

-1/3
q(nlﬂn

. . , . 1~V N s n
On réécrit cette égalité sous la forme q/F ee (b +b2N+)Kf €H (R ) en

(O,no) avec e elliptique scalaire dans L 1/6(K2 ). Dtaprés [8],

-1 .
c = Kq/FeK appartient a L (S Ve > O . D'apres la remarque
q/ pp 1/3,2/3 ) p q
-1~ ~1vA

3.7 e b1+e b _N se décompose en d1+d2 avec d, € L (DQ ) et d € L, (1-a)/2

n
2 + 1 a,o 2 1/30 (IR).

! - - .
Comme u € (K° (M))2m on a : Kq}F eKK 1dle € H°(S) microlocalement en 91 et

en suivant la preuve de la Prop.3.12 on a : av voisinage conique de (0,7 )
o

dans Tw(nfl) tel que :
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lim inf] < d, (y,t1) ,w > | #0 v(y,m €V

t-—o+oo

alors K 1da. Kk ¢ r°
1 a,l-

3.9 on a le résultat de la Prop.3.19. #

a(S) et d'apres la remarque qui suit la définition

Remarque 3.20 : On ne peut pas éviter l'opérateur ¢ qui est dans une
mauvaise classe de symboles, car c correspond a une troncature non
conique qui est nulle dans la région elliptique. En effet, si on étudie
1'influence du bord sur la polarisation le long d'un rayon tangent vy |,

on ne peut espérer avoir des résultats uniformes dans un voisinage conique
de y , car dans tout voisinage conique de y on a des rayons qui ne

rencontrent pas le bord.

~
On notera encore WFpolsu le front d'onde polarisé défini dans la Prop.3.19

, iz . ~ - . .
Plus précisément on dira que w C WFpol u(ol) si il existe une 1X2m matrice

o
a,l-a

€
1/3,2/3

par des opérateurs intégraux de Fourier d'un opérateur de troncature non

d€L (S) et c opérateur scalaire dans L (S) ¥ € > O conjugué

A s
nul en (O,ﬂo), tels que cduj_ € H (S) et tels qu'il existe V voisinage

[s
conique de 91 dans S tel que lim infl < d(y,tn) ,w > [ FO viy,m) €V .

t—o'f'(b

Revenons maintenant au probléme initial, c'est-a-dire :

. ]

u € (D'(M))2m solution de Pu € C*(M).En composant a gauche par Pe Ll,o (M)
~s © 2 4 . .
avec p_ = O ona: @ €C (M et q, = (E-a)“-b . Soit K+ une paramétrix
sortante du probléme de Dirichlet pour Q :
- [+ @
alors v = u-K u est solution de Qv € Cc (M et v-u est C sur y .
@
{vlaM € C (oM)

Soit A une 2mX2m matrice € Lob(M) donnée par la Prop.3.1.
Av est solution de QzAv € Cm(M)
{ - car Av(0) = Aa(v(O))
Av(0) € C (oM)

D'apres [2] on peut écrire A sous la forme :

Av(x,y) = Iei(y_y')nMa(x,y,ﬂ,t)v(xt,y')dy'dndt
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n+1 n+1

° (m X IR )

i(1-t)A
¢ 1,0

avec Ma(x,y,N,t) = I a(x,y,\,)d\ et a € 8

1 —v!
Donc D_Av = Iel(y Y )anMa(x,Y’ﬂ:t)v(xt,Y') + Ma(x,y,m,t)tD _v(xt,y')dy'dn dt

1 -v!
et AD v = Iel(y yO Ma(x,y,T,t)D v(xt,y')dy'dl dt

Donc D AV - AD v = A'v + A'D Vv ou le symbole de A' est D a et celui de
b'4 x o 1 x o x

Ai est D?a

S
Donc DxAv(O) = (Aa+Aid)(Dxu(O)—N+U(O))+A$aV(O) = (3.28)

~ [+ . o~ ,
(A6+Aia)(Dxu(O)—N+u(O))modulo C (oM), ou N, est l'opérateur de Neumann

associé a Q . Il est facile de vérifier que si N+ est l'opérateur de Neumann

~J -1
- 7 \ - '
associé a Q2 on a N+ (A6+A ) (N+A

15 -Aé ) . (3.29)

3 o}
Enfin, en examinant la preuve de la Prop.3.1 on voit qu'on

peut prendre A A' classiques,

1
oo 0 Ao

On a alors les deux théoremes suivants

1
Théoreme 3.21 : Soit u C (D'(M))2m solution de Pu € Cm(M) avec u CX° (M).
Soit ¢ le flot sur sz associé aux orbites hamiltoniennes de P . Alors
siw C WF‘polS 1(G(O)u(O)-N+u(O))(y ,1) pour s' > s-1/4 on a :

d(w) C WFpolsu le long de vy

Démonstration : On utilise la Prop.3.12 et les réductions vues plus haut.

(o]
Soit pl un point de y dans M et w1 € WFpolSu(pl).
Soit a le symbole principal de A donné par la Prop.3.1 a vérifie
o

p . . 1 (v A~ s .
1'équation Hq - 1a0q1 = 0 avec q1 = Eﬁf{p,p} + p po . On peut appliquer

a
2 o
L. . . 1,1 1
la Proposition 3.6 a Av et a cause de Prop.1.4.I, ao(p Yw & WFpol Au(p’).
s

o

nd
Donc en appliquant la Prop.3.12 a Av on a : ao(pl)w1 4 WFpolS D Av(O)(yo,n ).
-17x

1
Notons I' = (p(t),w(t)) 1l'orbite hamiltonienne de P qui part de (pl,wl).
a

On a H (aw)—(Ha)W‘*aHW—_o{A/} .a/(d/S+- A/saofv
1, © - a,0 °o a, o (PyPJW = 18, P PV 1aoppow—2{p,p}w

=0 (3.30).

Soit wo € sz tel que (O,yO,O,ﬂo,wo) €' . D'apres (3.30) on a :
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ao(pl)w1 = ao(O,yo,O,no)w = aao(yo,ﬂo)wo . A cause de (3.28) on a :
-1 1.1 ~/ A
a_ (O,YO,O,HO) ao(ﬂ Yw ¥ WFpols_l(Dxu(O)-N*u(O)) et (3.30) entraine que :

-1 o o 1.1 o
a (0,y ,0,m) ao(o W= W,

i ~
Donc w® 4 WFpols 1(Dxu(O)-N+u(O)) et on a démontré le théoreme.

Théoreéeme 3.22 : Soit u C (D'(M))zm solution de Pu € CT(M) avec u € 31(M) .

Soit ¢ 1le flot sur sz associé aux orbites hamiltoniennes de P . Alors
~/ 1

si w€ WFpolsuls(p ) pour s' > s-1/4 . on a :

o

~ o
o (w) € WFpols_l(G(O)U(O)-N+u(0))(Y )N ).

Démonstration : Comme dans la démonstration du th.3.21 on applique la

Prop.3.19 a Av
Soit w® ¢ WFpols_l(Dxu(O)—ﬁiu(O))(yo,ﬂo) . Par (3.28) on a

ao(O,yo,O,T]o)wo ¢ WFpolS DxAv(O)(yo,no). Donc par la Prop.3.19 on a

-1
o o, o 1 -1, 1 o o, o 1
ao(O,y ,0,MH)w ¢ WFpolsAvls(p ) donc a_ (p )ao(O,y yO,M)w ™ & WFpolsuls(p )

(3.30) entraine que a;I(pl)ao(O,yo,O,T]o)w0 = w1 ou w1 est tel que

1 1 P . L s
(b ,w) €I . On a donc démontré le théoreme. #
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SECTION IV

PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE
POUR DES PROBLEMES AUX LIMITES.

IV.1 Notations et définitions.

Dans cette section on utilise les résultats de la section III
pour démontrer des résultats sur la réflexion de la polarisation.
Donnons d'abord le probléme que l'on va essayer de résoudre. On utilise

3¢

les notations de §1 III. On se place au voisinage d'un point (yo,no) €T (IR;)

o _o, . .
tel que (y ,n) € qv pour j + 1 < v < k
Notons pour 1 < vy < j,'yv la bicaractéristique de g—pv issue de

o o, ,o0 o . . -

(0,y ,pV(O,y N ),M ) et pour j + 1 <y <k, Y, la bicaractéristique

2 . o o _o o .
de (g-av) -bv , issue de (0,y ,av(o,y N ),7N ). On suppose que parmi les
variables y , il y en a une notée y1 , qui joue le rdle du temps, ce qui
permet de séparer de fagon intrinseque v, en deux demi-bicaractéristiques

+ -
yv etyv . On suppose que 1l'on connait le front d'onde polarisé de u en
un point de vy, pour 1 < v < jo et en un point de v; pour j + 1 < v < k ,
et on veut déterminer le front d'onde polarisé de u le long de yv pour
+

jo +1<v< j et le long de Yv pour j + 1 < v <k
On commence par se ramener au cas ou le probléme aux limites est de la

forme (f')avec les notations de §1 III. v se sépare en v =

(v C sV .,V

17" ; j+1,...,vk,v+,v_) suivant les blocs de H dans la Prop.l1.2 III.

[s ]
Chaque v est solution d'un systéme : D v -H v € C (M) (1.1)
v Xy vvy
v, et v sont solutions de systémes paraboliques rétrograde et direct

respectivement,

Donnons quelques définitions

Définition 1.1 : . pour 1 < v < j , Lv(x,y,ﬂ) est 1l'espace propre de
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gl(x,y,n) associé a4 la valeur propre pv(x,y,n) pour (x,y,pv(x,y,n),n) € v,

et £ (x,y,N)) le symbole de la projection propre sur Lv(x,y,ﬂ).
v

+
. pour j +1 < vyv<k, L;(x,y,n) est 1l'espace propre de gl(x,y,ﬂ)
P t
associé a la valeur propre av(x,y,ﬂ) + va(x,y,ﬂ) = cv(x,y,ﬂ) pour
. +
(x,y,Ci(X.y,ﬂ),n) € yi et £;(x,y,n) est le symbole de la projection propre
*
sur L™ (x,y,T).
v
. L+(x,y,n) est la somme des espaces propres généralisés associés
aux valeurs propres de gl(x,y,n) a partie imaginaire positive (négative)
et £+(x,y,n) est le symbole de la projection propre sur Lt
pour j +1 < vy < k , £v(x,y,ﬂ) est le symbole de la projection
sur l'espace propre généralisé de gl(x,y,n) associé a av(x,y,n) + va(x,y,ﬂ).

Soit pour 1 £ v < k nv la projection v-——a(O,...,O,vv,O,...,O) et

n , n les projections v-__)(O,...,O,v+,O) v —3(0,...,0,v ). On a

+ -

A
n
]

S£ pour 1 <vs<j nS = S(.\‘,+ L) pour j + 1< vsk, et
v v v v

nS =S£ .
+

Donnons d'abord une conséquence de (1.1)

Lemme 1.1 : Pour u € (D'(M))™ solution de () on a

Lv(x,y,n) pour 1<vsj et (x,y,g,T)t M
WFpol u (x,y,§,M) (resp.WF pol u(x,y,g,M))

+
L;(x,y,n) pour j+l<ysk et (x,y,g,n)t yi

Démonstration : il suffit de raisonner sur v et d'utiliser (1.1) qui

@
entraine que vv, est microlocalement C sur v pour y £ v' et pour
l<v<j.Pour j+1<v<k, onraisonne de la meme fagon en utilisant

que HV se sépare a nouveau sur deux espaces propres par le lemme 1.1.III. #

On a le lemme évident suivant
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Lemme 1.2 : Les orbites hamiltoniennes de g 1En- H au-dessus de v, pour
1 < v< k sont de la forme (O,...,O,wv,O,...,O) ou v, est une orbite

hamiltonienne de glﬁn- Hv .

IvV.2. Cas transverse.

Dans ce paragraphe on suppose qu'il n'y a que des rayons transverses, c'est-
a-dire k = j . On dira qu'on a réflexion du front d'onde polarisé si

on peut déterminer le front d'onde polarisé de u sur les bicaractéristiques
sortantes en fonction de sa valeur sur les bicaractéristiques entrantes.

On veut des hypothéses portant uniquement sur Bo , sSymbole principal de B .

Une condition suffisante pour avoir la réflexion de WFu en (yo,no) est

(2.1) vw € " ¥(y,n) dans un voisinage de (yo,no) ,
Bo(y,ﬂ)w =0=n'(y,Pw = Mly,Dx(y,Dw + M (y,) = (y,w ot n(y,)w est
la projection de w sur le produit des Lv(O,y,n) pour 1 < v < jo y ' (y,Pw
la projection de w sur le produit des Lv(O,y,n) pour jo+1 < vs )y et
M(y,n) et M-(y,n) sont des matrices homogénes de degré O en 7| . On note

cette condition (81).

Une condition plus forte est (82)

(81) est vérifiée et M(y,T) est inversible en(yo,no), et envoie chaque
espace propre de gl(x,y,ﬂ) sur un espace propre de gl(x,y,n)

On va aussi étudier les phénoménes d'ondes de Rayleigh quand le systeéme
au bord est de type principal réel.

Une condition pour observer ces phénoménes est (R)

B (y,Dy)u(0) € c”(oM) entratne : pour un v € [1,3] Rv(y,Dy)vv € c”(3M) . avec
Rv(y,Dy) opérateur de type principal réel au sens de [1].
On note 6v la bicaractéristique de Rv passant par (yo,no).

Donnons enfin quelques notations. D'aprés les hypothéses du §1 on suppose

qu'on connait WFpol u (reSp.WFpolsu) en un point de Yv pour 1 < v < jo . On

. o L
s'est donc donné des dv X m systemes av dans L (ﬁ) de symbole principal

av(x,y,g,ﬂ)
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tels que av(x,y,Dx,Dy)u ¢ c(M) (resp. €1°M)) et pour un point
o _ .
pv - (xo’yv(xo)’pv(xo’yv(xo)’nv(xo))’nv(xo)) € Yy
o o o
= W
Ker av(pv) WFpol u(pv)(resp Fpolsu(pv))

Soit V (x) le flot associé aux orbites hamiltoniennes de € 1l - G tracées
v
au-dessus des bicaractéristiques de g—pv .
o _oO . s .
Pour (y,1)) dans un voisinage conique de (y ,T ) la bicaractéristique nulle
de g-pv issue de (O,y,pv(O,y,ﬂ),ﬂ) coupe l'hypersurface x = xo en un point
unique o (y,T).
v
Pour 1 <€ v < jo , on note alors WFpol u(y,ﬂ,vv) (resp.WFpolSu(y,ﬂ,Yv))

1'espace W—l(x ) (Ker a (p (y,m))).
— v o v v

On a alors les théoremes suivants

Théoréme 2.1 : Soit u C GCS-I(M))m solution du probleme aux limites (i)
vérifiant la condition (81). Si la dimension de Fv(y,ﬂ), image de 1l'espace

K(y,;) = 3 WFpolsu(y,n,vk) par £v(0,y,ﬂ)oM(y,n) est constante dans
lsksjo

un voisinage conique de (yo,ﬂo) pour un y 2 jo + 1 , alors au-dessus de
v , WFpolsu est contenu dans les orbites hamiltoniennes de Dxlan- G
Y

issues de points (O,yo,pv(o,yo,ﬂo),ﬂo,w) avec w € Fv(yo,no).

. . . S - m . . ..

Théoreme 2.2 : Soit u € (X 1(M)) solution du probleme aux limites ()
vérifiant la condition(ez)alors pour tout v 2 jo + 1 WFpolsu au-dessus
de Vv est égal a 1'union des orbites hamiltoniennes de Dxlan- G issues

o o] o o o o
de points (0,y ,pv(O,y N ),M ,w) avec w ¢ Fv(y M)

Corollaire 2.2 : Sous les hypothéses des théoremes 2.1 ou 2.2 si £v(0,y,ﬂ)oM(y,ﬂ)
restreint a K est injectif alors les conclusions des théorémes 2.1 et

2.2 sont vraies pour WFpol u .

Démonstration du théoréme 2.1 : D'aprés le § 1 on peut se ramener au cas

ou le probléme aux limites est de la forme (P') et a démontrer ces résultats
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pour v = K Su . D'aprés les hypothéses du § 1, on connait WFpolsu en un

point de v, pour 1 < v < jo donc on connait WFpolsvv en un point de vv

pour 1 € v < jo d'aprés le lemme 1.1. On peut appliquer la Prop.2.1.III

a Vv pour 1 < y < jo et on a :

(2.1) pour 1 ¢ v < jo il existe des dv x a matrices Av(y’Dy) de symbole
principal a dans L°(3M) telles que : Av(y’Dy)vv ¢ H3(aM) (2.2) et

Ker av(yo,no) = nv()S(O,yo,no)owFpolsu(O,yo,no,vv) = WFpol vv(O)(yo,no) (2.3).

Bo vérifie la condition (81) donc vy = Bo o S(0,y,n) vérifie :

J
v (y,Mw=0 = : =mly,m | | R e (2.
J

D'autre part v (0) € Cm(dM) car v est solution d'un systéme parabolique

rétrograde. Donc comme yv € C(3M) on a :
vj ‘1 vy
o o : -
(0) = M(y,Dy) . (0) modulo C (3M) (2.5)
V. V.,
J Jo
. N o L. o
ou M(y,Dy) C L (oM) a pour symbole principal m(y,T). A cause de (2.1),

il existe une matrice N(y,Dy) elliptique dans L°(oM) de symbole principal
v

1 ~ s
n(y,T) telle que sif . = N(y,Dy)v les £ = d1+ ceo * dj premiéres

v,
I

composantes de v sont dans H°(oM) microlocalement en (yo,no). (2.6).
o a, . +,..ta.

Soit K 1le sous-espace de € Jo  formé des vecteurs dont les £

. o OA/
premiéres composantes sont nulles. Alors on a de plus : n(y ,7 )K =K
L'hypothése que Fv(y,n) est de dimension constante entraine que si on remplace

) Y M ’
les £ premiéres colonnes de M(y,N) x N(y,7) par des zéros, on a des
combinaisons linéaires entre les lignes de M(y,N) x N(y,T) correspondant

a v, qui sont identiquement nulles dans un voisinage de (yo,no). I1 existe

donc une matrice Pv(y,n) homogéne d'ordre O en T telle que :
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s o .0 ~
sur un voisinage de (y ,7 ) P om, om

° (n(y,'ﬂ) IRJ) =0 (2.7)
et par définition de Fv(y,ﬂ) : S(O,y,ﬂ)Fv(y,ﬂ) = Ker pv(y,ﬂ).
Si Pv(y,Dy) C Lo(aM) a pour symbole principal pv(y,n) on a donc
v ~ . S .
(2.8) P (y,D )v (0) =P (y,Dy) e®r . Mo Nv C H (3M) a cause de (2.6)
v y v v Y
et (2.7). Les termes d'ordre -1 dans le calcul symbolique sont absorbés
R -1

par le fait que u donc v appartient a The (oM) . (2.8) entraine que

o _o o _o .
WFpolsvv(O)(y o, ) < Ker pv(y y71 ).A cause de (1.1), on peut appliquer la

Prop.2.1 III a v, ce qui démontre le théoreme . #

Démonstration du corollaire 2.2 : Si on s'intéresse a WFpol u il faut

prendre en compte tous les termes du calcul symbolique. Il est facile
de vérifier qu'on a (2.6) en remplaiant Hs(aM) par c®(3M) avec les notations
précédentes. On a aussi (2.7). Le probléme est de choisir les termes d'ordre

inférieur du symbole de P pour avoir
v

N/ -
(2.9) Pv(y,Dy) o T, 0 Mo (lez) = 0 modulo S

- .
Cherchons donc le symbole complet de Pv sous la forme : 3 pi(y,ﬂ) le

- 00 J =0

~ .
symbole complet de Mo N R/s'écrit : ¥ mJ(y,n).On trouve d'abord pz grace
j=o

~
a (2.6). Puis pour éliminer le terme d'ordre -1 dans Pv N Mo N ﬁ/

il faut trouver pv pour que :

n
- - Q
pg ot o m +p o om + 3 D k(po o T ) Dx (mo) =0
v v v k=1 Ll v v K
-1 -1 o . .
on peut trouver pv tel que pv ° nv om =f , ou f est une matrice

o s . (] s s o . P
arbitraire si ®1 o m est injective. On verifie ensuite qu'on peut déter-
Y

miner les p;J pour j = 1 pour avoir (2.9). (2.9) et (2.6) entratnent que
Pv(y,Dy)vv(O) € Cm(aM) microlocalement en (yo,no). On a donc démontré

le corollaire 2.2 pour le th.2.1 et on procéde de meme pour le Th.2.2. #

Démonstration du théoréme 2.2 : on conserve les notations précédentes.

s e s L% .
On a (2.5) et la condition (52) entraine que m(y,7) se décompose en blocs
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1 jo+1
~/ B . . N .
m(y,T) w} = w: avec w_ = nv(y,ﬂ)ka avec v < j_ pour JO+ISVSJ .
o J

Donc on a : v (0) =N (y,D )v
v v Y Ve
o
symbole principal nv(y,n). On a WFpolsvv (o) (y ,no) =
k

(0) modulo H(oM) ou Nv ¢ L%(oM) a pour

o o [o] o
n_ o S(0,y ,N ).(WFpol uly ,n ,v_ ).)
vk S \)k

et par la Prop.2.3 II WFpol v (0)(yo,ﬂo) = n (yo,ﬂo) (WFpol v (O)(yo,no))
s v v s v

Puis on peut appliquer la Prop.2.1.III a vv ce qui démontre le théoréme. #

Remarque 2.1 : avec les notations du théoreme 2.1 supposons que le rang

.. o _o
de £v(o,y,n)oM(y,n) est constant au voisinage de (y ,7 ). Alors si K(yo,no)

. o o _o s . .
est transverse a Ker £ (O,yo,ﬂ )oM(y ,") 1l'hypothése de dimension constante
est vérifiée, Y

Remarque 2.2 : L'hypotheése du théoréme 2.1 dépend de la donnée de wFpolsu

au-dessus de Yv pour 1 < v < jo , alors que le théoreme 2.2 est valable

pour toutes les polarisations incidentes.

Remarque 2.3 : on vérifie aisément qu'une relation a(y,Dy)v(O) C H%(aM)

qui couple vv et vv' pour v £ v' ne donne pas de renseignement sur
WFpolsv le long de v, et de Yor o Ceci explique que dans la condition
(82) on suppose que m(y,T) se sépare en blocs sur les espaces propres de
gl(O,y,ﬂ). On peut voir un exemple 1'utilité de considérer WFpolsu en

- 6
supposant que u € o 1(M))m . Supposons que u € (D'(M)) est solution

M 'Y . ’ . . 0 o
d'un systeme (') avec 2 bicaractéristiques transverses en (y M)
u u!

v et v' . Notons ul et u{ les projections de u sur
2 2
u u!
3 3

les espaces propres associés a vy et v' .

u +u +u_+a (U )

(S,

s 172 3 -1 1
Supposons que la condition au bord est
= +b
(2.10) u} 2u1+2u2+u3 _l(uz)
u! = u_+c ,(u)
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avec a » by s Cy € L-l(aM) . (2.10) vérifie (el) mais pas (62)

-1

Supposons d'autre part que la donnée de WFpol u sur vy entraine que
© o o
u3(0) C C (0M) microlocalement en (y ,T ).

‘u u +u_+a _(u,)

' =
1 1 M2t
2u +2u +b_ (u,) modulo C (OM)

On a alors

u

N

u§ C—l(ul)

1 2
Cherchons a priori a1 , az , a3 € L°(oM) tels que : a ui+a ué+a3u5 € cT(oM).

2 Ju, € c(oM) .

1 2
I1 vient (a1+2a2+a1a 1+a3c )u1 + (a +2a " +a b_

-1 1

Comme u1 et u2 sont arbitraires il faut donc que

a1+2a2+a1a 1+013c__1 =0
(2.11) { 5 . -

a +2a +a b 1 = 0] si a1 =¥ a{ pour i = 1,2,3
j=0

1 2
Prenons par exemple ai A0 . Il vient ao + 2ao = O . Pour annuler les
termes d'ordre -1 dans (2.11) il faut

g a1 +2a2 = - 2a2a +a3c
o -1 o -1

Donc az(b +2a ) = a ¢
1 5 5 o -1 -1 o -1
a. +2a = a b

1 -1 o -1

I1 suffit de prendre c_l(yo,no) =0 et (b_1+28_1)(y°,n°) # 0 pour avoir
une contradiction. Donc avec la condition au bord (2.10) on n'a pas
réflexion de WFpol u . Par contre si u L.KS-I(M), on a réflexion de
WFpolsu pour la polarisation incidente u3(0) € K% (oM) .

Enfin on peut remplacer dans les théoremes 2.1 et 2.2 l'hypothese u t.Ks-l

(M)

par u G Ks-l(M) microlocalement sur YyreeoVs o o-

J
o

On va maintenant démontrer un théoreme sur les ondes de Rayleigh.

Théoreme 2.3 : Soit u € (D'(M))m solution du probléme aux limites (§°)
vérifiant la condition (R). Si WFpol u(yo,ﬂo,vv) = Ev(O), alors au-dessus
des bicaractéristiques de §-pv qui partent des points de 6v , WFpol u est

égal a l'union des orbites hamiltoniennes qui partent des points appartenant
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. o .
aux orbites hamiltoniennes de Rv issues de (yo,n JW) avec w L Ev(O).

. @
Démonstration : D'apres (R) on a Rv(y,Dy)vv(O) C C (OM) et

.

WFpol v (O)(yo,no) = Ev(O). I1 suffit d'appliquer le théoreéme 1.7 II a
v

v (0) qui est solution d'un systéeme de type principal réel. Donc au-dessus

v

de 5 WFpolv (0) est l'union des orbites hamiltoniennes de R partant
v v v

de (yo,no,w) avec w € Ev(0)° Puis en tout point de 6v on peut appliquer la pro-

.

position 2.1.III a vv(O),ce qui donne le théoreme. #

IV.3. Cas diffractif.

Dans ce paragraphe on suppose qu'il y a des rayons qui sont tangents a

e+
dM, plus précisément les rayons v, pour j+1 < v < k . Notons Nv et
N les opérateurs de Neumann associés aux blocs Dxll- Hv . Notons
v
-1 -1 -1 , -1 .
v =B S K et D 1'opérateur de symbole lnl . On se ramene donc
a v solution du probléme aux limites (§’'). Une condition suffisante

pour avoir la réflexion de WFv pour v solution de (§’') est :

—

n'v

D—l

~

(0)-N",

vv € Cm(dM) entraine :

(3.1)

© .
modulo C (dM) , ou M

En général les composantes de

est un

M,

Ly (o) -
D (Hk O)-Nk)vk

M

Jj+1

Yv

j+1

M(y,D )
y

(H,
j+

-1 A+
D (Hk(O)-Nk)vk

opérateur pseudodifférentiel matriciel.

sont des produits d'opérateurs d'Airy

associés a des hypersurfaces différentes. Pour simplifier les résultats

on va donc supposer qu'il n'y a qu'un seul rayon tangent, c'est a dire

que j+1 =

k (hypothése ¥X').

Sous cette hypothése, on va voir que la condition

(3.1) est satisfaite si B vérifie la condition de Lopatinski-Shapiro, dans

le cas ou les vy
v

et pour jo+1

pour 1 < v < jo sont des bicaractéristiques entrantes

< v < j, des bicaractéristiques sortantes. Supposons donc

+
j+1

v,

Jj+1
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que B vérifie la condition le Lopatinski-Shapiro (voir [17] pour 1la
définition) . D'aprés les résultats de [7] par une transformation canonique
dans les variables (y,T) dépendant de fagon c” de x , on peut se ramener
au cas ou aj+1 = O . Les opérateurs intégraux de Fourier associés a ces
transformations préservent l'espace:Ks(M). Oublions l'indice j+1 , pour

simplifier les notations.

D'aprés le lemme 1.1.III on peut trouver une base de ¢2a dans laquelle

[o Il
EnE

. . - . m 3
Notons nlw la projection de w & @ sur l'espace engendré par les «a

Hj+1(0,y,ﬂ) s'écrit

premiers vecteurs de cette base et nzw la projection sur 1'espace engendré
par les a derniers. La condition de Lopatinski-Shapiro est bien sir
invariante par changement de base. Soit Y, le symbole principal de v

La condition de Lopatinski-Shapiro vérifiée par v entraine que
o .

n'w W
(3.2) vwea yw =0 =( ) = K(y,m) ( ) + Kly,)) 7w

nlw JTZW

avec K(y,7) matrice homogéne d'ordre O en 7 . Donc

n'v v
vv € cT(oM) = = K(y,D ) { modulo C7(3M).
7[1V y thv

avec K € LZE(BM)' D'aprés la Prop.3.16 III il existe J opérateur intégral
de Fourier elliptique dans I°(R" OM, ¥, ) tel que :INT = (et 6 + D) g
o o

. o _o
au voisinage de (y ,T") ou

x ) L.y 2
- N” sont les opérateurs de Neumann associés a § -b

2/3

+ n .. t o n
-a- €L R ) est ellipt b~ C
. ) (R ) iptique en (O,ﬂo), o € L.

(B

Al
+ -

- §~ est le multiplicateur de Fourier de symbole —3.(n M 1/3 )
A, 1'n
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En décomposant K en blocs on a :

[e ]
modulo C (3M)

n'v = K, . nv+K, n v
(3.3) { 22

n1v=K nv+k =V

- x v-D N-n v .V
et D 1 (H(O,y,Dy)-N:)v(O) = ( 2 1 ) + A ( 1 ) =
o

——

=3 =2
-1+

—

NI+

- o=1
avec Ao € Loﬂ (oM) .

: : -1 -1+ s
On travaille maintenant sur J v et J lh" que l'on notera « et 4/

2

© n
modulo C (IR )

- o= Ko e+ K rar
(3.3) entratine : { 11 12

M L N

-1 - . LIS
avec Kij =J KiJ.JQ L:;,I(]Rn). Supposons de plus que v ¢ H® (oM)

'“.i) i (nV-A tbin

(3.4) entratine : ( 2 1 1‘,) modulo HSHI/B(]Rn)

+ +
‘\.2 Blnfr- BZQ nzv'
-1 o -1
avec A, & Ld/B(an), B, € La(mn), B, € Ld/3(m"). En effet (3.29)III
entraine que ’N: = N modulo L?;;’O(GM) .

+ + + +
Donc R_l =1L - A vs (I - A8 K v s K, v -

+ + s'+1/3,_n
(ua- Alezqs )nzv'- A1K21 $ mv modulo H (R).

Dans la suite on va utiliser le calcul des opérateurs de Fourier-Airy

développé dans [11]. Les notations employées sont celles de [11].

+
D'aprés le théoreme 4.21 de [:11]1“+ = llq- A1K22 ) a un inverse microlocal

. ~ 0,+, n
pres de (O,ﬂo) dans la classe A’ (R ).

Donc on a : n 4

5 (F+)-1(‘; + A1K21@+M. modulo HSHI/B(]Rn)

nv = (F-)-l('\v; * A1K214’—M modulo HS'+1/3(IRn).

Donc : (F_)-I‘,; (F+)1‘.I + ((FH1 1A1K21<§-)mfmodulo w3 (R

A1K214> -(F)
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+ =la+ + =1 '
De meéme on a : n'4 = KIZ(F ) “,1 + (KH*KIZ(F ) A1K21‘I’+)Wmodulo us +1/3(1'Rn)

- - s|+1/3 n
et : ’\,2 = Blelnv'+ (BIKZZ-BZQ )nzt!' modulo H (R ).

- -y + =1p+ -+ =1
donc A7 = (BK,,-B,2)(F)TR] + (8K, -B e IF")

+
1822785 AKype v BIK, v

Donc on peut obtenir "1."'2’ n'v en fonction de nv et de ‘,I . On a donc

obtenu (3.1).

Rappelons briévement la définition des classes A, (R") et A”™M{R") de
A, i a’ )
i . - e
C11]. soit ¢ (2) = 7\': (z) on note ¢, (z) = 3 ¢, (2)
b : 2t

et on note Qi le multiplicateur de Fourier de symbole ?f(ﬂlﬂ'l/B)
+ n

(1/3-23/3)+

1/3,0 (IRn) ou n,_ = sup(n,0) pour n € ZZ , D'apres la
}

Alors cbi < L
- m’+

Proposition 4.1 de [11], B € A (R"), s = + si B¢ LT/3 ’O(IRn) et
B a un symbole o(B) _ b (y,n) + & b.(y,ﬂ)@‘]—l avec b, Sm-J/B(IRn)-
° jz1 J S J cl
m

Le développement converge dans S (IRn). On appellera b (y,n) la
o

1/3,0
) ]
partie classique de B . Comme u(0) ¢ The (IRn) , v et Kf ¢ H® (an)

+
donc VBE€ A:’.(an) on a

|}
BV = (bo+b1¢>s)V‘ modulo H° +1/B(IRn)
(3.5)
BR* = (b +b e
o 1's
On a donc
- ~1g- +
O )
(3.6) ((P ) “’1) =M (“' ) modulo H® +1/3(1Rn) ol M a un symbole
v v’
M11 M12
de la forme suivante : M = , ou les blocs correspondent
M
M21 22

. ’ . - . =\~ - +

a la décomposition suivant (F ) 1&1 yU'ar ‘. et nv°, et on a

M M M sont dans A0’+(1Rn) et M.  est la somme d'un terme de
11 ’ 21’ 22 + 12

A‘:’%IR“) et d'un terme de A°’+(1Rn). Pour simplifier les calculs, on va
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supposer que K = 0 , ce qui entraine que K = O donc que M =0 .

12
(voir remarque 3.2). (Hypothése X") on notera Mo(y,n) le symbole principal

21 21

de la partie classique de M . on a :

( ‘ 0 X 1 l 0
M (o,n ) = a
K

\ (o,n) lKll(o,ﬁ/O)) K, %1%

Donnons maintenant quelques notations

D'apres les hypothéses du §1 , on suppose que l'on connait WFpol v le
sV

BN - ] 4 b o o
long de {j+1 . On s'est donc donné un dj+1 X 2 aj+1 systeme aj+1 C ch(M)
d b : s - S o _

e symbole principal G(aj+1) tel que aj+1 Vj+1 CHT (M) et WFpolsv(pj+1)
o ) .-
Ker G(aj+1) (pj+1) ou pj+1 € Vj+1

Alors d'aprés la Prop.3.6 III et le théoréme (3.21) III, il existe des

) o 1 o -1
d. X . . :
2 aJ+1 systeme§ a, et a’, dans LcZ(aM) et ch(aM) tels que :

J+1 J+1 J+1
]
(a,, - N a §+1)D (H j+1(o).T\f*)vjﬂ(o) € HS(oM), si u €K (Ms' > s-1/3

o _o - -1 o _o o o _o
On note alors WFpolsu(y Rl ’Yj+1) 1'espace S " (0,y ,N )Ker G(aj+1)(y N ).

- S
On note 7 la matrice S Lo,y° ,n°)Mo(o,no)s(o,y° a0 .

On a alors le théoréme suivant

. ' .
Théoreme 3.1 : Soit u € GCS (M))m solution du probléme aux limites ()
vérifiant les hypotheses ({') et ("), tel que B vérifie la condition
de Lopatinski-Shapiro et s' > s-1/4 . On suppose que

K = 9 WFpol u(yo,ﬂo,y ) ® WFpol u(yo,ﬂo,vt ) est transverse a
. s k ] j+1
1gk§30

Ker £v(0,yo,no) o M et que Lv(O,yo,no) ° mo restreint a K est
o
~/
injectif. Alors-si jo+1 < v< j , au-dessus de Vv WFpolsu est contenu
dans les orbites hamiltoniennes de D Iﬁn— G issues de points
o o ,o0 o . .
(0,y‘,pv(0,y »N ) 57N ,Ww) avec w appartenant a l'image de K par
o _o
£ (o .
v Y LT ) W%

~
’ WFpolsu est contenu dans

- si vy = j+*1, au-dessus de v,

j+1
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. o, .o
les orbites hamiltoniennes de Dxlan- G issues de points (O,yo,aj+1(0,y°,n )T 4w

avec w appartenant a l'image de K par £j+1(0,y°,n°) ° W% .

Démonstration : On se raméne tout d'abord au cas ou le probléme aux limites

est de la forme (') et a démontrer le théoreme pour v = KSu
En suivant la démonstration du théoreme 2.1 et d'aprés la définition de

o _o -
WFpolsu(y T a7

. .) , il existe pour 1 < vy < j des d X a matrices
J+1 o v v

Av(y,Dy) de symbole principal av(y,ﬂ) dans Lzz(ﬁM) telles que :
s o _o o _o o _o
Av(y,Dy)vv € H(3M) (3.7) et Ker a{,(y ) = nvos(o,y M) WFpolsu(y Rl ,vv) (3.8).

. o 1 o -1
. . . 2
De mtme il existe des dj+1 2aj+1 matrices Aj+1 et Aj+1 ¢ ch(dM) et Lcﬁ(dM)

o 1 -1 ~+ -
telles que : (A, =N Ay ) D (Hy,, (0-N)v. (0 CH (M) (3.9)

et Ker a° 1(yo,T]o) =x

o o o o -
j+ j*l 0 S(O’y ’n )QWFpolsu(y ,T] ,VJ.+1) (3.10).

En conjugant les relations (3.7) et (3.9) par J , il existe pour 1 < v < jo

des d x a matrices @ dans L°,(R") telles que @ (y,D ) » € H°(R") et :
v v v A v y v

~ o .o . . i °
o(av)(o,ﬂo) = av(y M), et il existe des dj+1 X 2aj+1 matrices aj+1 et
1 ° (0 -1/3 " . (@® 1 " e HY(R"
@,y dans L (R") et L,""(R") telles que : (@, + @), e A7 c (R

o ~/ o o o N - . .
et G(aj+1)(0,ﬂo) =c O(Aj+1)(y s ) oi c ¢ € \ {0} . Donc il existe des
matrices J"o et J’l dans Lod(IRn) et L;i/B(an) telles que : - I est

elliptique en (yo,no) , et si Jp= Jfo + Jr1@+ y On a :

v&
- si . = Jp(y D )3’ les d = d ,+d_+...+d. +d premieéres composantes
&, "y 1 2 Jooj*1
Jo o
N de ¥ sont dans HS(IRn) (3.11).,
o a +...+a, +2(a.+1)
Soit K 1le sous-espace de @ Jo J formé des vecteurs dont

~
les d premiéres composantes sont nulles. On a o(gro)(o,no)K = S(O,yo,ﬂo) K.
. N | o _o ~
L'hypothése que K est transverse a S ~(0,y ,T )Ker nv°Mo(o’no) entraine
qu'il existe une matrice Cv(y,n) homogéne de degré O en 7 telle que :
N ro
Sur un voisinage de (O,no) CvonvoMoo(Xg )(y,ﬂ)lk’s 0] (3.12).

On veut maintenant trouver un opérateur Cv tel que

-1

n
1/3’0(51 ) (3.13).

C o oM, dr vYEeL
v v IK
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Pour cela on utilise le calcul symbolique et les notations de [12].

. 0,+,_n 3 |0 o 1
Notons L « A+ (R ) 1'opérateur nv o M o(z'ﬁl. OnaL =L + L ®+ , avec

=1/ . . P
1 €L }’B(IRH) et d'apres les hypotheses du théoreme,

o o n
€
L Ld(m),L b

Vi
le symbole principal de Lo est injectif en (O,ﬂo), donc injectif sur un
A
voisinage de (O,no). En suivant la preuve du théoréme 4.21 de [12], on
. +
démontre facilement qu'il existe une matrice F C Af’ (IRn), telle que
.~ ~
F oL - llﬁ& S sur un voisinage conique de (O,HO).

R . .. o . . 0,+, n
Grace a (3.12) et a 1'injectivité de L , il existe Cv € A, (R ) tel que
le symbole principal formel de Cv o L est nul. Ceci entraine que Cv o L

-1,+
est la somme d'un élément de A+1’ (IRn) et d'un symbole classique
A/
HC Lzl(nfl) dont le symbole principal s'annule en (O,HO). En remplagant
Cv par CV - HF on a une solution de (3.13). Si on note encore Cv cette
matrice le symbole principal de la partie classique de Cv est égal a
(0,7 en (0,7)
c (O .
v ’no en O,no e
(F) TR,
s
(3.6), (3.11) et (3.13) entrainent donc que Cvnv € i (R").

Ay
On distingue maintenant deux cas :

- Si jo+1 < vy £ j on a obtenu en utilisant (3.5) une relation

1
v

€+ cl 5"y v € BS(R) avec ¢® € L2, (R™), ¢! ¢ LTV (R™) et
v v v ck v cl
CO(O,ﬁ/) est l'image par 1 o M (O,ﬁ’) ¢ 5(0,y° 7°) de K .
v o v o o !
On vtilise maintenant la remarque 3.7 III , la définition 3.9 III et le

1] - ~’
fait que vv(O) € H® (oM), ce qui montre que wfbolsvv(o)(yo,ﬂo) c Ker(c:)(o,ﬂo)

NS
D'apres la proposition 2.1III qui est encore vraie pour WFpolsu
on en déduit la conclusion du théoreéme.
- Si v = j+1. On a obtenu en utilisant (3.5) une relation :
o 1 + - -1p- s, _n o o n 1 - .=1/3, n
+ F S : . .. CL R
(€ly * Cyp 8 (FD TR CH(RY) avec Clep € Lgg(R™) et cj ) € LOI(RY)

~
o Mo(o,no) o s(o,yo,no) de K.

o .
et Ker G(Cj+1)(0,ﬂo) est 1'image par T

En utilisant a nouveau (3.5) pour l'expression de (F-')‘-1 on obtient une
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. o 1 + 2 - 3 + - g~ s, _n
relation : (a7, + d; 8 +dj 07 ¢ d7, 08 A < HO(RY) (3.14)
avec

(o]

1 d2

. =1/3,n 3 . =2/3,.n
o1 j+1CLd (R'), d ¢ L (R ), et

..o n

~ e |- _
0(d§+1)(0,ﬂ0) = <KC§+1)(O,HO). On utilise maintenant que i = Jh et

on va suivre la preuve de la Proposition 3.19 III. Notons fj+1 = vj+1 S

Comme dans la preuve du théoréme 3.21 III, on se raméne au cas ou Vi

vérifie les hypotheses de la Prop.3.19 III.

Notons d 1'opérateur qui apparait dans (3.14). (3.14) entraine que
1

d J- vaj+1 C Hs-ltmn). Avec les notations de Prop.3.10 III on a :
a gt casljal ke, - aa 1kt
x j+1 Jj+1 A j+1
+ +
1 1 ~ N o ~
On a da 4= = -— d avec d de laforme (3.14) et Ker c(dj+1) (O,T]o)

+ +
Ker 0(33+1)(0;n0) en effet il suffit d'utiliser le lemme 3.18 III et le

fait que ¢+ , & et ;}- commutent car ce sont des multiplicateurs de Fourier.
+

~ -
On a donc f; d Kfj+1 C Hs 1(]Rn). Puis on utilise la remarque 3.7 III pour
~ ot ~ A A 5/6 n ~ 5/6-(1-a)/2,_n
P C - .
écrire d sous la forme d + d, avec d, € La,o (R, 9 L1/3,0 (R

Il suffit ensuite de suivre la fin de la démonstration de la Prop.3.19 III

pour démontrer le théoreme. #

Remarque 3.2 : Dans le cas ou l'hypothése X" n'est pas vérifiée le théoreme 3.1

est encore vrai mais il faut développer un calcul symbolique dans une

classe plus grande que AT’+(Kf]), celle des opérateurs B € LT/B O(H{])
b
tels que O(B) a un développement
J-1 k-1 . .m=3j/3-k/3 n
o(B)b (y,M+ £ b ly,M e, &~ avecb, €S, (RV).

k21

4, Exemples.
Dans ce paragraphe on va donner quelques exemples.

4.1 Réflexion sur une surface pour l'équation des ondes.

On se place en dimension d'espace égale a 3. On a donc y = (yl,yz,yB)
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y1 représentant le temps, et on regarde la réflexion sur x = O
le systéme est un systéme 3x3 du 2e ordre : 9 g - 9 g - 9 2 - 9 g =0 .
b'e
0y1 Q Oyz oy3

Si E = (el,ez,eB) les changements d'inconnues

u, = e,
i i
(&4.1)
u' =D A-le ou
i X i
(1+lﬂ|2)1/2 raménent le
D u,
{ x i
D u!
x i

Regardons dt'abord le cas

A est un opérateur a support propre de symbole

. .
systeme a

= Au!
i
= A-lrU. ou r(D ) = p> -p% -p? .
y yl Yz y3
transversal.

¢
Soit (yo,no) C T (oM) tel que nf > nz + ﬂz

changements d'inconnues { u, =
u

-pHBJ v et y' qui arrivent.

11 est facile de vérifier que au-dessus de

de v' WFpol E -

—

. . . V
ramenent le systeme a Dx(;,)

. Au voisinage de (yo,no) les

3

v +v!
1 1 1

—— .
'
i

B o . 2.2 2
A (vi vi) ol W a pour symbole’\/T]1 nz ﬂB

G(é') ou le symbole principal de

o s . . .
En (y ,no) on a donc 2 bicaractéristiques triples

v WFpol E = WFpol vV et au-dessus

WFpol v

Regardons maintenant un certain nombre de conditions aux limites.

divi =0
(4.2) {_.
ExXxy =0
On obtient v2 + vé
v, + v!
3 3
- (]
Vi

-

ou vy est un vecteur normal a x = O
=0 on est dans les hypotheéses du théoréme 2.2
B et du corollaire 2.2.
@®
C

on a donc réflexion de WFpol u et de WFpolsu .
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(4.3) {Dx E - A(y)Dy E =0 oi A est une matrice 3 X 3 (condition de
1

type impédance). (4.3) entraine que (plI_- AD WV = (p 1x, + AD o
3 Yy 3 Yy

Si --%; p(ﬂo) n'est pas une valeur propre de A(yo) on est dans les

Lt

hypothéses du théoréme 2.2. et du corollaire 2.2.

Regardons maintenant le cas tangent. On part d'un systeme 3 X 3 du 2e ordre

Diﬁ::r(x,y,Dy)E . Supposons que la condition au bord est du type

DXE(O) = A E(0) avec A € Ll(aM). Soit (yo,no) un point strictement diffractif
pour Di -r et Yy la bicaractéristique nulle de Ez-r qui passe par
(O,yo,o,ﬂo). La condition au bord vérifie Lopatinski Shapiro si A est
elliptique en (yo,ﬂo). On suppose donc que A est elliptique en (yo,ﬂo).
Dans ce cas on obtient un résultat plus précis en utilisant les Prop.3.6 III
et 3.19 III. Supposons que l'on connaisse WFpol E en un point de v_

En remplagant E par E' = E - K+E(O) ou K+ est une paramétrix sortante

pour le probleme de Dirichlet pour Di - r , on voit qu'il existe des

. - — + .
matrices a_ € Lo(aM) et a, € L 1(aM) telles que (ao-N+a1)(DxE-N E)(O)&CQ(BM).

1
— — — +— + - —1 — -—
On a DxE = AE donc DxE-N E = (A-N )(A-N) (DxE-N E). Donc on a
(a -N+a1)(A-N+)(A-N-)-1(D ENTE) € cC(oM). (A-N)Y est dans ATT(RT Y .
o x . oo . - s
Donc on peut écrire (A-N ) = sous la forme ¥ bi(N~)1 avec bi S L;z-l(IRn).
i=o

Ceci permet en suivant la preuve de la Prop.3.19 III d'obtenir une relation
de type a EIS € Cm(S). Mais on ne peut pas suivre le symbole principal de a
On a WFpols(Dxﬁ-N-E)(O) (yo,ﬂo) = WFpols(DXE-N+§) (0) donc la polarisation
de E ne change pas par interaction au bord, quelle que soit la condition

au bord.

4,2, Probléemes de transmission entre deux milieux.

On se place en dimension d'espace égale a 3,on regarde la transmission

a travers x = 0 . Dans x > O on est dans l'air on a:Di E+ - r+(x,y,Dy)§+= 0

Dans x < O on est dans un cristal isotrope on a : D: E -r (x,y,D JE =0
- - y -
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etonar >r (la vitesse de la lumiére est plus grande dans l'air).
On a les conditions aux limites {.E+(O) = E (0)

DE () =-DE (0)
X + X -

Regardons d'abord le cas transversal.

o
On se place en un point (yo,n ) tel que r+(0,yo,ﬂ°) >0 etr (O,yo,ﬂo) >0 .

Sur chaque systéme on fait les transformations de 4.1 et on se raméne a :

V+ v, v v
(4.4) D ( ) = G ( ) D ( _) = G ( _) avec
X —4' + ' X —0' - -o'
v v v v
+ + - -

S e P

+ +
- O _p+u3 - -
la condition au bord devient : v, + vi = v + v!
4,
(4.5) {p+(v*-vl) = =-p (v.-v) |

o _o . P
Au point (y o1 ) arrivent 4 bicaractéristiques transversales v, yl Y ,y: .

Supposons que l'on connaisse WFpol E le long de v, et vl , c'est-a-dire

WFpol v+(0) et WFpol v!(0).

(4.5) se transforme en : {~v = av_+ bv! avec a = % (1-p+/p )
1
v! = bv_+ av! b = > (1+p+/p_) .
dans ce cas on ne peut donc pas appliquer le théoreme 2.2,

Regardons maintenant le cas tangent.

On suppose donc que (yo,no) est un point strictement diffractif pour

2 o _o = .
Dx -r (x,y,Dy) , donc que r (0,y ,1) = O . Pour E on ne peut plus faire
la réduction vue plus haut. En faisant le changement d'inconnues (4.1)

sur E on se raméne a (4.4) avec G, comme plus haut et G de la forme :

(¢ AL

A r 11 (o}

la condition au bord devient : {.v++v1 = v

b (v, vt = v
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+ + +
on a donc {.Av' - N-v_ = (p -N7)v_ - (p+ + N7)v!

A r_v_—Ni v! = A—l((r_--th+)v+ + (r_+ N*p+)v;).

p p .o 2
ou N~ sont les opérateurs de Neumann associés a Dx -r . En remplacant

+ P o N N
N- par des opérateurs dans La o(OM) on se ramene a
b

AV - N:v AN s . . gt
( N R ) = M- ( ) modulo H (3M) si E_(0), E_(0) € H" - (oM) pour

A-lr v -N:v' v!
s' >s- 1/4 ,

- - +

v+ 1 N . .
avec M- C L, 1 a(OM). Sous une hypothése de dimension constante analogue
,1-

a celle des théorémes 3.1 et 2.1 on peut montrer la réflexion de la polari-

sation et on vérifie que la polarisation de E est la meéme le long de

vy et y' .

4.3. Equations de la magnétohydrodynamique.

C'est un systéme d'équations hyperboliques non linéaires dont les inconnues

sont u, B, p , vitesse du fluide, champ magnétique et densité du fluide.

" divB =0

atﬁ -rot(uxB) =0

-

pdtﬁ + p(u.V)u + grad p- Jlrgt BxB =0
(9, * diveu =0 .
On suppose le fluide incompressible c'est-a-dire p = Py = cste.
Lo \ s s . 2 - - = =0
Donc on a divu = O . Le systeme linearisé au voisinage de u = O, B = B
devient : dtﬁ - rot(u x BY) = 0
(4.6)

'Jodta - p-l(rgt ﬁox B + rot ﬁxBo) =0 .
3

On se place sur Hﬂlx nzy .M o= (ﬂl,ﬂz,ﬂj) est la variable duale de y.

. Commencons par étudier la polarisation a 1'intérieur.

— p—y

(4.6) se met sous la forme Dt (B) + G (B) =0
u u

1/2

1/2
G a 3 valeurs propres doubles, 0 , a (Eo.n), -a / (60.

m ou a - 1
He

Y . =0 o

. associées chacune a des espaces propres de dimension 2, si B .7 £ 0
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—

Pla%pns nous dans une base de Kf3 ou T%T = e_ , par exemple

3
-1 -1 ﬂi*ﬂf -1
ey T T Mar M0 s & = T (Mol '_ﬁ;_ Yooy =TT (MM Ty)
1/2(8 ), - l/z(ﬁo.ﬂ) sont associés respectivement aux vecteurs
propres (O,EO), (33,0) 3 (al/zﬁox 33,-a31), (al/zﬁox 31,-a 32) 3 /28 Xe3,ae ),

(a1/2§0 -

e, 32) . Supposons d'abord que 50.33 £ O .

Les bicaractéristiques de 7T sont associées a un déplacement d'ensemble
du fluide. Le long d'une bicaractéristique de T les résultats de [1]
et le lemme 1.1. IV montrent que U et B sont microlocalement Cw . En effet

on adivu =0 , div B =0 (4.7) donc WFpol u et WFpol B sont orthogonaux

a 25 et WFpol(B,u) est inclus dans vect{(O,go),(EB,O)}. donc on a

WFpol u = WFpol B = 0
1/

2(B ,T]) sont associées a des ondes appellées

1/

Les bicaractéristiques de T + «

ondes d'Alfven. Le long d'une bicaractéristique de T + a 2(B .M on a

1V2go0 3, -aé,), (a 1/259, 3

3

est de dimension 1 a cause de (4.7). On a le me&me résultat le long d'une

1/

WFpol(B,u) = vect{(a -agz)]. Donc WFpol (B,u)

1 ’

2@°.1m).

bicaractéristique de T-a

. —0— .
. Regardons maintenant le cas ou B e, = O . Ce mode de propagation est

3

appellé propagation perpendiculaire. Dans ce cas G a : une valeur propre

quadruple, O associée aux vecteurs propres (B e ,31), (B e ,32), (e ,31),

3 3 3

(3 e ), deux valeurs propres simples + al/2 B associées aux vecteurs propres
3’ 2) -

=0 1 =0 1 =0 |—
,a /2|B a /le [e.)

(-B IZB) et (+B°,

. Le long d'une bicaractérstique pour 7T on obtient que WFpol(g,G) est
de dimension 3.

. e 1/2 =0 ) - -
. Le long d'une bicaractéristique pour T+a IB I on obtient que u et B

@
sont C
B —0
. Enfin si 9B OB

5t .33 est constant le long d'une bicaractéristique

donc on reste dans 1'un ou l'autre cas. Dans tous les cas on a propagation
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de WFpol(ﬁ,ﬁ)le long des orbites hamiltoniennes de (4.6).

Regardons maintenant la réflexion sur un obstacle.
P . =0 o

Supposons qu'on regarde la réflexion sur la surface yl =0 et que B = (b ,0,0).

en utilisant que div u = div B = O on obtient a partir de (4.6) le systéme

B

B .
suivant : D 5] =H(D, ,D ,b ) [35] (4.7) ou le symbole principal de H est
y, \d t77y, "y, |0

B : i

_;].I3 ] 0
1

h = b ' h a deux valeurs propres triples T/bo et

"-""_""L -------- 1 . .

o - nz - “3! oop-j; et est diagonalisable.
L} T b

(0] (0) — 1I

My Pt TS 3
. b

Ny O 04 _

Le systeme (4.7) est donc de type principal réel.

Prenons les conditions aux limites naturelles sur y1 =0 : u1 =0, b1 =0,
d b-3 b =0,9 b -o b = 0 . En utilisant (4.7) on obtient la con-
y31y13 Yy 2y
dition au bord suivante : (4 8) B (ng;) = 0 ou le symbole principal de B
"1 -
(0] (o) 1/2
(0] . 2 2 2
est : ou A = (1+7° + 1_ + 7))
2 3
0 11 T

En supposant pour simplifier que( ) (o) ¢ H® (y =0) on voit facilement

o,

—

que dans ce cas on n'a pas réflexion de WFpol (
u

) , mais que la condition

au bord se propage a 1l'intérieur.

wl

En effet notons e et f les projections de ( )sur les espaces propres de

cd

, s o
h associés & T/b_ et p p¥/b° .
(o]

Alors (4.8) entraine que ?(0) F Hs(y1=0) et que el(O) € Hs(y1=0)

microlocalement en un point (t ,yo,y

3 ,nz,ﬂ3) avec T £ 0 .

D'aprés la Prop.2.1. III ces conditions se propagent a 1'intérieur le long

des orbites hamiltoniennes de Dy -H .
1
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4.4, Réfraction entre deux milieux

On regarde la réfraction entre un milieu anisotrope et un milieu isotrope,
par exemple entre un cristal et 1l'air,

On se place dans H¥3et on regarde la réfraction a travers (x=0). Dans

x > 0 on est dans le cristal que 1l'on suppose pour simplifier monoaxial
Le champ électrique §+ vérifie le systeme

2
J E

+

5 - (-0—1r3t rot ol .6 grad div 0O) E+ (4.9)
it

(o]
ou 0 = [ 1 ] avec 0 > 1 . On note (yl,yz) les autres variables d'espace.
1

. 2
Le symbole principal de ce systeme est -T 1I, + A avec

3
r1, 2 2 2 2 i A
;g(ﬂz*ﬂ2)+0 3 (0-1/0)5M, (6-1/0)EM,
- 2 2 2
A = (0-1/0)5n1 £7eM M, 0
2 .2 2
[ (0-1/0)21, 0 §7my T,
2 2 2 2 2 2 2
les 3 valeurs propres de A sont : 11 =0 € + nl + nz , 12 =€ + nl + nz ,
A, =2« 'l-(ﬂz + ﬂz) associées aux vecteurs propres
3 > P 1 2
2 2
s -1 o~;_l;) z L My + T,
TR (M % T | T2 ] T T | s,
M2 -y <oEN,

Dans x < O on a simplement 1'équation des ondes classiques avec une

_ 1 %K.
vitesse ¢ plus grande que 1.-15 Y
c ot

- AE_ =0 (4.10).

Les conditions aux limites peuvent se mettre sous la forme suivante :
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Enfin dans x > O on a de plus div o E+ = 0 et dans x < O div E_ =0 .
On se place en un point 0 = (yi,yg,to,ni,ﬂz,fo) de {x=0} et on suppose
qu'il y a un rayon v qui arrive en po de la région x < 0O donc dans
la région x > O on a 6 rayons qui partent de oo iy y; 1<1i<3
associés a li . On suppose qu'aucun rayon n'est tangent au bord et que

(ni,n;) £ (0,0), c'est-a-dire qu'on ne regarde pas la réfraction conique.

I1 est clair que le long de /. et v{ WFpol §+est colinéaire a gi d'apreés
i

le lemme 1.1. D'autre part div ¢ E+ = 0 dans x1 > 0 donc en tout point

(xl 9)'1 ’y2’t’§’n1 ,T]z,‘f) = p WFpol E+(O) (- {wlogw = 0} .

17 MY Mo,

— o
Ceci montre que le long de Yl et vi E+ est microlocalement C .

On suppose que la lumiére le long de / n'est pas polarisée c'est a

dire que sur y WFpol E est de dimension 2 . Le long de vz y Y/ vé, yé WFpol E+

’
3
est de dimension 1 , c'est a dire que la lumiére est polarisée.
On peut ainsi expliquer comment on produit de la lumiére polarisée par

passage a travers un cristal biréfringent.
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En effet en choisissant correctement les angles du prisme on peut faire

3

. p . 2 . =
en sorte qu'on ait réflexion totale en p tandis qu'en p” on a WFpol E+

qui est de dimension 1 le long de Vé et de dimension O le long des autres
rayons.

3

En réduisant le probléme & un probléme du ler ordre en p~ et en appliquant
le théoreme 2.1 on voit que le long de y' WFpol E est de dimension 1 ,

c'est a dire que la lumiére est polarisée. # .

K
A

o

s
L
3
R
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PROPAGATION DE LA POLARISATION POUR DES PROBLIMES
AUX LIMITES CONVEXES POUR LES BICARACTERISTIQULS.
C. Gerard

Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique
91128 Palaiseau Cedex - France.

" U.A. du C.N.R.S. 169 "

On €tudie la propagation de la polarisation des solutions
de problémes aux limites dans le cas ol il y a des rayons glis-
sants. On montre qu'au-dessus de ces rayons la polarisation se
propage le long de courbes appelées orbites hamiltoniennes fron-
ticre. La torsion de la polarisation le long de ces courbes fait

intervenir la condition aux limites.

On étudie aussi 1l'interaction entre rayons transverses et
rayons glissants, dans le cas d'un systéme formé de plusieurs

blocs couplés par la condition aux limites.






§.0. INTRODUCTION.

Le but de cet article est d'étudier la polarisation des so-
lutions de problémes aux limites dans le cas ou il y a des rayons
glissants. Un exemple de ces problémes est donné par les équations
de Maxwell 3 1'intérieur d'un ouvert strictement convexe. La propa-
gation des singularités C” pour des problémes analogues dans le
cas scalaire a été étudiée par plusieurs auteurs ([2], [S5]) et on
observe la propagation de singularités dans le bord de 1'ouvert le
long de courbes appelées rayons glissants qui sont des limites de

bicaractéristiques réfléchies.

On s'intéresse ici a la propagation de la polarisation des
solutions de systémes le long des rayons glissants et 3 1'interac-

tion entre rayons transverses au bord et rayons glissants.

On introduit d'abord une classe de systémes du ler ordre
pour lesquels on va étudier la propagation de la polarisation.
Dans le §.2, on étudie la propagation de la polarisation le long
des rayons transverses a 1'aide des arguments de [1]. Dans les
§.3, 4 et 5 on étudie la propagation le long des rayons glissants
en réduisant le systéme a une éduation scalaire du second ordre
et en adaptant les méthodes de [2] au front d'onde polarisé.
Enfin, dans le §.6, on étudie 1'interaction de la polarisation

entre rayons glissants et transverses.



Rappelons d'abord la définition de la polarisation (WF polu)

d'une distribution vectorielle introduite dans [1].

Définition 0.1 : Soit X une variété ¢” et soit

u€(D'(x))". on définit WFpolu par WFpolu= N, N ou
au €C (X)

Na:{(x,E,w)€T*(X)><¢""|w€Kera(:c,€)} et a désigne un 1X%Xm

systéme d'opérateurs dans °(x) de symbole principal al(x,§).

WF polu indique dans quelles directions de " u est microloca-
lement C”. On notera WF polu (x,£) la fibre de WFpolu au-

dessus de (x,£). WFpolu se projette sur WFu

Proposition 0.1 ([1]1) : (x,§) € WFu<= WFpol u (x,t) ={0}.

Dans (1], N. Dencker étudie la propagation de WF polu pour
u solution de Pu€eC (X) ol P est un systéme de type principal
réel (voir [1]) et montre que WF polu se propage le long de cour-
bes dans T*(X) x ", appelées orbites hamiltoniennes, et tracées

au-dessus des bicaractéristiques de P.

On va montrer ici que dans le cas de problémes aux limites
avec des rayons glissants, la polarisation de la trace de u sur
le bord se propage au-dessus de ces rayons le long d'orbites ha-
miltoniennes frontiére. La torsion de la polarisation le long de
ces courbes fait intervenir a la fois la condition aux limites et

le symbole sous principal de P.



§.1. NOTATIONS.

Soit M une variété a bord C~ de bord oM. Notre étude
sera locale au voisinage d'un point du bord, donc on supposera
qu'on a des coordonnées (x,y) sur M et que M=i{; x ]R? avec

y = (y], .. .,yn) . On note (£,n) les coordonnées duales.

On note LP(3M) 1'espace des opérateurs pseudodifférentiels
classiques d'ordre p sur M, Lp'(M) 1'espace Cm(i; , Lp(aM))
et Lg(M) 1'espace des opérateurs introduits dans [6]. On note

T'™M le fibré cotangent compressé introduit dans [6].

On notera Sp(aM) , Sp' o, SE(M) les classes de symboles

associces a ces opérateurs.

On note D'(M) 1'espace des distributions prolongeables et
J5(M) 1'espace défini par : u € X5(M) «-»Di u€c° (il-; , s (]R;)) ,
Vj €EN. En un point (x,y,E,n) €ET*(M) avec x>0, on définit
WF polsu(x,y,é,n) pour u solution de : (P) Dxu-G(x,y,Dy)u€C°°(M)

]'(M) comme dans la Déf. 0.1, en remplagant X par M

avec GEL
et au€C°°(X) par auEJCS(M).
La notion d'appartenance microlocale i H>M) ne pose pas de

probléme & cause de (P) (voir lemme 5.2 de [3]).

En un point (y,n) €T*(3M) on définit WF polsv(y,n) pour
vE (D' (M))™ comme dans la Déf. 0.1 en remplagant X par oM et
avec (X) par ave H> (M) ol H° (M) désigne 1'espace de

Sobolev classique.



Donnons enfin la définition des rayons glissants associés 3

un opérateur scalaire de 2éme ordre ([2]).

. 2
Soit qz(X,Y,C,ﬂ)=(€‘>\(X,Ym)) -U(X’st) avec X et p
homogénes en n de degré 1 et 2 respectivement. Soit (yo,no) €
T*(3M) tel que p(O,yo,n°)==0. On appelle rayon glissant de q,

passant par (yo,no) la courbe intégrale de Hr passant par
o

°,n°) od ro==u(0,yo,no). On notera g;,l'hypersurface glancing

donnée par ro(y,n)==0.

On 1introduit maintenant la classe de problémes aux limites
pour lesquels on va étudier la propagation du front d'onde pola-

Tr1sé.
On considére des problémes aux limites de type suivant :

- -5t n
) D, u G (x,y,Dy)u sur M ]Rx X ]Ry R
B()’.Dy) u(0) =0,

avec les hypothéses suivantes : (J6)

!
1) G estun mxm systéme dans L1 (M) de symbole prin-
cipal g, (x,y,n).

J %y 2 Olj+l
2) det (& 1m- g]) = g] (5 ‘U\)(Xa)’,ﬂ)) ((E'A) -U) ’

v
P 1 2!
avee u o, A, u réels, b,» AES M, ueS™ M), M, ¥W,» pour

vtv'.pv¢x pour lgvg].



3) ¢ 1m-g] est de type principal réel, i.e. il existe h1 ,

mxm matrice dans S]'(M) telle que
J 2
(& Ty =hy) (€ 1= g) = T (E) (0% -1,
4) BeL® (dM) est une pxm matrice.

On se place au voisinage d'un point (yo,no) ET*(M) tel que
u(0,y°,n%) =0, {€-x,u} (0,y°,n°) <0, c'est-a-dire que (y°,n°)

est un point strictement glissant pour (E-A)z -u  (voir (2]).

Examinons maintenant quelques conséquences des hypothéses
(J6) . On peut obtenir des renseignements sur les espaces propres

de g -
L'hypothése 2) entraine la proposition suivante :

Proposition 1.1 : Il existe une mxm matrice S(x,y,n)

4
dans S° (M), homogéne de degré 0 en n, définie au votisinage de

(O,yo,no), telle que S est elliptique et :

M 0]
(1.1) slg s=g 5. =
. 9,579, avec g, = i,
0
Mj*]
L —
et : - pour 1<V<J, M estune a,xo  matrice qui a \, comme

unique valeur propre ;
- pour Vv =j+l, M, est une ZavXZav matrice qui a X *Vy

comme valeurs propres.



Démonstration : Cette proposition est classique et découle faci-

lement de 1'hypothése 2). Il est clair que €1n‘-§1 est encore
de type principal réel. En écrivant la décomposition en blocs de
la matrice £1n]-§] et en utilisant que €1nl-§] est aussi de
type principal réel, on voit que pour 1g<v<j 1l existe Bv(ﬁ)
a,xa, matrice polynomiale en £ telle que '}\5\)(5) & ]a -M\)) =
(é-uv) qv(g) 1av. Or qv(Mv) est inversible car q, ns)contient

. M =
pas la racine M, - Donc dv My, ]av.

Donc 1'hypothése 3) entraine que les blocs de g1 associés
aux valeurs propres simples sont diagonalisables. (1.2). De méme,

11 existe Bj+1(€) Zaj+1><2aj+] matrice polynomiale en £, telle

Y _ _ 2_
que pjﬂ(s:)(mz&j+1 My q) = ((E-)) u)qj+1(€)12aj+]. Comme

2
q;,(A2Yu) n'est pas nul, ona M., ,-A1 )" -ul =0
J+‘l p ’ J+] 2aj+] 2“)""1
(1.3).

On a alors le lemme suivant :

Lemme 1.1 : Soit M(x,y,n) une 2mx2m matrice dans

1

’
S° (M) telle que :

2

- _ ) 2_ .M _ _ _
det(glzm-M)—((E X7 =-u) et que (M )\12”1) wl, =0

om

au voisinage de (O,yo,no). Alors il existe S(xz,y,n) 2m x2m
!
matrice dans S° (M), définte dans un voisinage de (O,yo,no)

telle que :

- S est elliptique ;



1 r\J '\J .O
MS=M avee M = . et N =

(1.4) - 5

=
=
>

Démonstration : En remplagant M par M- 12m il suffit de dé-
montrer le lemme pour A =0. En divisant M par |n| on peut se
ramener au cas ou M et p sont homogénes de degré 0. Le lemme

est vrai au point (y°,n°) en utilisant la forme de Jordan de

M(O,yo,no). Soit (e],. es€p f],...,fn) une base dans laquelle
M(O,yo,no) est de la forme (1.4). Alors la base (e1,...,en R
M(el,...,en)) est une base dans laquelle M(0,y,n) est de la

forme (1.4). =

Le fait que la partie principale de G se sépare en blocs
suivant les différentes valeurs propres entraine qu'on peut décou-
pler G en blocs modulo s d'aprés un résultat de [4]. Soit
ue(© (0" une solution de (P) et soit S(x,y,D,) €1° ) défi-

nie par (1.1). Soit UW=Su. Alors U est solution de :

DXG-E’Jec“’ M)
s (0,y,D,) Te C” (3

avec G=SGS '+ D, ss”!

si 8'1(x,y,Dy) est une famille d'inver-
ses de S(x,y,Dy). Le symbole principal de E, 51 est de la forme

indiquée dans (1.1). On utilise maintenant un résultat de [4].

Proposition 1.2 : Il existe une mX*m matrice K(ac,y,Dy)

' ~
L° (M) de symbole principal lm telle que st v=Ku, v est so-



lution de :
D_v-HvEC (M)
' x
(P') 1 -1 -
BS "K “v(0)ec (M)
- -
H]
. 0
avec hz(:z:,y,n)='§1(x,y,n) et H a pour symbole : .
H.
0 J'
bj+1
L J
ou les h,, pour 1<v<J, sont des a, xa, matrices dans
] ’
Ll (M), et i est une 2a.. ., X% 20. matrice dans LJ (M).

J+1 J+1 J+1
On définit maintenant les orbites hamiltoniennes du systéme

P).

Définition 1.1. : On appelle orbites hamiltoniennes de

Dx lm-G les courbes T ={(x,y,&,n,w(z,y,E,n)) €r*M) x™" ey x ("
J

ou Y est une bicaractéristique de ((E-)\)z-u) n (E-uv) =q et
v=1

w est solution de :

1 ~ .~ 8 . v
qu+(-2-{p,p}+7,ppo)w:0 o p=€1 -4g;, nglm—hl

et pz est le symbole sous-principal de D1, -G.

§.2. PROPAGATION DU FFRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DES BICARAC-
TERISTIQUES TRANSVERSALES.

On considére maintenant le cas oid P est un des blocs de la

Prop. 1.2 associé d une bicaractéristique transversale. On sup-
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pose donc que G(x,y,n) =u(x,y,n) 1m+ y Gj (x,y,n) avec
20
u(x,y,n) réel et homogéne de degré 1 en n et Gj homogéne de

degré -j en n.

Soit (yo,no) ET*(BM) ~0 et Y la bicaractéristique nulle
de €&-u(x,y,n) qui part de P = (O,yo,u(O,yo,no),no). On notera

(x,y(x) ,&(x) ,n(x)) 1les points de Y pour x assez petit.
On a la proposition suivante :

Proposition 2.1. : Sous les hypothéses précédentes, soit

u€ ' M)" solution de :

(oo}
Pu€cC (M)

-— 1
ulxzo—v avee v E€ED'(3M)

alors au dessus de Y, pour x assez petit, WFpolu (resp. WFponu)
est égal a4 l'union des orbites hamiltoniennes de P qui partent de

(Oo,wo) avec wo€VFpoZv(yo,no) (resp. WFpoZSv(yo,no)).

On commence par démontrer le lemme suivant :

'
Lemme 2.1. : Il existe E mxm systéme dans ° (M) tel

que :

1) E est elliptique sur Y

2) PEZE (D -u(z,y,D ) modulo " m).

Démonstration : On cherche E sous forme de série asymptotique

E=Ej+E_;+... +E_j +... avec E_J- homogéne de degré -j en n.
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Pour cela il faut résoudre les équations de transport

2.1) He_ B, +iGyE =0

(2.2) Hy_ E_.+iG E_;=R_; .

E-u 7-) ] 7

On peut trouver E, inversible et indépendant de & solution de
(2.1) et par récurrence on montre facilement que si E_j est in-
dépendant de & pour k< j-1, R_j 1'est aussi.

On peut donc résoudre (2.2) avec L’_J. indépendant de £ .
On peut maintenant démontrer la proposition.

Démonstration de la Proposition 2.1 : Soit u€ (D'(M) )m solution

de Pue€ Cm(M). Soit EELO'(M) obtenu par le lemme 2.1. On a :
(D, -u(x,y,Dy))E-] uec®(M) od E' est une paramétrixe de E.
Pour démontrer la proposition 2.1, il suffit de montrer que

WF pol E 'y (resp. WF polsE—1 u) est égal 3 WF pol £ v(0)
(resp. WFpolsE_] v(0)) . En effet, 1'Cquation des orbites hamil-
toniennes de P est : Ht;-uW+ ipr=0 et pg=Go. D'aprés (2.1)

Eo vérifie HE-uEO+ 1GOEO=0.

Soit Py €Y et wy € WF polu(p]). (Le raisonnement est le

méme pour WF pol u).

Soit (p,w(p)) 1'orbite hamiltonienne de P qui part de

(py,W;) - Supposons donc que W pol £y est égal 3 WF pol Ely 0) :
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He_, (Bg' (P W()) = (Hg_, Eg' (03D w(p) + B (0) Hy_, wip) =

-1, -1, _
E, iG w(p) -E, 1G w(p) =0 .

Donc E:(po) w(po) = E;](p1)w(p]). D'aprés (2.3) comme
E! (p)) w(p;) € WFpol E™ u(py)
on a :
;! (py) Wing) € WFpol 7' v(0) (y°,n°) -
Donc w(po) € WF pol v(yo,no) et la Prop. 2.1 est démontrCe.
I1 suffit donc de démontrer (2.3).

On suppose donc que u est solution de D, u- u(x,y,Dy) u €
C°°(M) . Remarquons tout d'abord qu'au dessus de p€YNn{x>0} on
peut définir WF polu(p) (resp. WF polsu(p)) uniquement 3 1'aide
d'opérateurs dans Lo' (M) sans agrandir WF polu(p). En effet par
une application facile du théoréme de préparation de Malgrange on
vérifie aisément que : VAGLO(M) , 3A€ Lo'(M) tel que Au=Au

modulo Cm(M) et OO(A)=OO(X) en Pp. (Voir 1'annexe de [4]).

On peut donc se restreindre aux opérateurs de 1° M). Soit
1
Py €Y et W ¢ WF polsu(D1). I1 existe donc A€L° (M) tel que
1

En prenant la trace sur x=x(01) , 11 existe B€L°(II§],) tel que

Bu (x(Py)) EHS(H{‘/) et <0 (B)(y;,ny) ,w;>#0.

AUEIS(M) et <o_(A)(Py) , w,>#0. Notons 0;=(xy,y;,64,0)
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~ '
En suivant la preuve du lemme 2.1 on construit BEL® (M) tel
que BIX=X1 =B et (DX 'U(X,)’,Dy)) B=B (DX 'U(X’Y’Dy)) .
(D, -1 (x,¥,D))) BueC (M)

Alors Bu vérifie ~ s . n
Bulx____x] €H (Ry) .

D'aprés les résultats classiques sur les problémes hyperboliques
on a :
Bu eHS(RY), et o (B)(p) =0_(A)(pq)

| x=0 y’ 0 o’ o 17
Donc  w, ¢ WT polsv(o) (yo,no). Pour démontrer la proposition dans
1'autre sens on raisonne de la méme fagon en remplagant Py par
P, €t en utilisant que Bue(® (ﬁ; , HS(]R;) ).

On démontre de méme la Prop. 2.1 pour WFpolu. @

§.3. PROPAGATION DU FRONT D'ONDE POLARISE LE LONG DES RAYONS
GLISSANTS.

On considére maintenant le cas ol P est le bloc de la Prop.

-~

1.2 associé 3 un rayon glissant. u € (D' (M))2rn est donc solution

de :

D, -GueC®M)
(3.1)
Bu(o) € C™(aM)

1
o G est un 2mx2m systéme dans L] (M) de symbole principal :
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TO -nl_

(3.2) g = £

ﬁ‘;—1m 0 |

On fait de plus 1'hypothése suivante (&)

B estun mx2n systéme qui vérifie la condition de

Lopatinski-Shapiro, c'est-a-dire que la restriction de 00(8) a

" x {0} est elliptique.

Si A est une 2mx2m matrice, on note (A) pour 1«1,

1j
j€2 1les blocs de A associés 3 la décomposition (3.2). On note

p. le point (o,yo,o,no). On notera G=G1+Go avec G] =

o)
g1(x,y,Dy). Par conjugaison par des opérateurs intégraux de
Fourier en y dépendant de fagon C de x , On peut se ramener

au cas o A =0. (Voir [8]).

On commence par simplifier autant que possible le symbole

de G.

Proposition 3.1 : Il existe une 2mx2m matrice K dans

-7 ~ o~~~
L7 (M) telle que u=(1+K)u est solution de D u-Gu €ec (M)

avec G de symbole principal g, et l'équation csuivante cst vérifiée :

(3.3) (G,); 5= (G,) g ,=0 modulo s

Démonstration : Soit v = (1 +K1)u avec K, €L (M) DXv=

K, +

-1 .-
(1+K1)(G1+G0)(1+K]) v+DxK](1+h1) v=G1v+(K]Gl-G]]

Gy) v modulo des termes d'ordre -1 appliqués d v.
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0 E y
Ona Gy = avec E=n_1 , F=—1
1 F 0 n m N m
Gyy Gpp STRRSY)
Si G, = K] = , on a
Gy Gy Ko1Ky
/
A1 =Ky F-EKy + Gy,
A A A, =K, E-EK,, +G
6, -G, K, +6, = 11 A2 avec { 12 = %49 22 * 612
Ay A Ap1 =Ky F-FKyy +Gy,
Ay =Ky  E-FKyy+Gyy
.
on prend d'abord Kip et K5y tels que KH—K22=—E-1 GlZ‘

Puis on prend K;,=0 et K,;=- !

qu'on a (3.3) modulo S'.

G22 . On peut donc supposer

Pour annuler les termes d'ordre -1
91

on multiplie v par 1+K2 avec KZEL Z M) et I(2 doit véri-

fier

(K3 Gy =Gy Ky +G 1) q= (K3 Gy =GyKy+G_q) 5, =0

ou G_1 est le terme d'ordre -1 dans ((1 +K])61 +GO+Dx K])
(1 +K])-]. On peut donc trouver K, et éliminer successivement
tous les termes ians (60)12 et (GO)22 .
On-pose 1+K= 1 (1 +Kj) . Alors K vérifie la proposition. =
j=1
Dans la suite on supposera donc que u est solution de (3.2)

et que G vérifie (3.3). En composant (3.1) @ gauche par un opé-

rateur P de symbole principal § ]2m+ g1 (x,y,n) =p et de symbole
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sous principal nul, u est solution de QueC~(M) avec Q=Q,+
1 ~ .~ 1 -

Q +Q, avec a;=5 (B,p}*+iPpS, q  €L® M) ob p=gl, -g,

et pg est le symbole sous principal de D, -G . On remarque quc

(94)4,=0 en utilisant que (G );,=(G,),,=0.

On se raméne maintenant au cas ou q=q2(x,y,Dx,Dy) .
On a la proposition suivante :

Proposition 3.2 : Soit f une 2mx2m matrice dans

C™(T*M) polynomiale de degré 2 en £ & coefficients dans c*(T*M)
telle que (f)12=0. Alors 1l existe une 2m x2m matrice
a €C”(T*M) telle que Hq ataf=0 sur {q2:0} > (a),5=0 et

2
a(po) inversible.

Démonstration : Cette proposition est démontrée dans [9] dans le

cas scalaire et dans [3] dans le cas matriciel quand (yo,no) est
un point strictement diffractif pour q, - On peut suivre la preuve
de [9] en utilisant les modifications introduites dans [3] pour

traiter le cas matriciel. On trouve que al% vérifie l'Cquation :

(3.4) Hr a+afl=0.
0

La proposition 3.2 permet de démontrer la prop. suivante commedans [3].

Proposition 3.3 : Il cxiste A et B 2mx2m matrices dans

o
b

L;m(M) dans un voisinage conique de P, (A)12€LZ;°°(M) et A el-

L, (M) avee A polynomiale de degré 1 en & telles que BR-Q,A€

liptique en Py -
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Soit v=Au; v est solution de QZVECOO (M) microlocale-
ment prés de Py On réduit maintenant (3.1) 3 une équation sca-
laire du 2éme ordre avec condition au bord matricielle, qu'on

¢tudiera dans le §.4.

Soit A‘1 un inverse microlocal de A prés de Pg - On a

- -1 1 -l .
DA V-GA T veC™M) , or D A" v=A""D v+C v+C_ D v ol

le symbole de C_ est Dxa—1 et celui de C_; est D, a”!
symbole de A" est noté a”!. ponc :

si le

(3.5) (AT +C_D v (GAT -C v eCT() .

Si C ELE(M) on notera C, €eLl°(dM) 1'opérateur de symbole
c(o,y,o,n). La condition au bord est : BA?V(O)E c¥(aM). B véri-
fie la condition de Lopatinski-Shapiro donc si u= (ul,uz) on a :
Bu=B,u; +B,u, ol B, €L’(M) est elliptique.

(3.5) entraine que ((A-] +C_D, V), = h'(A-1 V), +D vy avec

D eLo(aM) , Hel'(aM) elliptique et

-1 -
(A" Dev)g=(Az7) 1 Dy vy

p -1 modulo Cw(BM) d'aprés la Prop. 3.3.
Donc la condition au bord s'écrit : B](Ag])” vyt 82 (/\;)1 v)z =

-1 -1 -1 -1 _ ‘
B] (\y )HV]+BZ(H (Aa )HDXV] -H Dovl) —Y]v]+Y2Dx /1 avec

Y, €L°(3M) elliptique et Y, €L (@M).

. Qv €C M)
Donc v, est solution de : o
(Ypvy*+Y,D, v, (0) €C (3M) .
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Dans le paragraphe 4. on va étudier la propagation de

WI pol Dx £ (0) 1le long d'un rayon glissant.

§.4. PROPAGATION DE WF polu DANS LE CAS MODELE.

On suppose maintenant que u € (D' (M))Zm est solution du

probléme aux limites :

Q,uE€ ™

(4.1 3
u() +KD u(0) €C*(3M) avec KeL™' (aM)

et on s'intéresse 3 la propagation de WF pol Dxu(O) le long des
rayons glissants associés & q,. Soit p_= &°,n% €%, , soit Y
le rayon glissant passant par P, et soit p(') un autre point de
Y avec Y1 (p(')) <Y (po) . Soit W un voisinage conique du segment
de rayon glissant [pc') , po] et V un voisinage de pé ne conte-

nant pas o .

Démontrons d'abord la proposition suivante : (lemme 7.6 de

(21).

roposition 4.1 ¢ Soit C(y,Dy) un 1x2m systéme dans

L-J(aM) d support dans V. Alors il existe A et B, 1x2m sys-
!

témes polyndmiaux du ler degré en & 4 coefficients dans ° (M)

et €>0 tels que : Supp A,B <{(x,y,E,n) |x<e, y,00,) —e<y <e,

(y,n) €W}

- QzA-BQZGL;w(M) au dessus de ylge/Z

_ 0
A[m—‘O—E(] +KD;c)+C(y’Dy)Dx avec E€L (3M).
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Démonstration : On cherche A et B sous forme de séries asympto-

- 00 - 00

a., b~ J
j:O J j:

(£,n) de degré j.

tiques a ~ bj avec alj , bj , homogénes en

0

Soit ¢~ ) cj le développement de c . Le premier terme

dans le développement de Q,A-BQ, est qz(a0 -bo). On prend

donc ao=bo . Le terme suivant est qu ag+ iqz(a1—b_1). On

résout d'abord H a +1iq,(a;-b_,) =0 sur {q,=0} en imposant
q, %o+ 921870

aj sur x=0. D'aprés les résultats de [7] on peut trouver une

transformation canonique 3 bord qui transforme q, en Ez +X n§+
ny Ny et po €N (o,?{o) avec fr\{0=(o,o,...1).

On se raméne donc a ce modéle pour la construction des symboles.
Dans T*(]Rr; x ﬁ;) , on note G 1l'hypersurface {(x,y,&,n) |£2 +
=0} et F 1'hypersurface {(x,y,£,n) |x=0}. On note

2
xn

+
n. NN

n
J=FnG={(o,y,&,n) | g2=n] nn} , J a deux involutions JF et

Ji; définies par les feuillages hamiltoniens de F et G. On a
JE(y,6,m) = (v,-€,n) et Jo(x,&,n) = (v,-E,n) avec y=(y;,y,---
Yho1sYy) € Yy =Y *26/n ., Y =y, -2n&/3 nrzl- On suppose que
sur W oona |n|g2n,. Sur ce voisinage, J cst donc au-dessus de
ny< 0. Notons encore ¢_; 1la restriction de c_, a J. In suivant

le lemme 7.6 de [2] on doit trouver a, 1 x2m systéme dans Cw(J),

Jg invariant, tel que :
*
(4.2)  (Jpa*a)k_;g+Jfa-a=(Jp(c_q€) +c_4E)k 1€+ (Jp(c_48) -c_qE) .

Notons c=c_; ¢ . On cherche d'abord 7eC”(J) tel que :
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(4.3) (Jp@ave) +T+c)k_y £+ (f (@¥e) - (ave)) €0(E7)

et a est JG invariant. Sur J on prend comme coordonnées (y,&,n")
avec n' = (n2 cen nn). On cherche 3 sous la forme 3a(y,&,n') =

2 2 2 ~ .
h()’1 YE/M Yy e s Yoy Yy 6 /3n; ,&7/n ,n'), a est bien

JG invariant. Soit z hj(y,n')tJ le développement de Taylor de
j=0

h(y,t,n') en t=0, le coefficient de Ek dans le développement

de 2 en £=0 est :

T @ ) mp0/m® oy/sngPale

2j +o+2B=K n
j,a,820

12 g . - =
1'équation (4.3) donne donc : ay1 hy-n,hyk_y=c_yn, . On peut
résoudre cette équation en imposant hO =0 sur y, =y, (oé) -€.

v
. - R - , 1y A Fa LIPS
Alors ho est nul pour vy, <)](po) €. a[£=0 vérifie donc 1'é

quation suivante :

N v
(4.4) dy;a-n ak_ y=c_yn. .
Pour annuler le coefficient de gk dans (4.3) pour k»2
on a a résoudre des équations du type ay] hk— “nhk k_1 = Hk(hO ye ooy
hk—l) ou Hk est un opérateur différentiel nul pour Y1€ Y4 (oc')) -€.
On peut donc déterminer successivement les hk en fixant hk=0

sur -y, =y, (p(')) -€.
En remplagant ¢ par c -3 , on peut donc supposer que :
(4.5) (J;c+c) k_1g+J;c-c€0(g°°) .

En suivant la preuve du lemme 7.6 de [2] on introduit 1'involution
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J; définie par :

(4.6) TrE=INEx (k £+ )k E-1)7
: F F -1 m’ -1 m ’

Avec ces notations on cherche a€C°°(J) tel que :

(4.7) j;a-a=3;c-c

et Jaa=a et a=0 pour y]<y1(p(')) -€. (4.7) entraine que
3; JEa=a + (J;c-c) . On définit alors a par
T ok
a= I (JFJG) (JFc-c) pour &£>0
k=0

~

la somme étant localement finie 3 cause de (4.7). Pour £<0 on
définit a par a=Jéa. La fonction a définie ainsi est C* si
(J;c- c)EO(E™), ce qui est le cas. On a donc trouvé une solution

de (4.2). D'aprés le lemme (5.2) de [2], il existe donc 'EOGC‘”(G)

tel que quao=o et OIJ

- . ~ ~ 0
Malgrange, on peut écrire a, sous la forme ao=ao(x,y,n) +

=a. Par le théoréme de préparation de

a;(x,y,n)g avec aé homogéne de degré -i en n.

s 2 o 1 2
S e ; ans +
I1 reste a étendre 19 et 15 dans x N+ NN, >0 sans

changer ag +aé £ sur {q2 =0} et en vérifiant la condition au
bord.
Hq (ag +aé £) est un polyndme du 2¢me degré en £ qui s'an-
2 .
nule sur {q2=()} , donc il cxiste un 1 x2m systéme dES-] ™M),
c” dans x nl2]+ Nq Ny < 0, tel que :

NI O : 2
(4.8) qu(do'hloﬁ) dq2 dans xn,+nyn <0.
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En écrivant les coefficients des puissances de & dans (4.8), il

vient :
(4.9) 23 ad+H_al=0
(¢]
(4.10) 29 al=d dans xnfen n <o,
4.11) Hroag+n§u;=d(x n§+n]nn).

On étend ag(o,y,n) et aé(o,y,n) dans n, >0 de fagon a véri-
fier la condition au bord de la Proposition 4.1. (4.11) permet
d'étendre d(o,y,n) dans n, >0 car grad(n] nn) #0. DPuis (4.9)
et (4.10) permettent d'étendre D, ag (o,y,n) et Dx aé (o,y,n)

dans ny > 0.

En dérivant ces équations par rapport a x, on peut étendre

k o k1 k
les Dx ag (o,y,n) , Dx a, (o,y,n) Dxd(o,y,n) dans n; > 0.

Puis, par le théoréme d'extension de Whitney on peut étendre

o) 1 2
+ >
ag, ag, d dans x Lty 2 0.
Pour déterminer les aj , bj pour j<-1, on doit résoudre

des ¢quations :

(4.]2) qua.*.iqz(aj-l -b- =0

j J'1)+R

i+

ou R.

j+1 et des a ,bk pour k>j.

ne dépend que de aj -bj

est nul pour y]<:y](pé) -e, car les ap ,bk et aj -b.

R ;

J+]

le sont.
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Soit ?ij une solution de (4.12) sur {q,=0} qui est nulle
pour y, < y](pc')) -¢ . En suivant le méme raisonnement que plus
haut, on peut trouver a5 1x2m systéme € C(J) , JG invariant,
tel que o est nul pour y;<y;(p}) -€, et a; -a. R

J )

ej(lm - kj £) = Qj de fagon a vérifier la condition au bord de la

Proposition (1.1). Notons encore o5 1'extension de o; a {q2=0}

qui vérifie H_ a.=0. Alors a.=a, -a. est solution de (4.12)
a, % ITN T

sur {4, =0}, et par le théoréme de préparation de Malgrange

aj = a?(x,y,n) +a} (x,y,n)& avec a; homogene de degré j-i en n.

< 2 2 . .
11 reste a étendre a(j) et a} dans X N * Ny Ny >0, ce qui se fait
comme pour ag et ag. On a donc démontré la proposition. =

On définit maintenant des orbites hamiltoniennes associées
au probléme aux limites (4.1) analogues aux orbites hamiltoniennes
de [1] et qui sont tracées au dessus des rayons glissants de q
Rappelons que q2=§2+r(x,y,n) et que r_(y,n) =r(o,y,n) et

soit k_1 le symbole principal de K.

Définition 4.2 : On appelle orbites hamiltoniennes frontiére

du probléme aux limites (P) les courbes T ={(y,n,w(y,n))}cY < g2
ou Y est un rayon glissant de 9, et w est solution de

(Hp w+ ck_l w=0) ou e est un symbole scalaire elliptique homo-
o

géne de degré deux et constant sur les rayons glissants.

On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 4.3 : Soit u€ (D'(M))Zm solution de

QuueC” (m)

(P) -
u(0)+KDxu(o)€C (M)

alors au dessus de Y VFpoZDxu(o) (resp. WF pol D u(o)) est

une unton d'orbites hamiltoniennes frontiére de (P).

Démonstration : On commence par traiter le cas de WF pol DX u(o).
2m

Soit wc') €C tel que w(‘)¢WF pol D u(o) (pc’)). I1 existe donc un
Txam systeme C(y,D,) el T (M) tel que C(y,D,)D, u(o) € c” (3M)

et <c_y (pc')) , wé >% (0. Supposons par exemple que :
(4.13) Re<c_](p(')) ,w(‘)>>0.

On remplace alors C(y,Dy) par X(y) C(y,Dy) ou X(y) est une
fonction troncature non nulle en p<') telle que Re< X(y)c_](y,n) ,
w(y,n) >>0 V(y,n) €Y ou w(y,n) est l'orbite hamiltonienne fron-
tiére de (P) qui part de (pc') , wé). On applique maintenant la

Proposition 4.1 a XC.
Soit A 1'opérateur de la Proposition 4.1. v=Au vérifie :

Q,vE )

v=0 hors de {(x,y) |x<e, y,;(p') -e<y, <€, 3n
1Yo 1
(4.14)
tel que (y,n) €W}
Vixe0 €C7 ().

In cffet, on a :
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Au (o) =E(y,Dy) (u(o) +RDxu(0)) +XC (y’Dy)Dx u(o) € c (3M) .

En suivant les arguments du théoréme 4.15 de [2] on en déduit que

vECT(M). On a :
DX v (o) = (Dx Ao) (o,y,Dy) u(o) + Ao (o,y,Dy)Dx u(o) +
+ (0, A}) (0,,D,)D, u(0) + Ay (0,¥,D,)D u(0)
s1
Ao(x,y,Dy) +A, (x,y,Dy)DX =A.

Donc Dx v (0) =(—(Dx AO)K-A1 L }\'+AO+ DxAl)Dx u(o) = ADxu(o) €
C°°(8M). Le symbole principal de A sur g, est égal a a symbole
°|§

principal de Ao . D'aprés la preuve de la Proposition 4.1, a

vérifie 1'équation suivante :

h'roao-eao k_]=e)(c:_1

a ') =

0(Pg) =0

- . S 2 . .

oli ¢ est €gal a n dans les coordonnées canoniques de la Propo-

sition 4.1 ; e est donc bien constant sur les rayons glissants.

Soit w(y,n) l'orbitc hamiltonienne frontiére de (P) qui
passc par (p(') ,wé) et soit w0=w(po) . Montrons que

< > % :
ag (po) » Wy 0. On a

Hro<ao(p) , W(p) >=<eaok_1 +eXc_] ,w>+<ao(p) ,-ek_] w> =

<eXc_,,w> et <ao(pé),w(p('))>=0 » Re<eXc_;(0) ,w(p) >0,



e

donc < a, (po) , w(po) >%0.
- Regardons maintenant le cas de WF polS Dxu(o) .

On obtient de méme un 1x2m systéme c(y,Dy) L (M) .

Avec les mémes notations que plus haut v vérifie :

[ QveCT (M)

v=0 hors de {(x,y)lxse,yl(oé)-€<y1<€ in

(4.15) <
tel que w(y,n) €W}

L Vix=0 enstl(amy .

La seule chose & vérifier est que va(o) €K (aM) micro-
localement sur Y. Ceci est clair sur le cas modéle ou q2=£2 +
X n§+ nyn, car la paramétrixe microlocale pour le probléme (4.15)
construite dans [5]) montre que va(o) =N,v(0) ou N_ est un

Al
multiplicateur de Fourier de symbole n121/3 A—l (nyn
i

-1/3

h ), oud A.

1

est la fonction d'Airy utilisée dans [5].

N, envoie I (aM) dans HS’1(8M). Dans le cas général on
sc raméne au cas modéle par conjugaison par les opérateurs inté-

graux de Fourier construits dans [6].
On a donc démontré le théoréme. =

§.5. PROPAGATION DE WF polu DANS LE CAS GENERAL.

On revient maintenant au probléme initial, c'est-3a-dire que

ue€ (l)'(M))2m est solution du probléme aux limites (P) ou g est
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de la forme (3.2). On s'intéresse 3 la propagation de WF polu(o)
au dessus de Y, oli Y est un rayon glissant de q - D'aprés la
Proposition 3.1 on peut supposer que G vérifie (3.3) sans changer

WF polu(o).

Définition 5.1 : On appelle orbites hamiltoniennes fron-

tiére du probléme aux limites (P) les courbes T ={(y,n,w(y,n))}c
Yx e on Y est un rayon glissant de 9, et w= (wl 5 w2) avec

W, :00(831 62) (y,n) Wy (y,n) et wg(y,n) est solution de
1 (~ .~ 8 e -1

H w,+ (5 {p,pt+ipp’), w,+ o (B,” B,)w,=0.

Po 2 2 ° 0’1172 [n o1 “T2772

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 : Soit u€ (D’(M))2m solution du probléme aux

limites (P). Alors au dessus de Y, WFpolu(o) (resp. WFpoZSu(o)) |

est une union d'orbites hamiltontennes frontiére de (P).

Démonstration : On a B; uy (o) + Bzuz(o) €C°°(3M) et B4 €LO(3M)

est elliptique, donc on a :

(w; , w,) EWF polu(o) (y,n) s==w; =0, (87" 8,) (¥,mw,

et
W, € WF pol uz(o) (y,n) .
I1 suffit donc de regarder WF polu, (o)

Soit v=Au, avec A donné par la Proposition 3.3.



13

ij]ec“(M)
D'aprés le §.3. on a : “ -
Y] vy (o) + Y‘2 Dx vy (o) e C (3M)

O o B -1 =1 /s
avec Y] €L (oM) , Oo(Yl) _00(81) ><OO(Aa )11 , Yo €L (M),

2

o_, (V) =T:—1]— o, (8,) o (1\51)” et on a : u,() = (As1 v)Z=Xva](O)

Yer-l oo ] -1 _ )
avec A€EL (M) et O'](A)-WOO(Aa )”—a(y,n). Donc :
WF pol u,(0) (¥,n) =a(y,n) WF polD, v (o) (y,n) -
D'aprés le théoréme 4.3 WF pol Dx v, (o) est une union d'orbites
hamiltoniennes fronticére au dessus de Y pour le probléme aux

limites :

Q, V4 €C” M)

..] )
vy (0) Yy YZDX v](o)€C (M) .

Ces courbes sont les solutions de :

-1 1
(5.1) llrow+ OO(AB)]]OO(B] )00(82) oo(Aa )” w=0.

N - ~ i ~ T ,~ .~ S 1 ~
D'aprés (3.4) a vérifie U _ a+ (5 {p,p}+ipp.+H. —),,a=0.
ry 2 o 't |n| 11

1 . . ~
— quil correspond uniquement a

On peut oublier le terme I
Ty Inl

multiplier 3 par un facteur scalaire non nul. Si w est une so-

lution de (5.1), a(y,n) w(y,n) vérifie :
¥ ('5'w)=-(] {(p,p} +ip 5)71'w-3"§-]o (B-])o (B )3 w
T, 7 Pl PPyt o1 0'"2 :

On a donc démontré le théoréme pour WIF polu(o).



On le démontre de la méme fagon pour \ﬂ’po]su(o) . ]

§.6. INTERACTION ENTRE BICARACTERISTIQUES TRANSVERSALES ET
RAYONS GLISSANTS.

Dans ce paragraphe on étudie la propagation de la polari-

sation pour les solutions du probléme aux limites (P).

Donnons d'abord le probléme que 1'on va essayer de résoudre.
On se place au voisinage d'un point (yo,no) ET*(™M) tel que
u(o,yo,noj =0. {&-x,u} (O,YO,no) <0.
Au point (yo,no) arrivent j bicaractéristiques transversales
pour ¢ Uy notées Y, et un rayon glissant pour (§ -A)z -u
noté y. On suppose que parmi les variables y il y en a une notée
Y1 » qul joue le rdle de temps, ce qui permet de séparer Yy en Yy,
et y_, % bicaractéristiques entrantes et sortantes en (yo,no).
On suppose que 1'on connait WFpolu en un point de Y, pour
16\)sj0 ct WFpolu(o) en un point de Y_, et on veut détermi-
ner WFpolu(o) sur Y, et WFpolu sur Yv pour v>j0+1 ,
c'est-a-dire qu'on €tudie 1'interaction de la polarisation entre

rayons transverses et rayons glissants.

On commence par se ramener au cas ou le probléme aux limites
est de la forme (P') avec les notations du §.1. On peut donc sup-
poser que u sc décomposc cn (u],...,uj ,u) ol chaque u, pour
T<vg ) est solution d'un systéme Dxuv-HVLK)ecm(M) qui véri-

fie les hypotheéses du §.2 et U est solution d'un systéme :
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DX'G- Hj+]3€C°°(M) qui vérifie les hypothéses du §.3.

Ona u= @, ,U,) avec les notations du §.3, et on note

u+=(u1,...,u. ) u =(

i _ uj0+] y o e ’”j)‘ On suppose que B vérifie

-~

la condition de Lopatinski-Shapiro par rapport 3 cette décomposi-
tion des bicaractéristiques, c'est-d-dire que la restriction de
a,(8) a {w€Cm|w+=W2=o} est bijective. (hypothése [ ).

Alors 1'hypothése £ entraine que : Bu(o) €C (3M)

u_(0) - By u,(0) - By, T (0) €CT(aM) avec B, € L°(aM)

= (6.1) . N
U, (0) - By u,(0) - By, U,(0) €CT(aM) .

Pour simplifier on va supposer que :

(6.2) WFu\)CY\) pour 1sv<30.

Par hypothése on connait WF pol gu enun point de Y, Ppour
1<v<j, - On note WFpolsu(yo,no,Yv) 1'image de WFpol_u par
les orbites hamiltoniennes de Dx -H au dessus de Yv .
On connait aussi WF polsu(o) en un point pc') de Y_, donc on
connait WF polsﬁ'(o) en pé. On dira que deux sous-espaces vecto-

riels E ct F de ™ sont transverses si la codimension de ENF

cst maximale, c'est-3-dirc si codim (ENF) =min (m , codim E+ codim F) .
On fait enfin les hypothéses suivantes :

(6.3) 1) le rang de Oo(BZI) est constant sur un voisinage de

v°,n%).
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J‘o
ii) K= & WFpolSu(o) (yo,nO,Yk) est transverse a
J=1
o
Ker o (B,;) (°,n°) , on note F=00(Bz1)(y°,n ) (K)

1
et H={(w;,w,)) €C T Wy =0, (B,)) ()'O,no)w2 €F}.

P(;L;I‘ P EY, Pyt (yo,no) on note H(p]) ={(w],w2) €
C J+]| Wy = 00(822) (p])wz =0}.

u, (o)
u(o)

premiére ¢quation de (6.1). Pour v >j0+1 on note

iii) Notons u_(o)=M(y,l)y)< modulo C (3M) 1la

m, la projection (w1,...,wj , W) +w, . On suppose
que le rang de m oOO(M) est constant sur un voi-
sinage de (yo,no) et que K ® H est transverse a

o o
Ker m o0 (M) (y,n ).
On utilisera le probléme aux limites suilvant :

~ ~ (o o]
DXU-H~+]U€C M

(6.4) 5 e -
ul(o) _BZZ uz(o) €C (oM) .

Théoréme 6.1 : Soit u€ (D'(M))" solution du probléme aux

limites (P') vérifiant les hypothéses (b) et (6.3) et tel que

u(o) €Hs_1(3M). Alors :

- on peut décomposer u(o) sous la forme u(o) =ug+ut

avec :

- VpEY, WFponug(p) est égal a l'image de WFpolsu(o)

(po’) par les orbites hamiltoniennes frontiére de (6.4).
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- u, est microlocalement C . sur Y_, WFponut(yo,no)
est tnclus dans H, VFponut(p]) est inclus dans H(p;) pour

p1 €Y+¢ (yo,no).

- Pour Vv >/jo+1 , au dessus de Y WFpoZSu est inclus
dans l'union des orbites hamiltoniennes de (P') partant de
(yo, n°,w) avee w appartenant d l'image par T ooo(M) (yo, n°)

de l'espace K @ H.

On peut obtenir un résultat sur WF polu en faisant les

hypothéses suivantes :

(6.3)" 1) 00(821)(y°,n°)|K est injectif

(0]

1) o M) (y°,n°) est injectif .
lx @ H

Corollaire 6.1 : Soit u€(D'(M))" solution du probléme

aux limites (P') vérifiant les hypothéses (&), (6.3) et (6.3)".
Alors les résultats du théoréme 6.1 sont valables en remplagant
Wpolsu, WFponug et VFpoZSut par WFpolu, WFpolu_ et

g
WFpoZut.

Démonstration du théoréme 6.1 : Soit v=AU donné par la Propo-

sition 3.3. D'aprés le §.3 on a :

By 0) = (A1) v4 ) i
N - ~ modulo C (3M)
uz(o) =Ae Dx vy (o) + Bv] (0)
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. Y,0 > -1 _ 1 ~ -1
oi AEL (M), GO(A)-OO(Aa )11 et e—TD—yl—, BEL (M) et la

2eme équation de (6.1) se transforme en : Y1 vy (o) + Yz Dx vy (o) -
o -1
Byju,(0)€C (M) avec Y, EL’(M), o (v;) =0 (A7), et

-1 _ 1 -1

D'aprés les résultats de [5], il existe une solution v, du

probléme mixte microlocal :
( Q, v €CT (M)
vy €CT (M) pour y; <0

Yy vo(o) Y, Dx vo(o) - BZ] u, (o) €C (aM) .

Alors \7=v1 -v, est solution du probléme aux limites du théo-

réme 4.3, et on a :

(6.5) '\7=v1 modulo C~(3M) pour y; <0.
On a :

T\ [ @h,, %0 (A1) 1 vy (0) .
(6.6) = + modulo C (3M)

sz )/ \Ne D, Y(0)+BV(0)/ \Ae D, v, (0) +'l\%‘vo(o)

En appliquant la Proposition 2.1 a chaque u, pour lsvg] on

0 ’

voit qu'il existc pour 1s\)sjo une dvxav matrice a dans

LO(BM) telle que :

a,0r,D,) u(0) € 11> (aM)

et
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O O
Ker o, (a ) (y°,n°) =m WEpol_u (y°,n°,v )

ou m, est définie en (6.3).

a
En notant C = ( 31 ) on a : (Zu+(o) EiP(aM) et
a.
10
Ker od(C)(yO,n°)==K. I1 existe donc N(y,Dy) matrice elliptique

dans Lo(aM) telle que :

( Si u+=N'J+(o) les d=d] +... +dj premiéres
composantes de G+(o) sont dans Hg(BM) et

_ 0 0\% ~
(6.7){ K=o (N)(y ,n)K ol K désigne le sous-espace

a.+,,.+0

de C ! Jo dont les d premiéres composantes

\ sont nulles.

Les hypothéses (6.3) 1i) et ii) entrainent que 1'image de X par
oo(Bz])(y,n) % (N) (y,n) est de dimension constante au voisinage
de (yo,no). I1 existe donc une matrice d(y,n) de rang maximal

telle que :

(6.8) d(y,n) 00 (BZ]) (y,n) 00 (N) (y,n) |T\l= 0
sur un voisinage de (yo,no) et Ker d(yo,no) =F.

Donc si D(y,Dy) €L°(3M) a pour symbole principal d(y,n)

au voisinage de (yo,no) on a :

(6.9) DB (0) €11° (M) .

21Y%
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En effet on a besoin de ne regarder que les termes d'ordre 0

dans le calcul symbolique car u(o) e (am .

D'autre part en suivant la preuve du théoréme 5.2, on vé-

rifie facilement qu'il existe une matrice cer® (oM) telle que :

...] ~
~ (A7) )
5 5 I vio

. N ~ €H® (3M) et
AeDXv(o) +Bv(0)

(6.10)

Ker 9, (E) (yo,no) est égal 3 L.

Enfin, on a : Boy u, (o) = Y] vo(o) +Y, vao(o) modulo COO(BM).

Donc B21 u, (o) = (A2—51)11Vo(°) -Bzz(Ker vo(o) +§vo(o)) modulo

C®(aM) d'aprés la définition de Y oet Y.
Donc on a :

-1
(Ay') 14 v_(0)
9 711 "o
WE polg | On) e

AeDX Vo(o)+Bvo(o) {(w1 1) €C j+1 |

0 0
w1 _OO(BZZ) (y5n )WZEF}.
Ce dernier espace est noté H dans (6.3).

-1 ~ -1
(Ay )qq V(o) (Ax) 4, v (0)
En notant ug= 9 11 , Uy = 3 ‘1170

KeDX ¥(0)+BV(0) Ker vo(o)+Evo (o)

on a démontré la partie du théoréme concernant U(o) en (y°,n%),

d'aprés (6.6).

On démontre de méme la partie du théordme concernant U(o)

o o
en p; avec ppEY,, pr*(y,n).
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I1 reste a regarder WF pol u sur les bicaractéristiques

Y, pour v>,jo+1 .

Soit donc v >/jo+1‘ On utilise maintenant la premiére équa-
61 (o)

tion de (6.1). Ona Cu, (o) €H> (M) et E € H>(aM)

U, (o)

~

avec Ker e(yo,no) =H & cause de la 2éme équation de (6.1).

L'hypothése iii) entraine que la méthode utilisée pour ob-
tenir la matrice D permet d'obtenir une matrice Fv(y,Dy) € L°(3M)
telle que F (y,D ) u(c) €H (M) et Ker o (F)(y°,n") est 1'i-

mage par T ooo(M) (yo,no) de K®&H.

Puis on applique la Proposition 2.1 a u - Ceci démontre la

partie du théoréme concernant Y, pour v>/jo+1.
On a donc terminé la démonstration. =

Démonstration du corollaire 6.1 : Si on s'intéresse a WF polu,

il faut prendre en compte tous les termes du calcul symbolique.
I1 est facile de voir qu'on a (6.7) en remplagant HS(aM) par
C®(aM). On a aussi (6.8). Le probléme est de choisir les termes

d'ordre inférieur du symbole de D pour avoir :

(6.11) D(y,D) o B, oN|~=O modulo S "(aM) .
c K

-0

On cherche le symbole complet de D sous la forme dj (y,n). Le

0

-00 J

symbole complet de B,j N 2 s'éerit z n; (y,n).
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On trouve d'abord do(y,n) =d(y,n) grace a (6.8). Puis pour

il faut trouver

~

éliminer le termec d'ordre -1 dans DoBz1 oNI
K

d_] tel que :
! =
1 D (do) Dyk (rpo) =0.

On peut trouver d_;, tel que d_;m = f ot f est une matrice
arbitraire car m, est injective. On vérifie ensuite qu'on peut

déterminer dj pour j<-1 pour avoir (6.11).
Puis (6.7) ct (6.11) entrainent :
(6.12) D(y,D,) B, u,(0) eC” (M) .

A cause du théorcéme 5.2 pour la propagation C” on obtient 1la
partie du théoréme qui concerne ug. Grace a (6.12) on obtient la

partie du théorémc qul concerne u, -

I1 reste a regarder WFpolu sur les bicaractéristiques
: . N o o
Y, pour v >j,*1. Comme plus haut 1'hypothése que M(y ,n") K®H
est injective entraine qu'on peut obtenir Fv(y,Dy) GLO(aM) tel-

le que Fv(y,Dy)va€(j (3M) .

On a donc démontré le corollaire 6.1. =
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