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Mai, o belasso! au-mai t'aluque,
Au-mai, pecaire! m'emberluque!...
Veguére uno figuiero, un cop, dins moun camin,
Arrapado a la roco nuso
Contro la baumo de Vau-Cluso:
Maigro, pecaire! i lagramuso
I¢é dounarié mai d'oumbro un clot de jaussemin!

Un cop pér an vers si racino
Vén flouqueja I'oundo vesino;

E l'aubret secarous, d l'aboundouso font
Que mounto d-n-éu pér que s'‘abéure,
Tan que n'en vou, se bouto a béure...

Mistral, Miréio, Cant II






Abstract

This thesis deals with effective computation of meromorphic inva-
riants of linear meromorphic differential systems. The question is double :
what to compute? How to do it ?

In part I we build a natural isomorphism between the (non abelian)
cohomological classifying set of Malgrange-Sibuya and the product of
Stokes groups. The proof proceeds by selecting in each cohomology class
a special cochain which we call fundamental and it gives an explicit
algorithm for this selection. The invariants to be computed appear then
as the components of this fundamental cochain in a basis, which we fix,
for the structure of finite linear affine space induced by this construction
on the classifying set.

In addition, we prove some others consequences of both this isomor-
phism theorem and the constructivity of its proof : an abstract theory of
summation for formal solutions of linear differential systems which coin-
cides with the multisummation of Martinet-Ramis and then too, with the
accelero-summation of Ecalle; the level-by-level factorization of formal
solutions (Ramis) and the Galois properties of the corresponding Stokes
matrices (Ramis et Deligne), obtained here through almost only pure al-
gebra; an explicit well-fitting correspondence betwween the cohomological
classifying set of Malgrange-Sibuya and the savage 71 of Ramis.

The second question, developped in part II, is algorithmic and nu-
merical : the quantities to be computed being mainly transcendental we
look forward approximate, yet informative, numerical values. After a brief
description of the method by summation - a priori the most direct and
natural method but still embarassed with serious problems of numerical
stability (Thomann, Richard-Jung) - we detail our infinitesimal method
which, though is does not always allow the calculation of all the invariants,
except in dimension two, induces a very good numerical stability. The va-
lues appear as limits of linear recurrences. The stability seems to be related
to good formal initial choices. We study extensively several examples in
dimensions two and three.
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Introduction

Dans cette these, nous présentons une étude locale des systemes
différentiels linéaires méromorphes complexes d’ordre un et de dimen-
sion n

X
A] = = ax

ou A est une matrice n x n a coefficients méromorphes et ou ’incon-
nue X est une matrice colonne de dimension n, au voisinage d’un point
singulier irrégulier o du corps des nombres complexes C. Le point de
vue cohomologique de Malgrange-Sibuya permet de classifier les systémes
méromorphes a équivalence méromorphe prés a partir d’un ensemble de
cohomologie non abélienne qu’on appelle le “classifiant” cohomologique.
Nous montrons, et la démonstration que nous donnons est constructive,
comment on peut choisir dans chaque classe de cohomologie un 1-cocycle
que nous appelons la cochaine fondamentale. Nous mettons ainsi en bijec-
tion naturelle le “classifiant” cohomologique avec un ensemble, le produit
des groupes de Stokes, qui est a la fois un groupe de Lie unipotent et une
variété linéaire affine. Nous en déduisons par des arguments algébriques
simples quelques résultats établis ailleurs avec des arguments d’analyse
beaucoup plus délicats : théoréme de factorisation des solutions formelles
en produit de facteurs k-sommables, propriétés galoisiennes des matrices
de Stokes ( [Ra p85], [RS89], [Ra85], [MR90], [De86], [Sib90]). Puis,
par comparaison avec la théorie de la multisommabilité ((MR90], [Ec90)),
nous en déduisons une correspondance entre la classification cohomologi-
que de Malgrange-Sibuya et la classification par le 7; sauvage de Ramis.

Enfin nous présentons deux méthodes de calcul numérique de la cochaine
fondamentale.

Nous plagons toujours la singularité zo a ’origine o =0 de C.
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Deux systémes [A] et [B] sont dits méromorphiquement, analyti-
quement ou au sens de Birkhoff équivalents s’il existe une transformation
méromorphe, analytique ou de Birkhoff de I'un en 'autre : on passe de [A]
4 [B] par un changement d’inconnue X = F~!Y ol la transformation
F (dite aussi transformation de jauge) est méromorphe, analytique ou de
Birkhoff (i.e. analytique avec F'(0) égale a ’identité I'). La matrice B du
systéme [B] est alors égale &

Fa=Ep1y par
dz
et inversement A est égale a
- d
rp— _p % pipr
dx

On définit de méme ’équivalence méromorphe formelle, formelle ou au
sens de Birkhoff formelle & partir d’un changement d’inconnue X = F~'Y
méromorphe formel, formel ou de Birkhoff formel. Un tel changement est
appelé une transformation (méromorphe formelle,...) du systéme [A] des

lors que le systeme transformé [F A] est a coefficients méromorphes (soit
convergents).

La classification méromorphe formelle (respectivement formelle ou
de Birkhoff formelle) des systémes méromorphes est bien connue : on la
réalise en choisissant dans chaque classe formelle un systéme particulier
qu’on appelle une forme normale. Nous choisirons ici une forme normale
[Ao] particuliere appelée une forme normale d’Hermite. Celle-ci a pour
propriété caractéristique d’admettre une solution fondamentale de la forme

Xo(z) = P(z)z U2/

ou
Q@ = diag(qi,...,qn) a pour coefficients des polynémes ramifiés de la

variable 1/z ( c’est-a-dire des polynémes d’une puissance fractionnaire de
1/z) et sans termes constants,

U est une matrice constante universelle tenant compte des “symétries”
associées aux ramifications contenues dans @,

J est une matrice de Jordan dite des exposants de monodromie formelle,
normalisée en imposant aux valeurs propres A la condition 0 < ReA < 1;
la notation z” signifie e/L°97,

P(z) est l'identité ou une matrice méromorphe suivant que I’on veut
repérer la classe méromorphe formelle ou 'une ou 'autre des classes
formelle ou de Birkhoff formelle.



Michéle Loday-Richaud

Une telle solution Xy n’est pas unique mais la matrice @, appelée
partie irréguliére de X est, elle, déterminée de maniére unique a ’ordre
pres de ses éléments diagonaux. Le point zg = 0 est un point singulier
irrégulier si la partie irréguliere @ est non nulle. C’est un point singulier
régulier si Q = 0 et J # 0 et c’est un point régulier (ou singulier
“apparent”) si @ = J = 0. Les directions oscillatoires (en fait leurs
projections sur C) des exponentielles exp(g; — ge¢) pour tous les couples
(g5,9¢), q; # qe extraits de @ sont appelées directions de Stokes et leurs
directions de décroissance maximale sont appelées directions anti-Stokes.
Directions de Stokes et directions anti-Stokes sont communes a tous les
systémes d’une méme classe formelle. On trouvera dans ([Jur78]) une
démonstration de ’existence d’une forme normale d’Hermite. A partir
d’un systéme quelconque, on obtient sa forme normale d’Hermite par
un algorithme algébrique (fini). Ce choix d’une forme normale d’Hermite
présente dans la suite deux avantages : il simplifie ’étude théorique dans
le cas d’une classe formelle dite avec ramification (Q est effectivement
ramifiée) et il permet de normaliser au mieux certaines formules de calcul
explicites, par exemple pour le calcul des invariants de Birkhoff fait au
chapitre V.

A priori, la classification méromorphe (resp. analytique ou de Bir-
khoff) raffine la classification précédente. C’est un résultat bien connu
que, lorsque @ = 0, c’est-a-dire lorsque le point zo est régulier ou sin-
gulier régulier les transformations de [Ag] sont toutes méromorphes (soit
convergentes) et les deux classifications coincident. Lorsque @ # 0, c’est-
a-dire lorsque le point zo est singulier irrégulier, il existe toujours des
transformations méromorphes formelles de [Aq] qui ne sont pas conver-
gentes et la classification méromorphe raffine strictement la classification
méromorphe formelle. C’est pourquoi nous limitons notre étude au cas
d’un point singulier irrégulier.

En ’absence de critére de choix algébrique ou quelque peu naturel,
on ne réalise pas cette classification par le choix dans chaque classe d’un
représentant particulier. Divers points de vue réalisent de telles classifica-
tions : ainsi en est-il du point de vue cohomologique de Malgrange-Sibuya,
de I’équation du pont d’Ecalle et du m; sauvage de Ramis. Dans cette
theése, nous nous attachons essentiellement au point de vue cohomologi-
que de Malgrange-Sibuya et nous en déduisons une correspondance avec
le point de vue du m; sauvage de Ramis; une correspondance entre le
71 sauvage et I’équation du pont d’Ecalle ayant été établie par Ramis
(IMR*]), on achéve ainsi d’élucider la relation entre les trois points de
vue.

Dans P'interprétation cohomologique de Malgrange-Sibuya le “clas-
sifiant” cohomologique apparait comme 1’ensemble de cohomologie non

8
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abélienne H'(S; A(Ao)) du cercle des directions issues de 0 dans C & va-
leurs dans le faisceau A(Ao) des sections d’isotropies plates de [Ao] c’est-
a-dire le faisceau des germes de transformations analytiques plates de [Ao]
en lui-méme. Ce “classifiant” classifie non pas les systémes méromorphes
mais les mémes systémes munis d’un isomorphisme de leur formalisé. Les
systemes méromorphes quant a eux sont classifiés par les classes de conju-
gaison des éléments de H'(S?; A(Ao)) par le groupe Ao des isotropies de
la forme normale [Ag], c’est-a-dire le groupe des transformations méro-
morphes formelles de [Ao)] laissant fixe [Ao]. Il est utile de remarquer que
les classes méromorphes de systémes munis d’un isomorphisme de leur for-
malisé s’identifient aux classes de transformations F' d’une forme normale
[Ao] fixée avec pour relation d’équivalence la multiplication & gauche par
les matrices méromorphes inversibles. Et que les classes méromorphes de
systémes s’identifient aux classes de transformations F' avec pour relation
d’équivalence la multiplication & gauche par les matrices méromorphes
inversibles et a droite par les matrices de Ag. Le groupe Ag qui est sou-
vent petit voire trivial se calcule facilement, et par un algorithme algébri-
que, a partir de la forme normale d’Hermite [Aq]. L’analyse de I’ensemble
de cohomologie H'(S';A(Ao)) que nous présentons ci-dessous est moins

immédiate; elle est I'objet de la premiere partie de cette these (chapitres
I, 11, III).

On appelle phénoméne de Stokes le phénomene de discontinuité sui-
vant : on sait, grace au théoreme fondamental des développements asymp-
totiques que toute transformation formelle F* de [Ao] en un systéme [4]

(A= F Ao) “s’incarne” dans toute direction issue de 0 dans C en au
moins un germe F' de transformation méromorphe : F' est une transfor-
mation de [Ao] en [A] (A = FA4y) définie, holomorphe et asymptotique
3 Fen 0 sur un petit secteur autour de la direction choisie. Le théoreme
d’existence et d’unicité de Cauchy-Lipschitz affirme que ce germe peut étre
prolongé analytiquement au voisinage de 0 sur le revétement universel c*
de C*. Mais ce prolongement ne demeure pas asymptotique a F sauf dans
le cas exceptionnel ol F est elle-méme méromorphe donc convergente. On
constate des sauts brusques du comportement asymptotique de F' en 0
lorsqu’on traverse les ou seulement certaines lignes de Stokes. Ces sauts
étant au moins de type exponentiel, ne sont pas affectés par des trans-
formations méromorphes : ils sont communs a toutes les transformations
de [Ao] méromorphiquement équivalentes. Les matrices constantes inver-
sibles reliant deux solutions F! (:v)Xo(:c) et F?(z)Xo(z) associes a deux
“incarnations” F! et F? d’une méme transformation formelle F' sont ap-
pelées des matrices de Stokes usuelles. Le phénomene de Stokes n’existe
qu’aux points singuliers irréguliers. Il a pour origine le comportement de la
fonction exponentielle : la fonction e~1/% qui est plate, c’est-i-dire asymp-
totique a zéro comme la fonction nulle 0 dans toute direction issue de 0
et contenue dans le demi-plan Rez > 0, devient non bornée a croissance

9



Michéle Loday-Richaud

exponentielle lorsqu’on traverse I’'un ou ’autre demi-axe imaginaire.

Un résultat fondamental de la théorie est que ces sauts suffisent
A caractériser la classe méromorphe d’une transformation F' de [Ao].
Le théoréme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya donne un sens précis
a cette affirmation en établissant que le “classifiant” méromorphe des
transformations de [Ao] est exactement I’ensemble de cohomologie non

abélienne H'(S'; A(A)).

Nous donnons ici (théorémes III.3 -III.17) une description de cet
ensemble de cohomologie en caractérisant chaque classe de cohomologie
par 'une de ses 1-cochaines, en fait un 1-cocycle, que nous appelons la
cochaine fondamentale. Ce choix est naturel et ce faisant nous répondons
a une suggestion faite par Malgrange dans [Mal79]. Citons : “ Dans le cas
ou les valeurs propres de la partie principale de Ay sont distinctes, ces
questions ont été étudiées par Balser, Jurkat et Lutz grice a une analyse
précise du “phénomene de Stokes”. Dans le cas général une étude analogue
s’imposerait.”

Cet ensemble de cochaines fondamentales apparait comme un produit
fini de groupes que nous appelons les groupes de Stokes de [Ag] et qui sont
des sous-groupes des fibres du faisceau d’isotropie A(Ag) au-dessus des
directions anti-Stokes. Dans cette description, on repére donc les sauts non
par les directions en lesquelles ils se produisent et qui sont les directions
de Stokes mais par les directions qui les gouvernent, a savoir les directions
anti-Stokes. Les groupes de Stokes se calculent aisément & partir de [Ao].

En choisissant une solution fondamentale de [Ao] et une détermi-
nation de ’argument au voisinage de chaque direction anti-Stokes, on
représente les éléments des groupes de Stokes par des matrices constantes
inversibles et unipotentes appelées matrices de Stokes. A la cochaine fon-
damentale on associe ainsi une famille finie de matrices codifiées d’une
facon bien déterminée : on les appelle les matrices de Stokes “du systéme”
(en fait d’une transformation de [Ag] conduisant & ce systéme). Ces ma-
trices de Stokes sont des matrices de Stokes usuelles mais la codification
est restrictive : on n’obtient pas des matrices de Stokes usuelles quelcon-
ques représentant des sauts arbitraires. En compensation, les matrices de
Stokes ainsi sélectionnées ont des propriétés particuliéres : elles appartien-
nent au groupe de Galois différentiel du systéme. On dit alors qu’elles sont
galoisiennes.

A Tlorigine de ce travail fut la question posée par Ramis du cal-
cul numérique effectif des invariants analytiques d’un systeme. L’étude
précédente répond a la question préliminaire : que convient-il de calculer ?
Dans I'interprétation cohomologique, le classifiant apparait comme un en-
semble de cohomologie non abélienne. Comment déterminer les éléments

10
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de cet ensemble infini par le calcul d’un nombre inévitablement fini de
certaines quantités et quelles quantités?

Nous avons vu que la cochaine fondamentale permet de codifier
chaque classe de cohomologie par un nombre fini de matrices constantes :

les matrices de Stokes du systeme. Il s’agit donc de calculer ces matrices
de Stokes.

On peut énoncer le méme résultat différemment : en construisant
la cochaine fondamentale, on a en fait muni le “classifiant” cohomologi-
que d’une structure naturelle de variété linéaire affine de dimension finie.
Cette dimension N est calculable directement et en outre algébriquement
a partir du systéme. Elle est d’ailleurs égale a l'irrégularité du systeme
[EndA] : % = AoX — X Ao, ce que 'on voit immédiatement en combi-
nant les calculs de cette irrégularité faits respectivement par Malgrange
([Mal74]) et par Deligne ([De77], [BV89]). Ainsi, par le choix d’une
base de cette variété linéaire affine, la question se rameéne au calcul des N
composantes d’une cochaine fondamentale associée au systéme dans cette
base. Il est a remarquer cependant que si la structure linéaire est naturelle,
les bases ne le sont pas. Nous avons vu d’ailleurs que, bien que la cochaine
fondamentale soit naturelle, les matrices de Stokes ne le sont pas : elles
dépendent de la solution normale choisie et de choix de déterminations
de 'argument. On choisit ici une base construite sur les matrices élémen-
taires concernées et on appelle tnvariants de Birkhoff les composantes de
la cochaine fondamentale dans cette base généralisant ainsi la terminologie
adoptée par Balser, Jurkat, Lutz et Peyerimhoff dans le cas de certains
systemes de dimension deux ([JLP76]). La famille des invariants de Bir-
khoff d’un systéme est évidemment équivalente a celle de ses matrices de
Stokes. Les formules de passage sont immédiates (Proposition V.2).

Remarquons qu’on a ici un phénomeéne inhabituel : le “classifiant” co-
homologique est ’ensemble de cohomologie non abélienne H'(S'; A(Ao)).
Le faisceau A(Aq) est un faisceau de groupes non abéliens qui sont des
groupes de Lie unipotents ayant une structure de variété linéaire affine.
Grace a la construction de la cochaine fondamentale, le classifiant coho-
mologique hérite a la fois d’une structure naturelle de groupe non abélien,
produit fini des groupes de Stokes qui sont des sous-groupes de Lie unipo-
tents de certaines fibres du faisceau A(Ao), et d’une structure naturelle
de variété linéaire affine. Ce phénomene est exceptionnel : en général, un
ensemble de cohomologie non abélienne n’hérite pas des structures algébri-
ques du faisceau.

Les invariants analytiques, matrices de Stokes ou invariants de Bir-
khoff sont transcendants. Pour leur calcul numérique effectif, on propose
deux méthodes avec, pour chacune d’elles, ses avantages et ses limites.
Celles-ci sont explicitées au chapitre V que nous présentons ci-dessous.
Les deux méthodes imposent au départ la détermination d’une solution
fondamentale formelle. On pourra bientét utiliser pour cela le code DESIR,
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logiciel construit sous REDUCE par 1’équipe de calcul formel de 'PIMAG de
Grenoble.

Nous détaillons maintenant le contenu de chaque chapitre.

Dans le chapitre I, nous rappelons les définitions et résultats servant
de base a I’étude proposée. Nous commencgons par relier la notion de
systeme différentiel au point de vue géométrique des connexions. Nous
précisons les notions de classifications “formelles” et “analytiques” des
systémes. Nous énoncons les résultats sur les classifications formelles,
puis nous explicitons le point de vue cohomologique de la classification
analytique y compris le théoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya.

Dans le chapitre II nous étudions le faisceau des isotropies A(Ao)
d’une forme normale d’Hermite [Ag]. Nous introduisons la notion de
niveau et nous montrons comment le faisceau d’isotropie A(Ap), qui est un
faisceau de groupes non abéliens unipotents, se décompose en un produit
semi-direct de groupes du méme type, niveau par niveau. Nous définissons
les groupes de Stokes comme des sous-fibres particulieres de ce faisceau.

Ces deux chapitres ne présentent pas de résultats originaux. Nous y
explicitons des concepts ou résultats plus ou moins “bien connus”.

Dans le chapitre III nous établissons le théoréeme fondamental d’iden-
tification naturelle du “classifiant” H!(S;A(4o)), ensemble de coho-
mologie non abélienne, au produit des groupes de Stokes de [Ao]. No-
tre démonstration construit explicitement la cochaine fondamentale qui
représente de facon naturelle sa classe de cohomologie. Dans le cas d’un
seul niveau la solution est la suivante : parmi tous les recouvrements suffi-
sants pour le calcul de la cohomologie il en existe un moins fin que tous les
autres; on choisit pour cochaines fondamentales les 1-cochaines associées
a ce recouvrement. Ce résultat est di & Malgrange qui ’établit en termes
de systémes I-filtrés au sens de Deligne dans [Mal83] (lemme 5.1 p.391).
Dans le cas de plusieurs niveaux nous procédons par récurrence descen-
dante sur les niveaux. Nous utilisons la structure de produit semi-direct
suivant les niveaux du faisceau A(A4¢) pour décomposer ’ensemble H*
lui-méme niveau par niveau. Il y a plusieurs algorithmes de décomposi-
tion suivant qu’on utilise une factorisation en produit semi-direct dans un
sens ou dans un autre. Le produit final est unique et naturel. Nous étu-
dions d’abord le cas sans ramification (les g;j — g¢ sont de vrais polynémes
non ramifiés). Nous en déduisons le cas avec ramification par un argument
classique de descente : ’existence d’une forme normale d’Hermite permet
en effet de n’avoir & considérer, comme dans le cas sans ramification, que
de vraies transformations c’est-a-dire des transformations non ramifiées
F(z) de Ao . Il est alors immédiat de voir que la cochaine fondamentale
associée a F(t?) ou p est l'ordre de la ramification est invariante sous
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Paction du groupe de Galois de la ramification t?» = z. On peut donc
la faire “descendre” du revétement ramifié & p feuillets en la variable t
au plan de la variable z. Malgrange nous a fait remarquer qu’en accord
avec 1’équivalence entre la catégorie des connexions et celle des systémes
[filtrés ([Mal83]), il est possible d’obtenir cette décomposition de fagon
tout a fait analogue directement en termes de systemes I-filtrés : le résul-
tat se démontre par récurrence croissante sur les niveaux, le passage d’un
niveau au suivant se faisant par une variante du lemme 5.1 [Mal83] cité
ci-dessus.

De fagon indépendante et pour un objectif tres différent —la réso-
lution de problemes de modules— Babbitt et Varadarajan ont été eux-
aussi conduits a une version abstraite de ce théoréme. Leur démons-
tration donnée dans [BV89] repose sur des idées dues & Deligne (cf.
aussi [BV p85]). Notre approche différe substantiellement de celle-ci dans
le cas avec ramification. En outre, elle explicite un algorithme algébrique,
permettant de réduire n’importe quelle 1-cochaine a la cochaine fonda-
mentale.

Mentionnons aussi I’étude antérieure faite par Jurkat dans [Jur78].
Celle-ci décrit chaque classe de cohomologie par le choix d’une 1-cochaine
privilégiée indiciée par les directions de Stokes et non pas par les directions
anti-Stokes. Lorsqu’il y a plusieurs niveaux, ce choix est en général
différent du notre. Le passage de cette cochaine a la notre est parfaitement
déterminé et pourrait étre détaillé dans un algorithme. Mais ce choix
a entre autre inconvénient de ne pas conduire en toute généralité aux
formules de sommation par accélération.

Le chapitre IV est consacré a quelques applications théoriques du
théoréme précédent : nous explicitons d’abord les structures algébriques,
structure de variété affine, de variété linéaire affine et de groupe de
Lie unipotent induites par celles du faisceau A(Ao) sur le “classifiant”
cohomologique H'(S*;A(Ao)).

Nous montrons que la cochaine fondamentale s’obtient par comparai-
son de sommes F, de la transformation F C'est-a-dire de transformations
méromorphes F, asymptotiques & F sur les différents ouverts V,, du re-
couvrement fondamental et que ces sommes sont déterminées de maniere
unique. On obtient ainsi un procédé de sommation par des moyens pres-
que exclusivement algébriques, le seul argument d’analyse utilisé étant le
théoreme des développements asymptotiques classique.

Nous montrons ensuite que les automorphismes de Stokes un ou
automorphismes de passage d’une solution fondamentale Fy Xo & de (A) a
la suivante sont des éléments du groupe de Galois différentiel du systeme.
On note ici Xz la vraie fonction définie par I’expression formelle X,
via le choix d’une détermination & de ’argument «. Ces automorphismes
sont représentés dans les bases Fo Xz par les matrices de Stokes, celles-
la mémes qui représentent la cochaine fondamentale. Rappelons que,
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selon Chevalley, une construction sur un systeme est tout systeme obtenu
comme somme directe et produit tensoriel d’un nombre fini d’exemplaires
du systéme et de son dual. L’interprétation géométrique de Chevalley des
groupes algébriques permet de définir le groupe de Galois différentiel d’un
systeme comme étant le stabilisateur des espaces de solutions de tous
les sous-systemes de toutes les constructions sur le systéme considéré. Les
propriétés galoisiennes des matrices de Stokes résultent alors du fait que le
passage a la cochaine fondamentale “commute” aux sous-systemes et aux
constructions. Nous donnons en outre un exemple de matrice de Stokes
usuelle non galoisienne.

L’existence et 'unicité des sommes F, nous permet par ailleurs
de transcrire la décomposition en facteurs des différents niveaux k de
la cochaine fondamentale en une décomposition de la transformation F'
elle-méme en un produit de transformations k-sommables ((MR82]). Ce
produit est ordonné suivant les niveaux k décroissants; il est unique a des
modifications triviales prés. On retrouve ainsi par un argument algébrique

un théoréme de Ramis ([Ra pr85]) démontré par des arguments d’analyse
fine ([Ra85], [Ra80], [RS89], [Sib90]).

Un corollaire de ce théoreme de factorisation est que la transforma-
tion F est multisommable. Il résulte alors de 1'unicité des sommes F, et
d’un résultat de Martinet-Ramis ((MR90]) que celles-ci coincident avec les

sommes obtenues par multisommabilité & partir des formules d’accéléra-
tion d’Ecalle.

Ce résultat justifie la correspondance proposée entre cochaines fon-
damentales et lacets du m; sauvage : & chaque composante f, de la
1-cochaine fondamentale ¢(F) = (f,)aca correspond laction d’un la-
cet global, pointé en zo = 0, autour de la Eartle infinitésimale de
la direction anti-Stokes «. A chaque facteur f d’une décomposition
f = fk1 fk2 fk' de f suivant les niveaux correspond ’action d’un
lacet élémentaire autour de la singularité infinitésimale de niveau k; dans
la direction a. Ce lacet doit contourner les singularités inﬁnitésimales de
niveau inférieur & k; en laissant & gauche (resp. & droite) celles dont le
nlvea.u ke correspond a un facteur f ! écrit a gauche (resp. a droite) de
f J

Le chapitre V présente deux méthodes numériques de détermination

de la cochaine fondamentale sous forme de matrices de Stokes ou d’inva-
riants de Birkhoff.

La premiere méthode consiste & calculer numériquement les sommes
Fo, ellessmémes par les formules intégrales de Borel-Laplace ou leur
généralisation a I’aide des noyaux d’accélération d’Ecalle puis & comparer
leurs valeurs deux & deux sur les directions anti-Stokes. La difficulté est
le contréle de l'instabilité des algorithmes lorsqu’on est proche du point
singulier o = 0 et surtout d’une direction anti-Stokes a c’est-a-dire,
hélas, lorsqu’on est proche des seules régions du plan qui nous intéressent.
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On maitrise bien le cas des séries admettant une seule direction singuliere
et, on sait par ailleurs toujours se ramener a cette situation dans le cas
des systemes de dimension deux. Le cas général est actuellement étudié
par Thomann & qui 'on doit le logiciel existant ([Tho90], [Tho91]).

La deuxieme méthode s’inspire d’un calcul fait par Martinet et Ramis
sur un exemple de dimension deux ([MR82]). Elle consiste a déduire les
invariants locaux, en général une partie d’entre eux seulement, du calcul
des invariants infinitésimaux. Au niveau infinitésimal la situation est plus
confortable parce que le classifiant est un groupe de cohomologie abélienne
et qu’on dispose de formules intégrales explicites, les formules de Cauchy-
Heine, donnant I’expression de la transformation infinitésimale a partir
d’une classe de cohomologie. Il est nécessaire de préparer la situation pour
tirer le meilleur profit des informations rendues ainsi accessibles. Nous
détaillons les transformations méromorphes et les changements de variable
a effectuer sur le systéme et sur la forme normale (ce ne sont pas les mémes
en général) pour se placer dans un cas relativement agréable dit cas séparé.
Nous explicitons alors les formules de récurrence permettant de calculer
les invariants de Birkhoff du systéme et les conditions nécessaires pour
pouvoir mener a bien un tel calcul. Nous étudions plus particulierement
les cas des systémes de dimension deux et trois et nous établissons la
liste des invariants accessibles par cette méthode : tous les invariants en
dimension deux, tous, quelques uns ou pas du tout en dimension trois
suivant le type du systéme. Pour terminer, nous illustrons la méthode par
quelques exemples numériques en dimension deux et en dimension trois.
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Classification cohomologique et applications
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I. Classifications méromorphes des connexions
et des systemes différentiels

Ce texte concerne ’étude locale au voisinage de l'origine z = 0
des systemes différentiels linéaires d’ordre 1 et de dimension n & coef-
ficients méromorphes d’une seule variable complexe z ; nous abregerons
en systemes ou systemes différentiels. La notion de (germes en 0 de) vec-
toriels a connexion (méromorphes) fournit un cadre géométrique, sans
coordonnées, a ’étude de tels systémes. Cependant, pour accéder a des
résultats algorithmiques nous travaillerons évidemment avec des systémes
différentiels et non pas des connexions. Rappelons brievement comment
les uns sont reliés aux autres. Pour plus de détails, on pourra se reporter

4 [Be85), [De70], [BV89], [Mal p80).

1. Catégorie C des connexions méromorphes. Relation entre
connexions et systémes différentiels

Soit V' un espace vectoriel de dimension n sur le corps K =
C{z}[1/z] des (germes de) fonctions méromorphes en z = 0 muni de
la dérivation usuelle -.

Une connexion sur V est la donnée d’une application C-linéaire
V:V — V qui vérifie
da
V(a.X) = %X + aV(X)

pour tout a € K et tout X € V.

Dans une base quelconque v = (v1,...,v,) de V sur K un vecteur
T1

X = Y. ziv; est représenté par une matrice colonne X = B
Tn

Papplication C-linéaire V est représentée par une matrice carrée M de
dimension n, a coefficients dans K et déterminée par Vv = vM ; la

matrice VX du vecteur V(?) image du vecteur X = > ziv; par V
vérifie alors VX = % + MX. (On notera désormais X a la fois le

vecteur X et sa matrice dans la base choisie). On associe ainsi modulo le
choix d’une base de V' les connexions sur V et les systémes différentiels a
coefficients méromorphes. Les (germes en 0 de) sections horizontales de V
sont les sections X (z) de V' définies sur un voisinage de 0 dans C par
la condition VX = 0. Elles correspondent aux (germes en 0 de) solutions

du systéme différentiel % + MX = 0. (Dans la suite nous noterons en

général les systemes % = AX plutot que % + MX = 0 comme ils

s’introduisent ici naturellement).
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Les couples (V,V) formés d’'un K-espace vectoriel V et d’une
connexion V sont appelés des K-vectoriels a connexion (on dira aussi des
connexions méromorphes).

Un morphisme de K-vectoriel @ connexion de (V1,V,) dans (V2,V2)
est un homomorphisme h : Vi — V2 de K -espaces vectoriels qui com-
mute avec les connexions Vi et V; :

Le diagramme o
Vi — W

hl lh
V, 2, W,

commute.

La catégorie des (germes de) connexions méromorphes est la catégorie
C dont les objets sont les K -vectoriels a connexion et dont les fleches sont
les morphismes de K -vectoriels a connexion. Dans cette catégorie C on a
les notions de somme directe @, de produit tensoriel @, de dual * et de
K -vectoriel d’homorphismes Hom définies comme suit :

e somme directe:

V=VioW
V =V; & V; est donnée par

V(X: & Xs2) = Vi(X1) @ Va(X2)
e produit tensoriel :
V=@V
K
V =V; ® V; est donnée par
V(X1 ® X2) =Vi(X1) ® X2 + X1 ® Va(X32)

e dual:
V* = dual du K-espace vectoriel V

V* est donnée par
V()(X) = 21(X) - S(VX) , fe V"

e K-vectoriel d’homomorphismes: Notons Homg (V;, V) le K -espace
vectoriel des applications K -linéaires de V; dans V3

V = Homg (W1, V2)

V1,2 est donnée par
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Chapitre |
Vi12(¢)(X1) = Va(p(X1)) = ¢(V1(X1)) , ¢ € Homk(V1,V2) .

Ainsi ¢ est un morphisme de (V1, V1) dans (V2,V2) si et seulement
si ¢ est une section horizontale de V; ;.

Dans la catégorie des K -espaces vectoriels, V; ® V;* est isomorphe
a Homg(Vi,V2). De facon analogue, dans la catégorie des connexions, le
K -vectoriel & connexion (V; @ V5*, V1 ® V3) est isomorphe & (Homg (V1,V2),Vi1,2).

On montre que la catégorie C des (germes en 0 de) connexions
méromorphes est une catégorie tensorielle abélienne ([DeMi80]).

Si on choisit des bases v; et v, dans V; et dans V, et si on note
—A; la matrice de Vi, —A3 celle de V2 et F la matrice d’un élément
v € Homg(V4,V2) on a

d
V1X=d—X-—A1X , V2Y=—}:—A2Y ,
dz dz

dF
Vi2(p)(X) = (E —AF+ FA;)X pourtout X e Vj

et, quand ¢ admet un inverse ¢! dans Homg(V4,V3),

dF—1
Vg,l(cp"l)(Y) = (T:c- — A F 14 F~1A5)Y pour tout Y € V;

d
- _F-l(-dé + FA; — A, F)FY

et donc !

Via.

Ainsi pour un choix fixé des K -bases dans V; et dans V2 on peut
énoncer de fagon équivalente

est une section horizontale de V21 dés que ¢ en est une de

¢ ¢ € Homg(V1,V2) est un isomorphisme de (Vi,V;) dans (Vz, V)
si et seulement si sa matrice F', i coefficients dans K, est inversible
(F € GL(n,K)) et vérifie 4 = A, F — F 4, .

o V), est transformée de V; par ¢ si et seulement si sa matrice —A; est
donnée par Az = %F'l + FA1F~! ou F, matrice de ¢, est inversible

a coefficients dans K.

2. Généralités sur les classifications méromorphes des connexions
et des systémes

Une question importante de la théorie est celle de la classification
des K -vectoriels a connexion a isomorphisme prés : c’est la classification
méromorphe des connexions méromorphes. Bien siir, on peut se restreindre
aux connexions de dimension fixée (dimgV = n fixé).
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Il existe plusieurs méthodes pour réaliser une telle classification.
Citons celles

1. par linterprétation cohomologique (MALGRANGE-SIBUYA)
2. par I’équation du pont (ECALLE)

3. par le m; sauvage (RAMIS).

Ces méthodes sont substantiellement différentes. Elles ont en com-
mun le point de départ qui consiste a réaliser d’abord une classification
moins fine : la classification méromorphe formelle. Dans chaque classe
méromorphe formelle on caractérise ensuite les classes méromorphes. Il
y a une raison fondamentale a cela : la classification méromorphe formelle
est algébrique donc “facile”. On dispose d’algorithmes algébriques pour la
mener a bien. Ces algorithmes sont implantés sur ordinateur sous REDUCE
dans le code DESIR ([T87]). La classification méromorphe est transcen-
dante : on ne peut espérer aucun algorithme général algébrique pour la
mener a bien. Il n’est pas évident de prime abord de voir comment ces
différentes méthodes de classifications se correspondent. Le lien entre 2.
et 3. sera fait dans un livre de Martinet et Ramis & paraitre; le lien entre
1. et 3. sera fait au cours de ce texte (cf. IV.5).

Rappelons brievement ce qu’on entend par classification méromorphe
formelle des connexions méromorphes. Nous énoncerons en détail 4 I’alinéa
suivant les résultats de cette classification en termes de systémes.

A une connexion (V,V) on associe sa formalisée (V,V) obtenue par
une extension du corps des scalaires K muni de d% a son formalisé
K = C[[z])[%] muni de 4. Ainsi V =V®K et si —A est la matrice

K

de V dans une base v du K-espace vectoriel V : VX = % — AX |

C’est aussi la matrice de V dans la base p=v®1 du K -espace vectoriel
V.VX = % - AX.

Un isomorphisme entre les formalisés (171,61) et (172,§2) (on dit
aussi une fransformation méromorphe formelle de (V1,V1) en (V2,V2))

est un isomorphisme ¢ = V; — V', de K -espaces vectoriels qui commute
avec Vj et V,:

Le diagramme

7, Vi, P,
ol £
7, Yo, 7,

commute.

Ainsi de fagon équivalente, on peut énoncer pour un choix de bases
arbitraire :

22



Chapitre |

* ¢ est un isomorphisme méromorphe formel de (V1,V1) dans (V2,V,)
si et seulement si sa matrice F est dans GL(n, K) et vérifie

E— = A, F — FA,
dz

o V3 est une transformée méromorphe formelle de Vi par ¢ si et
seulement si A2 est donnée par

A; = (cll—FF' + FA F™!

ol la matrice F' de ¢ est dans GL(n, K).

La classification méromorphe formelle des connexions méromorphes
est la classification modulo isomorphismes méromorphes formels.

Traduisons ce qui précede en termes de systémes :

e la formalisation ne nécessite pas l'introduction de systémes a coeffi-
cients méromorphes formels. Tous les systémes considérés sont a coeffi-
cients méromorphes;

e lisomorphisme ¢ correspond au changement d’inconnues X = F~'Y
qui transforme le systeme

dX
[A1] Fr A1 X
en le systéme
d dF
[A42] : Y =AY ot Ay =—F14+FAF™!

dz

On notera A, = FA;. Cette notation fait référence & la correspon-

dance entre les solutions : si X est une solution de [A;], FX est une
solution de [FAl] .
Nous dirons que F' est une transformation méromorphe ou méro-

morphe formelle du systtme [A] en le systtme [A;] = [FA;] suivant
que F est dans GL(n,K) ou dans GL(n, K).

e Les classifications méromorphe formelle et méromorphe des connexions
méromorphes sont équivalentes a celles des systémes (méromorphes) a
transformations méromorphes formelles ou méromorphes pres. En parti-
culier a un changement de base du K -vectoriel (V,V) correspond une
transformation méromorphe sur le systéeme différentiel associé.
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Par ailleurs, sur les systémes de dimension fixée n, on peut faire agir
les transformations méromorphes formelles ou méromorphes de I’'un des
types suivants :

- transformation formelle : sa matrice F' est & coefficients séries formelles
(F € GL(n,C[[z]])), |

- transformation de Birkhoff formelle : sa matrice F est a coefficients séries
formelles et vérifie en outre F(0) = I (F € GL(n,C|[z]])),

- transformation analytique : sa matrice F' est analytique en 0

(F € GL(n,C{z})),

- transformation de Birkhoff (analytique) : sa matrice F' est analytique et
vérifie en outre F(0) =1 (F € GLi(n,C{z})).

Les changements de base dans V étant généralement méromorphes
ne respectent pas ces différents types de transformations et les classi-
fications correspondantes ne se transportent pas aux connexions méro-
morphes. Nous nous proposons maintenant d’expliciter les classifications
des systémes de dimension n modulo I'action de ces transformations.
Nous les relierons ensuite aux classifications méromorphe formelle et méro-
morphe des connexions.

3. Classifications formelles des systéemes différentiels
Rappelons qu’une matrice F a coefficients méromorphes formels
(F € GL(n,K) avec K = C[[x]][-i:]) est une transformation d’un systéme

méromorphe [A4] si le systéme transformé [FA] est encore & coefficients
méromorphes.

Dans ce paragraphe, nous énoncons les résultats concernant les clas-
sifications

e méromorphe formelle des systemes i.e. modulo transformations méro-
morphes formelles (F € GL(n, K)),

o formelle des systémes, i.e. modulo transformations formelles

(F € GL(n,C[[=]))),

o de Birkhoff formelle des systémes, i.e. modulo transformations de

Birkhoff formelles (F' € GL(n,C[[z]])).

Ces classifications sont des raffinements les unes des autres. On les
réalise en choisissant dans chaque classe un systéme d’un type particulier
qu’on appelle forme normale du systéme. Cette forme normale n’est pas
unique : elle est liée & des conventions de choix. Nous adoptons ici des
conventions conduisant a une forme normale d’Hermite telle qu’elle est
fixée par Jurkat dans [Jur78]. Un tel choix, a priori sans importance,
simplifiera fondamentalement I’étude du cas ramifié.
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3.1. Solution formelle fondamentale

La recherche des solutions d’un systéme différentiel [A] dans K™, ou
K est Panneau des séries méromorphes formelles en z, au voisinage d’un
point régulier conduit & n solutions C-linéairement 1ndependantes (C est
le corps des constantes de K )- On sait en outre que ces séries solutions
sont convergentes, leur somme fournissant n vraies solutions linéairement
indépendantes. Au voisinage d’un point singulier les séries formelles so-
lutions sont en général divergentes. Mais surtout, elles ne forment pas a
elles seules un systéme de n solutions linéairement indépendantes. Pour
obtenir n solutions linéairement 1ndependantes on dit encore une solution
fondamentale, il faut agrandir le corps K en un corps L et il est naturel
d’imposer que :

1. Dextension L de K soit une extension de corps différentiel (L est muni
d’une dérivation dont la restriction & K coincide avec la dérivation de K );

2. la notion d’indépendance linéaire ne change pas (le corps C]’: des

constantes de L est égal au corps C 7= C des constantes de K);

3. Dextension soit minimale.

Le théoreme de Kolchin [Kol73] établit qu'une telle extension existe
(car K est de caractéristique nulle avec un corps des constantes algébri-
quement clos) et qu’elle est unique & K -isomorphisme prés. On P’appelle
'extension de Picard-Vessiot formelle du systéeme [A] et on la note K (A).

THEOREME 1.1. L’eztension de Picard-Vessiot formelle I?(A) d’un
systéme différentiel [A] est une eztension de la forme K (A) = K (y1,---,Yn)
obtenue par adjonction & K d’un nombre fini d’éléments y; vérifiant une
condition de l'un des types suivants :

(i) y=t ou t vérifie t» =z (adjonction d’une ramification d’ordre p

de z)
ii "= L1 (adjonction d’un logarithme formel Logz
) z 7 g g
(iii) %’ ek (t) (adjonction de Uezponentielle d’une primitive ramifiée).
On peut préciser ce résultat :

THEOREME 1.2 : Forme d’Hermite ([Jur78]). Tout systéme méro-
morphe [A] : 4X = AX admet une solution formelle fondamentale de
la forme

X = HzLe®

ou Q = diag(ql(%), .. ,qn(%)) est une matrice diagonale dont les termes
sont des polyndmes ramifiés en 1 ( g;j(1) = §;(3) od ?jj(%) est un

L
polynome en -1- avec t = z% ,p; € N*) sans terme constant, L est
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une matrice constante et H est une matrice inversible a coefficients séries
méromorphes formelles non ramifiés (H € GL(n, K)).

Il est & remarquer que ce théoreme est plus fin que le théoreme original
de Poincaré-Fabry qui assurait seulement ’existence d’une matrice H
ramifiée. Nous utiliserons ce raffinement de fagon essentielle dans le cas
ou la matrice @ est ramifiée (théoreme II1.17).

Une telle écriture d’une solution formelle fondamentale n’est pas
unique. On peut la normaliser partiellement d’ou :

THEOREME 1.3 : Forme d’Hermite fine ([Jur78]).

Tout systéme méromorphe [A] : 4X = AX admet une solution

formelle fondamentale de la forme X = FX, avec Xo = PzKz7Ue?,
ol

o () est comme précédemment; c’est la partie irréguliére de X,

o U est une matrice constante universelle que nous préciserons plus loin

o J est une matrice de Jordan dont les valeurs propres )\ ont été
réduites modulo 1 de fagon d vérifier 0 < Re) < 1; c’est la matrice
des exposants de monodromie formelle réduite

o K est une matrice diagonale d coefficients entiers (dans Z ) “prove-

nant” de la réduction de J
e P estle produit d’'une matrice constante Py par une matrice trian-
gulaire Py d coefficients polynémes en % sans termes constants dont la

diagonale est égale d lidentité; P est la partie méromorphe

4 F est _une matrice a coefficients séries formelles en z telle que
F(0)=1I (F € GLi(n;C[[z])))-

On peut en outre ordonner les polynomes ¢;, j =1,...,n de telle
sorte que Q,U et J se décomposent simultanément en blocs diagonauz
de la forme suivante : (on note I, la matrice identit¢ de dimension s et
€= 62‘7*)

Pour Q, des blocs

, 1 1 1
Qs,p = dlag (q(;)[,, q(m)ls, cee aq(xez(p—l)iw )I")

(un tel bloc est de dimension ps : il contient la ramification t = z
le polynome q(%) apparait ezactement s fois et il n’apparait dans aucun
autre bloc);

1
Py

Pour U, les blocs correspondants

I, I I, I,

I, €I, X, ... ext-vp
UsyP = I" €2I3 szzls e €2x(p-1)Ia

I @1, ee-Uxr . mDxG-D,
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Pour J les blocs correspondants
2 Cop-1
Jsp = diag (JS,J, + -1-I,,,J, +=Ig...,Js + 2....13)
p p p

ou J, est une matrice de Jordan réduite modulo 1 et vérifiant 0 < Rel <
1/p.

Nous utiliserons cette forme d’Hermite fine de fagon essentielle dans
les applications numériques (calcul des invariants de Birkhoff, 2e partie).

3.2. Classifications formelles
Classification méromorphe formelle
Le facteur X, tel qu’il est précisé dans le théoréme précédent n’est
pas unique. Il dépend en particulier
e du choix de ’ordre des blocs
e du choix de ’ordre des blocs de Jordan minimaux des matrices J,.
Donnons-nous une régle pour fixer chacun de ces choix : lorsqu’une
solution formelle fondamentale X de la forme F X, ne satisfait pas a la
regle choisie on peut toujours, par multiplication & droite par une matrice

de permutation convenable la modifier pour la rendre conforme a cette
regle.

Alors, les matrices Q,U et J sont déterminées de maniere unique. @
et J caractérisent la classe méromorphe formelle de [A]. (U est définie &
partir de Q).

Classification formelle
Le facteur Pyz¥ de la partie méromorphe Pz* = PyP,zK (Th 1.3)
n’est pas unique:

e D’abord pour une solution fondamentale X donnée : Connaissant J
et Q on peut écrire X = Hz/Ue® ou H est une matrice méromorphe
formelle bien déterminée. La partie “polaire” Pz s’obtient par exemple
par triangulation formelle de H a gauche c’est-a-dire par multiplication a
gauche par des matrices a coefficients séries formelles. On a alors

H=0&PzK avec ® € GL(n,C[[z]]) .

Il y a deux possibilités pour le couple (P;, K) suivant qu’on impose
3 P, la forme triangulaire supérieure ou la forme triangulaire inférieure.

e Pour deux solutions fondamentales X = ®X, et X = ®X, du systeme
[A] ou méme de deux systemes de la classe de Birkhoff formelle de [A] :
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Il existe une transformation de Birkhoff formelle T' et une matrice
constante inversible C' telles que

TdX, = 9X,C

On montre ([Jur78], Satz II) que nécessairement C' commute avec Q,U
et J. On a alors N

ToP X = 3P,cKC
et PyzX s’obtient & partir de 131:1:K en triangulant 131:0K C. Ainsi la
facteur Pjz¥ n’est en général pas unique méme si on impose la forme
triangulaire supérieure ou inférieure. Les différentes expressions possibles
sont reliées entre elles par une relation

PeK C = C(2) Pz

ou C est une matrice constante inversible qui commute avec Q,U et J
et C(z) une transformation de Birkhoff algébrique, C(z) € GLy(n,C[z]).
On convient de choisir ’'une d’elles par une régle quelconque.

Alors les matrices @, J, K et P; caractérisent la classe formelle de

[A].

Classification de Birkhoff formelle

Ayant choisi Q, J, K et P; pour caractériser la classe formelle
de [A], une solution fondamentale de [A] s’écrit X = ®P,zKz/Ue? ou
® € GL(n,C[[z]]). Notons Py = ®(0). Alors X s’écrit sous la forme

X = FPyPiz¥2'Ue® avec F € GLi(n,C[[z]))

Les matrices @Q,J, K, P, et Py caractérisent la classe de Birkhoff formelle

de [A4].

3.3. Forme normale d’Hermite

PROPOSITION ET DEFINITION I1.4. On reprend les notations du
théoréme I.3. Alors la matrice Xy est une solution fondamentale d’un
unique systéme différentiel [Ao]. Celui-ci est d coefficients méromorphes
et il est formellement équivalent & [A] (ona A= F 44 ).

Le systéme [Ag] est appelé une forme normale d’Hermite de [A] et
Xo une solution normale d’Hermite.

DEMONSTRATION : Ay = %.Xo_l et il suffit de vérifier compte tenu

des regles de commutation de chaque facteur de Xy que ce produit est
méromorphe.
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Pour toute transformation de Birkhoff formelle F' de [Ao], la matrice
FX, est une solution fondamentale de [F Aop]. Nous l'appellerons une

solution d’Hermite de [F Ao].
Dans la suite nous distinguerons deux cas :

1. Cas sans ramification. On dira que [A] appartient au cas sans ramifica-
tion si les polynémes qi(':;') de sa partie irréguliére sont non ramifiés. Cela

n’exclut pas d’éventuelles ramifications dans la partie réguliere réduite
J .
z.

Xo prend alors la forme

Xo = PeKz7eQ)

S

ou

° Q(%) = diag (ql(%)Isl,qg(%)Is,,...,qr(%)Is,) les polynémes g; étant
deux a deux distincts,

o J = diag(Js,,Jsgy.--,Js,) les blocs de Jordan réduits Js,,...,Js,
pouvant étre quelconques,
e K et P sont comme précédemment.

La matrice U a disparu : elle est égale a l'identité.

2. Cas avec ramification. On dira que [A] appartient au cas avec ramifi-

cation si sa partie irréguliere @ contient au moins un polynéme ramifié
1

g. Silordre de cette ramification est p (t = z? ) alors Q contient aussi

les p polync‘)rr'les' ramifiés q(;),q(w), .. ,q(zeT(p_—l—)-;) avec le méme
ordre de multiplicité s.

La matrice Xy a la forme générale énoncée au théoreme 1.3. avec des
blocs de taille p;js;. On a p1s; +... + prs, = n et certains p; peuvent
étre égaux a 1.

Il est important de remarquer —c’est 1la l’argument majeur pour
le choix d’un tel Xo— que [A] admet alors une solution fondamentale
formelle de la forme X (z) = F(z)Xo(z) ot F(z) € GL(n,C[[z]]) est non
ramifiée.

La transformation F' est une transformation de Birkhoff de [Ao];

elle est une solution du systéme méromorphe % = AF — FA, vérifiant

F(O) = I. Nous allons voir dans la suite comment la connaissance d’une
telle transformation F' permet de caractériser la classe de Birkhoff et
la classe méromorphe de [A] en référence a [Ag] et comment une telle
transformation F' permet de déramifier naturellement la situation.

Remarquer en outre que la partie méromorphe P est elle aussi non
ramifiée.
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3.4. Monodromie formelle M de [A]

La monodromie en un point singulier 0 d’une vraie solution fondamen-
tale X d’un systéme [A] —vraie fonction solution de [A] qui se prolonge
en une fonction X sur la surface de Riemann du logarithme au voisinage
de 0— est ’action sur X d’un tour autour de 0 dans le sens direct. Elle est
déterminée par la matrice constante inversible M x donnée par la relation

X(ze®™) = X(z)Mx

Son analogue formel provient de la substitution de ze*”™ a z dans
une solution fondamentale formelle.

DEFINITION I.5. Matrice de monodromie formelle.

Soit X une solution fondamentale formelle de [A]. La matrice de
monodromie formelle associée & X est la matrice constante inversible
donnée par la relation formelle

X(ze?™) = X(z)Mx

Cette matrice existe et elle est uniquement déterminée puisque
X (ze™) est toujours une solution fondamentale formelle du méme
systeme que X (z).

Supposons maintenant que X = F’Xo avec Xo = PzEz7Ue? soit
une solution d’Hermite. Puisque F' et P sont non ramifiés, ces facteurs
n’interviennent pas dans le calcul de la monodromie formelle. Pour ne pas
introduire de nouvelle notations nous négligerons simplement F' et nous
étudierons la monodromie formelle de la solution normale d’Hermite Xj .
Par ailleurs I’expression formelle X, est aussi ’expression d’une vraie
fonction X, sur la surface de Riemann du logarithme C* et on peut
énoncer :

PROPOSITION I.6.
i) Si X = FX, est une solution d’Hermite alors Mx = Mx,.

il) 51 Xo est une solution normale d’Hermite sa monodromie et sa
monodromie formelle coincident. On ¢« Mx, = Mx,.

Changement de solution normale

La matrice Mx, est liée au choix de Xo. Pour un autre choix
X1 = Ci(z)XoC™', la matrice Mx, vérifie Mx, = CMx,C~!. (C

constante inversible).

Faisons désor/\mais le choix d’une solution d’Hermite Xy et notons
plus simplement M au lieu de M x,.
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Décomposition de M

La monodromie formelle M provient partiellement de la partie
irréguliere (ramifications de e?) et partiellement de la partie réguliere
(ramifications et logarithme de z’t ): 11 est agréable de séparer ces deux
contributions : On factorise M en M = M regM irr OU M; irr €st la mono-
dromie formelle de la diagonale [q; ... ¢s] de @ définie par

(g ol = (03 0D)) i

et ot M reg = MM} ... ne dépend que de la partie réguliere z7 de X,.

T

Forme des matrices M irry M reg

(Xo est supposé sous forme d’Hermite fine).

Les matrices M irrs M reg €t M=M ,egM irr sont diagonales par blocs
comme z7UeR(3)

e Au bloc non ramifié z7+e?(z)s de X, de dimension s correspondent
les blocs de méme taille s

A~

{ Mirr,s = Is
Mreg,a — eZmJ.

e Au bloc ramifié a:J"PUs,peQ"P(%) de dimension sp correspondent les
blocs de méme taille sp

O, ... ... 1,
A 1 Is . : . . . . .
M irr,s = (ma.trlce de permutation circulaire des blocs de taille s)
O, ... I, O,
et

Mre&a — 2imdiag(Js,Juynn ]

Remarquer que:

1) Mi,, conjugue eQ(mlf"?) et e2(3). On a
Q) = 171D,

J-’.P

2) M.y, n'est pas la matrice de monodromie de =z qui vaut

N M 1 -Ll . ’ .
e diaglle, Lot Lo Wt 552 L] 10 matrice U a pour effet de la “symétri-

ser”.

3) A’/\Ii",s et J\?[,eg,, commutent.
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4. Classifications “analytiques”* des systémes différentiels par
interprétation coholomogique

On peut raffiner chacune des classifications formelles précédentes en
imposant aux transformations agissant a l'intérieur d’une méme classe
d’étre convergentes au voisinage de 0. Aux classifications méromorphe
formelle, formelle, au sens de Birkhoff formelle correspondent ainsi les
classifications méromorphe, analytique, au sens de Birkhoff (analytique).
Nous avons déja cité plusieurs méthodes de classification :

fpar l'interprétation cohomologique (MALGRANGE-SIBUYA),

2 par ’équation du pont (ECALLE),

3par le m; sauvage (RAMIS).

Ces méthodes mettent en bijection ’ensemble des classes analytiques
avec un autre ensemble ... plus ou moins accessible. On ne fait pas comme
pour les classifications formelles le choix d’un systéme dans chaque classe
d’équivalence pour caractériser celle-ci parce qu’on ne dispose d’aucun
critere de choix privilégié algorithmique.

Nous détaillons maintenant ce qu’on entend par classifications “ana-
lytiques” par P’interprétation cohomologique.

4.1. Les étapes de la classification

Placons-nous pour fixer les idées dans le cadre de Birkhoff. Tous
les énoncés se transposent de facon évidente au cadre analytique ou
méromorphe.

Les étapes de la classification sont les suivantes :

°On fixe une classe de Birkhoff formelle et dans celle-ci une forme
normale de référence [Ag] (a priori quelconque, si besoin est ou & loisir
une forme normale d’Hermite).

ZDans cette classe formelle, on classifie & équivalence analytique prés
non pas les systemes différentiels [A] mais les couples ([A], F') de systémes
[A] munis d’une transformation F' de [Ao] en [4].

Rappelons que F' est une transformation (de Birkhoff) de [Ao] en [A]

si elle vérifie les deux conditions F' € GL1(n,C[[z]]) et A = F Ay. Des lors
qu’on a fixé [Ag], le systéme [A] est donc déterminé par la donnée de F'

et il revient au méme de se donner le couple ([4], F') ou la transformation
F seule.

Notons Gr(4¢) = {F € GL(n,C[[z])) | F gy soit a coefficients
méromorphes } 'ensemble des transformations de [Ao]. La relation d’équi-
valence analytique se traduit sur G1(A4p) par I’action & gauche du groupe

*“analytique” par opposition & “formel” signifie soit méromorphe, soit analytique, soit

de Birkhoff.
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Gr = GLi(n,C{z}) de celles des transformations de G(Ao) qui sont
analytiques.

Le classifiant correspondant est donc le quotient
Gr\ Gr(4o)

$ On déduit la classification analytique des systémes [A] de la
classification précédente par un nouveau passage au quotient qui tradmt
Pidentification d’un systéme [A] & I'ensemble des transformations F' de

[Ao] en [4] i.e. telles que FAO =A.

Ce quotient est le quotient & droite de Gy \ G 1(Ao) par le groupe
Gr,0(Ao) des isotropies (de Birkhoff) de [Ao] :

G[‘o(Ao) = {F € aI(Ao) | FA() = Ao}

Le classifiant cherché des classes analytiques des systémes [A] de la
classe de Birkhoff formelle de [Ao] est donc le double quotient

Gr\ G1(4A0)/G1,0(4o)
de @I(Ao) par Gy a gauche et par Gro(Ao) a droite.
11 lui correspond la relation d’équivalence F' ~ F (F’ et F' € G1(4Ao))

si et seulement si il existe ¢ analytique (¢ € Gr) et ¥ isotropie de [Ao]
(v € Gy 0(Ap)) telles que F = pF"p.

Notons

@an(Ao), ame,(Ao) les ensembles de transformations formelles ou
méromorphes formelles de [Ao],

Gan = GL(n,C{z}) ou Gper = GL(n,C{z}[1/z]) les groupes de
transformations analytiques ou méromorphes,

et Gan,0(Ao), Gmero(Ao) les groupes des isotropies analytiques ou
méromorphes de [Ao].

Nous noterons aussi G(4y), G et Gy sans les indices I, an ou mer
lorsque le contexte est indifférent ou ne préte pas a ambiguité.
REMARQUE I.7. Comparaison des différents cadres.

i) On a les isomorphismes canoniques évidents
GI \ aI(AO) >~ Gan \aan(AO) ad Gmer \amer(AO)
Ainsi la classification des transformations (point Z ci-dessus) est indépen-

dante du contexte choisi. C’est la partie difficile de la classification. Nous
la développons plus loin (théoréme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya).

ii) Les groupes d’isotropie Gr,0(A40), Gan,0(A40) €t Gmer,0(Ao) ne sont
en général par égaux (voir les exemples en 4.2 ci-dessous). Par suite, la
classification des systemes dépend du contexte choisi.
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4.2. Groupes des isotropies d’une forme normale d’Hermite

Les groupes des isotropies sont a priori des groupes de séries formelles.
On montre que ( [Jur78], p.55) si [Ag] est une forme normale d’Hermite
alors ces groupes sont “algébriques” (Gro et Gan,o sont formés de
matrices a coefficients dans C[z], Gper,0 dans Clz,1/z]).

Ils sont faciles a4 déterminer & partir d’une solution normale d’Hermite

Xo de [Ao] .

Gan,0 € Gmer,o contiennent toutes les homothéties AI, A € C*.
Nous dirons qu’ils sont triviaux lorsqu’ils ne contiennent aucune autre
transformation.

Exemple 1.8

La solution normale d’Hermite X, de [Ag] déterminée par les conven-
tions choisies (1.3.2) est de la forme Xo = zlUe9.

Alors
Gr1,0(Ao) est trivial (Gro(Ao) = {I}),
Gan,0(A0) = Gmer,0(Ao) sont constitués des matrices constantes

inversibles qui commutent avec Q, U et J.

Cas particulier

Xo = €9, Q = diag(qi,...,qn) ol les g; sont deux a deux distincts.
AIOI‘S, Gan,o(Ao) = Gmer’o(Ao) = {diag(/\l, . ,/\,—,)} ~ C*,

DEMONSTRATION : F € @'(Ao) est une isotropie de [A] si et seulement
si il existe une matrice constante inversible C telle que F Xy = X,C. Or

XoCXy ! est une série formelle si et seulement si C commute avec Q, U
et J ([Jur78], Satz II) d’ou le résultat.

Conséquence 1.9

Soit [Ag] un systéme de solution d’Hermite Xy = z/Ue®.

Alors, pour tout [A] dans la classe de Birkhoff formelle de [4,], il
existe une unique transformation de Birkhoff de [Ao] en [4].

DEMONSTRATION : En effet, s’il en existait deux, F' et @, alors F~1G
serait une isotropie de Birkhoff de [A¢] et donc égale a I.
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Exemple 1.10
Xo = zK27Ue? avec K = diag(ki,...,k,) et (pour simplifier)
ki >ky > ... >k,
Alors,
Gr,0(Ao) est I’ensemble des matrices de la forme z¥(I + N)z=% ou

N est une matrice constante, nilpotente, triangulaire supérieure et qui
commute avec @, U et J,

G an,0(Ao) est 'ensemble des matrices K Mz=% ot M est une matrice
constante, triangulaire supérieure, inversible et qui commute avec @, U
et J,

G mer,0(Ao) est I’ensemble des matrices K Mz—K ol M est constante
inversible et commute avec Q, U et J.

Exemple 1.11
n =2, Xo = P;(1/2)e?0/?) ot Q = diag(qi,q2) avec q1 # g2 et

Pi(1l/z) = (p(ll/:v) ?) avec p € 2C[1/z] et p#0.
Alors,

Gr,0(Ao) et Gan,0(Ag) sont triviaux,

G mer,0(Ao) est constitué des matrices de la forme

1. .. 1 -1 A1 0
Pi()diag(A1, 22) P1(7)7 = ((h — X2)p(1/2) A2>

Il est isomorphe & C*2,

DEMONSTRATION : Comme dans lexemple 1.8, une isotropie F est

nécessairement de la forme F = Xo,CX; ' avec C qui commute avec
Q; donc C est diagonale, C = diag()\1,A2). La matrice P,CP;! est
méromorphe. Elle n’est analytique que si C est scalaire (A\; = A2 #0).

Remarquer que G pmer,0(Ao) n’est trivial que si la condition C' com-
mute avec @, U et J impose C = AI.

4.3. Isomorphisme de Malgrange-Sibuya

Le point central de la classification est le point 2 11 s’agit de décrire
le quotient G \ G(Ao). Le théoreme de Malgrange-Sibuya interprete ce
quotient en termes de classes de cohomologie.

Rappelons ci-dessous comment on associe une classe de cohomologie

3 un élément de G = GL(n,C|[z]]) ou de G(Ao). Nous avons vu que G(Ao)
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peut étre indifféremment ’un quelconque des ensembles G1(Aq), G an(Ao),
G mer (Ao). Choisissons pour fixer les idées G(Ao) = Gan(Ao).

Soit S le cercle unité des directions issues de 0 dans C et U =
{Uj;7 € J} un recouvrement de S par des ouverts U; connexes sans
intersection trois & trois et ordonnés cycliquement sur S* (les U; doivent
étre vus comme des secteurs d’origine 0 et de rayon fini dans C). Un tel
recouvrement de S est souvent qualifié de “bon” ; nous donnerons une
autre définition d’un bon recouvrement ultérieurement (III.1.c).

Soit F' € G. On sait alors, par le théoreme de Borel-Ritt ([Wa65))
qu’il existe des matrices F; dont les coefficients sont analytiques (F; €
GL(n,O(U;))) et qui sont asymptotiques & F sur U;. On peut donc
associer & F' la 1-cochaine (F;'Fj41) définie sur le 1-nerf U={U;=
Uj NUjt1} de U. Cette 1-cochaine est & valeurs dans le faisceau Ar
au-dessus de S des germes d’applications analytiques plates en 0 : les
sections de A; au-dessus d’un secteur U de sommet 0 sont les matrices
F € GL(n,0O(U)) asymptotiques a l'identité sur U.

Les 1-cochaines associées aux différents choix des réalisations Fj de
F définissent la méme classe de cohomologie dans H 1(S*; A1). En outre,
cette classe de cohomologie ne dépend que de la classe analytique (&
gauche) de F'. Elle définit donc une application de G\ G dans H'(S';A;).
On l'appelle I'application de Malgrange-Sibuya et on la note exp u.

THEOREME DE MALGRANGE-SIBUYA (classique). L’application
expu : G\G — HY(S*; A1)
est un 1somorphisme.

Supposons maintenant que F' appartienne a a(Ao). Alors, le théoreme

des développements asymptotiques appliqué au systeme [Ao; A = F Ao
qui admet F' pour solution, permet d’imposer en outre que les F} soient
solution du méme systéeme. La 1-cochaine construite est & valeurs dans
le faisceau A(Ao) des sections d’isotropie plates de [A,] au-dessus de
S : une section au-dessus d’un secteur U de sommet 0 est une matrice
F de GL(n,0(U)) solution du systeme d’isotropie [Ag;Ao] de [Ao]
et asymptotique a I sur U. L’application expp ci-dessus induit donc
une application que nous noterons encore expu de G\ G(4) dans
H(SY; A(A)).

Il est facile d’en déduire une version dite “avec systémes” du théoréme
d’isomorphisme précédent ([Mal79]):

THEOREME DE MALGRANGE-SIBUYA (avec systémes). L’application
expp : G\ G(4) — H' (S'; A(Ao))
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est un tsomorphisme.

C’est a cette application exp g que nous ferons référence lorsque nous
parlerons d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya sans autre précision.

Ce théoreme a été démontré successivement par Y. Sibuya ([Sib76]),
B. Malgrange ([Mal79], [Mal83]) et J. Martinet et J.-P. Ramis ((MR82]).

La premiére démonstration du théoréme classique due a Sibuya n’est
publiée a ce jour qu’en japonais. Elle devrait bientét figurer dans un livre
de Sibuya ([Sib90]) a paraitre en anglais. L’ingrédient essentiel est un
lemme de matrices holomorphes de Cartan. Le principe consiste a itérer
I'application de Cauchy-Heine (cf. ci-dessous VII.2), fleche inverse de la
fleche infinitésimale p associée 3 exp u : Cette application fournit des
fonctions (F;) dont le développement asymptotique F' est bon jusqu’a
I'ordre un. A chaque étape, on modifie la 1-cochaine & l’aide des F; déja
construites de fagon a ce que I’application de Cauchy-Heine fournisse de
nouvelles fonctions (F}) dont le développement asymptotique est bon un
cran plus loin. Des majorations fines permettent de passer a la limite.

La démonstration de Malgrange est une version avec condition de
développement asymptotique & ’origine du théoréeme de Grauert : “Tout
fibré au-dessus d’une variété de Stein (ici D*) qui est topologiquement
trivial est analytiquement trivial”.

La démonstration de Martinet-Ramis en est une variante suggérée par
Malgrange dans [Mal81]. Elle est basée sur le théoréme d’intégration des
structures presque complexes de Newlander-Nirenberg ([MR82]).

La classification de Birkhoff, analytique ou méromorphe des systemes
s’en déduit en quotientant par ’action du groupe Gy des isotropies de
Birkhoff, analytiques ou méromorphes de (Ay).

COROLLAIRE. L’application
expfi : G\ G(4)/Go— G5 - H'(S";A(40)) - Go

déduite de exp u par passage auz quotients fournit une classification cano-
nique des systémes d isomorphisme de Birkhoff, analytique ou méromorphe
preés.

5. Classification méromorphe des connexions
Les résultats de classification précédents s’étendent aux connexions.

On choisit une forme normale (Vp,Vy), K -vectoriel a connexion
quelconque dans C.

On consideére la catégorie T(y, v,) des transformations formelles a
Porigine O de la forme normale (Vp, Vo) :
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® ses objets sont les (germes de) K -vectoriels & connexion (V, V) munis
d’un isomorphisme ¢ de leur formalisé (V,V) dans celui de (Vo, Vo) (ils
sont désignés par “meromorphic marked pairs” dans [BV89]);

e ses fleches sont les morphismes u : (V,V) — (V',V') tels que le
diagramme suivant entre les formalisés commute

(7,9) 2 (7, 9)

N

Notons M(V;, V) Pensemble des classes d’isomorphisme des objets

de cette catégorie.
On définit comme pour les systémes différentiels le faisceau A(Vg, Vo)

sur S! des isotropies plates de (Vp,Vp) et une application

Expp : M(Vo, Vo) — H'(S'; A(Vo, Vo))
On peut énoncer

THEOREME DE MALGRANGE-SIBUYA. L’application Exppu est une
bijection canonique.

La classification méromorphe des connexions s’en déduit en quotien-
tant par 'action du groupe Go = Go(Vo) des isotropies de (Vo, Vo).

COROLLAIRE. L’application

Expfi : M(Vo,Vo)/Go — Gyt - H'(S%;A(Vo, Vo)) - Go

déduite de Exppu par passage auz quotients fournit une classification
canonique des connezions d isomorphisme méromorphe prés.
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II. Faisceau A(4,) des sections d’isotropie plates de la
forme normale d’Hermite. Groupes de Stokes Sto,(4o)

Fixons [Ag] une forme normale d’Hermite et Xy ’'une de ses solutions
d’Hermite et notons A = A(Ao) le faisceau des sections d’isotropie plates
de [Ao] défini au chapitre précédent (cf. 1.4.3). Le faisceau A est un
faisceau de groupes non abéliens sur S?.

1. Représentations de A : Matrices de Stokes

L’expression formelle X définit de fagcon naturelle une vraie fonction
encore notée Xo sur la surface de Riemann du logarithme (revétement
universel C* de C*). A tout choix 8 d’un relévement de 8 sur C* (i.e
un choix d’une détermination de ’argument) correspond un choix d’une
détermination Xo,b’ de Xo définie sur un secteur de sommet 0 contenant
la direction 6.

Par définition, un germe gy € Ay transforme la solution fondamentale
X,7 de [Ao] en une solution fondamentale de [4o]. Il existe donc

une matrice constante inversible Cy (dépendant de § c’est-a-dire de la
détermination choisie) telle que

500(37) = Xo,ﬁ'(m)cb'xo,’a'(m)—l

Nous dirons que la matrice Cy est la représentation du germe ¢g dans

le feuillet & de €* via Xo. Elle est déterminée de maniére unique 3 partir

de g et de 8 & condition d’avoir fixé une solution fondamentale formelle
Xo.

1.1 Ordre < associé a une direction §
]

DEFINITION II.1. On peut munir 'ensemble {qi,...,qn} des éléments
diagonaux de la matrice @, partie irréguliere de Xy, de la relation d’ordre
suivante :

g 3 q & (6 —9)(2)  egt plate sur un voisinage de la direction § .
9

Plate signifie ici asymptotique & 0 (contexte additif).
En notant a/z*¥ = pp ((g; —qg)(%)) la partie principale en 0 de
(g — ge)(), on a aussi

;< Re(ae'ik’g) <0
[
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On dira alors que k est le degré du polynéme q = ¢; — q¢ ou Pordre
de exponentielle €? (k n’est pas toujours entier; il peut étre rationnel

quand ¢ est ramifié) et que Re(ae_"k’ov) est le type de ’exponentielle e?
dans la direction 6.

PROPOSITION II.2. Le groupe Ay des germes d’isotropie de [Ao] en
0 est représenté dans un feuillet 8 quelconque via X, par le groupe noté
Repy x,(As) ou Repy(Ag) des matrices de la forme

CG=I+ Y  cinEiy
(G | g 30
[’}

ou les c(jy) sont des coefficients constants dans C et les Egjo les
matrices élémentaires dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indices
(7,) qui vaut 1.

DEMONSTRATION : L’expression de Cy traduit la condition de platitude
imposée dans la définition des germes @g € Ag : g asymptotique a I au
voisinage de la direction 6. Il suffit de remarquer que Xo,g(x)CfavXo,g—(z)_l
est plat si et seulement si eQG;e_Q est plat.

DEFINITION II.3. Nous dirons qu’une exponentielle €% ~% est une expo-
nentielle de la représentation Cy d’un germe g € Ay si elle apparait dans
I’expression eQCge_Q c’est-a-dire si le coeflicient c(j¢) dans I’expression
développée de Cy est non nul.

1.2 Unipotence

La relation < n’est pas un ordre total sur la diagonale qi,...,qn

]
de Q. Pour 8 fixé, on peut néanmoins ordonner q,...,q, par ordre <
]

croissant au sens suivant : Si j < £ et si g; # q¢, alors ou bien g¢; et
ge ne sont pas comparables ou bien on a ¢; < g¢. Alors les matrices
[

Cy=1I+ Z cj,0Ee) de Repy(Ag) sont triangulaires supérieures

(Jrl) I 95 iql

[’
avec une diagonale égale a 'identité I. En effet, on n’a jamais ¢; < ¢; et
s1 ¢; < q¢, alors j < £ et en particulier on n’a pas g¢ < g;. Les matrices
] ) (]

Cy sont donc unipotentes et avec elles les germes g = X035 X,7- On
peut donc énoncer :
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ProprosiTiON II1.4.

(1) Le faisceau A est un faisceau de groupes non abéliens unipotents.

(i) Pour toute direction 8 issue de 0 dans C et pour tout relévement §
de 6 & C*, il existe une permutation des éléments diagonauz qi,...,q, de
Q pour laguelle les élements de Repy(Ag) sont sous forme triangulaire si-
multanée. Sauf cas trivial, cette réduction n’est pas valable simultanément
pour toutes les directions 6.

1.3 Changement de feuillet

On passe d’un feuillet de C* au suivant dans la solution “formelle”
Xo en substituant :cgez"’ a z. Si on note M la matrice de monodromie
formelle on a Xo(ze?*™) = Xo(z)M. On a donc la relation

05+2r

= M™'CyM

Détaillons un peu plus cette relation sur I’écriture développée de Cy.
Nous avons vu que dans la substitution de ze*™ 3 z les termes qi,...,qn
de Q subissent une permutation Mi;; (C’est une permutation circulaire
dans chaque bloc de ramification lorsqu’on a ordonné les polynémes g;
comme dans la forme d’Hermite fine). Notons ¢j— 1’antécédent de ¢; dans
cette permutation. On a gj—(=r+) = ¢j(2) d’ou 'équivalence

q; Qe qj— < qe—
[’] 0427

Dans le cas sans ramification, 'application j — j— est l'identité. La

notion d’ordre < est indépendante du relevement 6 de 6. On peut la
(]
noter -; et, pour tout germe ¢y, ’ensemble des exponentielles de sa

représentation est indépendant du feuillet §. La matrice C; garde la méme
forme lorsqu’on change de feuillet

Co=I+ > cinEje
(.71£) | q; qu

L’ensemble de sommation reste le méme. La valeur des coefficients c(j ¢
n’est pas conservée.
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EXEMPLE II.5. Cas sans ramification en dimension n = 2.

M te(ﬁ) 0
Xo(m) = ( 0 :L.)\ze!h(';')

~ 21.1I’A1
La matrice de monodromie formelle M = (e 0 62,-,,,\2) est diagonale.
Si Gy = ((1) ;) , ¢ € C*, est la matrice d’'un germe ¢y dans

le feuillet 6, alors dans le feuillet suivant la matrice représentant g est
donnée par

1 ce—2l'1r(A1-A2)
G§+21r = (0 1
. 1 0 1 0
Si Gy = (c, 1) , alors Gy, = (c'e—2i7r(—A1+’\2) 1) . La forme de

C% est conservée. La valeur des coefficients change.

Dans le cas avec ramification, ’application j — j— est une vraie
permutation. La notion d’ordre < change avec le feuillet. Les exponen-
(]

tielles de la représentation changent lorsqu’on passe du feuillet au suivant.
Les matrices Cy et C5,,. n’ont pas la méme forme: on n’a plus dans les

0+2~
expressions de C et de Cy,,_ le méme ensemble de sommation.

6+2m

EXEMPLE II1.6. Cas avec ramification en dimension n = 2.

x= (5 ) (0 ) (" L)

On ne peut avoir ici que la ramification 3 (car la dimension vaut

n=2) et on a nécessairement X2 — A; = % modulo Z. En réduisant
1

:L.e2i1r) -

W=

modulo les entiers, on obtient Ay — Ay = % De plus, on a ¢

( ). Ainsi Mj,; est la matrice de permutation (0 1) et M =

M; 1 0
2:1r/\
( 2iw A >

Si Gy = (0 ;) ,¢ € C*, est la matrice d’'un germe ¢4 dans

le feuillet 8, alors dans le feuillet suivant la matrice représentant g est

donnée par
1 0
C’é/+21r = (C 1 )
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. 1 0 1 ¢
SlG;z(c 1),amlors C§+2w=(0 1).

Les matrices Cy et Cy,, n’ont pas la méme forme : elles sont
conjuguées par la permutation M, .

1.4. Matrices de Stokes d’un systéme [A]

Supposons que g soit le germe en 6 de I'une des composantes d’une
1-cochaine associée au systeme [A] dans la construction de I'isomorphisme
de Malgrange-Sibuya. On dit alors qu’une représentation Cy de g est
une matrice de Stokes usuelle du systéme [A].

Nous donnons plus loin (Définition I1.18) une définition beaucoup
plus restrictive d’une matrice de Stokes en nous restreignant aux compo-
santes d’une 1-cochaine bien particuliere que nous appelons la 1-cochaine
fondamentale. Les matrices de Stokes ainsi définies deviennent naturelles :
elles s’interpretent en termes de lacets du m; sauvage de Ramis ([Ra88]);
elles sont en particulier galoisiennes ainsi que chacun de leurs “facteurs”.

2. Filtration de A par les niveaux

Etant donné un germe g, les ordres des différentes exponentielles de
sa représentation dans un feuillet § sont indépendants du feuillet choisi.
On a en effet d°(qj_ — gqe_) = d°(gj — q¢) pour tout couple (j,£). Ces
ordres constituent donc une propriété intrinséque des germes ¢g.

DEFINITION II.7.

i) Un germe ¢4 du faisceau A est dit pur de niveau k si toutes les
exponentielles e% ~% de I'une quelconque de ses représentations sont
d’ordre exactement k (k € Q).

il) 1l est dit de niveau < k, < k, > k, ou > k si toutes les

exponentielles de ’une quelconque de ses représentations sont d’ordre < k,
<k,>kou>k.

On note A* le sous-faisceau des germes purs de niveau k et
ASk A<k .. les sous-faisceaux de A des germes de niveau < k, < k,

On peut donner une version analytique de cette définition : nous di-
rons qu’une fonction f définie sur un secteur U de sommet 0 est expo-
nentiellement plate d’ordre k sur U si sur tout germe de sous-secteur V
fermé de sommet 0 dans U, elle est majorée par une exponentielle d’ordre
k et plate sur V. On peut alors énoncer la définition précédente sous la
forme suivante qui a ’avantage de s’étendre aux isotropies de n’importe
quel systéme [A], pas nécessairement une forme normale d’Hermite [Ao].
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DErFINITION II.7 BIS.

i) Le sous-faisceau A¥ des germes purs de niveau k de A est le faisceau
de sous-groupes engendré par les sections de A exponentiellement plates

d’ordre k sur des secteurs d’ouverture -’,f .

ii) Les sous-faisceaux A< A<F ... des germes de niveau < k, < k,
sont les sous-faisceaux de A engendrés par les germes purs de niveau
<k, <k,....

Dans la suite, nous ne nous servirons que des faisceaux A¥, ASF, et
A<F . C’est pourquoi 2 la suite des énoncés portant sur AS¥ et A<¥ nous
omettrons en général les énoncés correspondants sur AZ¥, et A>* méme
s’il sont vrais eux aussi.

LeMME II.8.

i) le produit de deuz germes purs de niveau k est un germe pur de
nivear k.

ii) Si g est un germe de niveau <k et f un germe pur de niveau k,
alors fg, gf et g coincident modulo des termes purs de niveau k. On

note fg=cr gf =<k g.

DEMONSTRATION : Il suffit de le vérifier sur les représentations des
germes considérés dans un feuillet 8 quelconque. Les deux affirmations
résultent alors immédiatement des propriétés de la relation d’ordre < :

(]
i) Le produit de deux exponentielles plates d’ordre k est une exponen-
tielle plate et du méme ordre k.

il) Le produit d’une exponentielle plate d’ordre k par une exponentielle
plate d’ordre < k est une exponentielle plate d’ordre k.

ProrosiTioN II.9.

i) Pour tout k, les faisceauz A¥, ASK et A<K sont des faisceauz de
sous-groupes de A.

il) L’ensemble des niveauz de A, c’est-d-dire des k pour lesquels A*
est non trivial, est fini. On le note K = {k, <... < ki}.

DEMONSTRATION :

i) Le lemme IL.8 i) montre que A* est stable par produit. Par ailleurs,
dans une représentation dans un feuillet 8 quelconque, une matrice élémen-
taire I+ cE; ¢ (pure) de niveau k a pour inverse I —cE; ¢ qui est pure
de méme niveau k. Et toute matrice I + Y- ci,eyE(je) pure de niveau
k s’écrit comme un produit de matrices élémentaires de niveau k (par
exemple, les matrices I+ c(j ¢ Ej ) elles-mémes & condition d’effectuer le
produit dans un ordre convenable). Ainsi, I'inverse de tout germe pur de
niveau k est un germe pur de niveau k et A¥ est un groupe.
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ASF et A<F sont les groupes engendrés par les groupes A¥ pour
k' <k et pour k' < k.

ii) Les niveaux de A sont les degrés des différents polynémes (éventuel-
lement ramifiés) q; —g¢ pour tous les couples (gj,q¢), gj # ge, extraits de
la partie irréguliere Q de Xp. Ils sont donc en nombre fini.

On montre que les niveaux sont aussi les pentes du polygone de

Newton du systeme End[A,]: Z—X —[40,X] =0.
z

PROPOSITION I1.10. Pour tout k€ K,

[ ry

) Le faisceau de groupes A* est distingué dans ASK,
i

il) la suite ezacte de faisceauz

1 — AP L ASE 2L A<E ,

ot i est linjection canonique de A<F dans ASF et p la troncature auz
termes de niveau < k, est scinddée.

DEMONSTRATION :

i) Si g est un germe en 6 de niveau < k et f un germe pur de niveau
k, alors le produit gfg~! est de niveau < k. Le lemme I1.8.ii) montre que
9f97 =<k fgg7! =<k f =<k I.Le germe gfg~! est donc pur de niveau
k.

ii) est évident; I'injection canonique de A<F dans AS¥ est une section
de p.

COROLLAIRE II.11. La filtration
ARt = AZR c A2k o cAZFr =
est normale.

COROLLAIRE II.12. Factorisation par niveaux - Algorithme.

i) Pour tout k € K, le faisceau ASF s’identifie de deuz fagons
différentes & un produit semi-direct de A<F et de A* :

ASFE ~ A<E i AR
~ AF 5 A<k

En d’autres termes, tout germe f du faisceau ASF se factorise de deuz
fagons différentes en un produit d’un germe de niveau < k et d’un germe
pur de niveau k :

fSk — f<kgk ou fSk — fkf(k
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avec f<F e A<k g* et fF e A*.

Le facteur f<F est indépendant du sens de factorisation. On Uobtient
en supprimant dans n’importe quelle représentation de f<¥ tous les
termes purs de niveau k. On en déduit le facteur de niveau k en posant

gk = (f<k)-1 F<k oy fE = f<K (f<k)-1_

il) Le faisceau A s’identifie au produit semi-direct dans un ordre arbi-
traire des sous-faisceauz A¥ de ses germes purs de niveau k.

A~ x AF

L’algorithme de factorisation précédent se généralise en un algorithme
de factorisation par niveau dans n’importe quel ordre. Seul le facteur de
plus bas niveau est indépendant de ’ordre des facteurs.

3. Sous-fibres fondamentales de A : les groupes de Stokes Stoq(Ao)

3.1. Ordre < associé a une direction §
6, max

DEFINITION II.13. On peut munir ’ensemble {qi1,...,¢,} des éléments
diagonaux de la matrice @, partie irréguliere de Xy, de la relation d’ordre
suivante :

1 L L . gL
gj < qe <% 0 est une direction de décroissance maximale de el —9)(z)
6, max

On dit alors que Pexponentielle %~ est portée par 6 ou que 8
appartient au front de q; — q¢. En notant % la partie principale en 0

1
de (¢j — Qg)(;), on a aussi 1’équivalence

G5 < @& ae~ %% est réel négatif
7. g

6, max

L’ordre de l’exponentielle €% ~% est alors ¥ € Q et son type dans la

direction 8 vaut ae**?.

LEMME II.14 (transitivité). Le produit de deuz ezponentielles portées

~

par § est une exponentielle portée par 6.
Les relations d’ordre < et < sont compatibles : Si g; = qe,

[} 9, max 6, max
alors g; < ge. La réciproque est fausse.
9
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Changement de feuillet

Comme pour la relation d’ordre <, on a I’équivalence :
[

G _= 9=gqG-_ = Q-

6, max 6+27, max

Dans le cas sans ramification, la relation < est donc elle aussi
’OV,ma.x

indépendante du feuillet §. On peut la noter <

8, max

3.2. Germes de Stokes

Si le relevement § de @ porte au moins ’une des exponentielles e% ~9
il en est de méme de tout relevement de 6 (dans le feuillet suivant, § + 27
porte e%-"9- qui peut différer de e% ~% dans le cas avec ramification).
La propriété est une propriété intrinseque de la direction 6.

DEFINITION II.15. Une direction a issue de 0 dans C est appelee une
direction anti-Stokes de [Ao] si I'un quelconque de ses relevements & a c*
porte une exponentielle e% =% pour au moins un couple (q;,4qe),q; 7 qe
extrait de la diagonale de Q.

PROPOSITION I1.16. L’ensemble des directions anti-Stokes de [Ag] est
fini. Il est entiérement déterminé par la matrice Q, partie irréguliére de
Xo. Nous le notons A(Q) ou A= {ay,...,a,}.

Si toutes les exponentielles de la représentation d’un germe g dans
un feuillet 8 sont portées par 8, alors il en est de méme dans tous les
feuillets. La propriété est intrinseque au germe .

DEFINITION II.17. Un germe ¢g est appelé un germe de Stokes si les
exponentielles €% ~% de sa représentation dans un feuillet quelconque 6
sont toutes portées par 6.

PROPOSITION ET DEFINITION II.18.

i) Dans une direction 6§ qui n’est pas une direction anti-Stokes, tous les
germes de Stokes sont triviauz.

il) Dans une direction anti-Stokes 6 = o € A, Uensemble des germes
de Stokes est un sous-groupe non trivial de A, qu’on appelle groupe de
Stokes de [Ao] en a et qu’on note Stoq(Ao).

iii) Le groupe Stoz(Ao) des représentations de Stoq(Ao) dans le feuil-
let & est le sous-groupe de GL(n,C) constitué des matrices unipotentes
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de la forme

Ca=I+ >  <;0EGn » <o €C
GO g _< a

a, max

Contrairement & l'usage, nous appellerons matrices de Stokes (dans le
feuillet @) les matrices de Stoz(Ao) et elles seules. (cf. Définition II1.13).

DEMONSTRATION :

i) est évident par définition des directions anti-Stokes et des germes de
Stokes.

il) se démontre comme la proposition I1.9 i) en remplacant la relation

d’ordre < par la relation _< . En particulier, le lemme II.14 remplace
[ 6,max
le lemme II.8.i).

iii) traduit la définition d’un germe de Stokes en a sur la matrice qui le
représente dans le feuillet @.

NoTATION II.19. Nous noterons désormais (7,£)€@ pour exprimer que

le couple (7,£) est porté par @ c’est-a-dire tel que ¢; < qe.
&, max

Nous montrons dans le chapitre suivant (théoréeme IIL.3, défini-
tion III.11, corollaire III.12) que toute transformation formelle de [Ag]
est caractérisée a équivalence analytique pres par la donnée en chaque di-
rection anti-Stokes d’un germe de Stokes (1-cochaine fondamentale). Par
le choix d’un feuillet —usuellement on choisit un méme feuillet pour toutes
les directions anti-Stokes — les classes analytiques de transformations for-
melles de [Ag] sont alors caractérisées par la liste de leurs matrices de
Stokes (dans le feuillet choisi). La démonstration de ces théoremes repose
de fagon essentielle sur la notion de niveau étudiée en I1.2 et que nous
précisons maintenant en restriction aux germes de Stokes.

3.3. Filtration des groupes de Stokes par les niveaux

La notion de niveau d’un germe d’isotropie et les propriétés afférentes
se restreignent sans modification aux germes de Stokes ; les mémes démons-

trations restent valables en remplagant la relation d’ordre < par larelation

/]
d’ordre =

4, max
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DEFINITION II.20. On appelle germes de Stokes purs de niveau k, de
niveau <k, <k, ... en a€ A, les éléments des groupes

Stok (Ag) = Stoa(Ao) N AK
StoS¥(Ao) = Stoa(Ae) NASF
StoS*(Ag) = Stoa(Ao) NASK

intersections du groupe de Stokes Stoq(Ao) avec les sous-groupes de Aq
de niveau correspondant.

On note X, ’ensemble des niveaux de Stoq(Ao), i.e. 'ensemble des
k € K pour lesquels Stoa(Ao) est non trivial.

On peut énoncer ’analogue de la proposition I1.10 et de ses corollaires.

ProprosSITION II.21. Pour toute direction anti-Stokes a € A et pour
tout ke K

i) le groupe StoX(Ao) est distingué dans Stos (A )5

il) la suite ezacte de groupes

1 — StoX(A4o) — Stos¥(4e) 2 StoS*(4e) — 1

ot ¢ est linjection canonique et p la troncature auz niveaur < k, est
scindée.

COROLLAIRE II1.22. Notons k! < kl_;, < ... < kj les éléments de
K. La filtration

StoX1(Ao) = StoZ¥1(Ao) C Sto2¥2(4o) C ... C Sto2¥(Ag) = Stoa(Ao)
est normale.

COROLLAIRE II.23.

i) Pour tout k € Ky, le groupe Sto— g: s’identifie de deuz fagons
différentes au produit semi-direct de Sto> ) et de StoX o(4o) ¢

StoS*(Ap) =~ StoS¥(A4g) x Stoa(Ao)
~ StoX (4o) % StoS*(4)

il) Le groupe Stos(Ao) $ zdentzﬁe au produit semi-direct dans un ordre
arbitraire des sous-groupes Stoa(Ao) de ses germes purs de niveau k

Stoq(Ao) = k:KStoﬁ(Ao)

Cette décomposition s’accompagne d’un algorithme de factorisation sui-
vant les niveauz analogue d celui énoncé dans le corollaire II.12.
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ITI. Cohomologie du faisceau d’isotropie de [4,]

Nous commengons par quelques rappels classiques pour faciliter la
lecture. Pour plus de détails, on pourra se reporter par exemple a la these

de J. Frenkel [Fr56] .

1. Définitions et généralités en cohomologie non abélienne
1.1. Cohomologie de Cech H!(U;F)

Soit X un espace topologique, F un faisceau de groupes (en général
non abéliens) sur X et U = {Uj, j € J} un recouvrement ouvert de X.

On note I'(U; F) l’ensemble des sections de F au-dessus de I’ouvert

U.

Une 0-cochaine est une famille (f;) € [[;c;T'(Uj; F) de sections de
F au-dessus des ouverts U; du recouvrement I .

Une I-cochaine est une famille (fi;) € [l j)esxs (Ui N Uj; F)
de sections de F au-dessus des intersections deux a deux non vides
Ui; = U; N U; des ouverts U; du recouvrement U .

Condition de cocycle

Une 1-cochaine (fi ;)i j)esxs est un l-cocycle si elle satisfait a la
condition de compatibilité :

fi,j fix = fix sur tout ouvert U; NU; N Ui (la multiplication est la
multiplication de groupes dans F).

En particulier, on a f;; = I (I'identité) sur U; pour tout ¢ € J et
fij = fJT,',«1 pour tout (z,7) € J x J.

Condition de cohomologie

Deux 1-cocycles (fi ;) et (gi,;) sont dits cohomologues s’il existe une
0-cochaine (¢;)ier € [[;¢; T(Ui; F) telle que

gij = c,-f,-,jcj_1 pour tout (z,7) € J x J

La condition de cohomologie est une relation d’équivalence entre 1-
cocycles.
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(1-)cohomologie de Cech du recouvrement U & valeurs dans le faisceau F

C’est I’ensemble noté H(X,U;F) ou H'(U;F) des classes de 1-
cocycles modulo la relation de cohomologie.

Si F est un faisceau de groupes abéliens, on retrouve le groupe de
cohomologie de Cech abélienne. Mais, en général, H'(U; F) n’est pas un
groupe; il n’hérite pas naturellement de la structure de groupe de F.

Raffinement

Un recouvrement V = {V;£ € L} est un raffinement du recouvre-
ment Y = {U; ; j € J} (on dit encore que V est plus fin que U ) si tout
ouvert V; de V est contenu dans au moins un ouvert U; de U.

Il existe au moins un application d’inclusion entre les indices

c: L—J
L— j=0(f)

telle que Vy C Uy(y).
I1 lui correspond I’application entre les 1-cochaines

o0+ I TwiiF)— I T(VewF)
(i,7)€IxJ (L,k)eELxL

f=(fij)— o*(f) = 96,k = fo)or) | Ver) »

ol gek = fo(e),0(k) | Vi, est larestriction a 'ouvert V x de la composante
fo(e),0(k) dela 1-cochaine f.

Cette application est compatible avec les conditions de cocycle et
de cohomologie. Elle induit donc une application “d’inclusion” entre
ensembles de cohomologie

S(V,U) : H'(U; F) — H (V; F)

Cette application ne dépend que des recouvrements V et U, pas de o et
elle vérifie ([Fr56]) :

G(W,V)°G(V,U) = 6(W,U)

GU,Uy=1I

S(V,U) est injective (c’est aussi une “inclusion”).
L’injectivité de G(V,U) pour tout raffinement V de & montre qu’on

enrichit ensemble de cohomologie de Cech H!(U; F) en raffinant U, d’ou
la notion suivante.
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1.2. Ensemble de cohomologie H!(X;F)

C’est par définition la limite inductive sur les recouvrements & de X,
filtrés par I'inclusion, des ensembles de cohomologie de Cech H'(U;F).
On note

HY(X;F) =limH (X,U; F) .
W

Pas plus que H'(U;F), ensemble H'(X;F) n’hérite en général de la
structure de groupe de F.

1.3. Casou X = §!

Pour des raisons de commodité d’expression, nous orientons S et
nous nous référons toujours au sens d’orientation choisi. Il semble plus
conforme & 'usage des calculs de matrices de Stokes d’orienter S! dans
le sens des aiguilles d’une montre : On a ’habitude de tourner dans le
sens direct autour de 'infini ce qui, sur la sphére de Riemann, revient
a tourner dans le sens inverse autour de l’origine. C’est aussi ce sens de
rotation qui assure la correspondance entre cocycles et lacets élémentaires
du 7 sauvage sans “changement de signe”. C’est donc le sens que nous
choisissons désormais. Nous utiliserons également la terminologie droite -
gauche avec la convention suivante : On se déplace vers la droite lorsqu’on
se déplace dans le sens des aiguilles d’une montre, vers la gauche sinon.

Nous dirons qu’un recouvrement U = {Uj, j € J} est un bon
recouvrement de S* s’il ne comporte qu’un nombre fini v = #J d’ouverts
Uj qui sont connexes et non emboités (U; \ U, est toujours connexe,
éventuellement vide : on accepte que deux Uj puissent étre égaux).

Ces ouverts sont donc naturellement ordonnés sur S' et on peut
les numéroter cycliquement Uy, Us,...,U, (avec la convention U,4; =
U;). L’ensemble d’indices J se trouve ainsi muni d’un ordre cyclique
déterminé par la condition que l'application j —— M; milieu de ’arc
U; est croissante pour l’ordre cyclique considéré et 'orientation choisie de
St.

De fagon évidente, tout recouvrement de S* admet un raffinement qui
est un bon recouvrement. On peut donc pour le calcul de la cohomologie
se restreindre a ne considérer que de bons recouvrements. Cest ce que
nous ferons désormais, en supposant en outre que les indices j de J
correspondent & une numérotation cyclique des ouverts U; conforme au
sens de parcours choisi sur S!.

ProrosiTION III.1. Soit U = {U; , j € J} un bon recouvrement de
S'. L’ensemble des 1-cocycles de U s’identifie auz familles de 1-cochaines
partielles (fjj41)jes du produit [[;c;T(Ujj41;F) sans condition de
cocycle.
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Ceci nous amene a considérer la notion de 1-nerf :

Une famille U ={Uj, j € J} douverts de S? est un I-nerf sur S
si les U; sont les intersections deux a deux des ouverts consécutifs d’un
bon recouvrement Y = {U; , j € J} :

Uj=U;iNUjn
Les “cas limites” suivants sont a préciser séparément :

¢ U ne contient qu’un seul ouvert U. Il peut étre considéré comme associé
a un “bon recouvrement” formé d’un seul ouvert U “faisant plus d’un tour”

(figure III.1.1).
U
0

Figure III.1.1

e U contient deux ouverts U 1 et U 2. Pour le bon recouvrement associé
U = {U1,U2} on a une seule intersection Uy N Uz avec deux composantes
connexes U; et Us (figure I11.1.2);

Figure III.1.2

Un 1-nerf provient d’un vrai recouvrement de S mais n’est en général
pas lui-méme un recouvrement de S!.
ProrosiTioN III.2.

i) On peut toujours numéroter cycliguement les ouverts d’un I1-nerf
U={U;, je J} sur S'. Nous imposerons en outre un ordre croissant
avec le sens d’orientation fizé sur S!.
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i) Siu= {U, , j € J} est un I-nerf sur S* il provient d’un unique
recouvrement U = {U; , j € J} de S défini par:

Uj est Uarc d’origine Uorigine de U,..l et d’ezirémité lezirémité
de U; c’est-d-dire que, si U;_y =)0;_1, 0 1 et U; =9;, 6i[, alors
‘—]91 1, ][

iii) On a alors Uj = Uj 41, et Uensemble des 1-cocycles du recouvre-
ment U est Uensemble produit []..; I‘(U] ;F) que nous noterons pour
abréger T(U; F).

Raffinement

Ce n’est pas parce que V est plus fin que & qu'’il en est de méme
de Veti: Les ouverts de V ne sont pas nécessairement inclus dans les
ouverts de .

Ainsi, par exemple, si Y = {Un,...,U,} est formé de v ouverts deux
a deux dlstmcts et si on considere le rafﬁnement V={W=U,"=
Uy, V2 = Us,...,V, = U,}, alors % contient I'ouvert Vo N Vi = U; qui
n’est inclus dans aucun des ouverts de .

Cependant, on réalise un raffinement de ¢ chaque fois, par exemple

b b bJ

qu’on intercale un ouvert supplémentaire dans & ou qu’on rétrécit 'un des
ouverts de U.

Inclusions

Soit V = {V,,£ € L} un raffinement de ¢ = {Uj,j € J} et o une
application d’inclusion de V dans ¢ qu’on suppose croissante pour 1’ordre
cyclique sur J et sur L :

og:lE€Lr— j=0o(l)eJ

ot - { [L;es PUj413F)  — Tleer T(Vee41; F)
(fij+1) — (90,641 = fo(0),0(t41) | Veegn)

En termes de l-nerfs & et V et si on définit les 1-cocycles par
(f fij+1) et (§¢ = ge,e+1), on a grace a la condition de cocycle

{ TU;7) —T(V;¥%)
(f;) — (9 = [oqey<j<oesr) F5)

En particulier, si o(£) = o(¢ +1), on a §, = I sur V.
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1.4. Cas ol X =S! et F = A(4)

Il résulte de ’étude faite au chapitre précédent que le faisceau A =
A(Ao) des sections d’isotropie plates de [Ag] est un faisceau constant par
morceaux sur S'. Les discontinuités ont lieu en les directions de Stokes
i.e. les directions en lesquelles il existe au moins deux polynémes g; et g,
de la diagonale de @ distincts et non comparables. Par suite, I’ensemble
de cohomologie H'(S';A) coincide avec un ensemble de cohomologie de
Cech associé & un recouvrement assez fin quelconque : les fleches injectives
S(V,U) : H'(U;A) — H'(V;A) deviennent en effet bijectives dés que
les recouvrements considérés sont assez fins.

Pour préciser ces ensembles de cohomologie nous allons séparer les
cas sans et avec ramification. Cette séparation est motivée plus par une
commodité de présentation que par des raisons de fond : Nous verrons
que les résultats sont tout a fait semblables mais il serait désagréable
au moins au début d’avoir & considérer des “ouverts de S' d’ouverture
supérieure a 27” et des “recouvrements faisant plusieurs tours” ... .
Nous étudions d’abord en détail le cas sans ramification; puis I’effet d’un
éclatement “inutile” en effectuant un éclatement arbitraire dans le cas sans
ramification et nous en déduisons enfin I’étude du cas avec ramification.

2. Cohomologie du faisceau d’isotropie A(4o) : le cas sans rami-
fication

Dans ce paragraphe un peu technique, nous établissons le résultat
suivant :

THEOREME II1.3. On a un isomorphisme naturel

h: [] Stoa(do) — H* (5% A(40))
a€A

du produit des groupes de Stokes de [Aq] dans ’ensemble de cohomologie
H! (S1;A(4)).

Ce théoréme permet d’identifier chaque cocycle (ou plutét chaque
classe de cohomologie de cocycles) a une famille finie de germes de
Stokes (cf. 11.3.2). Etant naturelle, cette famille a des propriétés par-
ticuliéres. Nous en donnons quelques conséquences théoriques et appli-
cations dans le chapitre suivant. En particulier, cette famille est galoi-
sienne (théoreme IV.22) : Ses éléments appartiennent au groupe de Galois
différentiel du systeme [A] en 0, alors que cette propriété n’a généralement
pas lieu pour une matrice de Stokes usuelle quelconque (cf. IV.4 Exemple
de matrice de Stokes usuelle non “galoisienne”) et elle nous permet de
faire le lien avec la classification par le 7sauvage (cf. IV.5). Notons en
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outre que, dans les quelques calculs théoriques de matrices de Stokes dont
nous disposons, c’est cette famille qui apparait comme la plus directement
accessible au calcul. Il en est ainsi par exemple du calcul des matrices de
Stokes des équations hypergéométriques généralisées fait récemment par
A. Duval et Cl. Mitschi a I’aide des fonctions G de Meijer ([DM89]).
L’approche que nous faisons de ce théoreme est délibérément construc-
tive. Notre objectif est en effet d’obtenir non seulement le résultat mais
avec lui une construction algorithmique permettant a partir de n’importe
quel cocycle de donner la liste des transformations algébriques conduisant
aux matrices de Stokes “naturelles”. Une démonstration abstraite de ce
théoreme reposant sur une idée de P. Deligne et utilisant des faisceaux de
C-algebres a été donnée par Babbitt et Varadarajan dans ([BV89]). Une
version préliminaire de leur article ([BV p85]) contient une démonstra-
tion plus voisine de celle proposée ici mais valable seulement dans le cas
sans ramification ([BV89], Introduction 3, p. 6 et I1.2. Remark, p. 152).

L’isomorphisme h est naturel en ce sens qu’il commute aux isomor-
phismes et aux constructions (Cf. IV.4- Définition IV.17).

La démonstration du théoréme II1.3 procede par récurrence descen-
dante sur les niveaux en comparant a chaque niveau k les ensembles de

cohomologie H!(S;A¥), H'(S';ASK) et HY(S';A<F).

2.1. Les recouvrements fondamentaux

DEFINITION III.4. Un bon recouvrement U = {Uj, j € J} de S ou
son l-nerff U = {Uj, j € J} est dit suffisant pour un faisceau F s’il est
suffisant pour le calcul de la cohomologie de F, i.e. si

HYU;F) = H'(SY; F)
L’existence d’un tel recouvrement est une propriété du faisceau F.

ProposITION III.5. Un recouvrement U (ou son 1-nerf U) est suf-
fisant pour le faisceau d’isotropie A = A(Ao) 8’il est Q-suffisant i.e. s
chaque secteur de platitude des exponentielles €%~ pour tous les couples
(gj,q¢) extraits de la diagonale de Q contient au moins un ouvert U'j de

U

DEMONSTRATION : Il suffit d’établir que, si V est un recouvrement plus
fin que U, alors ’application

S(V,U): H'(U; A) — H'(V;A)

est surjective donc bijective. Or on passe de & a V par un nombre fini de
raffinements élémentaires consistant a
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— rétrécir un ouvert de U en rétrécissant un seul ouvert de U,
— supprimer un ouvert de U,

— doubler un ouvert de U, i.e. intercaler un nouvel ouvert égal a I'un
de ses deux voisins.

Rappelons que la fleche &(V,U) ne dépend pas de I'inclusion o de

V dans U, mais seulement de V et de Y. A chaque étape, on peut faire
pour o le choix le plus simple. Nous laissons les détails au lecteur.

On a une proposition analogue pour les faisceaux A¥, A<k ou A<F
de niveau k, <k ou < k en se restreignant aux exponentielles e% 7% de
niveau k, <k ou < k.

On a noté A = {aj,...,a,} l'ensemble des directions anti-Stokes
de [Ag], Ko Pensemble des niveaux de la fibre de Stokes Stoq(Ag) pour
toute direction anti-Stokes a € A et K = UaeA Ko ={kr<... <k}
I’ensemble de tous les niveaux de [Ao].

A, Ko et K sont déterminés par la partie irréguliere @ de Xo.

Notons, pour tout niveau k € K, A¥, ASF et A<F les sous-ensembles
de A des directions anti-Stokes a dont un niveau est k, < k ou < k,
et KKmaxsk — {Kr < ... < K; = k} l'ensemble des niveaux qui dans au
moins une fibre de Stokes Stoq(Ag) sont maximaux parmi ceux qui sont
<k.

Ak ASk A<k ot max<k sont déterminés par Q et par k. L’ensem-
ble A* est invariant par rotation d’angle -

Nous nous proposons de construire des recouvrements U* U<k y<*
pour tous les niveaux k£ € K. On veut que ces recouvrements soient
suffisants pour les faisceaux A¥, A<F A< respectivement et comparables
entre eux et que de plus, ils ne soient pas trop fins afin de réduire I’ensemble
des 0-cochaines possibles.

Définition de U*, recouvrement fondamental de niveau k € K
Le faisceau AF est un faisceau & un seul niveau. Parmi les recouvre-
ments suffisants pour A¥, il en existe un moins fin que tous les autres :
C’est lui que nous prendrons comme recouvrement fondamental U* . 1l est
défini par le 1-nerf
u* = {U%, ac A},
ol Pouvert U¥ est le secteur V (e, %) d’ouverture ¥ bissecté par «.

Il n’existe sur U* aucune 0-cochaine & valeurs dans A¥. Ainsi on a

HY(SH;A%) = H' U505 = ] T(U* A% .
ac Ak
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Dans le cas ou le faisceau A est a un seul niveau k, alors A est égal
4 AF: le recouvrement U¥ est le moins fin des recouvrements suffisants
pour A et il n’y a pas d’autres recouvrements a considérer.

Dans le cas a plusieurs niveaux, le faisceau A ne se réduit a aucun des
faisceaux AF et les recouvrements U* associés aux différents niveaux k ne
sont de fagcon générale ni suffisants pour A ni comparables entre eux. Nous
allons donc introduire une famille de recouvrements U <F qui sont d’une
part suffisants pour A<¥, d’autre part comparables 3 U* et comparables
entre eux deux a deux. En outre, nous leur imposons de n’admettre aucune
0-cochaine du niveau le plus élevé k, ce qui leur interdit d’étre tres fins;
mais nous ne cherchons pas & minimiser leur finesse.

Définition de US*, recouvrement fondamental de niveau < k

Remarquons tout d’abord, qu’en général I’ensemble des secteurs
Va,,c = V(a,%) pour les couples (a,k) d’une direction anti-Stokes
a € AS* et d’un niveau & < k de Ston(Ao) ne définit pas un 1-nerf,
pas plus que I'ensemble des Vo, = V(a, Z) pour a € A et £ = max{k' €
Ko, k' < k}.

Nous construisons #/<* en modifiant les V4 par récurrence descen-
dante sur les niveaux maximaux K € K™3*<¥ Noter qu’en particulier,
on aura autant d’ouverts dans #<* que de directions anti-Stokes dans

ASE,

CONSTRUCTION. Au niveau le plus élevé K; = k, on ne modifie rien : On
choisit

Usk=v,
=V(a, %) pour tous les a € AF .

Supposons construits les I)’fk jusqu’au niveau K; exclu et soit o
de niveau maximum K; (maximum parmi les niveaux de Sto(Ag) qui
sont < k). Parmi les directions anti-Stokes o' dirigeant les U flk déja
construits, notons a~ le prédécesseur de @ et at son successeur (il se
peut qu’exceptionnellement at = a~). On choisit U Ek C Vo le plus
grand possible et tel qu’a ce stade la famille construite soit celle d’un
1-nerf :

chxk = Van]o_,E+[ ’
ou O~ est Porigine de Uff et Et DPextrémité de Uff
Si on a tronqué V, & lorigine (ou & Pextrémité), alors Uff (ou Uf—f )

est contenu dans ch,k Sinon U§k = V(a,%).
i
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ProprosITION III.6. Pour tout k€ K,
i) Le recouvrement US* est un raffinement de U* et de U<F.

ii) Les recouvrements U UK UK sont suffisants pour A¥ ASF A<K
respectivement.

ili) Le recouvrement U* n’admet aucune 0-cochaine dans A*. Le
recouvrement US¥ n’admet aucune 0-cochaine de niveau k dans ASE.

iv) Les recouvrements fondamentauz U*, UK, U<* sont indépendants
de la forme normale d’Hermite X, choisie. Ils ne dépendent que de Q.

DEMONSTRATION : C’est évident par construction. ii) est un corollaire
de la proposition (III.5).

2.2. Les inclusions fondamentales

Les seules inclusions entre indices que nous utiliserons sont les in-
jections canoniques de A*¥ dans ASF, A<F dans A<F, ... . Mais pour
comparer les ensembles de cohomologie H!(U¥;A¥), H'(USF,ASF) et
HY(@U<¥; A<k il faut changer non seulement de recouvrement mais aussi
de faisceaux. Il nous faut donc préciser les notations :

A tout niveau k € K, les injections canoniques de AF et de A<*
dans A<F induisent entre 1-cochaines les applications injectives

e [ T@SAY  —TESHASY
{ f = (fa)aeA" —_ o'k(}') = (FG)aGAS"
ou
. f « Testreinte a U §’° et considérée comme section de A<F si a € A*
>~ { I (Videntité de US¥) si a ¢ AF
et mutatis mutandis

o<k TU<F; A<F) — TSk, ASF)

Ces injections o* et o<¥ permettent de multiplier entre elles des
1-cochaines de P({,{k;Ak) et de T(U<*; A<¥) en les considérant comme
1-cochaines de T'({U<F; ASH).

On a noté A = AS¥ ou k; est le plus grand niveau de [Ao]. Notons
de méme U = U<F1 . Nous utiliserons les applications injectives
¢ [ TU* A% — T(U; A)
{ f= (ja)GEA" — Tk(f) = (Fa)aeA
ou
. { . restreinte & U, et considérée comme section de A si a € A
o« =

I (Videntité de Uq) si a ¢ A* .

On les obtient par composition des précédentes.
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2.3. Les résultats

PROPOSITION III.7. Pour tout niveau k € K, on a des bijections
naturelles

IT Stok(4o) = IN(ZAIP ) < =5 H'(SY; A%)
a€A

DEMONSTRATION : On définit la premiére fleche par le prolongement
de chaque germe fa a son domaine naturel de définition U k. Cest un
isomorphisme de groupes. Dans la suite, il nous arrivera de confondre les
germes f, et leur image par ¥.

La deuxieme fleche est la surjection canomque Elle permet d’identifier
toute classe de cohomologie & une 1-cochaine sur ¥ : on a vu en effet que le
recouvrement U* est suffisant pour A¥ et qu’il n’admet aucune 0-cochaine

dans A¥.

Cette fleche est naturelle au méme sens que h.

ProrosiTioN III.8.

i) L’application de multiplication des 1-cochaines
Gk U<k, A<k) x T(UF; AF) — T(USH; ASF)
définie par G<k(f,g) (F Ga)a€A<k ou on a noté (FQ)QEASk = a<k(f)

et (Ga)acack = o*(f) est injective.

ii) 7 les I-cochaines G<k(f, g) et G<k(f §') sont cohomologues dans
T(USF; ASK), alors les 1-cochaines f et f' le sont dans T(U<E; A<F).

ill) Toute 1-cochaine de F(usk;ASk) est cohomologue & une I-cochaine
dans 'image de G=<F,
DEMONSTRATION :

i) est évident : I'injectivité de la multiplication des sections est équiva-
lente a l'injectivité de la multiplication des germes en chacune des direc-
tions anti-Stokes a € ASF (proposition I1.10).

ii) Une relation de cohomologie entre G<¥( f ,§) et G=k( f’; §') s’écrit
F' G o= g (FoaGa)eat

ol ¢ = (co) est une 0-cochaine de U<F i valeurs dans ASF (c, €

C(USF; AS*) pour tout a € ASF) et ol at est la direction anti-Stokes

de niveau < k qui suit a. Or le recouvrement U<*¥ n’admet pas de 0-

cochaine de niveau k. Donc c est en fait & valeurs dans A<¥. Puisque
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AF est distingué dans ASF (proposition 11.10), la relation de cohomologie
s’écrit . .
F!L G = (c; Foca+)Ga avec Go € TUSE; AF)

Puisqu’en outre AS* est égal au produit semi-direct A<F x A¥, on en
déduit .

o 1'égalité G'a =G, pour tout a € ASK

¢ la relation de cohomologie dans le faisceau A<F sur le recouvre-

ment U<F

., _1
F, =c, Fyco+

Cette relation provient d’une relation de cohomologie sur le recouvre-
ment moins fin U<* puisque celui-ci est déja suffisant pour A<k,

iii) Soit (k) une 1-cochaine de I'U<¥; A<¥). On peut factoriser (AS* ~
A<* x A¥) chacune de ses composantes en

o (Fq) € TUSF A<F)
{ (Go) € T(USK; AF)

Le recouvrement U<F est suffisant pour A<F et U<F en est un

raflinement : la 1-cochaine (F's) est donc cohomologue & une 1-cochaine
(F",) “provenant” de I'(U<¥; A<¥)

ca'Facar = Fy o (Fo) = 6<K(f,)

la 0-cochaine (co) étant nécessairement 3 valeurs dans A<* (=¥ n’admet
pas de 0-cochaine de niveau k). On a alors

_1 * " .I
Cq haCoat+ = F G,

ol (G, = ¢-+GaCat)acas est de niveau pur k (AF est distingué dans
ASF).

De méme le recouvrement U* est suffisant pour A*¥ et < en est un
raffinement : la 1-cochaine (GY) est donc cohomologue & une 1-cochaine
“provenant” de T'(U*;A¥), la relation de cohomologie étant encore de

niveau < k. Cette relation est donc triviale et la 1-cochaine (c;'hqoCa+)
convient.

COROLLAIRE III.9. On a le méme résultat en effectuant dans chaque
ouvert ng le produit de Fy et de G dans n’importe quel ordre fizé d
Pavance.

61



Michele Loday-Richaud

THEOREME III1.10.
i) L’application de multiplication des 1-cochaines

.{erxr(ak;/\k) — T(U; A)
| Prex — Thex ™ ()

produit dans un ordre quelconque fizé d l’avance dans chaque ouvert de u,
est injective.

il) Par passage au quotient, elle induit sur la cohomologie une bijection
naturelle

T: [[ r@*;a%) = I H'(S";0%) — H'U;A) = H'(S%;A)
keX keK
DEMONSTRATION : ;
i) 7 est injective comme composée d’applications injectives.

ii) se déduit de la proposition précédente II1.8 par récurrence descen-
dante sur les niveaux; l’injectivité de ¥ est donnée par le point ii), la
surjectivité par le point iii).

L’application ¥ est naturelle au méme sens que h. Elle généralise
application s* de la proposition (IIL.7).

DEFINITION III.11. Le théoréme III.10 montre que toute classe de
cohomologie ¢ de H'(S?;A) contient une unique 1-cochaine appartenant
a I'image de 7. On appelle cette cochaine la I-cochaine fondamentale
de la classe de cohomologie ¢, ou 1-cochaine fondamentale de F quand

o~ Py

c = exp u(F) et on la note ¢(F).

DEMONSTRATION DU THEOREME III.3 : Le théoréeme IIL3 est un
corollaire immédiat du théoréme II1.10. L’application 7 se factorise en

[T T@*; a%) = ] ( % Stok(A)) = J] Stoa(4e) — T(@;A) .
keKa
kex a€A a€A
ou la premiere fleche est 'isomorphisme de factorisation des sections
suivant les niveaux et ¢ l’injection canonique. Par passage au quotient
¢ donne 'isomorphisme naturel cherché.

On peut encore énoncer
COROLLAIRE III.12. Tout élément de H'(S';A) est représenté
de maniére unique par sa I-cochaine fondamentale. L’ensemble des 1-

cochaines fondamentales représentant les éléments de H'(S';A) s’iden-

tifie auz famailles (.i:a)CIEA de germes de Stokes en chaque direction anti-
Stokes a.

Par abus de langage, on désignera aussi par 1-cochaines fondamentales
ces familles de germes de Stokes.
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DEFINITION II1.13. Soit f = (fo)aca € [laca Stoa(4o) la 1-cochaine
fondamentale d’une classe de cohomologie ¢ = exp u(F). On appelle
matrices de Stokes (fondamentales) de FX, les matrices représentant les
composantes fa de f via la solution d’Hermite X, dans un feuillet
quelconque. Elles sont définies par les relations

fa("") Xo,a(7)CaXo,a(z )

On peut fixer le feuillet de fagon arbitraire : on impose & € [6o, 8o +27[ avec
6o quelconque par exemple 6y = 0. On P’appelle alors le feuillet principal.

2.4. Algorithme de réduction d’une 1-cochaine quelconque i la
1-cochaine fondamentale qui lui est cohomologue

Données
Une solution normale Xy, donnée par exemple par le code DESIR.
Une 1-cochaine § = (§;) associée a un 1-nerf V={V,, jeJ}.

Algorithme

1) Répertorier tous les secteurs @-admissibles V(a,¥) pour tous les
couples (a, k) d’une direction anti-Stokes a € A et d’un niveau k € K4
dans la direction a.

2) Supprimer les ouverts Vj de V sur lesquels g; = I. On supprime
ainsi en particulier tous ceux qui ne sont pas @-adaptés, i.e. qui ne sont
contenus dans aucun secteur Q-admissible V(a, ¥).

3) Pour chaque ouvert V restant, déterminer ses directions anti-Stokes
de rattachement, i.e. les d1rect10ns anti-Stokes a pour lesquelles au moins
I'un des secteurs Q-admissibles V(a, %) contient V. Les ordonner de
préférence dans le sens de parcours ch01s1 sur S?

a;1 <aj2<...< 05, r;

4) Factoriser §; en un produit de facteurs “rattachés” aux groupes de
Stokes Stog; ;. .., Stog; .

9i=9i1952-9jr;

Chacun de ces §;; est le prolongement sur Vj d’un germe g;; apparte-
nant au groupe de Stokes Sto,;,.(L’'ordre des facteurs étant fixé, cette
factorisation existe et est unique).

5) Remplacer la liste circulaire des §; par la liste circulaire des §; i
conservant I'ordre des §; et de leurs facteurs. Noter pour chaque §; ;
direction anti-Stokes de rattachement
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6) Regrouper par des permutations élémentaires (Cf remarque II1.14 ci-
dessous) tous les §;; rattachés a la méme direction anti-Stokes de telle
sorte que ’'ordre respectif des “paquets” soit celui de leur direction anti-
Stokes de rattachement.

7) Pour chaque direction anti-Stokes a, noter f o le produit des termes
du paquet rattaché a a dans l'ordre dans lequel ces termes se présentent.
Noter f, = I pour un paquet vide (la direction anti-Stokes a n’est pas
intervenue).

Résultat

La 1-cochaine f = ( f «) est la 1-cochaine fondamentale cohomologue

a § dans HY(U;A(Ao)).

REMARQUE III.14. On réalise une permutation élémentaire de la fagon
suivante :

Soient g et ¢’ deux termes consécutifs a permuter dans la liste.
Notons a et a' leur direction anti-Stokes de rattachement. On a g € Stogq
et ¢' € Stoy et les domaines de définition naturels de g et de g' sont
des secteurs V(a, ¥)et V(a', %) non disjoints. Sur V(a, ) NV(d, &
le produit gg’' peut se factoriser dans l’autre sens et de facon unique

n_m

(corollaire 11.22) : g¢’' = ¢"'¢" avec g" € Stos et g € Sto,.
On remplace le couple (g,¢') par le couple (g"”,9"").

3. Effet d’un éclatement sur la cohomologie

L’éclatement t — z =tP,p € N* qui fait de C; (plan de la variable
complexe t) un revétement ramifié & p feuillets de C, (plan de la variable
complexe ) transforme un systéme

dX
(4] : e AX sur C,

en un systeme

d
[A*P] : _Jlti = A*®Y ou A*P(t) =ptP"1A(t?) sur C; .

Si le systeme [A] est a coefficients analytiques, [A*?] 1’est aussi.

Il est facile de voir qu’un tel éclatement induit une application injec-
tive entre les ensembles de cohomologie H'(S; A(Ao)) et H(S; A(4A;P))
associés a des formes normales [Ag] et [A;”] quelconques. Nous nous pro-

posons d’expliciter cette injection en termes de 1-cochaines fondamentales
(Définition II1.11 et corollaire II1.12).
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Choix des formes normales

Fixons une forme normale d’Hermite [Aq] pour [A] de solution
normale d’Hermite Xo(z). Alors le systeme [Ag?] appartient & la classe
de Birkhoff formelle de [A*P] et il admet X;P(t) = Xo(t?) pour solution
fondamentale. Lorsque [A] appartient au cas sans ramification, X7 est
encore une solution normale d’Hermite, ce qui n’est plus vrai lorsque [A]
appartient au cas avec ramification. Mais dans tous les cas, on peut choisir
le systéme [Ag?] comme forme normale pour la classe de Birkhoff formelle
de [A*P] : lensemble H'(S';A(Ag?)) classifie alors tous les systémes
de solutions de la classe de Birkhoff formelle de X;? (4 transformation
analytique de la variable ¢ pres). On commente plus loin le choix d’une
forme normale autre que [A;7] (Remarque II1.20).

Notons @ la partie irréguliere de Xo et Q*? celle de X,?. On a
Q*P(t) = Q7).

Relévement des recouvrements

Notons pour les distinguer S. ’ensemble des directions issues de 0
dans C, et S} celles dans C;. L’éclatement t — z = t? fait de S} un
revétement a p feuillets de S..

Soit U = {Uj;,j € J} un recouvrement de S.. Il se “releve” par

I’éclatement en un recouvrement UY*P = {UJ*}:,J € J,i €[0,1,...,p—1]}
de S} ol les ouverts U]p pour : =0,1,...,p— 1 sont les p relevements

de U; dans les différents feuillets. L ensemble des ouverts de U*P est

27
invariant par rotation d’angle — : nous dirons qu’il est Z/pZ-invariant

(voir figure I11.3.1).
Si U est bon, U*P D’est aussi.
Si U est Q-suffisant, U*P est Q*P-suffisant.

SiU = {U],] € J} est le 1-nerf d’un bon recouvrement U =
{U,,J € J}, le 1-nerf U*? de U*P est constitué des relevements UJ i, pour
1=0,1,...,p—1, de chacun des ouverts U; ;j dans les différents feuillets.

Relévement des cochaines

Par composition avec l'éclatement ¢+ z = tP, une 1-cochaine
(f]) sur U se releve en une 1-cochaine f*? = (f] ?) sur U*P définie sur
chaque ouvert U ; par f P(t) = f j(tP). Celle-ci est donc Z /pZ -invariante.

Rec1proquement, toute l-cochaine Z/pZ-invariante sur S; est le
relevement d’une 1-cochaine sur S} . Cette correspondance est compatible
avec les relations de cohomologie. Elle induit une application injective

Ry : H'(Sz;A(do)) — H'(S3; A(477)) -
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Figure IT1.3.1

L’injectivité provient du fait que si deux l-cochaines Z/pZ-invariantes
sont cohomologues via une 0-cochaine quelconque, alors elles sont coho-
mologues via une 0-cochaine Z/pZ-invariante : il suffit pour le voir de
symeétriser les relations de cohomologie.

Relévement de I’isomorphisme de Malgrange-Sibuya

L’éclatement ¢t — z = P induit de méme par composition une
application entre les ensembles de transformations G(Ao) et G(Ay") de
[Ao] et de [AgP] (cf. définition 1.4). Celle-ci est compatible avec laction
a gauche des groupes G, et G, des transformations convergentes et elle
induit entre les quotients une application injective

pp: Gz \ G(Ao) — G:\ G(AP) .

La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de la
définition de I'isomorphisme expy noté ici expu, ou expp: suivant que
la variable est = ou t. (cf. [.4.3).
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PRroPOSITION II1.15. Le diagramme
o t G\ G(4") — H'(SHAAY))

Lo [ [

C. z=t G;\G(Ado) =2£, HI(SY;A(A))

est commutatif.

Les deuz fléches verticales sont injectives; les deuz fléches horizon-
tales sont bijectives.

Relévement des directions anti-Stokes

Chaque direction anti-Stokes a € A de [Ao] admet p relévements
ai?,...,a;? dans p feuillets successifs de S} au-dessus de a € S .
L’ ensemble A*P de ces relevements pour toutes les directions anti-Stokes
a de [Ap] constitue I’ensemble des directions anti-Stokes de [AgF]. Cet

ensemble est Z/pZ -invariant ; dans un feuillet quelconque, tout arc [6,6 +

217"[ d’ouverture 27" en est un “domaine fondamental”. Fixons un tel

domaine [6o, 6o + %[ et notons Ag? = A*? N [6o, 60 + 27"[ la restriction de
A*P 3 ce domaine.

Les ensembles A et A;g admettent le méme nombre d’éléments et
I’ensemble A*P, qui en contient p fois plus, se déduit de A;f: par ’action
des p rotations d’angle %’l,k =0,1,...,p—1.

Relévement des 1-cochaines fondamentales

Supposons que [Ag] est donc aussi [Ay"] appartienne au cas sans
ramification et identifions par I’application h notée ici h; ou h: suivant

que la variable est z ou t, les ensembles de cohomologie & des ensembles
de 1-cochaines fondamentales (Th. II1.3, Déf. III.11, Corol. II1.12):

he ¢ J] Stoa(do) <> H'(SL A(40))
acA

et ht: H Stoasr (Ag?) — H'(S{;A(A5D))

atP E-A‘p

Notons

R, : [] Stoa(4o) — J] Stoa-r(As?)

a€cA a*PEA*P

P’application de relevement des germes de Stokes via I’éclatement ¢ —
z = tP. L’application R;, vérifie R, = h{'lRphz et réalise une bijection
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entre les 1-cochaines “appartenant” & Hae 4 Stoa(Ao) et les 1-cochaines
Z /pZ-invariantes “appartenant” & [],.,c4» Stoasr(Ag"). Elle induit donc
une bijection r, entre [],c 4 Stoa(Ao) et la restriction (rest) du produit
[Taercasr Stoasr(Ag”) aux seuls “indices” o*? d’un domaine fondamen-
tal, par exemple a*? € Ag.

On résume ce qui précede en énongant :

ProprosITION III.16. Supposons que [Ag] appartienne au cas sans
ramification. Le diagramme

1

~ h
G\ G(AJP) =255 H(S}; A(ALP)) ——— Tyepeasr Stogsr(AJF) =5 11 arreaz? Stoass (A7F)

T hz
G2\ G(A0) =255 H1(S';A(Ag)) —=—> Taeu Stoars(Ao)

est commutatif et Uapplication 1, := rest oR, est un isomorphisme de
groupes.

Les fléches pp, R,, R, sont des injections, rest est la projection
canonique donc une surjection et les fléches expu:, exppz, he, hy sont
des biyjections.

4. Cohomologie du faisceau d’isotropie A(Ay) : le cas avec rami-
fication

On se propose dans ce paragraphe d’établir I'isomorphisme h dans le
cas avec ramification en termes de cohomologie de Cech. On répond ainsi
en particulier a une question posée par Babbitt et Varadarajan ([BV89],
Remark p. 152).

L’argumentation repose sur ’étude du cas sans ramification faite
au paragraphe précédent et en particulier sur le fait qu’on peut choisir,
pour tout systeme [A], une solution d’Hermite FX, dans laquelle la série
formelle F' est non ramifiée (F € GL;(n,C[[z]])).

On reprend les notations du paragraphe précédent, mais on suppose
maintenant que [Ag] est une forme normale d’Hermite appartenant au
cas avec ramification. Notons p le ppcm des ordres de ramification de Q.
Alors [Ag?] appartient au cas sans ramification. Si [A] est un systéme de
la classe de Birkhoff formelle de [Ao], le systéme [A*P] est dans la classe
de Birkhoff formelle de [A§?]. Soit Xo = P(z)cXz/Ue?=) la solution
normale d’Hermite choisie pour [Ao] (Q est ramifiée et donc U#I). Alors,
XgP(t) = P(tP)tPX P UeQ(F) est une solution fondamentale non ramifiée
de [AgP], mais qui n’est pas sous la forme normale d’Hermite puisque,
dans le cas sans ramification, on doit avoir U = I ce qui n’est pas le cas
ici. Cependant I'ensemble de cohomologie H!(S'; A(Ag?)) est encore un
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classifiant analytique des systemes de solutions de la classe formelle de
Xo? . On indique en fin de paragraphe (remarque I11.19) comment réaliser
le passage d’un tel cocycle au cocycle associé au choix d’une forme normale
d’Hermite.

L’énoncé de la proposition III.16 reste valable si on le modifie en
supprimant la fleche A1 qui n’existe pas, du moins pas encore. Cependant
les applications R;, et hy! °R, sont injectives et ont la méme image (qui
est isomorphe par I'application rest & Ilgepezr Stoasr(Ag”). Et donc on
peut compléter le diagramme par une fleche bijective que nous noterons
encore h;!:

-1

~ h
G\ G(AJP) =255 HY(SY; A(ALP)) ——> M4ep avp Stoger(ALP) =23 11

] R,[ | R;[ /

oy T h’t
G2\ G(Ag) =15 H'(S'; A(Ag)) -—=Z--- > Ty e Stoasr (Ao)

a*PEAB’Stoa'”(A;p)

On peut donc énoncer

THEOREME II1.17. Méme dans le cas avec ramification, on a une
bijection naturelle

h: H Stoa(Ae) — H'(S*;A(Ao))
a€AP

du produit des groupes de Stokes dans la cohomologie d valeurs dans le
faisceau d’isotropie.

Ici encore on s’autorisera a appeler 1-cochaine fondamentale d’une
classe de cohomologie de H'(S'; A(Ao)) I'image de celle-ci par A~!.

REMARQUE III.18. Rappelons que, méme dans le cas avec ramification,
les groupes de Stokes Sto,(A¢) ont un sens intrinséque : Ce sont leurs

représentations qui changent avec le feuillet choisi pour les représenter (cf.
III.1.c).

REMARQUE III.19. Passage de X,? a une solution d’Hermite Yp.

Dans le cas avec ramification, X7 (t) = P(tP)tPKtPJUeQ(?%) n’est
pas la solution normale d’Hermite, mais on peut 1’y ramener par une
transformation de Birkhoff analytique : Il s’agit en effet, dans I’expression
de Xg?, de faire “glisser” U vers la gauche. Or la matrice My(t) =
tPIUt=P/ est méromorphe (convergente); il suffit pour s’en assurer de
vérifier qu’elle n’a pas de monodromie (cf. lemme V.10). Ainsi par exemple,
en dimension 2 on a nécessairement p = 2 (= ppcm(2,1)) et

277427 1 3
t -1/ °
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A 0 1 1
On a dans ce cas 2J—(0 /\_*_1),)\6(? etU--(1 _1).

En triangulant P(tP)t?K My(t), on obtient X () = M(¢)Yo(t) ou
M(t) € GLi(n,C{t}) et Yo(t) est sous forme normale d’Hermite.

Notons By(t) = Yy (t)Yo(t)™!.

Les systémes [Bg] et [A”] sont dans la méme classe de Birkhoff
formelle. Une solution fondamentale formelle de [A*P] s’écrit

F(2)X3"(t) = F(z)M()Yo(t) .

I':’ ne dépend que de r = tP mais M dépend de t. On peut choisir
F(t?) comme transformation de Birkhoff formelle de [A;] en [A*P] et
F(t?)M(t) comme transformation de Birkhoff formelle de [Bo] en [A*?].
Les 1-cochaines assocciées dans un bon recouvrement U = {U;} s’écrivent
alors respectivement Fj_le+1 et M'le_le+1M ou les Fj sont des
solutions de I’équation de passage de [A}?] & [A*P] asymptotiques & F sur
les ouverts U; (M est analytique: elle se releve en elle-méme dans chaque
ouvert U;). Ainsi les cocycles associés & [A*P] dans H'(S};A(47)) et
dans H'(S};A(Bo)) sont conjugués 'un de I'autre par la transformation
analytique M.

REMARQUE III.20. Choix de la forme normale [A447].

Si, lorsque le recouvrement U est Z/pZ -invariant, on peut construire
4 partir de F' un cocycle ¢ = (F J-'IF,-.H) lui aussi Z/pZ -invariant, il n’en
est plus de méme du cocycle M~1pM puisque M est fonction de ¢ et
non de z : En éliminant la matrice U, on a rompu les symétries. Ainsi
il était essentiel dans la démonstration précédente du théoréme II1.17 de
faire le choix de [A;7] comme forme normale puisque cette démonstration
repose de facon essentielle sur la Z/pZ -invariance des cochaines.

REMARQUE III.21. Relation entre les représentations associées a X7
eta Yp.

Si la composante Fj"leH de ¢ est représentée dans un feuillet §
par une matrice Cy, on a

FilFi(t) = XoP(H)C5X P () )
dodt  MTUFTFj M = M) X Cax P07 M(2)
= Yo(t)Cy¥o(t) ™

Ainsi le cocycle associé au systeme [A*P] qu’il soit construit sur

* . a
la forme normale X§® ou sur la forme d’Hermite Yy admet les mémes
matrices de représentation et, en particulier, les mémes matrices de Stokes.
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IV. Applications théoriques

1. Structures algébriques sur H!(S;A(Ao))
On fixe Xy une solution d’Hermite de [Ao].

1.1. Structure de variété affine
Nous avons vu (Proposition I1.2) que les fibres en 8 € S du faisceau

A(Ao) sont représentables dans un feuillet quelconque de la surface de
Riemann du logarithme au-dessus de 6 par les matrices Cy de la forme

C=I+ >  cinEGn, cip€C
[]

(On a noté E(je la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui
d’indices (j,€) qui vaut 1.) En outre, les représentations dans les différents
feuillets sont conjuguées les unes des autres :

C;

_ A_l ~
o =M CGGM

olt M est la matrice de monodromie de X, (I1.1.3). Les fibres du faisceau
A(Ao) admettent donc une structure canonique de variété linéaire affine.
Ainsi, lorsque le faisceau A(Ag) est a un seul niveau k, la bijection

[aca (U a; A(Ao)) 3—k>1’f1(51;A(Ao)) (Prop. III.7) permet de munir

’ensemble H'(S';A(Ap)) d’une structure linéaire affine.

De méme, les fibres du sous-faisceau A* des germes de niveau pur k
sont représentables par les matrices

C=I+ ) ci0EGe » cie €C
(5,0 |
gi <qc et d°(gj—qe)=k
[’}

Les fibres de A* admettent donc une structure canonique de variété

linéaire affine et celle-ci se transporte & H'(S';A*) grace i la bijection
(Prop. II1.7)

DY A%y =55 HY(S%; A%)

~

Dans le cas ol le faisceau A admet un seul niveau k (d’out A¥ = A),
on remarque que, si ¥V = {Vg,£ € L} est un bon recouvrement raffinant
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U = {Uj,j € J}, alors, pour toute inclusion croissante ¢ : L — J,
P’application

SV,u): [[T(U;;AF) — [T (Ve AF)
J ]

(J%j)*'—’(§1= H fJ)

o(0)<j<o(L+1)

est non linéaire dés que o(£+ 1) # o(£) + 1 ; elle est toutefois algébrique.
Ainsi, bien que pour les différents raffinements V de U*, les structures
linéaires affines induites sur H(S'; A¥) par celles de [], T'(V¢; A*¥) soient
en général différentes, elles définissent sur H'(S'; A¥) une unique struc-
ture (algébrique) affine.

Dans le cas général ou le faisceau A admet un nombre quelconque
de niveaux, considérons 7T et 7" : [T, cx T(U*; A*¥) — HY(U; A) deux des
bijections du théoreme II1.10.ii correspondant a des multiplications dans
des ordres différents; ’application 7'7T" est algébrique. Les applications
T permettent donc de transporter la structure de variété affine produit
de [Txex T(U*; A¥) & H'(S';A). La propriété est encore valable dans le
cas avec ramification.

Ce résultat a été établi par Malgrange dans [Mal83] (Remarque 5.4).
Voir aussi [BV89] (Theorem 3.4.1 et Appendix p. 164).

1.2. Structure de variété linéaire affine

C’est la structure sur laquelle reposent les calculs de matrices de
Stokes (i.e. de cocycles).

Les groupes de Stokes Stos(Ag) sont des sous-variétés linéaires affines

des fibres Aq(Ag). Ses éléments sont représentés (Prop. et Déf. II.18-
Not. I1.19) par les matrices

Ca=I+ Y cioEGy, cGp€C
(GOEF -

L’isomorphisme naturel A (Théoreme III.3 et II1.17) permet de
transporter la structure linéaire produit des groupes de Stokes en une
structure naturelle de variété linéaire affine sur I’ensemble de cohomologie

H'(S';A(Ao)) ; cette structure induit la structure affine précédente par
oubli.

Pour chaque direction anti-Stokes a € A, fixons un relévement & de
« sur la surface de Riemann du logarithme et fixons I comme origine de
la variété linéaire affine H'(S'; A(4o)).

La famille des germes en o € A de laforme I+Xo z(z)E(j ¢ Xoa(z)™?

pour tous les couples (7,£) portés par @ (i.e. tels que g; < gq¢) est libre
«,max
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Chapitre IV

et la sous-variété linéaire de H'(S;A(Aq)) qu’elle engendre est indépen-
dante des relevements @ choisis. On en déduit

PROPOSITION IV.1 : Base de H'(S';A(Ag)). Pour chaque direction
anti-Stokes a € A, un relévement & étant fizé, la famille des cocycles
élémentaires du recouvrement fondamental U = {Uq,a € A} définis par

TG0 =1+ XO,’&'E(j,z)XO_’é sur Ul ,

pour tout o € A et pour tout couple (j,£) porté par &, est une base de
la variété linéaire affine H(S';A(Ao)) d’origine I.

Pour les calculs explicites (cf. deuxieéme partie), c’est dans une telle
base que nous déterminerons les cocycles ou les matrices de Stokes qui les
représentent. Il est en outre usuel de choisir tous les relévements @ dans un
méme feuillet, qualifié de feuillet principal (Définition III.13). Les cocycles
déterminés dans une telle base sont des 1-cochaines fondamentales.

La proposition précédente entraine

PROPOSITION IV.2. La dimension N = dimcH'(S';A(4)) de
la variété linéaire affine H'(S';A(Ao)) est finie et égale ¢ N =
Y .0 9°(g; — ae). (Pour un polynéme ramifié q(z) = Y.i_yaiz'/? oi
a, #0, le degré est fractionnaire défini par d°q¢ = v/p.)

On sait par ailleurs que cette dimension est égale a l'irrégularité
du systéme [Ag] c’est-a-dire a la différence entre indice formel et indice
analytique de [Ao] ([Mal74]). L’expression de l'irrégularité donnée par
Deligne ([De77], [BV89], Prop. 2.63 p. 145, Th. 3.4.1 p. 164) conduit
immédiatement a la valeur de N ci-dessus.

1.3. Structure de groupe de Lie
Cette structure est reliée au point de vue des dérivations étrangeres

d’Ecalle.

Les groupes de Stokes Ston(Ag) sont des sous-groupes de Lie de
GL(n,As) ou A, désigne la fibre en o du faisceau A au-dessus de
S! des germes de fonctions analytiques admettant un développement
asymptotique en 0. Ils sont conjugués modulo le choix d’une détermination
du logarithme a des sous-groupes de Lie de GL;(n,C) par 'application
C — Xo(z)CXo(z)™!. Leur produit (fini) est encore un groupe de Lie ainsi
que H'(S';A(Ap)) grace a I'isomorphisme naturel A (Théoreme II1.3).

En outre, les groupes Stoq(Ao) étant unipotents, ’application expo-
nentielle réalise un difféomorphisme avec leur algebre de Lie stoq(Ao).
On munit ainsi H'(S';A(A4)) d’une structure linéaire tangente. Sauf
en dimension 2, celle-ci ne coincide pas avec la structure linéaire af-

fine précédente. La relation entre les deux est donnée par la formule de
Campbell-Hausdorf.
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2. Sommes fondamentales des solutions d’Hermite

Soit ' € G(Ag) (ou Gr(Ag) ou Gper(Ap))) une transformation
formelle transformant un systéme [Ao] : % = AoX choisi comme forme
normale en le systéme [A = F Ay : % = AX . La transformation F est

I’'une quelconque des solutions formelles de ’équation de passage de [Ao]
a [A], a savoir
dF

[AO;A]:E =AF—FAO

On ne suppose pas pour l'instant que [Ag] est une forme normale d’Her-
mite.

DEFINITION IV.3. Etant donnée une solution formelle F' de 1’équation
[Ao; A], nous dirons qu’une fonction F est une incarnation de F sur un
secteur V' si F' est solution de ’équation [Ag; A] et asymptotique a Fen
0 sur V.

Nous réserverons la dépomination de somme de F  celles des incarna-

tions de F' qui définissent la 1-cochaine fondamentale ¢(F') (voir ci-dessous
déf. IV.4 et 1V.6).

Le théoréeme des développements asymptotiques ([Hu42], [Wa65))
assure que pour toute F' solution d’un systéme différentiel analytique et
tout secteur V assez petit, il existe une incarnation F' de F sur V (dans
le cas d’un systéme linéaire de niveau maximum k;, “assez petit” peut
étre remplacé par “d’ouverture < 7/k;”).

Rappelons comment est défini "isomorphisme de Malgrange-Sibuya
expp : G\ G(Ag) — H'(S';A(Ao)). On se donne F € G(Ao) (d’ott sa
classe dans G \ G(Ao)) et sur un bon recouvrement V = {Vj,5 € J}
assez fin, des incarnations F; de F. Alors exp u(F ), est la classe de
cohomologie de la 1-cochaine F (F )jes définie par F =Fy 1Fj41 sur
V = V; N Vj41 (cette classe est indépendante des lncarnatlons choisies).

DEFINITION IV.4. Nous dirons qu’une telle cochaine provient d’incarna-
tions de F sur V.

PROPOSITION IV.5. Soit F' € G(Ao) et (F;)jes une 1-cochaine d’un
recouvrement V = {V;;j € J} représentant exp u(F) € H(S';A(Ao)).

Alors, (F';) provient d’incarnations F; de F sur V. En outre, celles-
ci sont déterminées de maniére unique.

DEMONSTRATION : Nous venons de voir qu’il existe de telles 1-cochaines
sur tout recouvrement assez fin.

-Si F' = (F})jes et G = (G;)jes sont deux 1-cochaines cohomologues
d’un méme recouvrement V = {V;;j € J} et si F provient d’incarnations
de F sur V, alors G aussi.
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En effet, par hypothése, on a F = F; FJ.H ou les F; sont des
solutions de l’equatlon [Ao; A] de passage de [A4o] 3 [4] asymptothues a
F sur V; et il existe une 0-cochaine (c;)jes telle que

Gj = ¢j ! (F; ' Fin)ejh

Les fonctions G; = Fjjc; conviennent.
Ainsi, si le recouvrement V est assez fin, toute 1-cochaine représen-
tant exp ,u(F) dans V provient d’incarnations de F' sur V.

- Montrons enfin que si F' = (& )Jej est une 1l-cochaine d’un
(bon) recouvrement quelconque V = {Vj;j € J} représentant le cocycle
exp u(F), alors F' provient d’incarnations de F' sur V.

En effet, considérons un raffinement W = {Wy;£ € L}de V qui soit

d’une part, un sous-revétement de V : pour tout j € J, il existe un sous-
ensemble non vide L(j) de L tel que V; = UeeL(j) Wy,et L = UjeJ L(j);

d’autre part, assez fin pour qu ’on puisse affirmer que toutes les 1-
cochaines représentant exp ,u(F ) sur W proviennent d’incarnations de F

sur W.

Choisissons une inclusion o : L — J qui soit surjective et croissante
et considérons la 1-cochaine G = (G[)geL définie par G=o (F) Celle-ci
possede donc les propriétés suivantes :

si (€)= o(£+1), alors G =

si 0(€)#o(€+1),alors o(€+1) = o(£)+1 et Ge= F"(e)IW[ et, pour tout
teLl, G = G7'Get1 ot Gy est une solution de [Ag; A] asymptotique a
F sur We.

Ainsi, si 0(€) = 0(€+ 1), alors G;'Geq1 = I et les deux fonctions
G¢ et Geg1 se recollent en une solution de [Ao; A] asymptotique a F sur
WeU Wy,

Si o(f)#a(l+1) et si WopUWyyy C Vi, alors ce sont Gy et
Gg.HF;(ll) qui se recollent sur Wy N Wyy1 en une solution de [Ao; A]
asymptotique & F sur Wy U Wq; .

Les fonctions F; définies sur Vj, en posant, pour tout £ € L(j),
FJ"Wl = G[F o) conviennent. En particulier, pour les £ tels que
a(€) = j (il en existe au moins un puisque o est surjective), cela donne
FjlWl = Gy.

- Unicité. Soit (Fj) et (G;) des incarnations de F définissant la
meéme 1cocha1ne sur V = {Vj;5 € J}. Alors, pour tout J, on a
Fr 'Fiph = G; 1G4 sur V Ainsi, les fonctions G F se recollent
en une fonctlon analytique autour de 0 et asymptothue a I en 0. Cest
donc l'identité I et F; = G; pour tout j € J. O
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Supposons maintenant que [Ag] soit une forme normale d’Hermite.

DEFINITION IV.6. Sommes fondamentales de F. On appelle sommes
fondamentales ou plus simplement sommes d’une transformation F €
@(Ag) les incarnations F, de la 1-cochaine fondamentale associée a F'
sur le recouvrement fondamental & = {Uqa;a € A}.

Pour toute direction anti-Stokes a € A, notons

S5 (F) = Sqo(F) = F, la somme de F sur U, (somme “avant” « ou
“par la gauche” ; rappelons qu’on a orienté S! dans le sens des aiguilles
d’une montre);

et ST(F) = S+ (F) = Fo+ la somme de F sur U,+ (somme “aprés” «
ou “par la droite” ; rappelons que a™ désigne la direction anti-Stokes qui
suit o).

Par ailleurs, la théorie de I’accélération d’Ecalle [Ec90] permet de
construire des opérateurs de sommation pour F'. Pour leur définition et
les notations, on se réfere 8 [MR90], Definition 2, ou ci-dessous V.3.1.

Dans toute direction d ¢ A, on définit un seul opérateur noté
Ski,...kn;d (k1,...,k, indiquent les niveaux du systeéme).

A toute direction anti-Stokes a € A, on associe deux opérateurs :

P'un, Sp i ., de sommation dans une direction voisine de o et
“avant” a ou “a gauche” de a;

lautre, Sl-ct,...,k,-;a de sommation dans une direction voisine de a et
“apres” a ou “a droite” de a.
Le théoreme 14(i) de [MR90] établit que la 1-cochaine f = (f,)ac4
provenant de ces sommes, & savoir

Foa=Sn, kel BV SE kil F)

n’est autre que la 1-cochaine fondamentale c(F') de F' désignée par “Stokes

cocycle”. D’ou, grace a 'unicité établie dans la proposition IV.5 ci-dessus,
le résultat :

PROPOSITION IV.7. Les sommes fondamentales de F' coincident avec
les sommes obtenues par accélération

Nous n’utiliserons pas ce théoréme de comparaison dans la suite
de ce chapitre. En particulier, les résultats qui suivent sont obtenus de

fagon totalement indépendante des théories de ’accélération et de la
mu ltisommabilité.
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3. Factorisation des solutions d’Hermite suivant les niveaux

Soit [Ag] une forme normale qui n’est pas nécessairement une forme
normale d’Hermite.

DEFINITION IV.8. Soit F' € G(Ao) une transformation de [Ao].

i) Nous dirons que F est de niveau < k (ou < k) si exp u(F') est représen-
table par une 1-cochaine de niveau < k (ou < k) (Définition IL.7bis,ii).

ii) Nous dirons que F est k-sommable si exp u(F’) est représentable par
une 1-cochaine de niveau pur k (Définition II.7bis, i).

Si [Ao] est une forme normale d’Hermite, la 1-cochaine fondamentale
elle-méme a alors ces propriétés.

PROPOSITION IV.9. Si F est k-sommable, la 1-cochaine de niveau pur
k qui représente exp u(F) est essentiellement unique (i.e. elle est unique
a des composantes triviales F'; = I prés).

DEMONSTRATION : C’est évident puisqu’il ne peut exister de 0-cochaines
de niveau pur k définie sur des secteurs d’ouverture > = /k.

On peut alors énoncer la définition suivante :

DEFINITION IV.10. Soit F € G(Ao) une transformation k-sommable et
soit (F';) € I1; F(V], A(Ao)) une 1-cochaine de niveau pur k représentant

exp u(F), les secteurs V étant d’ouverture «/k.

Nous appelons ici directions singuliéres de F les bissectrices de ceux
des ouverts V; pour lesquels F'; est non triviale (F #1I).

On vérifie aisément que cette définition est compatible avec la no-
tion plus générale de direction singuliere pour la sommation ([MR90],
lemma 10). On montre en outre ((MR82]) que la k-sommabilité de F’ est
équivalente aux deux propriétés :

~

F' est une série de Gevrey de niveau k et, pour toute direction d
sauf un nombre fini, elle s’incarne en des fonctions qui sont asymptotiques
3 F en 0 au sens de Gevrey de niveau k sur un secteur bissecté par
d et d’ouverture > w/k ([Ra80], [L-R90]). Nous n’utiliserons pas cette
caractérisation.

PROPOSITION IV.11. Soit [A] un systéme de forme normale d’Hermite

[Ao] et F une transformation de [Ao] en [A] (A= FAo et F e G(Ao)
ot G(Ao) désigne indifféremment Gr(Ao), Gan(Ao) 0t Guer(4o)).

On note comme précédemment :

K = {k,ka,...,kr} avec ky < kr_q <... < ky Uensemble des niveauz
de [Ao] y
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A Uensemble de ses directions anti-Stokes et A¥ le sous-ensemble de
celles qui portent un germe de niveau k ;

. U = {Uas,a € A} le recouvrement fondamental associé d [Ao] et
U={Ux=UaNUy+,a € A} son 1-nerf;

F = c¢(F) € T(U;A(Ao)) la 1-cochaine fondamentale de F (défini-
tion II1.11).

Notons en outre k < ky le niveau mazimal de la 1-cochaine f et
f — j-<kgk ou f'~ — j-kf'-<k
les deuz factorisations possibles de f en un germe de niveau < k et un

germe de niveau pur k (Cor. II.12 et 23).

Soit 1?<k une transformation de [Ao] (F‘<k € (Ao)) admettant
c(F<k)y = f<* pour 1-cochaine fondamentale.

Notons enfin A; = F<kAo et exppy : G\G(A;) — HY(S';A(4))
lisomorphisme de Malgrange-Sibuya construit sur [A;] comme forme
normale de référence.

Alors, on a:

i) F se factorise en un produit
F=F‘F<F |

dans lequel F<* ¢ @(Ao) est de niveau < k (donc de niveau k' <
max{k; € K| ki < k}) et F¥ = F(F<*)~1 est une transformation
de [A;] (F* € G(A;)) qui est k-sommable et de directions singuliéres
contenues dans AF ;

ii) la classe de cohomologie exp py(F*) € H(S'; A(A;)) est représentée
par la 1-cochaine

s _ [ at(B<ky sk ot B<ky—1

¢ = (Sa(F )jaSq (£77) )aeA
= (SsEMFESI (M)
iii) Sion étend la notation So(F*) auz incarnations de F* qui définis-

sent la 1-cochaine ¢ sur le recouvrement fondamental U = {Uq,a € A},
on a donc, pour tout a € A,

gk = SHEF<M) TS, (FF) 18,4 (FF)SH(
Fr = Sz (F<F) 84 (F¥) 18,4 (F%)S5 (

)
)

F<k
F‘l<k
et, en particulier, So(F) = SG(F’k)Sa(F’<k).
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iv) La factorisation de F' est essentiellement unique c’est-d-dire unique
au sens suivant : si F' = G*G<F est une autre factorisation de F' comme

en i), alors il existe h analytique (h € G) telle que F¥ = G*n et
F<k = h™ 1G<k

Ce sont les deux égalités du point iii) que nous interpréterons en
termes de lacets du 7; sauvage.

DEMONSTRATION : Plagons-nous dans le cas sans ramification. Le cas
avec ramification s’en déduit comme dans le théoréme III.17 par une
propriété de descente.

(i) découle de (ii) a condition de remarquer que ¢ est k-sommable,
ce qui est évident de par les expressions qui la définissent.

(i1) La 1-cochaine “tordue” ¢ = (Sa+(ﬁ‘<k)g'§sa+(ﬁ‘<k)‘1) est a
valeurs dans le faisceau des isotropies plates de [A;] et définit donc une
classe de cohomologie de H!(S';A(A1)). Soit F* 'un de ses relevements

a G(A;) par (exp p1)~L. 1l S’agit de montrer que F* et F* coincident &
la multiplication a gauche prés par une matrice analytique.

Soit F§, a € A, des incarnations de F* définissant la 1-cochaine .
Le produit F*F<F est une transformation de [4o] (F*F<f € G(A)) et
le cocycle exp u(F*F<F) est défini par la 1-cochaine

(FiSalF4)) " (FisSar(FH)) = Sa (FH) 7 go0Sar(F<H)
o~ —1 Py
= Sa (<) Sar(F<h)h
= fa

Ainsi F' et F*F<* appartiennent 4 la méme classe analytique: il existe
f analytique telle que F' = fF*F<F et en particulier F* = fF~.

On peut faire la méme démonstration a partir de la deuxiéme ex-
pression de ¢ et il est immédiat de vérifier que ces deux expressions sont
égales.

(iii) résulte de (ii) grace & la proposition IV.5.

(iv) Unicité. 11 suffit de voir que la cochaine fondamentale c¢(F F<F) du

facteur de niveau < k est nécessairement f< c’est-a-dire la troncature
de f aux termes de niveau < k.

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors f<k = c(F<k)h ou la 1-
cochaine % est non triviale et de niveau < k. La l-cochaine hg n’est
donc pas cohomologue a une 1-cochaine de niveau pur k pas plus que
sa conjuguée S+(F<k)(hg )SE(F<¥)=1. Or celle-c1 représente la classe de
cohomologie exp p1(F¥) et donc le facteur F* n’est pas de niveau pur k
d’ou la contradiction.

Par récurrence descendante sur les niveaux de [Ag], on en déduit
immédiatement le théoreme suivant :
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THEOREME 1V.12. Soit [A]: 4X = AX un systéme de forme normale
d’Hermite [Ao] : % =ApX et Fe @(Ag) une transformation de [Ao]
en [A = FAo] .

Notons k, < ky—1 < ... < ky les niveauz de [Ao] et AF Densemble
des directions anti-Stokes de niveau k; (directions qui portent au moins
un germe pur de niveau k;).

Il eziste une factorisation

F=FF,. . F,
de F dans laquelle, pour tout i =1,2,...,r,

(1) le facteur F; est k;-sommable et ses directions singuliéres appar-
tiennent a A%

(ii) la matrice A’ =FiFiFo) Ao est @ coefficients méromorphes.
Autrement dit, le systéme [A'] appartient d la classe formelle de [Ao)].

Cette factorisation est essentiellement unique au méme sens que dans
la proposition précédente. En outre, si F(0) =1 (i.e. F € Gr(Ay)), alors
on peut imposer la méme condition & chacun des facteurs F;.

Ce théoréme a été démontré sous une forme ramifiée un peu plus fai-
ble par J.-P. Ramis dans ([Ra, p.851], Theorem T7), puis sous cette forme
dans [MR90]. Ces démonstrations utilisent la version Gevrey du théoréme
d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya pour les systemes différentiels qui
repose sur le délicat théoréme fondamental des développements asymp-
totiques Gevrey [RS89]. La démonstration donnée ci-dessus n’utilise le
théoreme de Malgrange-Sibuya que sous sa forme classique. Elle remplace
des arguments d’analyse fine par I’algorithmique de la 1-cochaine fonda-
mentale.

4. Propriétés galoisiennes

Nous faisons d’abord quelques rappels de théorie de Galois différen-
tielle pour faciliter la lecture et fixer les notations.

On note K = C{z}[1/z] le corps des séries méromorphes & ’origine
et K = C[[z]][1/z] son formalisé, le corps des séries méromorphes formelles
a lorigine.

A un K-vectoriel a connexion (V,V) (I.1), on associe modulo le
choix d’une K-base de V', un systeme différentiel [A] : -‘% = AX. On
note D = d% —A.

Soit ¥ = [¥7...Y,] une matrice fondamentale de solutions de [A]
définie sur un germe de secteur quelconque de sommet 0. On peut en fait

toujours prolonger ces solutions au germe en 0 de la surface de Riemann
du logarithme.
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Le corps des fractions L = K(y(j);1 < j,£ < n) des éléments ;.o
de la matrice Y est un corps diftérentiel. Il est en effet stable par dérivation
puisque, pour tout 7, % = AY; avec A a coefficients dans K. En outre,
ses constantes (éléments dont la dérivée est nulle) sont exactement les
constantes de K. Un tel corps différentiel L est appelé une extension
de Picard-Vessiot de la connexion (V,V) ou du systéeme [A]. On montre
([Kol73]) qu’une telle extension de K est unique a K -isomorphisme
différentiel pres.

On appelle groupe de Galois (différentiel local) de (V,V) ou de [A]
le groupe des K -automorphismes différentiels Aut gig(L/K) de L c’est-
a-dire le groupe des automorphismes de corps de L qui laissent fixe

chaque élément de K et qui commutent avec la dérivation. On le notera
indifféremment Galg(A), Galg(D) ou Galg(V).

On note V! le C-espace vectoriel des solutions de [A] dont une
base est donnée par les colonnes Y;...Y, d’une matrice fondamentale
quelconque. En termes de connexion, on a V' = (V ®k L)V espace des

sections horizontales pour V dans ’espace déduit du K -espace vectoriel
V' par extension des scalaires de K a L.

A tout élément o du groupe de Galois Galg (V) correspond de fagon

Y1
naturelle une application C-linéaire de V5! : en effet,si Y = est
Yn
a(y1)
une solution de [A], alors o(Y) = : aussi puisque o commute
o(Yn) '

a la dérivation et a la multiplication par des éléments de K (A est a
coefficients de K). En outre, o étant un automorphisme, il transforme
une base de solutions Y = (Y7...Y;) de [A] en une base de solutions
o(Y) = (6(Y1)...0(Yn)) de [A] et 'application obtenue est conservée par
un changement de K -base dans V. On obtient ainsi une représentation

_ { Galg(V) — GLc(V*)
o — (p(0) : [Y1...Yn] +— [0(Y1)...0(YR)])

du groupe de Galois de (V, V).

Cette représentation est fidele : si p(c) est Iidentité de V°!, alors
o est l'identité de Galg(V). Mais nous allons voir qu’elle n’est pas
surjective.

DEFINITION IV.13. On dit d’une application linéaire de GLc(V*°') ou
de sa matrice dans une base fixée qu’elle est galoisienne si elle appartient
a 'image p(Galg(V)) de la représentation p de Galk(V).
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Soit [A] un systéme différentiel associé & une connexion (V,V) par
le choix d’une K -base de V.

Soit [Ag] une forme normale d’Hermite de solution X et FXo une
solution formelle fondamentale de [4].

Supposons que F! et F? soient deux incarnations de F sur un méme
secteur voisinage d’une direction § et notons X 7 la vraie fonction déduite
de Xo par le choix d’un relévement 8 de 6 i.e. d’une détermination de
Pargument.

Alors, Y! = F 1X0’f5 et Y2=F 2X0;0v sont deux solutions fondamen-
tales de [A] sur le secteur considéré et il existe donc une unique matrice
(constante inversible) C telle que Y? = Y!C'. Celle-ci usuellement ap-

pelée une matrice de Stokes du systéme [A] est la matrice dans la base
Y! de 'application linéaire de GL¢c(V®') définie par

Yi— Y?=Y!C
et elle induit par changement de K -base de V' une application linéaire de
GLc (V3.
Pour abréger, et lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, nous dirons que la
matrice de Stokes C' “est” ou “n’est pas” galoisienne sans précision de

la base Y! lorsque l'application linéaire Y! +— Y1C est ou n’est pas
galoisienne.

PROPOSITION IV.14. La représentation p : Galg(V) — GLc (V™)
du groupe de Galois n’est pas surjective. Plus précisément, les mairices de
Stokes usuelles “ne sont pas” toutes galoisiennes.

DEMONSTRATION : Il suffit de donner un exemple. Nous avons choisi le
systéme associé 3 I’équation d’Euler z%y' + y =z.
EXEMPLE IV.15 : Matrice de Stokes usuelle “non galoisienne” .

Considérons le K -vectoriel a connexion (V,V) défini dans une K-
base e = (e1,e2) par le systéeme

dYy 0 1
4] dx_AY avec A—(# _(%'*"i'))
[A] est le systeme compagnon de ’équation d’Euler 2y’ + y = = obtenu
en prenant pour inconnue Y = 5,) . Il admet pour solution formelle
fondamentale
~ =~ 1/z - -1 3
Y =FX, avec X, = € 0 et F= 11 ,{],
O 1 zZ g ’

ou §=3,5o(=1)"n!z"t! est la série d’Euler et §' sa dérivée.
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Plagons-nous sur le secteur Rez > 0 et choisissons-y une incarnation
g de G. Les matrices

-1 g —1+4cge”/® g4
Fl = et F?= -
(% gl> ﬁ-l—cg'e 1/z g'
sont toutes deux asymptotiques & F sur Rez > 0 pour tout ¢ € C.

La matrice C = i (1) faisant passer de la solution Y! = F!'X, a

la solution Y2 = F2X, sur Rex > 0 est une matrice de Stokes usuelle

du systeme [A], quel que soit ¢ € C, et il est clair que, pour ¢ # 0, elle
n’est pas galoisienne. En effet, notons Y?! = Zl ;l . Si la matrice C
2 22

était galoisienne, elle serait la représentation par p d’un automorphisme o
du corps différentiel K(y1,y2,21,22) vérifiant (283) = (Z; _T_ 22) .
Or les fonctions y; = —e et y2 = %el/ ? vérifient la relation, a
coefficients dans K, z2y; 4+ y2 = 0, alors que, pour tout ¢ € C*, on
a z%0(y1) + o(y2) # 0. Ainsi, o n’est pas un homomorphisme d’algebre,
a fortiori pas un automorphisme de corps différentiel.

1/z

Remarquons en outre que le sous K -espace vectoriel W de V
engendré par —e; + ;1762 est stable sous l'action de D = ;id; — A. Alors
que le sous- C-espace W' de V*°! engendré par les solutions de la sous-
connexion (W, V|W) a savoir le sous- C -espace vectoriel de V*°! engendré

par (Zl) n’est pas stable par '’endomorphisme de matrice C' dans la
2

base Y!. Nous allons voir que, grace a 'interprétation géométrique de
Chevalley du groupe de Galois différentiel, cette propriété suffit a établir

que la matrice de Stokes (}: (1)> “n’est pas” galoisienne quand ¢#0.

Remarquons enfin que si on calcule les matrices de Stokes fondamen-
tales pour ce systéme, on trouve

C'=(1 2) avec ¢c=0 sur Rez >0

C

et

!
C'= ((1) i) avec ¢ =2ir sur Rez <0

Ce calcul est classique, mais on peut aussi par exemple 1’effectuer en
utilisant la méthode infinitésimale détaillée dans [L-R90] (et ci-dessous,
chapitre VI). Nous nous proposons maintenant de montrer que les
matrices de Stokes fondamentales “sont” galoisiennes.

Dans [Ra p85], Ramis montre que les matrices de Stokes obtenues
par multisommabilité “sont” galoisiennes. Or nous avons vu que ce sont
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les mémes que les matrices de Stokes fondamentales (Proposition IV.7),
d’ou une démonstration du résultat. Deligne dans une lettre a Ramis
([De86]) en propose une autre démonstration reposant sur I’interprétation
géométrique de Chevalley du groupe de Galois différentiel et la théorie
asymptotique Gevrey des équations différentielles. La démonstration que
nous exposons ici est voisine de celle de Deligne en ce sens qu’elle
repose elle aussi sur l'interprétation géométrique de Chevalley du groupe
de Galois. Mais elle en differe par la quantité d’analyse employée. Ici
encore, on remplace des arguments délicats d’analyse fine, théorie de la
multisommabilité ou théorie asymptotique Gevrey, par ’algorithmique de
la 1-cochaine fondamentale.

DEFINITION IV.16. Sous-connexion. Soit (V,V) un K -vectoriel a
connexion. On dit qu’un K -vectoriel & connexion (W,Vw) est un sous-
K -vectoriel de (V,V) ou que Vi est une sous-connexion de V si

(i) W est un sous- K -espace vectoriel de V,
(ii) Vw = V|W restriction de V a W.

L’espace W = (W ®k L)V% des solutions de (V,V) qui sont
aussi solutions de (W,Vw), est un sous-C-espace vectoriel de Vo =
(V Rk L)V .

En choisissant une K -base de V' qui compléte une K -base de W, la
connexion V s’écrit comme un systéme de la forme

. X _ _ A1 A
[A] : d:c—AX avec A—(A3=0 A4)

ou le bloc carré A; a pour dimension dimgW, et Vy s’écrit sur W
comme le systéme [4;] : 4 = A;X. En particulier, les solutions de
[A1] “sont” des solutions de [A] modulo les inclusions de sous-espaces
évidentes. Et on peut toujours construire un systéme fondamental de

solutions de [A] en complétant un systeme fondamental de solutions de

[A1] .

DEFINITION IV.17. Construction (C(V),C(V)) sur une connexion
(V,V). On désigne ainsi les éléments de l'algebre engendrée par la
connexion (V,V) et les opérations algébriques usuelles : somme directe,
produit tensoriel et dual sur celle-ci.

Ce sont donc les connexions de la forme (C(V),C(V)) avec

cv)=, o ((ev)e(ev))

c(V) = @ (v®'f' @(v*)®”)

m,p
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Elles sont entierement déterminées par (V,V). Les constructions s’éten-
dent aux espaces de solutions

C(V)sol o C(Vsol)

et & leurs automorphismes : & tout u € GLc(V*!) correspond de fagon
naturelle, ’automorphisme C(u) € GL¢c(C(V*®)) (automorphisme dual,
somme directe, ... ).

THEOREME 1V.18 ([Be85]). Interprétation géométrique de Chevalley
pour le groupe de Galois différentiel.

Soit (V,V) un K -vectoriel & connezion.

Un automorphisme u € GLc(V ) est galoisien si et seulement si les
applications linéaires C(u) € GLc(C(VY')) assocides d chaque construc-
tion (C(V),C(V)) laissent stables tous les sous- C -espaces de solutions
Wl des différentes sous-connezions (W,Vw) de (C(V),C(V)).

Dans le contre-exemple de 1’équation d’Euler donné ci-dessus, nous
avons vu que cette propriété d’invariance est déja en défaut pour la
construction “triviale” (V,V) elle-méme en prenant pour W le sous- K -
espace de V' engendré par —e; + ;1562.

DEFINITION IV.19. Automorphismes de Stokes uo. Reprenons les

notations précédentes :

Soit [A] un systéme associé 3 une connexion (V, V) par le choix d’une

K-basede V.

_Soit [Ao] une forme normale d’Hermite de solution fondamentale X
et F' Xy une solution formelle fondamentale de [A].

Nous avons vu qu’a chaque direction anti-Stokes a € A, on peut
associer de fagon unique

— la 1-cochaine fondamentale fa,

— les sommes fondamentale SQ(F' ) sur chaque ouvert Uy du recouvre-
ment fondamental. Et on a noté S5 (F') = Sa(F) la somme de F sur Ua
et ST(F) = So+(F) la somme sur I'ouvert suivant Uy+ .

A tout choix d’un relévement & de a correspond une matrice de

Stokes Cy € GL(n,C) définie par
SHE)Xow = S5(F)XoaCa sur Ug=UsNUg+
L’application linéaire

Ua A Vjol jOl

Ya = S5 (F)Xoas — S (F)Xow

85



Michele Loday-Richaud

de matrice Cy dans la base Yy de Vj°l est un automorphisme de de
indépendant du relevement & de a, du choix de [Ao] et de la solution
F'Xy. Une transformation méromorphe du systéme [A] en un systeme [A']
conjugue uq 4 et uq, 4. Cette application provient donc d’une application
linéaire ug : V39 — Vs indépendamment du choix d’une K -base de V.
Nous la désignerons par automorphisme de Stokes de la connexion (V,V)
dans la direction o.

LEMME IV.20. Soit [A4] : % = AX un systéme dont la matrice

A= (‘%1 ﬁ2> admet un bloc inférieur gauche de zéros.
4

Alors, [A] admet une solution d’Hermite qui compléte une solution
d’Hermate du systéme

dx
[Ar]: = = A X

DEMONSTRATION : Nous n’avons pas besoin ici de la forme d’Hermite
fine précisée dans le théoreme 1.3. Nous nous limitons & montrer qu’il
existe une solution formelle fondamentale de [A] de la forme

5L Qi) o~ mn_(F F = _ (L L,
Fz"e ou F_<O F4)€GL(n,K) et L-(O L,

- 11 existe une solution formelle fondamentale de la forme ®e? ot la
matrice @ est a coefficients formels logarithmiques avec un bloc de zéros

= ((I()Jl §2> . En effet, soit X= ((pl S02) e® une solution formelle
4 Y3 P4

%l 634) la décomposition de
te

P Q
@ en blocs de la taille de ceux de A. La matrice X = ¥1 ¢26Q4
p3e~!  pge™t

vérifie le systéme

de partie irréguliere e?. Notons Q = (

{ %(goleq‘):... d%(cpgeq“)z...

On peut, quitte & effectuer une permutation sur les colonnes de X,
supposer que @494 est de rang maximal c’est-d-dire est une solution
formelle fondamentale du systéme [A4] : % = A4X. Or 3¢9 est une
solution du méme systeéme. Il existe donc une matrice constante C telle
que

3036Q1 = <P46Q4C

Une égalité de la forme ¢; g3 = e?4Ce@ o le premier membre est
formel logarithmique et le deuxiéme membre purement exponentiel n’est
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possible que si chaque membre est constant. On a alors €?4C = C'e™
avec C' € End(n,C). La solution

X’( I 0) _ <<pleQ1 — p2e24C cpzeQ‘*)

-C I 0 a4
_ [(p1—920")e® (g9

est de la forme cherchée en prenant

®1 = 1 — 2 C'
P2 = o2
Dy =4
L AL ~ F, Py
- On peut écrire ® sous la forme Fr” avec F' = 0 F
4

Ly L,
0 L,
maintenant X = ®e9; la matrice de monodromie formelle /7 de X définie
par X(ze*™) = X(2)M admet nécessairement un bloc de zéros puisque
M, A{2) Par ailleurs, eQTHT) o QD)
0 M,
sont conjuguées I’'une de ’autre par une permutation qui conserve les blocs
e? et €. On a donc aussi ®(ze®™) = ®(z)M’ avec M' de la méme
forme que M. Choisissons un logarithme L de /' admettant lui aussi un

bloc de zéros
2L _ ' et L= (Ll Lz)

méromorphe formelle et L = ( ) constante. En effet, notons

<p4eQ“ est inversible : M =

0 L4

Alors, I’expression <I)(x):1:‘L est formelle logarithmique sans monodromie;

elle est donc formelle. Elle admet en outre un bloc de zéros. On peut donc
choisir F((z) = ®(z)z~L.

LEMME IV.21. Soit [A] un systéme admettant une solution d’Hermite
de la forme Fzle® avec

~ (F, Fy - (L L,
F_<O F3>eGL(n,K), L_(O L4)eEnd(n,C)

Alors, les sommes fondamentales SQ(F') préservent le bloc de zéros
contenu dans F.

DEMONSTRATION : Sur tout recouvrement assez fin, il existe des incarna-
tions de F' conservant le bloc de zéros de F'. La 1-cochailne associée contient
donc un tel bloc et celui-ci est conservé par P’algorithme de réduction a
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la 1-cochaine fondamentale fa (cf. II1.2.4). Dans cette réduction, on ne
conjugue que par des 0-cochaines ayant le méme bloc de zéros et ce fai-
sant on transforme les incarnations de F' dont on est parti en les sommes
fondamentales Sa(I?‘). Celles-ci admettent donc le méme bloc de zéros que

F.
THEOREME 1V.22. Les automorphismes de Stokes uy sont galoisiens.

DEMONSTRATION : On utilise la caractérisation donnée par l'interpréta-
tion géométrique de Chevalley du groupe de Galois (théoreme IV.18).
Montrons d’abord la propriété d’invariance pour la connexion (V,V)
elle-méme. Si (W,Vw) est une sous-connexion de (V, V), alors dans une
K -base de V qui compléte une K -base de W, la connexion (V, V) s’écrit

L 4X _ (A A
[A] : &5 = AX avec A= ( 0 A
donnée par [41]: 5 = A1X.

Grace au lemme IV.20, on peut choisir une solution d’Hermite F’Xo
ou F' et X; = zLe? contiennent un bloc inférieur gauche de zéros. Le
lemme IV.21 montre que les sommes fondamentales So(F) ont aussi un
bloc de zéros. 1l en est donc de méme, pour tout relevement & de a, de la
base Yo = S (F)Xo,g; de Vs°1 et de la matrice de Stokes Cy représentant
lautomorphisme de Stokes uq, 4 Vs°l — de dans cette base. Ainsi,
lautomorphisme uq, 4 laisse stable le sous-espace W*°! engendré dans
ysol par les dimgW premiers vecteurs de la base Y.

) et la sous-connexion (W,Vw) est

La propriété d’invariance pour les constructions est immédiate si on
remarque que tous les ingrédients utilisés, solution formelle d’Hermite, 1-
cochaine fondamentale, sommes fondamentales commutent aux construc-
tions.

5. Relation avec la classification par le 7; sauvage
Soit [A4] : % = AX de solution d’Hermite F’Xo, ot Xo = zLe? avec
Q = diag[q1,...,qn] et L € End(n,C).

Nous faisons ici des rappels minimaux sans justification sur le m
sauvage. Pour plus de détails, on se reportera 3 [MR90].

Voisinage infinitésimal de I’origine : “Halo analytique”

On remplace 'origine 0 de C par un disque fermé de “rayon infini”
qu’on appelle, par analogie avec le langage de I’analyse non-standard, le
halo analytique de 0.
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Singularités infinitésimales

Dans le halo analytique, on marque sur chaque direction anti-Stokes
a, le point de module k, si la direction a porte une exponentielle e% ~%
de niveau k. L’ensemble des points marqués et de l’origine constitue
I’ensemble des singularités infinitésimales (possibles) en 0 du systéme [A].

Monodromie formelle M

Elle s’interpréte comme Daction sur la solution FXo d’un lacet
entourant la seule singularité infinitésimale 0 dans le halo analytique.

Figure IV.1

1-cochaine fondamentale ( fa)aeA

La proposition IV.7 qui établit la coincidence entre les sommes
fondamentales et les sommes de F' obtenues par multisommation ou
accélération permet linterprétation suivante des composantes f, de la
1-cochaine fondamentale : interpréter les opérateurs de sommation Sp
comme des prolongements de 0 a +o0o suivant le rayon 8, S} est un
prolongement dans une direction voisine de « a droite de a et S; dans
une direction voisine de a a gauche de a ; et déformer les chemins obtenus
sans “traverser” de singularité infinitésimale.

Figure IV.2

~

La composante f, = S5 (F)~15F(F) correspond & l'action sur F
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d’un lacet pointé en 0 et entourant toutes les singularités infinitésimales
du rayon anti-Stokes a.

Facteurs de niveau k de la 1-cochaine fondamentale

On transcrit suivant le méme principe les formules (iii) de la propo-
sition IV.11:

fo=Sz(F<F)T1 S5 (FF)1SH(FY) S (F<*
[e 4 a a [¢ 4 [ 4
3k = Sz (F<*)T155 (R 1 SE (PRSP
f ’; et gk sont les facteurs de niveau k de f o Tespectivement mis en facteur
a gauche et a droite.

/)

Figure IV.3

ff, facteur de niveau k écrit & gauche correspond i laction sur F
d’un lacet pointé en 0 autour de la singularité de niveau k et qui évite
les singularités de niveau inférieur par la gauche (figure IV.3).

s,

Figure IV.4

g% facteur de niveau k écrit d droite correspond & ’action sur F d’un
lacet pointé en 0 autour de la singularité de niveau k et qui évite les
singularités de niveau inférieur par la droite (figure IV.4).

On laisse le soin au lecteur d’établir la correspondance entre facteur
de niveau quelconque de f, dans un agencement quelconque des facteurs
et les contorsions d’un lacet du 7; sauvage entre les singularités infinitési-
males.
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V. Préliminaires et méthode de calcul par sommation

1. Calcul des invariants formels

Etant donné un systéme [A] de dimension n, on dispose d’algo-
rithmes algébriques pour le calcul de ’'une des solutions d’Hermite FX,.
La méthode est relativement simple : on détermine la partie irréguliere
de X, et la monodromie formelle en calculant les racines des équations
caractéristiques des polygones de Newton successifs du systeme [A] (ou
de I’équation linéaire d’ordre n associée). Puis on détermine la partie
méromorphe et F par une méthode de type Frobenius.

La réalisation effective de ces calculs est en général tres lourde et
justifie I’emploi d’un logiciel sur ordinateur. Un tel logiciel est partielle-
ment réalisé par ’équipe de Calcul Formel de 'IMAG de Grenoble sous la
direction de J. Della Dora dans un code nommé DESIR et implanté sous
REDUCE. Celui-ci sera applicable a n’importe quel systéme saisissable sur
ordinateur : ses coefficients doivent étre des fractions rationnelles de z
dont les coefficients sont des nombres algébriques. On doit déterminer des
valeurs exactes des racines caractéristiques qui sont des nombres algébri-
ques. On ne peut se contenter de valeurs numériques approchées. Le calcul
doit dont étre fait en calcul formel (dans une extension algébrique de Q
par les racines caractéristiques). La méthode de Frobenius fournit a par-
tir de ces données formelles les relations de récurrence qui déterminent
les coefficients de F'. A ce stade, on peut choisir de poursuivre le calcul
numériquement en engendrant formellement du code FORTRAN.

Les problemes soulevés par l'implantation et l’activation effective
d’un tel logiciel sont nombreux : afin de ne pas atteindre rapidement,
meéme sur des exemples relativement simples, les limites des ordinateurs,
il est indispensable de conduire le plus économiquement possible chacune
des étapes du calcul et toute amélioration des algorithmes existants est
appréciable.

Une solution de ces problemes a fait ’objet d’un certain nombre de
theses dans I’équipe de Calcul Formel de 'IMAG de Grenoble (D. Duval

et E. Tournier en 1987, théses d’état, A. Hilali en 1987, Barkatou en 1989
et Chen en février 1990, Theses) avant de déboucher sur le code DESIR et
le projet DESIR2.

On serait en mesure actuellement d’améliorer ce code a la fois par
Pexploitation des résultats obtenus dans les derniéres théses et par une
meilleure convialité. Il est envisagé de le reprendre entierement sous
SCRATCHPAD avec les techniques de programmation “objets”. Mais en
tout état de cause, on peut considérer que la partie formelle de ’étude de
[A] est opérationnelle.
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2. Calcul des invariants analytiques : matrices de Stokes ou
invariants de Birkhoff

Résumons ce qui préceéde. L’étude analytique locale d’un systéme [A]
se ramene aux deux points suivants :

o la détermination du groupe des isotropies de la forme normale [Ao]
choisie (cf. 1.4.1.3et 1.4.2). Ce groupe est algébrique. Il est “petit”, souvent
trivial et il est facile a déterminer & partir d’une solution normale Xg . Nous
en avons donné des exemples au chapitre I (Exemples 1.8, 1.10, I.11). Nous
n’en dirons rien de plus.

e la détermination de la 1-cochaine fondamentale ¢(F) = (f,)aca d’une
transformation de Birkhoff F' de la forme normale [Ao] choisie en un
systeme [A]. Cette 1-cochaine est équivalente a la donnée d’une famille
de germes de Stokes (Th. IIL.3 et II1.17) qu’on peut décrire en terme de
matrices de Stokes ou d’invariants de Birkhoff. Leur calcul est difficile. Il
est, de fagon essentielle, transcendant. Nous proposons ci-dessous deux
méthodes d’évaluation numérique. Mais auparavant, nous précisons le
cadre et les notations.

On donne
Xo = PzKzIUe? avec Q = diag(qi,...,gn) une solution normale
d’Hermite de la forme normale [Ag] choisie,
F' une transformation de Birkhoff de [Ao] en [A] (F € GLy(n,C[[z]])
et A=7F4,),
[60,00 + 27[ un domaine principal de variation de ’argument (par
exemple 6y = 0).
On note désormais
g le relevement dans le feuillet principal [y, 6o + 27| d’une direction 6,
Ag, I'ensemble des relevements @ des directions anti-Stokes a € A dans
le feuillet principal [6o,80 + 27].

Pour tout & € Aj,, il existe au moins un couple (g;j,qg¢) porté par &
i.e. tel que ¢ < ¢¢ (définition II.13); on note (j,£)E@.

o, max

Alors (Prop. IV.1), la famille des 1-cochaines élémentaires définies,
pour tout & € Ay, et tout couple (5,£)€a par
"Go@ =1+ XozE;pXey sur Ua

affine H'(S; A(Ao)) d’origine I et la 1-cochaine fondamentale ¢(F) se
décompose de fagon unique dans cette base.

On note
crGom =1+ cXowEGnXe 5
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et
ei,0: + <G eya = T+ Xow(cEo + ¢ Ejey) Xo 5

DEFINITION V.1.

i) Labase Tx,,0, = {7(j, 0. | @ € Ag, et (j,£)E&} ci-dessus est appelée la
base “canonique” de H(S"; A(Ao)) construite sur X, et 6,. En pratique,
sauf précision contraire, nous fixerons 6y = 0 et nous parlerons de la base
“canonique” 7 = Tx, construite sur Xp.

ii) La famille c(j¢).5 des composantes de la 1-cochaine fondamentale
¢(F) dans une base “canonique”

o(F) = Z C(3,0aT(j,0);&
azeZt,o et (j,0)€&

est appelée un systéme d’invariants de Birkhoff de F (systéme dans la base
Tx,,6, €t en général on fixe 8y =0).

On déduit immédiatement des définitions (déf. I11.13 et V.1)

PROPOSITION V.2. X, et 6y étant fizés, le systéme (c(j o 'a)&'e;l GEw
v 80-\Jy a

des invariants de Birkhoff de F dans la base “canonique” Tx,,6, construite
sur Xo et 6y est équivalent a la famille (Cg)aez des matrices de Sto-
%o

kes de FX, grice auz formules

Ca=I+ Y cinaEio
GOEa

I est donc indifférent, pour obtenir ¢(F) de déterminer 'un de ses
systemes d’invariants de Birkhoff associé a un choix d’une base 7 ou la
famille correspondante de ses matrices de Stokes.

Supposons a nouveau que [A] est a coefficients rationnels; on sait
d’ailleurs grace au théoreme d’algébrisation de Birkhoff [Birl3] que,
localement, tout systéme analytique est analytiquement équivalent a un
systeme a coefficients rationnels.

On peut envisager plusieurs méthodes, avec variantes, pour le calcul
numérique des invariants analytiques :

e La plus naturelle que nous présentons d’abord consiste a déterminer
directement les matrices de Stokes Cy en calculant les sommes fondamen-
tales F, de F. On a alors Cy = Xo"’é v Fo+ Xo 5. La proposition IV.5
d’existence et d’unicité des sommes F, ne suffit pas. Il faut en outre des
formules explicites de calcul : on dispose de formules intégrales du type
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Borel-Laplace (Euler, Borel, Leroy) dans le cas ou le systéeme [A] admet un
seul niveau et de formules intégrales utilisant des noyaux plus compliqués,
les noyaux d’accélération d’Ecalle dans le cas ol le systeme [A] admet
plusieurs niveaux. Nous détaillons ces formules au paragraphe suivant.

e Une deuxiéme méthode que nous présentons ensuite impose des
contraintes restrictives, de plus en plus difficiles a réaliser quand la di-
mension n du systéme augmente. En dimension n = 2, elle permet le
calcul de tous les invariants de Birkhoff. Ce cas est détaillé et assorti
d’exemples dans I’article [L-R90] que nous reproduisons au paragraphe 4.
Nous présentons ensuite ’algorithme général et les contraintes qu’il im-
pose. Nous donnons enfin ’inventaire des différents cas rencontrés en di-
mension trois et nous terminons par un exemple en dimension trois.

Cette méthode a ’avantage de ne comporter que des transformations
algébriques sur les systemes et de donner les invariants de Birkhoff comme
limites de suites récurrentes linéaires. Elle repose sur la comparaison
entre I'isomorphisme de Malgrange-Sibuya et 'isomorphisme infinitésimal
correspondant jointe & de bonnes estimations asymptotiques. Lorsqu’elle
est applicable cette méthode conduit a des algorithmes assez stablement
convergents et accélérables alors que les problemes d’instabilité semblent
beaucoup plus difficiles & maitriser dans les algorithmes de sommation.

3. Calcul des matrices de Stokes par (multi-) sommation

Soit k. < ... < k; les niveaux du systémes [A] et FX, une solution
d’Hermite de [A4].

Nous avons vu qu’alors la série F' est un produit de séries k-
sommable, ... , k,-sommable (théoréme IV.12) : elle est multisommable
de niveaux ki,...,k,; que les sommes F, sont uniques (Prop. IV.5 et
Déf. IV.6). En outre, dans toute direction 6 qui n’est pas une direction
anti-Stokes, on a des opérateurs intégraux explicites Sk, . &,.s(F) pour

déterminer ces sommes. Nous précisons ces opérateurs S sans justification
([MR90], [Ec90]).

Rappelons d’abord la définition de la transformée de Laplace (en la
variable 1/z) d’une fonction ¢ dans la direction 6

i6

Lole) = [ pl@e e

Lorsque ¢ est a croissance exponentielle dans la direction 6, i.e.
lorsque ¢ est un O(el!), I'intégrale de Laplace est convergente et définit
une fonction Lg(p)(z) analytique sur un disque passant par 0 et de

diametre de longueur 1/ |a| porté par la direction 8. Ce disque est appelé
disque de Borel de Lq4(y).
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2

Figure V.3.1

Rappelons aussi la définition de la transformation de Borel B.

Si f(z) = a™z™t! est une série sans terme constant, sa trans-
n>0 ’

A,

formée de Borel formelle B(f) est une série formelle définie par B(F)(¢) =
ano WZ"TI)E“. La transformée de Borel de f est la fonction analytique

B (?) somme de la série B (f) lorsque celle-ci est convergente.

On peut étendre la définition aux séries ramifiées f(z) = Y oneN anzr !
en posant B(f)(£) = > .eN ﬂ%ﬂmfn/” et en calculant la somme non pas

sur C mais sur la surface de Riemann du logarithme C*.

On peut aussi 1’étendre aux constantes en posant B(ag) = agdp ou
do est la masse de Dirac en 0. Mais dans la pratique on peut toujours
s’arranger pour n’avoir a considérer que des séries sans terme constant.

Lorsque f est une fonction définie au voisinage de 0 sur un secteur

d’ouverture ™ + w > 7 bissecté par une direction 6, on peut donner une
version fonctionnelle de cette formule en posant

BNE) = [ 1@

ou le contour C est le bord d’un croissant de Borel (voir figure V.3.2) et
ceci lorsque l'intégrale est convergente.
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’Q

Figure V.3.2

C est dessiné dans le secteur de définition de f. Il part de 0 et arrive
en 0 avec des tangentes n’appartenant pas au demi-plan bissecté par 6.

Sous de bonnes conditions vérifiées par f (par exemple, f bornée ou
a croissance modérée en 0 le long de C), on obtient ainsi un germe de
fonction analytique sur un secteur bissecté par 8 et d’ouverture w.

Nous appellerons ici transformée de Borel de f (f série formelle ou
fonction) dans la direction 6 et nous noterons Bg(f) ou plus simplement
B(f) la fonction analytique, lorsqu’elle existe, obtenue en prolongeant
jusqu’a l'infini sur un secteur voisinage de la direction 6 la fonction
analytique construite prés de 0 par les transformations précédentes. Le
domaine de définition de Bg(f) est de la forme dessinée sur la figure V.3.3.

Casou f estune série formelke Casou f est une fonction définie
f(x)=2 a,x0+1 sur un secteur d' ouverture 7T-HD
n>0

Figure V.3.3
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3.1. Formules de sommation
Cas d’un seul niveau k = 1 (Borel-sommabilité ou sommabilité de

niveau 1)
F est 1-sommable (on dit aussi Borel-sommable).

Le diagramme permettant de sommer F' dans une direction 6 ¢ A

est le suivant 5 .
F2%. 25 F=S(F) .

F est une foxlction analytique sur un croissant de Borel réunion des disques
de Borel de F' dans la direction 6 et les directions voisines de 6.

Figure V.3.4

L’ezemple type est celui de I’équation d’Euler
$2yl +y==z

La seule série solution f,(z) = Y aso(=1)"n!lz™t! est 1-sommable. On
peut lui appliquer des opérateurs de Borel et de Laplace dans toute direc-
i

€ o0 1
tion 8 # 7(27), ce qui conduit a la somme fi(z) = / " 66_5/’”d§
0

pour Re(ze'’) >0 ([L-R avril 90)).
On se ramene au cadre des systéemes considéré jusqu’a présent en

écrivant d’abord I’équation d’Euler sous la forme homogeéne

zayu+(z2 +x)y’ —y= 0

obtenue en dérivant I’équation d’Euler écrite zy' + %y = 1, puis sous la

forme de systéeme d’inconnue Y = (5,) :

vy _ (0 1 \y
&\ -&+)
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Celui-ci admet la solution d’Hermite
~ el/z ?l
Pxo= (g 1)
ou

.ﬂneahammm)etxa@=(j2?)(_bxg)ggmun

avec K = diag(—1,0) et Q(1/z) = diag(1/z,0).

J. Thomann obtient pour somme f; de fl au point z = 0,5 la
valeur f1(0,5) = 0,361328 en accord avec les valeurs données dans les
tables numériques de 1’exponentielle intégrale.

Cas d’un seul niveau k quelconque (sommabilité de niveau k)

F' est k-sommable.

Appelons pi l'application de ramification suivante :
— pour une série formelle, on pose pi(3, 50 @nz™) = 3 ant™ ¥ ; Clest la
série obtenue par le changement de variable “formel” z = t'/*.

— pour une fonction f(z) définie prés de 0 sur la surface de Riemann
du logarithme C}, c’est la fonction obtenue par le changement de variable

O % %
Cz‘_—)ct
r— t==z

c=tV/k ¢

k

on a fait sur C et sur C} le choix d’une détermination de I’argument).
T t g
L’application pr admet pour réciproque I'application py k.

Le diagramme permettant de sommer F' dans une direction 8 ¢ A
est le suivant

F F = Syo(F)

ll’k IPI/I:

B, g R Lro

> o

On peut si on le préfere rester dans ’espace des fonctions ou séries
de la variable = en “remontant” par la ramification les opérateurs B et
L. On a alors le diagramme

~ B C,.
)2 k0 . k;0 F

pkl P1/kI [Pk P1/k
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ou Byi,g et Lig sont les opérateurs définis par Bre = p1/kBropr et
L0 = p1/kLropk -

Ces opérateurs conjugués par une ramification d’ordre k des opéra-
teurs de Borel et de Laplace de niveau 1 sont appelés opérateurs de Borel
et de Laplace de niveau k.

L’ezemple type est donné pour k =2 par I’équation d’Euler-bis
3

T .2

) y+y=z
qui admet pour seule solution série formelle, au voisinage de 0, la série
f2(z) = 3, 50(=1)"n 122D On ne peut pas sommer cette série par une
intégrale de Borel-Laplace de niveau 1 : la fonction B(f2) est bien définie,

mais elle est a croissance exponentielle d’ordre 2 dans toutes les directions
/4 <8 <37/4 (modm).

On peut la sommer dans toutes les directions 6 # 7/2 (mod 7) par
des opérateurs de Borel-Laplace de niveau k =2 ([L-R, avril 90]).

J. Thomann obtient pour somme f, de 72 au point z = 0,5 la

valeur f2(0,5) = 0,206346 en accord avec les valeurs données dans les
tables numériques de ’exponentielle intégrale.

Cas de deux niveaux k et k', k < k'

F' est multisommable de niveaux k et k'. L’application successive
des procédés de sommation des niveaux k et k' donnerait le diagramme
suivant

)

F?

B.g . Lo Pk’

Pi! [k

Byig )

” >

Ce diagramme ne permet pas de déterminer F : en effet, on ne peut
pas appliquer un opérateur de Laplace a BkaOpk(l?’ ) parce que son ordre de
croissance est trop élevé. Une solution, due a J. Ecalle ([Ec90]), consiste
a regrouper les trois opérateurs Lrg, pr/x et Big en un seul opérateur
pr ;6 en en donnant une nouvelle forme intégrale par application du
théoréeme de Fubini. On peut alors, pour toute direction § ¢ A, sommer
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F par le diagramme suivant

F F = Sk;kr0(F)
ﬂu
Pk
3 A) - > pl/k'
:pk,k';o
1
v
L9

etkf o
ol prso(@)r) = 25 [ o (o ) ().
0 Tk/

Le noyau C est un noyau d’accélération d’Ecalle. On le définit pour

un coefficient a > 1 quelconque par
Ca(0) = — [ e*=*""¢au
¢ 2l7T H ’

ou H désigne un contour de Hankel “autour” de R™.

Figure V.3.5

r
On a aussi C4(() Th/;{f(—s(—;—%C_’ds.

Ces noyaux C, ont, dans toute direction vérifiant |arg(| < (1—2)7 /2

Il

une croissance a l’infini du type

1
+E’—1

Q|-

(bﬂe—(%“-b/“‘:b) ou b est défini par

= 1) est rationnel, ces

Lorsque a = p/q (p > 0, ¢ > 0 et (p,q)
noyaux sont reliés aux fonctions G de Meijer. On a en particulier

Cz(C)=#6-<2/4
V3oao( s, 1 2
C5(0) = 5-G32 ((5)3| 1/3 2/3)
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et de fagon générale

T(s+37/9) ¢\ °

Carn(€) = 2«)«-qur/ Mo et TG+ /7 (r7) o
2 s p=1
- i (p"< g )

lorsque |arg(| < 7/q.

Et surtout, ils sont solutions d’équations différentielles linéaires

Lp,q(cp,q) =0,

ou L, , est opérateur différentiel linéaire donné par
de P (p.d
— _(—1)1"P Erl 45
aci ~ (Y I_I(q i)
g—1
=q[J(6-4)—( q”pC"H( 5+J) :
Jj=1

en notant 6 = ( di( l’opérateur d’Euler.

Or nous avons vu, et ce sera toujours le cas, que le noyau d’accéléra-
tion permettant de sommer F a un coefficient a = k'/k rationnel. On
pourra donc toujours évaluer numériquement tous les noyaux C, néces-
saires par intégration numérique des équations différentielles ci-dessus.

On peut ici encore rester dans I’espace des fonctions de z. On a alors
le diagramme suivant

B,.g Ak k’;8 ['k' 8

F — — >y « —— F = Skkl (F)
ﬂ\
B L, N Prjer | | Pkt P/k!
1P k0
!
______ > Lo

L’ezemple type est celui de I’équation de Ramis-Sibuya ([RS89]):
Dy = 4z + 2% + 10z° — 32*
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d? d
— 9(9 _ 2 2 _o.3 _ 2
D =z>(2 z)dx2+z(4+5x 2z )———d$+2(2 z + %)

qui admet pour solution formelle 7 = fl + T2 (71 série d’Euler, Tz série
d’Euler-bis).

Cette série est (k, k')-sommable avec £k =1 et k' = 2. On ne peut la
sommer ni par un opérateur de Borel-Laplace de niveau 1 (L1, n’est pas
applicable & By ¢(f) dans les directions 6 €]r /4,37 /4] (mod 7)), ni par
un opérateur de Borel-Laplace de niveau 2 (Bg;g(f) n’existe pas). Mais on

peut la sommer en suivant le diagramme de sommation des niveaux 1 et
2:

~B,g=Bg A,,9 L,p -~

f 1.1.__) . _‘;"l; . i) f: Sl,2;0(f)
dans toute direction 6 non portée par I’axe imaginaire ([L-R avril90]).

Cet exemple a été traité numériquement par Thomann qui obtient
pour somme de la série f au point z = 0,5 la valeur f(0,5) = 0,567650,
alors que la valeur “exacte” déduite des tables de I’exponentielle intégrale
f1(0,5) + £2(0,5) = 0,567674. On obtient donc quatre chiffres significatifs
exacts. Mais le résultat est tres sensible a la précision des valeurs initiales
([Tho90)).

Cas d’un nombre quelconque de niveaux
Ecrivons le diagramme de sommation pour trois niveaux k < k' < k"
F est multisommable de niveaux k, k' et k" ou (k, k', k") -sommable.

= Bk;o Ak,k';O Ak',k";o 5k~;o

F—= . > . . — S F = Sk,k',k”;e(F)
Pk Pt/k[ lpk
. _E;i) . ——s P1/k! P!
IP .
I k,k',a pl/k” Pt pl/k"
[}
¢ y
Sm—— e ey
ipk',k”;e
]
v +
Leng

———— . —_—

On peut encore se limiter & un regroupement des opérateurs trois par
trois et donc les opérateurs d’accélération p et A déja introduits suffisent.

On étend ce diagramme de fagon évidente au cas d’un nombre fini
quelconque de niveaux.
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3.2. Calcul pratique des sommes de F

Plagons-nous encore dans le cas ou [A] est un systéme a coefficients
raitonnels et supposons qu’on a déterminé une solution fondamentale
d’Hermite F'X, par exemple par le code DESIR. On se propose de somme
F puis d’en déduire les matrices de Stokes F'Xp.

Calcul de la somme de F dans une direction 6 ¢ A fixée

Ce travail a été entrepris par J. Thomann au Centre de Calcul de
Strasbourg-Cronenbourg et complété par une visualisation graphique par
F. Richard-Jung. Le cas a un seul niveau est en partie opérationnel et en
voie d’implantation comme complément au code DESIR. L’étude du cas a
plusieurs niveaux est en cours.

Indiquons brievement les étapes possibles du travail. Commencgons
par le cas a un seul niveau k et supposons pour simplifier que k = 1.

o Bg(F) est une série convergente. On peut calculer les valeurs By(F)(¢)
de son prolongement analytique en les points ¢ de la demi-droite 6 par
diverses méthodes. J. Thomann choisit de préférence une approximation
rationnelle de type Padé, dans le cas ot F' ne présente qu’une seule
direction singuliére. Mais dans tous les cas, le systeme [A] ayant des
coefficients rationnels, Bo(f‘) vérifie un systéme différentiel linéaire facile
a déterminer. A partir d’une valeur initiale Bg(F)(¢) en un point ¢
quelconque, par exemple £ = 0 qui n’est pas un point singulier pour
Be(}?1 ), on peut appliquer une méthode de résolution numérique, une
méthode de Kutta-Runge par exemple.

o Pour obtenir la valeur de F' en un point £ = zo quelconque de la demi-
droite 8, on calcule 'intégrale de Laplace de la fonction By(F') obtenue.

e Pour obtenir la valeur de F' en d’autres points z, on peut a nouveau
utiliser F(z¢) comme valeur initiale pour résoudre numériquement le
systéme [A] par une méthode de Kutta-Runge.

Lorsque [A] admet plusieurs niveaux, on doit faire précéder le cal-
cul de lintégrale de Laplace de celui d’une ou de plusieurs intégrales
d’accélération. Il faut donc en outre déterminer les noyaux d’accélération
C. . Mais nous avons vu que les valeurs de a a considérer sont de la forme
a =k'[k ou k et k' sont deux pentes consécutives du polygone de Newton
du systéeme End(Ao) = [Ao; Ao]. Elles sont donc rationnelles et les noyaux
correspondants sont solutions d’équations différentielles linéaires connues
explicitées a ’alinéa précédent. Une fois encore, on peut facilement les
déterminer numériquement par la méthode de Kutta-Runge.

D’autres méthodes ont été explorées qui peuvent quelquefois avan-
tageusement remplacer la méthode précédente : sommation de F' au plus
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petit terme, développement en série de facultés, plus généralement ap-
proximation directe de F(z) par des approximants de type Padé, etc.

Reste le probleme de la validité des résultats obtenus. La précision des
calculs semble difficile & évaluer. Des estimations théoriques d’erreur ont
été faites par J. Thomann a certaines étapes du calcul ([Tho91]), d’oli a
résulté par exemple le choix des approximants de type Padé. Par ailleurs,
on peut utiliser le tracé de courbes réalisé par F. Richard-Jung ([R-
J88]) non seulement comme un luxe final mais comme un outil tactique :
lapparition d’irrégularités dans le tracé ou de brusques décrochements
sont en général le signe d’une dégradation de la méthode. Il est alors
opportun d’affiner les calculs ou de les poursuivre par d’autres méthodes
de sommation.

Ces algorithmes sont opérationnels dans le cas des systemes d’or-
dre deux. Ils conduisent a des résultats satisfaisants corroborés par les
tracés des solutions et ils ont été testés avec succes sur plusieurs exemples
classiques (exponentielle intégrale, équations de Bessel, fonction d’Airy
([R-J88])). On se rameéne dans ce cas, et cela est toujours possible, a la
sommation de séries n’admettant qu’une seule direction singuliére (direc-
tion anti-Stokes dans laquelle la série n’est effectivement pas sommable).
Dans le cas des systémes d’ordre trois ou pour sommer directement des
séries admettant plusieurs directions singuliéres, les algorithmes utilisés
sont tres instables et peu fiables pour I’instant. Ils nécessitent de profondes
améliorations.

3.3. Calcul pratique des matrices de Stokes

La sommation numérique de F' par la méthode précédente est d’au-
tant meilleure que la direction choisie est plus éloignée des directions sin-
gulieres (elle devient en fait impraticable prés des directions singulieres).
La méthode de Kutta-Runge, quant a elle, est d’autant meilleure qu’on est
loin de la singularité. Ces remarques suggerent la tactique suivante pour
le calcul des matrices de Stokes.

Soit a une direction anti-Stokes et @ un choix d’une détermination
de 'argument de a, d’olt un choix d’une détermination de Xo z(z) au
voisinage de @.

Notons comme 3 ’accoutumée a~ et at les directions anti-Stokes
immédiatement a gauche et a droite de a. On opére comme suit :

¢ On choisit les deux directions 8~ et 8 bissectrices des angles (a™, a)
et (a,at).

e On somme en des points z; et z§ voisins de 0 sur 6~ et sur 61,
d’ot des valeurs de Sg- (F)Xox(zy ) et So+ (F)Xo w(zd).
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e On prolonge les solutions Sp- (F)Xoa(z5) et Sp+(F)Xow(xd) ainsi
obtenues en z; et zg par une méthode de Kutta-Runge suivant 6~ et
6% jusqu’a des valeurs ] et z7 de z assez éloignées de 0.

e On continue le prolongement le long des arcs de cercle de centre 0 et
de rayon lml_| = |xﬂ jusqu’a la direction anti-Stokes a ; d’ou des valeurs

Sz (F)Xox(zq) et SH(F)Xo 5(a) au point 4 = |eT| e’ = |zT ]| et.

e On en déduit la matrice de Stokes Cy par

Ca = (57 (P)Xoa(za))  (S3(F)Xoa(za))

Figure V.3.6

Cette méthode n’a été testée numériquement que sur quelques exem-
ples simples. Il reste & surmonter des problemes de stabilité des algorithmes

et de souplesse d’utilisation du logiciel.
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Chapitre VI. Méthode infinitésimale :
cas des systémes de dimension deux

1. Commentaires

La méthode permet dans ce cas de calculer tous les invariants de
Birkhoff d’une transformation de Birkhoff F' relativement a une forme
normale d’Hermite Xy quelconque.

Le principe consiste a se ramener d’abord au cas d’une forme normale
séparée
1
Xo(z) = Z(z)z’e?)

ol Z(z) = diag(z1,22) € GLr(2,C{1})
et ou @ = diag(qi,q2) vérifie la condition : “q1 — g2 est un monéme”.

On détermine ensuite les invariants de Birkhoff associés aux directions
anti-Stokes portées par un méme couple (3,€) ((5,€) = (1,2) ou (2,1))
comme solution d’un systéme de Cramer. Les coeflicients de ce systeme
sont calculés exactement; les seconds membres sont obtenus comme li-
mites de suites récurrentes. Tout le calcul repose sur une utilisation fine du
théoreme de comparaison de ’isomorphisme de Malgrange-Sibuya a l'iso-
morphisme infinitésimal correspondant qui permet d’évaluer le comporte-
ment asymptotique quand n tend vers I'infini des coefficients F(; ¢)(n).
On utilise en particulier de facon essentielle le fait que ¢; — g2 soit un
monome. Nous reviendrons sur ce point au chapitre VII.

Le cas de la dimension deux a fait I’'objet d’un article séparé [L-R90]
que nous reproduisons ci-dessous. Le chapitre I nécessaire pour rendre
autonome la lecture de cet article peut étre omis : il résume une situation
plus longuement détaillée dans les pages précédentes. Les chapitres II, III
et IV détaillent ’algorithme et sa démonstration dans le cas de dimension
deux. Le chapitre V présente le calcul numérique complet des invariants de
Birkhoff sur trois exemples. Puis, pour chacun de ces exemples, on calcule
le groupe d’isotropie (analytique) de la forme normale afin de préciser les
invariants analytiques.

Signalons quelques problémes de notations : Dans cet article le fais-
ceau d’isotropie A(Ag) est noté Sto(Ag) ... et appelé faisceau de Stokes.
Il nous semble aujourd’hui plus opportun de réserver lattribut “de Sto-
kes” aux sous-fibres du faisceau A(Ao) qui caractérisent le phénomene
de Stokes : celles que nous avons appelées “groupes de Stokes” et notées
Sto(Ag). Nous n’avons pas conservé ici, au chapitre VII, les notations
utilisées dans cet article lorsque celles-ci n’étaient pas confortablement
adaptables aux dimensions supérieures (n > 3). En particulier, dans Dar-
ticle, pour le recouvrement fondamental et les invariants de Birkhoff, les
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indices ne font référence ni aux directions anti-Stokes ni aux matrices
élémentaires de base E(; ¢ concernées mais seulement a l’ordre cyclique
de S'. Nous le regrettons.

2. Calcul des invariants de Birkhoff des systémes d’ordre deux
(article [L-R90])

La classification de Birkhoff formelle des (germes en 0 de) systémes

différentiels linéaires a coefficients analytiques?!.

[A] : :c"*'l% =AX avecr €N et A€ M(n,C{z})

est bien connue tant du point de vue théorique que pratique.

Rappelons que deux systéemes sont dits formellement équivalents au
sens de Birkhoff si on peut passer de I’un a I’autre par un changement
de fonction inconnue X — FX ou F est une matrice de GL(n,C[[z]])
telle que F(0) soit 'identité I. Pour caractériser chaque classe formelle,
on y choisit un systéme particulier [Ag] qu’on appelle forme normale; plus
précisément, on choisit une solution X, de celui-ci qu’on appelle solution
d’Hermite de [Ao] (cf. JURKAT W.B. [J]). La détermination effective
de X, est implantée depuis plusieurs années déja sur ordinateur, sous
REDUCE, dans un code nommé DESIR (Equipe de Calcul Formel, IMAG-
GRENOBLE, cf. [T], E. TOURNIER, These).

Pour X, fixé, on peut étudier les matrices F' de GL(n,C[[z]]) telles
que F(0) = I et que F X, soit solution d’un systeme [A] (& coefficients
non pas formels mais analytiques). On obtient évidemment ainsi tous les
systémes [A] de la classe de Birkhoff formelle de [A¢] et on peut définir sur
un tel ensemble de matrices la relation d’équivalence analytique : On passe
de 'une des matrices a l’autre par multiplication a gauche par une matrice
T de GL(n,C{z}) telle que T(0) = I. La caractérisation de chaque classe
d’équivalence par le choix de I'un de ses éléments n’est pas aussi facile et
naturelle que dans le cas formel (cf. cependant ECALLE [E], §11.2, Apercu
sur la synthése canonique).

Une solution théorique a ce probleme de classification est donnée
par le théoréme d’isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA (cf. [M1]): Les
classes d’équivalence analytiques des matrices F' (associées & X fixé) sont
en bijection avec I’ensemble de cohomologie non abélienne H'(S*; St(4o))
sur le cercle S A valeurs dans le faisceau de Stokes de [Ao] (= faisceau
des sections d’isotropie plates de [Ag]). Un tel ensemble de cohomologie

! Pour alléger, on abrégera l’expression “systéme différentiel linéaire a coefficients
analytiques” en “systéme” et “systéme fondamental de solutions” en “solution” du
systéme.
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est ici particulierement simple : On montre qu’il est naturellement, en un
sens a préciser, isomorphe & un espace affine de dimension finie. Par le
choix d’une base, H!(S?; St(Ap)) s’identifie donc tout simplement & un
espace vectoriel CV. La dimension N dépend de [Ao], mais elle se “lit”
directement sur I’expression de Xy. A chaque matrice F' correspond un
élément (cy,...,cn) de CN . Les composantes ¢j,...,cN sont appelées
systéme d’invariants de Birkhoff de F et dépendent évidemment de la base
choisie.

Le but de cet article est de donner une méthode effective de calcul
numérique des invariants de Birkhoff pour tous les systéemes d’ordre 2
quel qu’en soit le rang de Poincaré. Dans ce cas, le choix d’une base de
H?'(S*; St(Ap)) ne pose aucun probleéme : A 1'ordre de ses éléments pres,
il est tout a fait naturel.

Un calcul de ces invariants a été proposé par JURKAT-LUTZ-
PEYERIMHOFF par une autre méthode dans le cas des systemes linéaires
d’ordre 2 et de rang de Poincaré r =1 ([JLP1]). Un cas particulier a été
traité par MARTINET-RAMIS dans [MR].

La méthode proposée ici comporte deux étapes :

— Une étape de calcul formel . On réduit le probléme a un cas dit “séparé”
en procédant a des changements algébriques de variable et de fonctions
inconnues, tout en contrélant ’action de ces changements dans l’espace
des invariants de Birkhoff.

— Une étape de calcul numérique. Pour des systémes “séparés”, on
peut appliquer la méthode de calcul utilisée par MARTINET- RAMIS dans
[MR]. C’est une méthode asymptotique basée sur la comparaison entre
I'isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA et I'isomorphisme infinitésimal
correspondant. Elle fournit les invariants de Birkhoff comme limites de
suites déterminées par des relations de récurrence linéaires.

La classification analytique des systémes se déduit aisément de celle
des matrices F : Chaque classe analytique de la classe de Birkhoff
formelle de [Ag] est caractérisée par ses “invariants de Birkhoff” modulo
conjugaison par les éléments du groupe d’isotropie Gy de [Ag]. Le groupe
Go est toujours facile a déterminer; il est souvent simple, voire trivial.

En fin d’article, nous avons illustré la méthode par trois exemples
numériques surmontant & eux trois tous les types de difficultés qu’on peut
rencontrer.

Ce travail m’a été proposé par J.-P. RAMIS que je tiens a remercier
ici pour son écoute patiente.
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I. Généralités. Rappels théoriques

On considere des systémes différentiels linéaires d’ordre n de la forme

xr+1 i{

dz =AX

ou r € N et ol A est une matrice n X n a coefficients analytiques au
voisinage de £ = 0 dans C (on note A € M(n,C{z})), et pour abréger, on
note [A] un tel systéme sans précision de r quand il n’y a pas d’ambiguité.

On ne suppose en général pas que r est le rang de Poincaré du
systéme [A] : il peut étre strictement supérieur au rang de Poincaré. Mais
on suppose toujours que les coefficients de la matrice A sont analytiques
en 0.

I.1. Transformé de Birkhoff formel [FA] d’un systéme [A]

C’est tout systeme différentiel linéaire a coefficients analytiques

r 4Y

F
dz AY

FA] : =z
obtenu a partir de z™t'dX/dz = AX par le changement de fonction
inconnue X = F~!Y ol F est une transformation formelle (F €
GL(n,C[[z]])) vérifiant F(0) =1I.

Un tel systeme n’est a coefficients analytiques que pour des F
convenables.

Inversement, A s’obtient & partir de FA par le changement de
fonction inconnue Y = FX. Les matrices A et YA se déduisent donc
I’une de 'autre par les relations

A= _zr-l-lF—ld_F +F—1(FA)F
dz
et IF
FA=gt'_F1 4 FAF .
dr

1

On a 9(FA) = (GF)4 et en particulier F_I(FA) =A=FF"4).

REMARQUE. Les notations adoptées font référence aux solutions fonda-
mentales : si X est une solution fondamentale de [A], alors F + X est une
solution fondamentale de [FA].
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I.2. Transformé de Birkhoff analytique [FA] d’un systéme [A]

On impose en outre que F soit a coefficients analytiques a l’origine :
F dans GL(n,C{z}) et telle que F(0) = I. Si A est a coeflicients
analytiques, A Dest aussi automatiquement.

1.3. Forme normale d’Hermite [A,] (cf. [J], p.51)

Parmi tous les transformés de Birkhoff formels de [A], il en existe un
[Ao] qui admet une solution fondamentale de la forme d’Hermite

Xo(z) = P(z)z X2 U20/D

" 0 0
Q(1l/z) = -
0 an (3)
est une matrice diagonale avec ¢;(1/z) € (1/z'/?)C[1/2/?],
U est une matrice universelle a coefficients constants,
J est la forme de Jordan réduite de la monodromie formelle,
K est une matrice diagonale a coefficients entiers (dans Z),

P(z), partie méromorphe, est, & une matrice constante inversible pres,
une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale et a coefficients dans

C[1/z].
Cette forme d’Hermite n’est pas unique. On convient d’ordonner

suivant une regle a choisir les polynémes ¢; d’une part, les blocs de Jordan
minimaux de J d’autre part.

Cas particulier : Forme d’Hermite des systémes d’ordre 2

Les cas suivants peuvent se présenter (I = matrice unité 2 x 2):

a) Q(1/z) = q(1/z)I avec ¢(1/z) € (1/z)C[1/z] (pas de ramification).
Alors

U=1

J:(%l )(\)2) ou (3 i) avec 0 < Rely, ReXg, Red < 1

(kO
K_(O k2> avec ki, ke € Z

P=PFR, (p \1%) ?) avec Pp € GL(2,C) et p(1/z) € (1/z)C[1/z] .
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Ce cas n’interviendra pas dans la suite car il ne conduit & aucun invariant
de Birkhoff analytique (N =0).

b) Q(1/z) = (‘11(})/93) q2(?/:c)) avec q1(1/z) et g2(1/z) € (1/2)C[1/z]
et q1 # ¢2 (pas de ramification).
Alors

0 A

et P comme précédemment

U=1

A 0
J= avec 0 < Re); et Reldy <1
K

Ce cas fera apparaitre N = 2 x d°(q; — ¢;) invariants de Birkhoff
analytiques.

o o1y (€072)+1/z(1/2) 0
) Q(1/z)= ( 0 q’(l/m)—(l/wlﬂ)‘Z(l/m))

ou zq'(1/z) et g(1/z) € C[1/z] et g # 0 sinon on serait dans le cas a)
(ramification z!/2 =t).

Alors
1 1
o=(1 1)

A 0
J—-(O /\+%) avec 0 < RedA <1

Enfin, K et P sont comme précédemment. Remarquer, en particulier que
P ne contient pas de ramification (P est méromorphe en z).

Ce cas fera apparaitre N = 2 x d°¢ + 1 invariants de Birkhoff
analytiques.

I.4. Classe de Birkhoff formelle B(A) ou analytique B(A4) d’un
systéme [A]

C’est ’ensemble de tous les systemes (différentiels, linéaires, a coeffi-
cients analytiques) qui s’obtiennent comme transformé de Birkhoff formel
ou analytique de A.

Deux éléments de B(A) ou de B(A) sont dits formellement ou
analytiquement équivalents au sens de Birkhoff.
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1.5. Classification de Birkhoff analytique : Position du probléeme
Etant donné un systéme [A], on lui associe :

— sa forme normale d’Hermite [Ag] (et plus précisément une solution
fondamentale d’Hermite X, fixée une fois pour toutes en se donnant des
regles de choix 1a ol il y a possibilité de choix);

— sa classe de Birkhoff formelle B(A).

On a évidemment B(A) = B(Ao).

L’équivalence de Birkhoff analytique définit une partition de E(Ao)
en classes de Birkhoff analytiques qu’on se propose de caractériser.

On ne sait pas bien ici, parce qu’on n’a aucun critére de choix quelque
peu canonique, caractériser ces classes en faisant le choix dans chacune
d’elles d’un élément particulier comme on peut le faire pour caractériser
la classe formelle de [A] en y choisissant la forme normale d’Hermite
[Ao]. Mais on peut obtenir la classification analytique par I'interprétation
cohomologique de MALGRANGE ([M1]): Les classes analytiques de B(4,)
s’identifient a un quotient de ’ensemble de cohomologie non abélienne
H'(S"; St(Ao)) A valeurs dans le faisceau de Stokes St(Ap) c’est-a-dire le
faisceau des sections d’isotropie plates de A¢ (une autre méthode, version
“infinitésimale” de la précédente, est fournie par ECALLE-Equation du
Pont [E]).

De fagon générale, un ensemble de cohomologie non abélienne ([F))
n’hérite naturellement d’aucune des structures portées par le faisceau. On
a ici une situation exceptionnelle ou la structure linéaire affine de St(Ao)
permet de munir I’ensemble H!(S?; St(Ag)) d’une structure linéaire affine
de dimension finie sur C. Cette structure n’est en général pas unique: il
lui est associé cependant une structure unique de variété algébrique (cf.
[BV], [M2).

Nous explicitons, plus loin, le cas des systémes d’ordre n = 2.
En ce qui concerne “la” structure affine de H(S!; St(Ao)), ce cas est
particulierement simple parce qu’il ne peut conduire & aucun mélange de
niveaux : les niveaux sont les degrés des différences q.-—q\j des polynomes de
la partie irréguliere @ ;ici on n’a qu’un seul degré d°(g1—¢2) = d°(g2—q1).
On obtient une structure linéaire affine naturelle de dimension finie sur
C pour H'(S';St(A4o)) en montrant qu’on peut remplacer cet ensemble
par un ensemble de cohomologie de Cech H'(U(Ay); St(Ao)) associé a un
recouvrement naturel U(Ap) de S* ([M2]).

L.6. G(4)) et Gr(A¢) ensembles de transformations formelles
admissibles pour [Ay)

On note

G(4o) = {F € GL(n,C][[z])) | A=F4¢ € M(n,C{z},}
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I’ensemble des transformations formelles qui transforment [Ao] en un
systeme analytique, et

G1(4) = {F € G(40) | F(0) =1}

le sous-ensemble des transformations de Birkhoff formelles de [Ao] (celles
qui sont en outre tangentes d’ordre 1 a l'identité).

Notons en outre, G = GL(n,C{z}) le groupe des (germes de)
transformations analytiques et G le sous-groupe des transformations de
G tangentes d’ordre 1 a l'identité (F(0) = I).

La classe de Birkhoff formelle B(Aq) de [Ao] est P'orbite de [Ao] sous
I’action de @I(Ao).

1.7. Isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA ([M1], th.3.2)
On appelle ainsi I'isomorphisme

exp, : G\G(4o) — H'(S";St(Ao))

— G\ G(Ay) désigne le quotient & gauche de G(Aq) par le groupe des
transformations analytiques G. On a un isomorphisme canonique évident
entre G\ G(Ao) et Gr\ G1(Ao), et donc G\ G(Ayo) s’identifie aux classes
de transformations de Birkhoff formelles de Ay modulo celles qui sont
analytiques.

—  St(Ao) est le faisceau de Stokes de Ag c’est-a-dire le faisceau des
sections d’isotropie plates de Ay au-dessus de S* considéré comme I’éclaté
de 0 dans C. Un germe de section de St(Ao) est donc défini par la donnée
d’une transformation f € GL(n,O(U)) analytique sur un secteur U de
sommet 0 dans C et telle que:

i) limz—ozev f(z) =1 et f est asymptotique & I en 0 sur U,

ii) Ao = Ay (le changement de fonctions inconnues X + fX laisse Ao
invariante).

— HY(S';St(Ap)) est I’ensemble de cohomologie non abélienne sur S*
a valeurs dans St(Ao) (cf. [F]).

— exp, est défini comme suit : Soit F' € G1(Ao) et soit A = FA,.
Pour un recouvrement & = {U;, i=1,...,v} assez fin, le théoréme des
développements asymptotiques ([W], [Hu], [RS]) fournit des fonctions
F; € GL(n,0O(U;)) telles que

i) F; vérifie le systeme A = Figy sur U;,

ii) F; est asymptotique a F' sur Uj.
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La 1-cochaine

(¢ij(z) = FT'Fj(z)) € H I'(Ui,j, St(Ao))
t,é;-;_l

définit un cocycle de H(U; St(Ao)) et donc de H(S?; St(Ao)).

(Ce cocycle ne dépend pas des relevements Fj ; en outre, la cochaine
@i ; reste inchangée si on multiplie F' a gauche par une transformation
analytique.)

1.8. Gy : groupe d’isotropie de [A]
C’est le groupe

Go = {F € G=Gu(n,Clla]]) | 40 = F4o}

des transformations formelles qui laissent invariant le systéme [Ao].

Gy est contenu dans G(Ay), mais pas dans G1(Ao) puisqu’il contient
toujours les matrices scalaires AI pour tout A € C*.

Il est important pour la suite de remarquer que Gy est un sous-
groupe de G = GL(n,C{z}). En fait, il est méme algébrique: Go est un
sous-groupe de GL(n,C[z]) (cf. [J], p.55).

EXEMPLE 1. Considérons un systéme [Ag] de solution d’Hermite

Xo(z) = exp (ql(t/:c) qz(?/w)) avec 1 # g2 (a1, a2 € (1/2)C[1/z]).

Une matrice F' appartient a Gy si et seulement si il existe une matrice
C € GL(2,C) telle que FX, = X,C. En écrivant que XoCX; ' est une
série formelle, on en déduit que F = XoCX; "' convient si et seulement

si C commute avec Xy. On a alors, Gy = {(A 0) |/\,,u€C*}.

0 u
On vérifie que Gy est un sous-groupe de GL(2,C[z]). En outre, il est
isomorphe a (C*)2.
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EXEMPLE 2. Considérons un systéme [Aq] de solution d’Hermite

_( 1 0 a(l/z) 0
Xo(z) = (p(l/m) 1) exp ( 1 0 qz(l/x)) avec ¢1#q2 et p(1/z) €
(1/2)C[1/z] non nul.

Le raisonnement précédent montre que les éléments de G sont les

matrices F' = XoCX;"' ol C est de la forme (3 2) et telles que le

produit

(P(ll/w) (1)) (6\ 2) (—P(ll/w) (1)) - ((/\—ui\p(l/w) 2)

soit une série formelle.

Par suite, Gy = {(3‘ ?\) | A€ C"‘} est le groupe trivial C*I.

1.9. Classification de Birkhoff analytique : Solution du probléme

Le théoreme d’isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA résoud de
fagon théorique le probleme de la classification analytique des transfor-
mations F' de GI(AO) ou de G(Ao)

Le groupe algébrique Gy n’agit pas sur G1(Ao); mais il agit sur G(A,)
par multiplication a droite et donc il agit aussi sur les classes analytiques
G\ G(4) = Gr\ G1(Ay).

L’application qui a F € G(Ao) associe le systéme [FAq] n’est pas
injective : Deux systémes [FAo] et [F'Ao] ot F et F' appartiennent

G(Ao) coincident si et seulement si il existe une matrice Cop de Gy telle
que F = F'Cy. (En effet, [FAg] = [F'A¢] & il existe C € GL(n,C) telle
que FXy = F'XoC & F' !F € Gy). Les classes analytiques dans la
classe de Birkhoff formelle B(Ao) de [Ao] s’identifient donc au quotient
(G1\ G1(40))/Go = G\ G(40)/Go.

Les éléments de G étant analytiques, ’action a droite par un élément
Co de Gy sur G\ G(Ao) se transporte via exp, en la conjugaison
@ — Cy'pCy des cocycles ¢ par Cy. Notons Gy - H(S?; St(Ap)) - Go
I’ensemble de ces classes de conjugaison.

Ainsi 'isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA induit un isomor-
phisme :

(6r\81(40)) /G0 = G5+ H'(S"s 51(40)) - Go

permettant de caractériser les classes de Birkhoff analytiques
(Gr\ G1(A0))/Go de la classe de Birkhoff formelle de [Aq] en termes de

(classes de) cocycles.

119



Michele Loday-Richaud

1.10. Invariants de Birkhoff. Invariants analytiques
Soit [A] un systéme différentiel linéaire analytique.
On suppose fixés

— une forme normale [Ag] ainsi que I'une, Xy, de ses solutions fonda-
mentales d’Hermite dans la classe formelle de [A],

— la structure linéaire affine de dimension finie sur C de H'(S*; St(4o)),

— une base de l’espace affine H(S?; St(4y)).

Soit F € @I(Ao) telle que A = FAy. On appelle
Invariants de Birkhoff de F les composantes de exp,(F) dans la base
affine de H(S?; St(Ao)) choisie, et
Invariants analytiques de [A] les classes de conjugaison des invariants de
Birkhoff de F' sous I’action du groupe d’isotropie Go de [Ao].

Par abus de langage, on dira aussi invariants de Birkhoff de [A]
pour désigner I'un quelconque des systémes d’invariants de Birkhoff d’une
transformation F de G(Ap) telle que A = Fyp,.

I.11. Méthode de calcul effectif des invariants de Birkhoff
Nous nous proposons dans la suite de donner une méthode de calcul
effectif des invariants de Birkhoff pour tous les systémes d’ordre 2.

Par rapport a I’exemple du cas “séparé” traité dans [MR] (VI.4), on
peut rencontrer trois nouveaux types de difficultés :

i) On peut avoir une ramification (t = z'/?);
s . ’ . ’ b b ’ .
il) La partie méromorphe P vient mélanger ce qu’on voudrait séparer;

iil) Le polynéme ¢; — g2 n’est pas nécessairement un mondme.
Le schéma de calcul est le suivant :

1) Choix d’une base affine dans H'(S?; St(A4o))

— Cas sans ramification : H'(S!; St(Ao)) coincide avec ’ensemble
de cohomologie de Cech H!(U(Ao); St(Ao)) associé & un recouvrement
naturel U(Ao) de S* (pour des systémes d’ordre 2 on n’a qu’un seul
niveau). Cet ensemble est muni naturellement d’une structure d’espace
affine de dimension finie. On lui associe une base qui n’est naturelle que
modulo le choix d’une détermination du logarithme.

— Cas avec ramification : On se raméne au cas sans ramification par
un éclatement z = ¢2. On est alors soumis & une condition de “descente”
traduisant 'invariance par le changement de variable ¢ — —t (invariance
galoisienne). La base associée est vraiment naturelle.
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2) Réduction au cas séparé

2.1. Elimination de la partie méromorphe. Xo = (Pz¥)z/Ue?.

On se débarrasse de la partie méromorphe P et méme de Pz par des
changements de fonctions inconnues (un changement dans [Ao] et un autre

dans [A]).

2.2. Elimination de la matrice U (avec rupture des syméiries).
— Cas sans ramification : U = I ; on n’a rien a faire.

—  Cas avec ramification : on peut écrire z7U = Vz’ ou V est
méromorphe en ¢ = z/2 et on applique la technique de 2.1 ci-dessus
des changements de fonctions pour se débarrasser de V.

2.3. Réduction de q1 — q2 @ un mondéme. On effectue un changement de
variable du type ’

T = ¢
1+ a1u +... +a,,_1u"‘1

ouv = do(ql - qz) .

3) Calcul dans le cas séparé

2=1(¢ 1+ z1(2)) 0 2?0 exp [ 7 (/=) 0
Xo(z) = ( T 02(14.22(,))) ( 0 z’\2) p( o qz(l/z))

ou z; et z3 € 2C{z} et out ¢; — ¢2(1/z) est un mondéme en 1/z.

Ce cas est analogue a I’exemple traité dans [MR](VI.4). On peut lui
appliquer la méme méthode de calcul : méthode asymptotique basée sur
la comparaison entre isomorphisme de Malgrange-Sibuya et isomorphisme
infinitésimal correspondant.
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II. Systemes d’ordre 2. Base de H!(S?;St(A))

I1.1. Cas sans ramification X, = Pz¥z7e®

1) Recouvrement fondamental U{(4,) de S!.

Soit v = d%(¢q; — g2). Les secteurs de décroissance de e?'~9? sont au
nombre de v et alternent avec les v secteurs de décroissance de e%2791 .

Tous ces secteurs sont d’ouverture m/v. Ils sont séparés par les 2v rayons
de Stokes de Ay.

v=3

secteurs de décroissance de e

Q secteurs de décroissance de e 2 1

les rayons marqués sont tous les rayons de Stokes
Figure II.1

On choisit 'un des secteurs de décroissance, de €9*~92 par exemple,
qu’on appelle Uy 5 et on note U3, Usy, ..., Uz, les autres secteurs
de décroissance de e17%2 ou de e?~? suivant leur ordre d’apparition
lorsqu’on parcourt le cercle S dans le sens direct a partir de Ui2. On
note enfin Ry,...,R3, les 2v rayons de Stokes les séparant ( Ry séparant

Uk-1,k de Ukk+1).

On définit les ouverts

Uy =Uz 1 URUU;
U2 = U1’2 U R2 U U2,3

U2u = U2u—1,2u U R2u U U2u,1

de telle sorte que

U12=U1NU,

Uzpy =Us, N,

Le recouvrement fondamental U(Aq) est défini par

UA) ={Ui |i=1,...,20} .
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2) Structure affine sur H(S?;St(4,)). On a
H'(S%; St(Ao)) = H' (U(Ao); St(Ao))

2v
= [I T(W; 5415 St(4o)) -
j=1

Or, pour chaque ouvert Uj i1, les sections I'(Uj j+1; St(Ao)) ont une
structure naturelle d’espace affine de dimension un engendré par la section

Xo(z) ((1) }) Xo(z)™' sij est impair

Xo(z) (i (1)) Xo(z)™! sij est pair ,

ou Xo(z) est défini par I’expression P(1/z)z®z7e¢R(/?) dans laquelle on
a fait le choix d’une détermination du logarithme sur Uj ;4.

H'(S%; St(Ao)) apparait donc naturellement comme le produit de 2v
espaces affines de dimension un sur C.

Pour les bases, on fera désormais le choiz de détermination du
logarithme suivant : On suppose que Uj 2 ne contient pas le demi-axe réel
négatif (on le choisit ainsi). Sur Uj 2, on choisit la détermination principale
du logarithme et on prolonge cette détermination a Us3,...,Us, ;1 en
tournant sur S dans le sens direct.

D’ou le résultat : H'(S'; St(Ap)) est un espace affine de dimension
2v sur C engendré par les cocycles élémentaires

1 1
X X! sur Ug;_1.9;
T2j-1,2j = 0(0 1) ’ By

I sur les autres U; i1 -

1 0
X X! sur Uszj2j+1

I sur les autres Uj i11

pour tous les 3§ € Z mod v.

3) Invariants de Birkhoff. Etant donné un systeme [A] = [FAg],
on appellera invariants de Birkhoff de F (ou de [A] par abus) sans
autre précision, les composantes du cocycle exp,(F) dans la base 7 =
(1554133 = 1,2,...,2v) ci-dessus.

Ce sont ces nombres qu’on se propose d’évaluer.
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4) Remarque. Le choix d’une détermination du logarithme influe sur
la base 7. Si on change de détermination du logarithme, on obtient, apres
un tour par exemple,

2iwq 0

Rolo) = Ko@) avec = (€07 ol

) (monodromie formelle)

D’ou si on note

o

I sur les autres U; ;41

_ Xo(z)™? si z € Ugj_1,2;
T2j-1,2j(z) = ) (=) =

on a, sur Uzj_1 25,
N ~ (1 1Y\ -1 -1
T2j-1.2j(z) = Xo(a)M | | | M7 Xq (2)
2im(A —=A2)\
=X0(:l:) (1 ¢ s )Xo—l(m)
0 1
_ I+62in(,\1_,\,)X0($) (0 1) Xo—l(x)

ce qu’on peut noter pour la structure vectorielle sous-jacente d’origine I :

— e2i1l’(A1

T2j-1,2j(7) )1y 12i(z) -

De méme

(:13) — e2i1r()\2—)\1)

T2j,2j+1 T25,2+1(2) -

Evidemment, les invariants de Birkhoff doivent, eux, subir la correc-
tion inverse.

I1.2. Cas avec ramification (z = ¢?)

Xo = PzKz7Ue?

o = ((€/2) +(1/2?)q(1/2) 0
Q(1/ )—( 0 q'(1/a:)—(1/x1/2)Q(1/w))

1) Transformation par éclatement. Par un éclatement z = 2, les

systemes [A] et [Ag] sont transformés respectivement en

(4] ¢2r+l % = 24(t2)Y
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et

~ dY
[4o] g2 — = 24,(?)Y .

Choisissons [Ay] de solution fondamentale

2o /1) + (/1)) 0
Kolt) = PUHEEL Uexp (q 0 q'(l/tz)—(l/t)q(l/ﬁ))

comme forme normale de référence dans la classe de Birkhoff formelle B (4)
de [A]. Ce n’est en général pas la forme normale d’Hermite de [A] car on
'obtient par des transformation formelles en t? et non en t. Ce systeme
[Ao] ainsi que [A] est invariant sous I’action du groupe de Galois des racines
carrées de 1 c’est-a-dire par le changement de variable ¢ — te'™ = —¢.

Soit v le degré de g(1/z) en 1/z. Le degré de q1(1/t?) — g2(1/2) =
(2/t)q(1/t*) en 1/t est donc égal & 7 =2v 4+ 1 (¥ est toujours impair).

2) Structure affine sur H'(S";St(A4¢)). On définit comme précédem-
ment (cas sans ramification) le recouvrement fondamental U(Ay) =
{U; | 7 =1,...,20} de S associé & [Aq] et on a

2v
H' (" St(4p)) 2 [[ T(T; 415 St(4o)) -

i=1

On montre que H'(S?; St(Ap)) est isomorphe au sous-ensemble des
cocycles de H'(S'; St(Ap)) invariants par I’action du groupe de Galois
Gal, des racines carrées de 1. Cet ensemble est représenté en cohomologie
de Cech du recouvrement U(4p) par les familles de 1-cochaines

20
(@s,i+1) € [[ T(Uj,541; St(4o))
j=1
telles que

99j+,',’j+1+,;(t) = gaj,j+1(te'i") pour tout ] € Z mod 2v .

D’ou ’isomorphisme
v=2v+1
H(SY;St(40)) > [[ T(Tjj41; St(4o))
J=1

qui permet de munir H'(S?; St(A4¢)) d’une structure naturelle d’espace
affine de dimension # = 2v+1 (dans le cas des systémes d’ordre 2, chacun
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des espaces de sections est de dimension 1) engendré par les cocycles
élémentaires

~ 1 1\ .
Xo(t) <0 I)Xo(t)—l sur fj?j—lﬂj

I sur les autres ﬁ,',,‘.H G=1,...,v+1)

725-1,2(t) =

~ 1 0 . .
Xo(?) (1 1) Xo(t)™! sur Usjzjn

I sur les autres (7,-,;+1 (7=1,...,v)

Toj2j+1(t) =

3) Invariants de Birkhoff. Etant donné un systeme [A] = [FAo),

~

il lui correspond par l'éclatement t2 = z, le systeme [A] = [FA4o].
Conformément a 'isomorphisme

v=2v+1
HY(S'8t(40) =[] T(0;01; St(A0)

i=1

on définira les invariants de Birkhoff de F' (ou de [A] par abus) comme
étant lfs 7 = (2v + 1) premiéres composantes c¢i,¢z,...,¢; du cocycle
exp,(F) sur la base 7 = (7jj41;J =1,...,20 = 2(2v + 1)) ci-dessus.

U ~ V=1

0,, V=3 =2v+1 esttoujours impair)

Une moitié du plan suffit

Figure I1.2

4) Remarque. Dans ce cas, non seulement la base 7 est indépendante
du choix d’une détermination du logarithme, mais elle est méme globale-
ment invariante par rotation d’angle m dans le plan des ¢ (correspondant
a un tour complet dans le plan des z). Il suffit de vérifier qu’on a, pour
J=1,...,0=2v+1,

75.i41(8) = Tits jeo41(te’™) .

Faisons la vérification pour j impair (j = 2k — 1) par exemple (pour
J pair, il faudrait transposer les matrices constantes). On a

Tak—-1,2k(t) = Xo(t) ((1, }) Xo(t)™!
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et

> 1 0\ & _
Tok—145,2k+5(t') = Tak42v 2642041 (t') = Xo(t') (1 1) Xo(t")™t .

Or, pour Xo(z) = Pz¥z/Ue? avec

[+ (/2 ?)q 0
9= ( 0 q - (1/w1/2)q)

_(x 0
et J‘(o /\+1/2)

(la différence des valeurs propres modulo 1 est nécessairement égale & 1/p
ou p = 2 est 'ordre de la ramification([J], p.32)), la monodromie formelle
M définie par Xo(ze*™) = Xo(z)M a pour valeur

- 0 e2i1r)‘
M = (e2i"’\ 0 ) .

Pour t' = te'™ (t = z/2), on a donc Xo(t') = Xo(t)M, et par suite

> ~f(1 0\ ~-1% _
Tok—-1452k+5(t") = Xo(t)M (1 1) M1 X (t)7!
> 1 1\ & -
= Xo(t) (0 1)X(,(t) !
= Tok—1,2k(t) -

Par ailleurs, nous avons vu que les cocycles de H'(S; St(4y)) pro-
venant du plan des z sont invariants par I’action du groupe de Galois des
racines carrées de 1 c’est-a-dire par rotation d’angle 7 dans le plan des
t.

Il en résulte alors que dans ’expression

2v

exp,(F) =D ¢jmjja
i=1
les ¥ premiers coefficients c;,ca,...,c; coincident avec les ¥ suivants :

€1 =Cl+py €2 = C24ps.+yCp = Ciptip -

Tout ceci nous permet de préciser le point suivant :

La base 7 est bien déterminée & partir du choix d’un ouvert U; comme
premier ouvert du recouvrement U (4y).

Les invariants de Birkhoff de F' sont les ¥ premiéres parmi les 2o
composantes de exp ,(F) dans la base 7.

Pour un autre choix du premier ouvert ; dans la liste U(4y) c’est-a-
dire si on effectue une permutation circulaire sur les ouverts Us,... ,U2
du recouvrement U(Ap), les 27 éléments de la base T ainsi que les
v invariants de Birkhoff de F subissent la “méme”permutation (=
permutation de méme ordre).
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III. Systémes d’ordre 2. Réduction au cas séparé

ITI.1. Elimination de la partie méromorphe

1. Cas sans ramification.
Xo = PzKz7e?

ott Q(1/z) = (ql(})/a:) qz(f/x)) avec q1(1/2) et g2(1/2) € (1/2)C[1/2]
et 91 ;é q2.
On note v = d%(q; — ¢2).

LEMME. Soit F € GL(n,C|[z]]) telle que F(0) = I . Il existe des
matrices K', P! et F vérifiant respectivement des conditions analogues
a celles satisfaites par K, P et F (c¢f. 1.3, Forme normale d’Hermite)
telles que

FPzK = ;K" piF!

DEMONSTRATION : Etant donnée une matrice H inversible a coefficients
méromorphes, la méthode du pivot permet de 1’écrire sous la forme
FPzX : Pour cela on triangule H jusqu’3 obtenir une matrice de la forme
(p(ll/x) ?) z¥ avec p(1/z) dans (1/z)C[1/z] en n’effectuant que des
multiplications & gauche par des matrices a coeflicients séries formelles ([J],
1
p.52). De facon duale, on peut écrire H sous la forme z¥ P'F! en ne
s’autorisant que des multiplications & droite par des matrices a coefficients
séries formelles.

Il y a en outre unicité de K, p(1/z), K', p'(1/z) lorsqu’on impose la
forme triangulaire inférieure ou triangulaire supérieure, mais nous n’avons
besoin pour la suite que de ’existence.

EXEMPLE. Dans 'exemple 2 traité en V.2, ’équation [A] admet une
solution fondamentale F(z)P(1/z)zKe2(/?) ot F est une matrice de
GL(2,C[[z]]) telle que F(0) =1, ou

P(1/z)=(_%(%1+1) ‘1)) et Kz(—ol 8)
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On montre qu’en prenant

1 __ -1 0 1 _ 1 0
#=(30) o« Pum= (et 1)
on peut trouver F! € GL(2,C[[z]]) telle que F'(0) = I et que
F(z)P(1/z)zX = z¥' P'(1/2)F(z) .

On a obtenu ce résultat en cherchant & mettre la matrice (F(z)P(1/z)z*)
sous forme triangulaire inférieure par des multiplications & droite.

A titre d’exemple, explicitons le méme calcul en cherchant a obtenir
une forme triangulaire supérieure. Notons H(z) = F(z)P(1/z)z¥ et
1 0

rappelons qu’on a trouvé pour F! Dexpression F'(z) = B(z) 1

avec hl(z) € zC[[z]]. On a

H(x)=<_§-(f,+£1)+hl(z) (1)) '

On permute les colonnes, d’ou

Hl(x)=H(m)<? é)=<? -g(%+§il)+h1(m))'

On annule le terme (2 x 1) :

H3(z) = Ha(z) (_lxz (1))

- (B EEIDT SRl ge 3T
z2

On réduit le terme (1 x 1) a un mondme :

Hi(z) = Ha(z) (%U +5+5 - 3a’hl) 0)

0 1
(3 Rurse R o)
_(z K |
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On met “la diagonale” en facteur a gauche:

0 _ 3 z 4 z2 _ 3.2p1)-1
m= (5 5) (5 TR ET)
3 3 3 i .
(2 9V (! —mmt G HehE)) e h) e ] -
EEYAY 1

On se débarrasse de (3/8 + zh(z)) :

—(3 2
- (3 D)

d’ou

avec F?(z) dans GL(2,C|[[z]]) et F?(0) = I.
On a donc

F(z)P(1/z)z® = 2% P*(1/z)F*(z)

avec
2 _ 1 0 2 _ 1 ..._2:2 + 431: -1
K* = (0 _2) et P*(1/z) = (0 1 _%

Revenons a I’élimination de la partie méromorphe.
Notons

— X} =2z"e?,

o nw
\—/

. Al — (zKIPI)—lA
obtenue & partir de A par le changement de variable X = (¢ 1PI)Y,
— Al = (P)Ty

obtenue & partir de Ao par le changement de variable X = (Pz¥)Y.

Les équations [A'] et [Aj] sont & coefficients analytiques. Elles ad-
mettent respectivement pour solution fondamentale F'X! et X} . Elles
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sont donc dans la méme classe de Birkhoff formelle et on a F! € G1(A}).
En outre, X} est sous forme d’Hermite.

Les recouvrements fondamentaux associés & [Ao] et & [A}] ne dépen-
dent que de e® et donc coincident

U(A) =UAY) = {Uisi=1,...,20} .

Notons (7jjt+1)j=1,..2» €t (7} Tij +1)j=1,..,2v les bases des espaces af-
fines HY(U(Ao); St(Ao)) et HY(U(A ) St(AJ)) telles qu’on les a définies

en II et notons

exp, G\ G(do) — H'(U(Ao); St(4o)) = H'(S"; St(4o))
et

exp, : G\ G(Ay) — H'(U(A); St(45)) = H'(S'; St(4p))

les isomorphismes de MALGRANGE-SIBUYA associés aux systémes [Ao] et
[Aq]-

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif

G\G(4)) E=F, ¢\ G4))

lexp“ lexpnl

HY(S; St(Ao)) HY(S; St(A))

(C2,base 7) —32U, (€20 bage 7?)

En d’autres termes, les composantes du cocycle exp ,(F) dans la base
T=(7j+1;7 =1,. 21/) sont les mémes que celles du cocycle exp 1 (F")
dans la base 7'1_(“-,_1,)-1 20) .

DEMONSTRATION : L’application exp, prend en F' la valeur
expu(F) = (Fj—le-}-l)j=1,...,2u mod 2v
ou, pour tout j, F; désigne 'une quelconque des fonctions telles que

Fj(z) € GL(2,0(U;)) est asymptotique a F sur U;
et Fj(z)Xo(z) est solution de [A] sur Uj .

L’application exp,: prend en F' ! la valeur
expp‘ (Fl) = ((Fjl)-lel+l)j=l,...,2u mod 2»
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ou les F} sont soumises aux conditions analogues & celles des Fj.
Or, F' = (:vKlPl)_lF(Pa:K) et les fonctions zX P! et Pz¥ sont
méromorphes & l'origine. Ayant choisi les F}, on peut alors choisir les F]l

sous la forme F} = (zK" P1)-1F;(PzX) (elles ont le bon comportement

asymptotique et elles sont solutions de [A'] sur chaque U;). On a donc
I’égalité
exp 1 (F!) = (PzH)™? exp“(F)(PxK) .

D’autre part, pour un méme choix d’une matrice C et d’une déter-

mination du logarithme sur chaque Ujj41, les matrices XoCXy 1 oet
X3C(X§)™? vérifient

XloxhH) ! = (P¥) 1 X,C X5 (P2 .

Les bases 7 et 7! se correspondent donc par la méme relation de
conjugaison que les cocycles

Tii41 = (Pz®)17; ;31(Pz®) pour tout j .

2. Cas avec ramification z = #2.

11 1 1
\ 2) +7ma(3) 0
Xo = Pz¥z7Ue? ot Q(1/2) = (q(") PR .
0 Q( / ) 0 ql(%) _ zlllzq(%)
La démarche est identique; il suffit d’introduire I’éclatement z = t2

nécessaire au calcul des invariants de Birkhoff.

On applique le lemme II1.1.1. pour déterminer F', P! et K! i partir
de F', P et K et on note de fagon analogue

X3 = zUe?
Al — (IKIPI)—IA

Al = P74

On effectue ’éclatement z = t2. Notons alors A, A!,... les trans-
formés de A, A',... par cet éclatement et notons 7 et 7! les bases de

cocycles associées 3 [Ag] et a [Aj] respectivement telles qu’elles ont été
définies au §I1.2.2.

La proposition III.1.1. reste valable dans le plan de la variable ¢ mais
on ne retiendra comme invariants de Birkhoff que les 2v+1 (ol v = d%)

~

premiéres composantes de exp,(F) et de exp ,(F") dans les bases T et

Tl
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III.2. Elimination de la matrice U (avec perte de Dl’invariance
par Gal;)

Il n’y a a éliminer U parce qu’elle est différente de 1'identité I que

dans le cas avec ramification. On a alors U = (i _}1) et on travaille,
apres éclatement z = #?, sur les systémes [A], [4o], ... en la variable ¢.

Supposons déja éliminée la partie méromorphe P(t?)t2K par la
méthode du paragraphe précédent. La méme méthode permet d’éliminer
U grace au

LEMME. Soit une solution fondamentale F(t)Xo(t) de [A] o F est une
matrice de G1(Ag) et ot Xo(t) = t27Ue@1/Y) qvec

A0
2"‘(0 /\+1)’

1 1
7= )
"(1/8%) + (1/t)q(1/¢? 0
Qaﬁ)=(3 e qxuﬁ)-(unﬂnﬁ%)
Alors

i) onat”U:G 1_/f>t“;

ii) Il eziste une matrice F de GL(2,C[[t]]) vérifiant F(0) = I et il
eziste une constante vy € C telles qu’on ait

ro3 ) =(3 M) (2 7)ro-

DEMONSTRATION : Rappelons que la matrice J est la matrice de mono-
dromie modulo 1 et que, s’il y a ramification, elle est nécessairement de

la forme (}61 /{) ) avec A\ — A réel et |A\; — A2| = 1/2. Quitte a avoir
2

mis en facteur & gauche dans z¥ la bonne puissance de z, on peut donc
supposer que J s’écrit

(M 0 y s (A 0
J‘(o A1+1/2) d’ou 2‘7‘(0 /\+1)'

L’identité (i) se vérifie trivialement.

Pour vérifier (ii), notons F = (% %) On a
F(0) = E(0) =1
9(0) = h(0) = 0
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et, en outre, ces séries ne contiennent que des puissances paires de
puisqu’elles proviennent de séries en z par la substitution z = ¢2. On
cherche

= (f g . (1 1/t\ (0 1/t) ;
F—(h © vérifiant F 1) =\at 1 F .

Par identification, on obtient

h=1(f +19)

k=7f—tg

f=@/2)(F+F)+ 1/2)h + (t/2)7
g=(1/2t)(F = k) + (1/28)h — (1/2)7

En particulier, on a f(0) = k(0) = 1, h(0) = 0, mais ¢g(0) =

(1/t?)R(t)¢=0. Notons vy = g(0) et mettons la matrice en facteur

1
0 1
a gauche dans F'. Il en résulte I’existence et I'unicité de v et de F'. Les
coefficients de F' ne sont évidemment plus des séries paires en t : on a

perdu l’invariance par 'action de Gals.

ITI.3. Réduction de ¢; — ¢2 4 un “monéme”

Supposons que, grace aux réductions précédentes et a un éclatement
éventuel z = t?, on ait ramené le probléme du calcul des invariants de
Birkhoff au cas d’un systeme [A] de solution fondamentale F(z)Xo(z)
relativement a une forme normale [Ao] de solution fondamentale Xo(z) =
z7e? avec

(M0
=5 %)

et Q(1/z) = (ql(})/x) qz(f/x)) (a1(1/) et a2(1/3) € (1/2)C[1/2]) -

LEMME. Soit v = do(ql - q2) et (ql — 42)(‘};) = sz + t_f]__l +... buz—1 .
Il existe un changement de variable

u
T = ,
l+au+... +a,_quv!

ay,...,a,_1 €C

tel que les parties polaires Ql(%) et QQ(%) de ql(z(lu)) et de qz(-x—(lﬁ)
respectivement vérifient

(@ - Qo) (1) .l

ul/
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DEMONSTRATION : Effectuons dans )(g¢1 — ¢2(2) un changement de
variable de la forme proposée :

1 _i v—1\v
(ql—qz)<xu))—uy(1+a1U+...+au-1u )+ ...
by

. + 1:1(1+a1u+... +a,,_1u"'1)

On obtient alors une expression de la forme

1 b, b,_
(q1—qz)( )=i+—L+... + ==+ R(v) ,

z(u) uw  ur-l
ou R(u) est un polynéme en u et ou les coefficients bj,...,b,_; sont
déterminés a partir des coefficients a,by,...,b,-1,0a1,...,a,-1 par des

expressions de la forme
/
b; = vaa; + Bi(ai,...,ai—1)

dans lesquelles les termes notés B; sont des polynémes des coefficients
a,by,...,b; et des seuls coefficients aj,...,a;—1 d’indice inférieur a :
(B1 = b1 ne dépend d’aucun des «;).

La partie polaire (Q1 — Q2)(3) de (¢1 — qz)(ﬂlﬁ) est égale & 5 a
condition de choisir successivement

1
o] = ——B1
va
ag = —LB (1)
2= —_—Balay
1
ay_1 = —V—aB,,_l(al,ag,. ey Qy—2)

Ceci acheve la démonstration du lemme.

En appliquant ce changement de variable aux systémes [Ao] et [A],
on obtient

[A}] de solution fondamentale XJ(u) = Xo(z(u)) et
[A!] de solution fondamentale F*(u)Xj(u) avec F'(u) = F(z(u)).

X}(u) est de la forme

ar (1 + z1(u)) 0 ueQ1(1/) 0
0 az(1 + z2(u)) 0 ur2eQ2(1/4)

135



Michele Loday-Richaud

ou a; et az sont dans C* et z; et z2 sont des fonctions analytiques telles
que 21(0) = 22(0) = 0.
Notons [A}] le systéme de solution fondamentale

— A1 ,Q1(1/u) 0
ajuMe
X(I)(u) = ( 0 azul\zeQz(l/“)>

et F‘l(u)=F1(u)(1+(z)l(u) 1+22(u)) .

Le systéme [A}] est analytiquement équivalent a [A}] au sens de
Birkhoff. Il est aussi simple qu’on peut I’espérer (cf. remarque ci-dessous).

Les recouvrements fondamentaux

U(A) ={U;, §=1,...,20v}
et U(AY) =U(A}) ={U], j=1,...,2v}

associés a [Ag], [Ad] et [A}] respectivement se correspondent par I'identifi-
cation x — u du plan des = au plan des u car g1—¢2(1/z) et Q1—Q2(1/u)
ont “méme” partie principale donc “mémes” secteurs de décroissance.

Soient 7, 7! et 7! les bases de cocycles associées & Xo, X3 et X ] res-
pectivement comme en II, de la forme Xo(z)CXo(z)™!, X3 (u)CXg(u)™?
et X3(u)CX}(u)™t.

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif

G\G(4) I=E,  G\G4y) E=E, g\ GA)

lexp# J’exp“1 le_:?ﬁﬂ

H(S'; St(Ao)) H(S%; St(Ag)) H'(S%; St(4p))

| H ll

(C?, base T) Jdentité, (C?", base T!) identité, (C?, base T!)

En d’autres termes, les composantes des cocycles exp ,(F), exp (F1)

1

et €Xp 1 (F") dans les bases 7, 1! et 7! respectivement sont les mémes.

DEMONSTRATION : Pour la premiére application identité, tout se trans-
pose par le changement de variable z +— u : Si le cocycle Fj'(z)Fj;1(z)

de HI(U(A()), St(Ao)) vaut )\jTj’j.*.l(:l:) = )\on(.’II)C]‘Xo(IB)_l sur Uj,j+1 y

alors le cocycle F}(u)"'Fj(uv) = Fj(z(u) ' Fiza(z(u)) de
HI(Z/((A(I,); St(A%,)) vaut A7 i+1(z(u)) = /\jr}'j+1(u) sur l'},jﬂ .
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La deuxieme application identité résulte de ce que [A}] et [A}] sont
analytiquement équivalentes. On a

= (1Ha L0 L)W

=1 _ ol 1+21(u) 0 .
etF(u)—F(u)( 0 1+22(u)) ;

d’ou on a simultanément les relations

-1
rjl,j+1(“) = (1+(z)l(u) 1+22(u)) ?},J'+1(U) <1+;1(u) 1+22(u))

F}(u)™'Fly(u) = (1+;1(u) 1+22(u)) Fj(“)-lfj+1(;‘) (1+f)l(u) 1+22(u)

REMARQUE. En tant que systéme, [A}] est plus “simple” que [A}].Mais
il n’est pas clair qu’on ait intérét a le choisir comme forme normale de
préférence a [A}]. En effet, dans la pratique, on déterminera les coefficients
des séries formelles F'(u) ou F!(u) par identification. Il se peut que les
relations de récurrence ainsi obtenues pour déterminer F*(u) “convergent”
moins vite, ou soient moins simples que celles qui déterminent F!(u) (cf.
V.1. Exemple 1).
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IV - Calcul effectif des invariants de Birkhoff
dans le cas “séparé”

Soit [A]: z"t1(dX/dz) = AX un systéme différentiel linéaire d’or-
dre 2 a coefficients analytiques. On se propose d’évaluer numériquement
un systéme d’invariants de Birkhoff pour [A].

Ce qui précede nous permet toujours de nous ramener a un systeme
[A] de forme normale [Ag] dite “séparée” : La solution fondamentale
d’Hermite associée X est de la forme

Xo(x)=<m(1+ozl<x)) a2(1+022($))) (3 ,fi,)exp (ql(t/w) qa(?/:v))

avec
— a; et a; € C*,

—  z1(z) et z2(z) € zC{z},
— A et M €C,
— q1(1/z) et g2(1/z) € (1/2)C[1/2],

— q1—¢2(1/z) = afz¥ avec a € C* et v € N* (si a =0, il n’y a pas
d’invariants de Birkhoff),

et on peut méme, si on le désire, se débarrasser de z; et 22.

Fixons une telle forme normale de référence. On a ici comme liberté
de choix

— une permutation de ¢; et g2 (qui entraine la méme permutation
entre A1 et Az);

— le produit de 1 + z; et de 1 + 22 par des fonctions analytiques
quelconques tangentes a 1 a’origine (par exemple 1/(1421) et 1/(1+422)
permettant de se débarrasser des termes z1(z) et 22(z)).

Soit alors F € G 1(Ao) telle que A = FAy. Les cocycles élémentaires
Tii+1(z), 7 = 1,2,...,2v, définis en II forment une base affine de
H'(U(Ao); St(Ao)) & H(S';St(A4o)). On peut donc écrire le cocycle
exp,(F), image de F' par I'isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA, sous

la forme
2v

exp,(F) = ch Tjj+1 -

—1

Rappelons que, si dans les réductions préliminaires qui ont ramené le
systéme initial a [A] on n’a pas fait d’éclatement (cas sans ramification),
alors les coefficients ¢j, j = 1,...,2v, forment un systéme d’invariants
de Birkhoff pour le systéme initial. Si on a fait un éclatement (cas avec
ramification), la famille des coefficients cj, j = 1,...,2v, est invariante
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par permutation d’indices d’ordre v (cj4, = c¢; pour tout j mod2v) et
un systeme d’invariants de Birkhoff pour le systeme initial est constitué de
v coefficients consécutifs; on a choisi en outre de prendre les v premiers.

Ce sont ces coefficients ¢j, 7 = 1,...,v ou 2v qu’on se propose
d’évaluer.

Le calcul va les séparer en deux familles :

— Les ¢; pour j impair qui sont reliés aux coefficients g,, de

P=y (f )

n>0

— Les ¢j pour j pair qui sont reliés aux coefficients h, de F.

IV.1. Détermination de F =1 + Z F(n)z" telle que A = FA,
n>1

On peut déterminer les coefficients F(n) = £" In
n

% ) de proche en

proche par identification dans I’équation de passage de [A] & [Ao]:
"t (dF/dz) = AF — F A, .

En fait, nous n’aurons besoin que des seules relations permettant de
déterminer les coefficients g, et h, (plus précisément des variantes G,
et H, de ceux-ci; voir remarque IV.6).

Dans le cas ou la matrice A du systéme étudié est algébrique et ou
on garde dans X, les fonctions z; et 2z, qui s’introduisent naturellement
dans le changement de variable z = z(u) lors de la réduction de ¢; — g2
4 un mondme (cf. V.1, Exemple 1), on obtient pour déterminer g, et h,
de vraies relations de récurrence linéaires d’ordre fini. Dans les autres cas,
on obtient des relations linéaires & un nombre croissant de termes.

IV.2. Données infinitésimales associées
Aux cocycles élémentaires, choisis comme base de H(U(Ao); St(4o)),

rajo12;(z) = I+ X, (g (1)) X! sur Usj_j 2;
I sur les autres U; it1
et
I+ Xo (0 O)X(;.l sur U2j2j+1
T2j2j+1(2) = 1 0 '

I sur les autres Ujit1
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on associe les cocycles infinitésimaux élémentaires

0 1
X X! r Uyi_19;
7':51_1,2,'(53) _ 0 (0 0) 0 su 2j—1,25

0 sur les autres U it

et

00
XO < > X—l sur U2 ,25+1
Toj2i+1(2) = 10)°° e

0 sur les autres U iq1
(cocycles abéliens au sens usuel pour la structure additive des matrices
2v
et le recouvrement U(Ao)). Au cocycle Z € Tj,j+1, on associe le cocycle

i=1

2v
. . , . . I. .
infinitésimal E CjTjjt1-

=1

L’application de Cauchy-Heine qui n’est autre que la réciproque

de lisomorphisme infinitésimal permet d’associer a tous ces cocycles
infinitésimaux des séries formelles par des formules explicites :

A Tj 41, elle associe la série Z CHj j4+1(n)z™ ou

n>0
CHjja(n) = o= [ €727t 0(6)d
sit1(n) = o £ T i41(6)dE
in J..
]
7v; désignant un “germe” de bissectrice du secteur Uj j41 issu de 0;
2v 2v
a Zc,- T} j+1, elle associe la série Z(z ¢j CHj j+1(n))z™.
Jj=1 n>0 j=1

IV.3. Comparaison entre données de départ et données infinitési-
males. Principe du calcul

La comparaison entre l'isomorphisme de MALGRANGE-SIBUYA et
'isomorphisme infinitésimal correspondant ((MR], VI.4.3) fournit la rela-
tion

2v

(*) pp()_ ¢j CHj j11(n)) = pp(F(n)) .

i=1

(On note pp pour partie principale par rapport a la variable n € N quand
n tend vers I'infini.)

Or d’une part, nous venons de voir qu’on sait évaluer asymptoti-
quement les F(n) par des relations de récurrence linéaires; d’autre part,
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on sait calculer les parties principales des coefficients de Cauchy-Heine
CH;,j+1(n). La relation (*) fournit alors des relations entre les coeffi-
cients c;j. Dans le cas d’une forme normale “séparée”, mais dans ce cas
seulement, ces relations déterminent de fagon simple I’ensemble des coeffi-
cients c;. Elles se séparent en deux systémes de Cramer déterminant, I’un
les coefficients ¢; pour j pair, 'autre les coefficients ¢; pour j impair.

IV .4. Parties principales des coefficients CH; j11(n)

Les formules asymptotiques qu’on va obtenir sont indépendantes de
zy et de z2. Pour simplifier, nous supposons donc dés a présent que
z1 = 22 = 0. Notons A = A; — Az et ay,a2,...,az, les arguments
des bissectrices des secteurs Uy 2,Us3,...,Us,1 correspondant au choix
fait de la détermination du logarithme sur chacun de ces secteurs. On
aaj=0ar+(—1)r/v pour j =1,...,2v. Pour les secteurs d’ordre
impair Uy 9,...,Uz,—12,, on fait le calcul sutvant:

1l a —n o 0 1
CHiz(n) = 2z7ra; ¢ e/ d£(0 0)

On ramene cette intégrale a une vraie fonction gamma par le change-
ment de variable s = |a| 'Y {7 | ds/s = —vd{/E,

1 € 0 1
10111/ (n—=A)/v (n—=A)/v—-1 =3 ds
CHiz(n) = 227rl/a2(|a| ) /; y ¢ (0 0)

On a donc

1 a talu n— v —-A 01
CHia(n) = 57y () D) (1) (T-4-4)

avec ngrfw €1,2(n) =0.

Du méme calcul le long de la bissectrice y2;—1 de Uzj_1,25, on déduit

CHzj—_1,2j(n) = CHyz(n)e~U=D2im(n=M/v(1 4 By; 4 5i(n))

n—

avec 11141_1 Ezj_12j(n)=0.

C’est la forme particuliére de ce coefficient e~(—D2im(n=A)/v oregt.
a-dire sa périodicité d’ordre v en n, qui permet la suite du calcul telle
qu’elle est proposée. C’est aussi ce qui nous impose de ramener 1’exposant
¢1 — g2 de ’exponentielle & un mondme a/z”. Pour les secteurs d’ordre
pair Uy s,..., Uz 1, on a:

1l a —n—A-1,-a 0 0
CH23(n) 2z1raj ¢ A o dé(l O) ;
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d’ou

Cszg(n) _ 1 92(|a| eiazu)—(n+A)/ur(M) (2 8) (I+ 62,3(7?,))

Niwv ay v

avec lim €23 =0, et
n—+oo

CHzj2j+1(n) = CHa(n)e=U—DZ(nt /v ([ 4 By 0i11(n))

avec lim FE5;.:41(n)=0.
JJim  Eyjzi4a(n)

On peut, a ce stade, faire un certain nombre de remarques.

a) Les CHj ;41 pour j impair, comme pour j pair, ont tous en
module le méme comportement asymptotique, mais ce comportement
differe entre les CH; j41 pour j impair et les CH; j41 pour j pair: Les
uns sont donc toujours dominants par rapport aux autres (seule exception :
A = 0 et encore faut-il avoir supprimé le facteur z¥ si K # kI dans la
forme normale Xj ).

b) Dans la partie principale des CHj j4+1 pour j impair, seul le
terme (1 X 2) en lre ligne et 2e colonne est non nul : on déduira les
invariants de Birkhoff ¢; pour 7 impair de la seule “valeur asymptotique”
des coeflicients g, ; pour j pair, seul le terme (2 X 1) en 2e ligne et 1re
colonne est non nul : on déduira les invariants de Birkhoff ¢; pour j pair
de la seule “valeur asymptotique” des coefficients h,, .

c) Cette séparation est fondamentale : Si la suite du calcul mélangeait
des termes pour j impair et pour j pair, dont les comportements
asymptotiques ne sont pas du méme ordre, on ne pourrait obtenir que
les invariants de Birkhoff correspondant auz termes dominants (donc la
moitié d’entre euz seulement).

C’est la raison qui nous contraint a nous débarrasser de la partie
méromorphe méme constante et de la matrice U (IIL.1 et 2).

IV.5. Calcul des invariants de Birkhoff ¢; pour j impair
On écrit les v égalités asymptotiques (¢ =0,1,...,v—1):

v
pp (coef1 5 c2j—1 CHzj1,2i(mv + ) = PP (gmu+4) »
j=1
ou pp(...) désigne ici la partie principale quand m tend vers +oo.

Ces égalités s’obtiennent en restreignant I’égalité asymptotique IV.3.(%)
aux éléments en 1re ligne et 2e colonne des matrices considérées, puis en
appliquant cette égalité aux sous-suites des termes de v en v.
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On remarque que, pour ¢ fixé, les termes CHgaj_12j(mv + ¢) sont
tous en partie principale proportionnels a 'un d’eux CH;2(mv +gq) :

CHzj_12j(mv+q) = CH; o(mu+q)e”U—D2mla=D/v (1L By ) o i(my+g))

(le coefficient de proportionnalité e~(U—12m(a—A)/¥ et indépendant de
Iindice m). Le premier membre des égalités asymptotiques ci-dessus
s’écrit donc

pp(coefl,z( CH1,2(mV + q))) Z c2]_le_(1—l)2l7r(q_A)/V
Jj=1

ou l'expression sous le signe ) est une constante indépendante de m.

Notons
Imv+q

pp (coef 2(CHy 2(mv + q)))

On a alors les résultats suivants :

Gmu+q =

PROPOSITION. 1) Pour chaque ¢=0,1,...,(v —1), la suste

G _ 2imv(|a| eierv)mHa-N/v g,
myrv+q = I-\(m + (q _ A)/V) a gmu+q

admet une limite finie G, € C quand m tend vers +oo.

2) On obtient une “valeur approchée” de G, en calculant les termes
Gmy+q de proche en proche comme les gmy+q (cf. Temarque IV.7 ci-
dessous).

8) Les invariants de Birkhoff c1,c3,...,c2,—1 sont lunique solution
du systéme de Cramer

v
ZC2j_le_(j—1)2i7r(q—A)/u — gq . g= 0’ ..., (1/ _ 1) .
j=1

IV.6. Calcul des invariants de Birkhoff ¢; pour j pair

On fait le méme calcul a partir des éléments en 2e ligne et 1re colonne
dans I’égalité IV.3.(x), la série (h,) jouant maintenant le role de (g,). On
écrit les v égalités (¢ =0,1,...,v—1):

v

pp(coefz,1( D c2j CHzj2j41(mv + 9))) = PP (mu+q) -
i=1

Pour ¢ fixé, les CHzjzj41(mv + ¢) sont tous proportionnels en partie
principale a CHj 3(mv + q) suivant la relation

CHyj2j41(mv+q) = CHg z(my+q)e U D2 @My ([ LBy oot (my+g))
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et le premier membre de I’égalité asymptotique ci-dessus s’écrit

pp (coefz 1(CHa 3(mv + q))) Z C2j e—(=12im(g+N) /v
Jj=1

Notons
hmu+q

pp(coefz,1(CHz 3(mv + q)))

On a alors les résultats suivants :

Hmu+q =

PROPOSITION. 1) Pour chaque ¢=0,1,...,(v —1), la suite

2i7ru(|a|eiazv)—-m~—(q+A)/v ﬂh
T(m+(g+A)/v) a ™

Hmu+q =

admet une limite finie Hy € C quand m tend vers +oo.

2) On obtient une “valeur approchée” de H, en calculant les coeffi-
cients H,,,4, de proche en proche comme les hpy,4q (cf. remarque IV.7
ci-dessous).

8) Les invariants de Birkhoff c2,ca,...,c2, sont Uunique solution du
systéme de Cramer

14

Z coje U VUMD /v — | g =0,1,...,(v-1).
=1

IV.7. Remarque : Calcul des limites G, et H,

Chacune des sous-suites (Gmy44)m converge vers une limite finie G, .
La suite (Gn)n “oscille” donc entre un certain nombre de valeurs finies.

Le coefficient 2i1r(|1; ﬁi’.‘;’,‘i{:} 577 » ainsi que le coefficient g, qui est du

méme ordre de grandeur, tend trés fortement vers linfini. La relation
de récurrence pour déterminer lesg,, si simple soit-elle, “ezplosera”
inéuvitablement trés vite lors d’un traitement par ordinateur.

D’apreés ce qui précede, il n’en va pas de méme de la relation de
récurrence transposée sur la suite (Gp) qui, elle, conserve un ordre de
grandeur numérique fini.

La méme remarque vaut pour la suite (H,).

Il est donc préférable de travailler avec G, et H, au lieu de g, et
hy, . Pour obtenir directement les relations de récurrence définissant les
suites G et Hy,, il suffirait d’écrire F(n) sous la forme

f G DM &
F(n) _ n n 2i1rv(|a‘e‘°‘1")(""‘\)/" as
- T((n+A)/v) az 1.
" 2imy(|ajeto2? j(ntd)iv ay An
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avant de faire I'identification dans ’équation z"t1(dF/dz) = AF — FA,.

La vitesse de convergence des relations de récurrence et 1’évaluation
de erreur sont elles aussi des problemes pratiques importants que nous
n’avons pas abordés mais auxquels il conviendrait de s’attacher en vue
d’une implantation de ’algorithme sur ordinateur. Rappelons simplement
que 'une de nos libertés pour influer sur la vitesse réside par exemple dans
un choix astucieux des fonctions z1(z) et z2(z) de la forme normale de
référence Xo (cf. II1.3 et V.1 Exemple 1). On a aussi en général plusieurs
choix possibles de la partie méromorphe de X, (cf. IIL.1).
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V. Trois exemples

V.1. Exemple 1

Cet exemple n’admet ni ramification, ni partie méromorphe. Il
contient de la monodromie formelle modulo 1 (termes en z!/3 de la solu-
tion) et ¢; — g2 n’est pas réduit & un mondme.

On se propose de déterminer les invariants de Birkhoff du systeme

1+ 222 iz
[A] z°— = AX avec A=( 2; 2+:2;——x2 .

On choisit pour forme normale de [A], la forme d’Hermite

dX 1+ 1z 0
32— — 3
[Ao] T T = ApX avec Ay = ( 0 2+ 1

et pour solution fondamentale normale, la solution d’Hermite

Xo(z) = (x1/3691(1/1) 0 ) vec { ql(l/x) = —-2%5
0 0 e12(1/2) » 0(1/z) = __;1!_ _

définie sans ambiguité sur la surface de Riemann du logarithme.

Le systeme [A] admet alors une solution fondamentale formelle de la
forme FX, ou F € GL(2,C[[z]]) et F(0)=1I.

Cet exemple ne contenant ni ramification, ni partie méromorphe
meéme constante, la partie “réduction au cas séparé” de l’algorithme ne
comporte que la réduction de ¢; — g2 & un mondéme.

1
z

Réduction de ¢; — ¢2 & un monéme. On effectue le changement de
variable z = u/(1 — u).

Les systemes [A] et [Ag] deviennent respectivement

dX 1—2u+Tu? lu(l —u)
1 3 —_ —_— =4 1 = 3 2
[AY] w(1—w) o0 A X avec A ( 2u(l — u) 9 3u

dX 1 —2u+ 442 0
1 3 _ — = Al 1 3
[Ag] v'(1—w) o0 ApX avec Ay ( 0 2-3u+ u2)

et leurs solutions fondamentales deviennent
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pour [AJ] : X3 (u) = Xo(u/(1 — u)) c’est-a-dire

1/371 _ . \=1/3_1_ _ql(1/u)
10 [P —u) eeh 0
Xo(u) = ( 0 (gt (1/4)

avec 1

{‘11(1/“) ’2.17 ?12
Q2(1/u) Eli' +3

pour [A']: F(u)X§(u) avec Fl(u) = F(u/(1 —u)).

Notons
Pw=(1 1)

‘I+Z(fn g:)

n>1

F! est I'unique transformation formelle, solution du systéme de
passage de [A'] & [A}]
dF?
u?(1 - u)w = A'F! — F1 4}

qui vérifie F1(0) = I. Par identification, on en déduit pour déterminer g
et h (on n’a besoin ni de f, ni de k) les équations

1 ot dg 14

d%g 8 2
&2h 7, . s.dh

d’ou les relatlons de récurrence

(n - 1)gn = (2n - 5)gn 1~ Gn-2

(a) +(n—3)(2n — 1—;)gn_:’. —(n=3)(n — 4)gn—s

(n= 1)k = (1 = 1)hn_s + (n = 2)(n — 2)hn_s

(8) 3
—(n—=3)(n—2)hn_s

avec les conditions initiales

1
(ao) go =0, =3, f2=-3, =

(Bo) ho =0, hy=hy=—2
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REMARQUE. X;(u) n’est pas de la forme d’Hermite “pure”. Il faudrait
pour cela se débarrasser du facteur (1—u)~!/? en effectuant le changement
(1—u)"13 0

0 1
normale de référence [A}] (cf. proposition IIL1).

de fonction inconnue X +—» ( ) X, d’ol une nouvelle forme

Mais alors les équations définissant g et h ne seraient plus a coefli-
cients polynomiaux, mais & coefficients analytiques. On n’aurait plus de
vraies relations de récurrence pour le calcul des g, et des h,, mais des
relations a un nombre croissant de termes.

I1 est donc sur ce point plus simple (sinon numériquement plus per-
formant) de choisir [A}] plut6t que [A}] comme forme normale. En outre,
pour la suite, en ce qui concerne les formules de calculs asymptotiques, les
deux choix sont équivalents.

Définition des invariants de Birkhoff de F. L’ensemble de coho-
mologie H!(S'; St(Ao)) s’identifie a ’ensemble de cohomologie de Cech
H(U(Ap); St(Ap)) du recouvrement fondamental U(A4y) = {Uy, Us, Us, Us},

ou

Up={zeC | —%<argm<—-§+7r mod 27}
U;={ze€C | 7}<argm<-}+1r mod 27}
Us={z€eC | %<argz<%7—r-+7r mod 27}

Us={z€eC | %r<arg:c<-5£-+7r mod 27}

X

Figure V.1.1

(Cf. Figure V.1.1)

Comme convenu, U; 2 = U; N U, est un secteur de décroissance de
€979 ; il ne rencontre pas R™ et on y choisit la détermination principale
du logarithme qu’on prolonge aux autres U; ;41 en tournant dans le sens
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. . 1/3 i
direct. Ainsi on a z/3 = |z| /3 e1/3)iargz gyec

< z < 3n U

— a‘ —

4 g n sur 1,2
3T < argz < o U.
— I‘ —

n g 1 sur 2,3
ST < < T U

n argzx 1 sur 3,4
T < < o U.

4 argx 4 sur 4,1 -

H'(U(Ao); St(Ao)) est naturellement un espace affine de dimension 4
de base 7 = (711,2,72,3,73,4,74,1) ou les cocycles élémentaires Tii+1 sont
définis par :

2= %o (1 1) Xi1 = [ 4 g1f3ena(i/2) (8 (1)> sur Ui 5

0 1
23 = Xo (i 2) Xyl = T4 3732~ 0(l/2) (? g) sur Uz 3
na=Xo(§ 1) x5t = reatennr (3 1) v,
a1 = Xo (i (1)) Xyl =14 g7 B0/ ((1) g) sur Uy

et ol ¢1 — g2(1/z) = (1/22%) + (1/z) n’est pas un mondme.

A la matrice F' correspond, par l'application exp,, un cocycle
c1T1,2 + CaTa 3 + C3Taa + CaTas (c1,¢2,03,¢4 € C) de HY(U(Ao); St(Ao)).
Les coefficients c1,c2,c3,cq4 sont les invariants de Birkhoff de F dont on
se propose de calculer une valeur numérique approchée.

Pour cela, on remplace les systemes [A] et [Aq] par [Al] et [A}] et
on fait le calcul asymptotique proposé. On remarquera qu’on ne peut
pas faire le calcul asymptotique proposé directement sur [A] et [Ao] car
g1 — ¢2 n’étant pas un mondéme les parties principales de Cauchy-Heine
comportent en facteur des puissances de eV™ qui compromettent la suite
du calcul : Les équations

pp (¢1 CHi2(n) + ¢3 CHs 4(n)) = pp (g QOn)

et
pp(c2 CHz3(n) + c4CH4,1(n)) = pp (,? 8)

ne se scindent pas, chacune, en deux équations formant systeme de Cramer
pour déterminer cj,c3 d’une part et c2,c4 d’autre part.

149



Michele Loday-Richaud

Base de H!(S';St(Al)). Le recouvrement fondamental U(Aj) =
{U},U3,U3,U}} est défini dans le plan des u comme U(Ao) dans le
plan des z. (Cf. Figure V.1.2)

Figure V.1.2

On fait les mémes choix de déterminations du logarithme et on prend
pour base de H'(U(A}); St(Ag)) la famille 78 = (7]5,73 3,73 4:741)
analogue a la famille 7, ce qui donne

T2 = 0 0

I : sur les autres U} i+1

. { I+ \/Lzul/3(1 — u)—(1/3)eq}‘9;(1/“) (0 1) sur l'j'll’2

T2,3 = 1 0

1
I sur les autres U; ;,

1 {z+¢zu-1/3(1_u)l/se«é—am/u) (3 o) st

T34 =

0 0
I sur les autres U},

0 1
) { I+ 713“1/3(1 — u)-(1/3)e‘1}—9;(1/“) ( ) sur U31’4

Tg1 = 1 0

1
I sur les autres U; ;4

0 0
. { I+ \/;u—l/s(l_u)l/seq;-—q:a/u)( ) sur U},

et ol, ici, ¢} — ¢3(1/u) = 1/2u? est un mondme.
Nous avons vu qu a4 F! est associé par exp,: le cocycle ¢;7i 2t

2Ty 3t 037'34 + 647'4 1 ou les ¢; sont les lnvarxants de Birkhoff de F
cherchés (Propos1tlon I11.3).
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Coefficients de Cauchy-Heine associés & F!. Ce sont

Hi,(n) = QW\/_ °°£1/3 1{;5) 1/3 ¢1/26) g¢ (8 (1))
i [ Cg e
CHL ,(n 22%\/_ °°€"3(1£n—+§) e 1/(ze’>d§<8 (1))
CH41( ) = ;{; 0 °°§ 1/3§111+—1 £)L/3 1/(252)d{ <(1) 8)

On constate que CH}’z(n) et CH;A(n) n’interviennent que dans le
terme (1 x 2) (en lre ligne, 2e colonne : matrice (8 é) ), alors que
CH%,s(n) et CHi’l(n) n’interviennent que dans le terme (2 x 1) (en 2e

10

Ce phénomene de scindage provient de I’absence de partie méro-
morphe méme constante dans X et il a pour conséquence la séparation
en le calcul de ¢; et ¢3 d’une part et le calcul de ¢; et ¢4 d’autre part.

ligne, 1re colonne : matrice (0 0) )-

Calcul de ¢; et de ¢c3. On a

pp(CHj 5(n)) = 22.7:\/_ ¢iT/6 g=imn/29n /2~ 7/6P(3n )(g (1))
et
pp(CH3 4(n)) = (=1)""™/3pp(CH] 4(n)) .

On écrit I’équation

0 9
PP (017'11,2 + c3"'31,4) (0 90 )

qui identifie les comportements asymptotiques des termes (1 X 2) de
c1mio + CoT) 3 + CaTi 4 + camq; et de F.

Puis, on extrait de cette équation les v équations des termes de v
en v. Ici v = d°(¢} —¢3) = 2. On sépare donc en sous-suite des termes
d’indice pair et sous-suite des termes d’indice impair, ce qui fournit pour
déterminer c; et cs le systéme de Cramer

{ a+ ei1r/3c3 = Go ) { Go = limm—>+oo G2m
ou

e — e3¢y =G, G1 = limpm ot o0 G2m+1
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et G, = 27:77\/56'—'."/6 ei™n/29-n/2+7/6 F(3n6_1)—lgn-
Or, le coefficient g, de la série F! est connu par la relation de

récurrence (a) avec conditions initiales (ag), ce qui va nous permettre
d’évaluer numériquement Gy et G;. On a donc

q=g%+@)

(1) 1
c3 = 56_'”/3(% -G1)

Rappelons encore que le fait qu’on puisse obtenir ainsi un systeme
de Cramer pour déterminer ¢; et c3 en séparant sous-suite des termes
d’indice pair et sous-suite des termes d’indice impair est di a ce que ¢ —g3
est un monéme (de degré 2).

Calcul de ¢; et de ¢4. On a

¢ n _—imw nf2— 3n+1
pp(CH} 5 () = Yo (—1)r e/ gn/a-s/op 20t L

et
pp(CHY 1 (n)) = (—1)"e"/*pp(CHz4(n)) -

En opérant comme pour ¢; et c3, on obtient pour déterminer c; et
¢y le systeme de Cramer

{ c2 + e~in/3 cs = Ho N { Ho = limp 40 Hom
ou

co—e By =H, Hy = limptoo Ham1

et
2t

NG

( hn est le coefficient (2 x 1) de la série F! défini par la relation de
récurrence () avec les conditions initiales (3)). On a donc

Hn — (_l)neiﬂ/32—n/2+5/ﬁr(3n6'|‘ 1 )_1 hn

(Ho + H1)

Cy =

(2)

[ NN e N e

Cq4 = __ei1r/3(H0 - Hl)
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REMARQUE. On observe que les parties principales des coefficients de
Cauchy-Heine CHiJ et CH:‘;A d’une part, CH§,3 et CHi,1 d’autre part
ne sont pas du méme ordre de grandeur : Ceci est toujours le cas lorsque
la monodromie formelle n’est pas nulle.

La séparation entre le calcul de ¢; et c3 d’une part et celui de ¢,
et c4 d’autre part est donc fondamentale. Sinon, on ne pourrait, par
limite asymptotique, obtenir que les deux invariants associés aux termes
dominants; ici donc, on ne pourrait obtenir que c; et ¢4 puisque CH§’3
et CHi’l sont dominants sur CH}’Z et CH;A.

Rappelons que cette séparation est due & ’absence de partie méromor-
phe, y compris constante, dans X .

Calcul numérique de G, et de G;. La relation de récurrence (a) défi-
nissant g, est fortement explosive puisque g, croit comme 2"/2I'((3n —
1)/6). Celle qui définit G, ne l’est pas: La sous-suite des termes pairs
doit converger vers Gy, celle des termes impairs vers G .

Si on pose G, = 2im\/ee”"/627/6G"  on a
gn = e~ ™27 ((3n — 1)/6)G",

et les relations (a) et (ap) deviennent

, _ 2n—=35 ; , 3?2 -Tm-12 ,
(o) Gn = 2(n — 1)7'1 V26, i+ (n=1)(3n-17) Cns
(n —3)(6n —13) 9(n —3)(n—4) ,

- )7“1\/-2-G,n—3 -

2(n—1)(3n — 10 (n—1)(3n-13)(3n-7) ™*

1 _ " i
' Go=0, Gy = 2v2l(1/3) °
(o) 1 1 G = —3i
2 = 4I(5/6) > 37 23,AT(1/3)
_ I((3n-1)/6-1/2)
aVeC Yn = I ((3n-1)/6)
Introduisons maintenant les inconnues r et a par
I'(5/6)
{ ram = ['(5/6)G3p, I R VO R
ram+1 = iV2D(1/3)Ghpm a2m+1 = —%(51/%)7%“

L’introduction de r et de a n’a rien d’impératif. Mais ce faisant, on obtient
des coefficients et valeurs initiales plus simples car rationnelles. On obtient,
pour déterminer les 7 et les a, les relations

. 4m — 5 G T 12m2—14m—12r
T oem—1) T T @m—1)(6m —1) ™77
(2m — 3)(12m — 13) __ 18@m-3)(m-2)
902m — 1)(6m — 10) 2™ ™2~ @m — 1)(6m — 13)(6m — 7) *™*
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_4m—3a . +6m2—m—8r
T2m+41 = am 2m+1T2m 3m(3m — 2) 2m—1
(m—l)(12m—7)a , __9Y(m—1)(2m —3) ,
om(bm —7) I T U (B3m—5)(3m —2) "
avec ro =0 r—_l r—l ,-_é
0 — ) 1 — 2 ) 2 = 4 9 3 = 8
et les relations
a _ 6m — 4a ; _ 6m — 1a
2m+2 = 6m — 1 2m €U QA2m43 = 6m + 2 2m+1
avec ag4 = g t ags = E
4 = 5 € 5 — 4 .

Ce sont ces formules qu’on a programmées pour déterminer une valeur
approchée de Gy et de Gy, d’oli ’on déduit par les formules (1) une valeur
approchée des invariants de Birkhoff ¢; et c3 de F'. Les valeurs successives
des termes de 250 en 250 des suites rz,, et rop,y; jusqu’a m = 30000
sont consignées dans la table A et donnent comme valeurs approchées de
c; et de c3

c1 ~4.462 + 1 4.112
c3 ~4.011 + ¢ 2.836

(Par accélération de convergence du ler ordre, on obtient ces résultats
environ 5 fois plus vite.)

Calcul numérique de H, et de H;. La relation de récurrence (f)
définissant (hy) est elle aussi fortement explosive puisque h, croit comme

2"/20((3n +1)/6).
Si on pose H, = (2in/\/e)e™/325/H! ' on a

hn = (-1)"T((3n +1)/6)2"/?H,
et les relations (f) et (fBo) deviennent

(n-2)3n-2)_, 3 (n=3)(n—-2)

(B) Hy = —bu s ) 3n =) P2 3 D) (3n =)

bnHy g

\/i Y] —1
Hy ==

(5(’)) H(lj—_-O, Hj m

LTTER)
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m: ™2m : r2m41 ¢ m: r2m : T2m+41 :
0 0.00000000 -0.50000000 15000 0.39046776 0.91974159

1 0.25000000 0.37500000 15250 0.39043910 0.91986663

250 0.41154878 0.81329885 15500 0.39041113 0.91998861
500 0.40501543 0.84983628 15750 0.39038382 0.92010767
750 0.40193663  0.86581987 16000 0.39035714  0.92022391
1000 0.40004864° 0.87527662 16250 0.39033108 0.92033745
1250 0.39873795  0.88169698 16500 0.39030561 0.92044839
1500 0.39775897  0.88641811 16750 0.39028071 0.92055682
1750 0.39699144 0.89007633 17000 0.39025635 0.92066284
2000 0.39636852 0.89301793 17250  0.39023252 0.92076653
2250 0.39584971 0.89544953 17500 0.39020919 0.92086799
2500 0.39540881 0.89750302 17750 0.39018636 0.92096729
2750 0.39502803 0.89926704 18000 0.39016400 0.92106450
3000 0.39469480 0.90080367 18250 0.39014209 0.92115970
3250 0.39439995 0.90215780 18500 0.39012063 0.92125295
3500 0.39413661 0.90336287 18750 0.39009960 0.92134433
3750 0.39389954 0.90444430 19000 0.39007898 0.92143389
4000 0.39368461 0.90542186 19250 0.39005876 0.92152169
4250 0.39348858 0.90631114 19500 0.39003892 0.92160778
4500 0.39330882 0.90712467 19750 0.39001946 0.92169224
4750 0.39314320 0.90787259 20000 0.39000036 0.92177509
5000 0.39298994  0.90856328 20250 0.38998162 0.92185641
5250 0.39284758 0.90920365 20500 0.38996321 0.92193622
55000 0.39271488 0.90979954 20750 0.38994514 0.92201458
5750 0.39259079  0.91035584 21000 0.38992739 0.92209153
6000 0.39247442 0.91087677 21250 0.38990995 0.92216712
6250 0.39236500 0.91136590 21500 0.38989281 0.92224137
6500 0.39226185 0.91182634 21750  0.38987597 0.92231434
6750 0.39216441 0.91226079 22000 0.38985941 0.92238606
7000 0.39207216 0.91267160 22250 0.38984313 0.92245656
7250 0.39198466 0.91306083 22500 0.38982712 0.92252587
7500. 0.39190151 0.91343031 22750 0.38981137 0.92259404
7750 0.39182236 0.91378165 23000 0.38979588 0.92266109
8000 0.39174690 0.91411630 23250 0.38978064 0.92272704
8250 0.39167485 0.91443551 23500 0.38976564 0.92279194
8500 0.39160597 0.91474046 23750 0.38975087 0.92285581
8750 0.39154002 0.91503216 24000 0.38973634  0.92291867
9000 0.39147680 0.91531155 24250 0.38972202 0.92298056
9250 0.39141613 0.91557947 24500 0.38970793 0.92304149
9500 0.39135785  0.91583668 24750 0.38969405  0.92310149
9750 0.39130179 0.91608388 25000 0.38968037 0.92316059
10000 0.39124782  0.91632170 25250 0.38966690  0.92321881
10250 0.39119582  0.91655071 25500 0.38965363  0.92327616
10500 0.39114566 0.91677145 25750  0.38964054 0.92333267
10750 0.39109725 0.91698440 26000 0.38962765  0.92338836
11000 0.39105047 0.91719002 26250 0.38961494 0.92344326
11250 0.39100525 0.91738870 26500 0.38960240 0.92349737
11500 0.39096149 0.91758083 26750 0.38959005 0.92355071
11750 0.39091912 0.91776677 27000 0.38957786 0.92360332
12000 0.39087807 0.91794683 27250 0.38956584 0.92365519
12250 0.39083827  0.91812133 27500 0.38955398  0.92370635
12500 0.39079966  0.91829054 27750  0.38954229 0.92375682
12750 0.39076217 0.91845472 28000 0.38953074 0.92380661
13000 0.39072576 0.91861412 28250 0.38951936 0.92385573
13250 0.39069038 0.91876896 28500 0.38950812 0.92390420
13500 0.39065597 0.91891946 28750 0.38949702 0.92395204
13750 0.39062250 0.91906581 29000 0.38948607  0.92399925
14000 0.39058992 0.91920821 29250 0.38947526 0.92404586
14250 0.39055819 0.91934683 29500 0.38946459 0.92409187
14500 0.39052728 0.91948183 29750 ,0.38945404 0.92413729
14750 0.39049715 0.91961337 30000 0.38944364 0.92418215

Table de Convergence A

Liste des valeurs numériques des suites convergentes ro;, €t rom+1 définies
par récurrence en V.1. Leurs limites Gy et G; permettent de calculer les
invariants de Birkhoff ¢; =~ 4.462 + 14.112 et c3 =~ 4.011 + :2.836 de
Pexemple V.1.
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_ T((3n+1)/6—1/2)
T VRI((Bn+1)/6)

Introduisons les inconnues s et b par

s2m = —T(2/3+1/2) H3,,

_ r(2/3
{ S2m-1 = J%‘” 223 Hj 4 ot { bam—1 = 21‘(2/3+1/2)62""1 )

)

bom = LGS D 5,

d’ou, pour déterminer les s et les b, les relations

S2m—1 = b2m—132m—2 4(m — 1)(3m — 4) S2m—3

(2m — 3)(6m — 5)

(m —2)(2m - 3)

Sm=D)(6m —11)

b2m—132m-—4

S2m = b2ms2m—1 +

-3

4(m —1)(3m —1)

(2m —1)(6m —5) 2™~
(2m —-3)(m —1)
(2m — 1)(3m — 4)

2

b2ms2m—3

avec

et les relations

S$0=0, s15=1, s2=1

b2m—1 =

6m —1
6m

1 6m —8
bom-— bom =
—g ommt t m =T

b2m—2

avec

On a programmé sommairement ces relations, sans estimation d’er-
reurs. La table B fournit les valeurs numériques des termes de 250 en 250
des suites S, et Sam+1 jusqu’a m = 30000. Le calcul de s2,, fournit
une valeur approchée de Hy ; celui de s2,,+1 une valeur approchée de H; .
On en déduit une valeur approchée des invariants de Birkhoff ¢, et ¢4 de
F par les formules (2), ce qui donne

cp ~—2.035+1¢ 1.175
c4 2 26.799 + ¢ 15.472
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m.: S$2m - 82m+1 m: 82m S2m+41
0 0.00000000 1.00000000 15000 4.74151373 4.68387362

1 1.00000000 1.62500000 15250 4.74185079  4.68418526

250 4.46826856  4.43170931 15500 4.74217968  4.68448933
500 4.55949818  4.51576807 15750 4.74250071  4.68478615
750 4.60012816  4.55325441 16000 4.74281420 4.68507598
1000 4.62441150 4.57567124 16250 4.74312043  4.68535911
1250 4.64101044  4.59099911 16500 4.74341968  4.68563579
1500 4.65327745  4.60232909 16750 4.74371221  4.68590626
1750 4.66281971  4.61114374 17000 4.74399828  4.68617075
2000 4.67051682  4.61825473 17250 4.74427810  4.68642947
2250 4.67689606  4.62414870 17500 4.74455192  4.68668264
2500 4.68229525  4.62913753 17750 4.74481994  4.68693044
2750 4.68694221  4.63343155 18000 4.74508236  4.68717307
3000 4.69099688  4.63717844 18250 4.74533937  4.68741070
3250 4.69457529  4.64048538 18500 4.74559116  4.68764350
3500 4.69776397  4.64343225 18750 4.74583790 4.68787164
3750 4.70062892  4.64608002 19000 4.74607977  4.68809526
4000 4.70322145  4.64847610 19250 4.74631691 4.68831452
4250 4.70558220 4.65065802 19500 4.74654947  4.68852955
4500 4.70774377 4.65265589 19750 4.74677762 4.68874049
4750 4.70973270  4.65449423 20000 4.74700147  4.68894747
5000 4.71157081 4.65619320 20250 4.74722118  4.68915060
5250 4.71327625  4.65776957 20500 4.74743685  4.68935001
5500 4.71486426  4.65923743 20750 4.74764862 4.68954581
5750 4.71634772  4.66060867 21000 4.74785660  4.68973811
6000 4.71773764  4.66189345 21250 4.74806090  4.68992701
6250 4.71904344 4.66310050 21500 4.74826163  4.69011261
6500 4.72027329  4.66423736 21750 4.74845889  4.69029500
6750 4.72143428  4.66531057 22000 4.74865278  4.69047427
7000 4.72253261 4.66632586 22250 4.74884340 4.69065052
7250 4.72357371  4.66728827 22500 4.74903084  4.69082383
7500 4.72456239  4.66820223 22750  4.74921518  4.69099427
7750 4.72550291  4.66907168 23000 4.74939651 4.69116193
8000 4.72639906  4.66990011 23250 4.74957491  4.69132688
8250 4.72725422  4.67069066 23500 4.74975046  4.69148920
8500 4.72807143  4.67144612 23750  4.74992323  4.69164894
8750 4.72885341 4.67216903 24000 4.75009330 4.69180619
9000 4.72960262 4.67286165 24250 4.75026073  4.69196100
9250 4.73032129  4.67352603 24500 4.75042560  4.69211344
9500 4.73101144  4.67416406 24750 4.75058796  4.69226356
9750 4.73167491  4.67477743 25000 4.75074788  4.69241143
10000 4.73231337 4.67536768 25250 4.75090543  4.69255710
10250 4.73292836  4.67593623 25500 4.75106065  4.69270063
10500 4.73352129  4.67648439 25750 4.75121361  4.69284206
10750 4.73409343  4.67701333 26000 4.75136436  4.69298145
11000 4.73464599  4.67752417 26250 4.75151206  4.69311884
11250 4.73518004 4.67801791 26500 4.75165944  4.69325429
11500 4.73569660  4.67849548 26750 4.75180387  4.69338783
11750 4.73619662  4.67895775 27000 4.75194630  4.69351952
12000 4.73668094  4.67940551 27250 4.75208675  4.69364939
12250 4.73715037  4.67983952 27500 4.75222530  4.69377749
12500 4.73760567  4.68026045 27750 4.75236196  4.69390386
12750 4.73804753  4.68066896 28000 4.75249679  4.69402853
13000 4.73847659  4.68106565 28250 4.75262983 4.69415154
13250 4.73889347  4.68145107 28500 4.75276112 4.69427293
13500 4.73929873 4.68182574 28750  4.75289069 4.69439274
13750 4.73969289 4.68219016 29000 4.75301859 4.69451100
14000 4.74007647 4.68254479 29250 4.75314484 4.69462774
14250 4.74044991 4.68289006 29500 ,4.75326949 4.69474299
14500 4.74081366  4.68322637 29750 4.75339256  4.69485679
14750 4.74116814 4.68355411 30000 4.75351409 4.69496916

Table de Convergence B

Liste des valeurs numériques des suites s2; et Sam+1 définies par récur-
rence en V.1. Leurs limites Hy et H; permettent de calculer les invariants
de Birkhoff c; ~ —2.035+:1.175 et c4 ~ 26.799+115.472 de I’exemple V.1.
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Invariants analytiques de [A]. Le groupe d’isotropie formelle Go de
[A] est constitué des matrices C' constantes inversibles qui commutent
avec Xo. On a donc

A0 *
Go=1{(5 o) IAmecr).

Les invariants analytiques de [A] sont le quotient des invariants de
Birkhoff (c1,c¢2,¢3,¢4) de [A] précédemment calculés par ’action de Gy
par conjugaison. Ce sont donc les classes

1 1
(acl,-&cz,ac:;,zc‘;) pour tout a = Eecr|.

A

V.2. Exemple 2

Cet exemple n’admet ni ramification, ni monodromie formelle. Il
contient une partie méromorphe et ¢; — g2 n’est pas réduit & un monome.

On se propose de calculer les invariants de Birkhoff du systeme

dX z—2z3 0
4_ = =
[A] =z T AX avec A (%(2+3:c+6:1:2 +2%) 2:c+:1:2) .
On choisit pour forme normale de [A], la forme d’Hermite
dX z—2z° 0
4= = =

et, pour solution fondamentale normale, la forme d’Hermite
Xo(z) = P(1/z)z¥ 01/

définie sur C* par
P9 = (_yfery) 1)
k= (% 0)
Q(1/z) = (ql(l/w) 0 ) vec {QI(1/$)=—1/(2$2)

0 q2(1/z) g2(1/z) = =1/2% - 1/z

Le systeme [A] admet alors une solution fondamentale formelle de la
forme FXo ou F est dans GL(2,C[[z]]) et vérifie F(0) = I.

Dans cet exemple, la partie “réduction au cas séparé” de ’algorithme
comporte deux étapes :

et

— Délimination de la partie méromorphe P(1/z)zX ;

— la réduction de ¢; — g2 & un monéme.
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Elimination de la partie méromorphe. La matrice formelle F(z)
est I'unique solution formelle du systéme

z* d—F = AF — FA,
dz

qui vérifie F(0) = I. On voit immédiatement par identification qu’elle est

de la forme
1 0
F(z)_(—§+h2x2+... 1) '

(A ce stade, on n’a toujours besoin que d’un nombre fini de termes de F ;
ce nombre est déterminé par K et le degré de P.)

En factorisant a gauche “la partie méromorphe”, initialement en
facteur a droite, on obtient

PP/ = (g pbay  3) (Cade )

- ( %(%+%i1)+zﬁ(x) 1) ot B ecll
(—%(fwlriﬂ) (1)> (zﬁl(m) (1))

et F'(z)= <hltx) 2) dans GL(2,C[[z]]) telle que F!(0) =

On élimine la partie méromorphe P(1/z)z* en effectuant les chan-
gements de fonctions inconnues

X — :cKlPl(l/:c)X dans [A]

et
X — P(1/z)z¥X dans [Ao] .
Les systemes [A] et [Ao] deviennent respectivement
;dX 1 0
1 ot _ 1 _
[A%] z® T A'X avec A (_§ :c)
;dX
1 aa _ 1 _
[Ag] z® I = Ay avec AO—(O 2+x)

et leurs solutions fondamentales deviennent
pour [A}], X} =e20/2),
pour [Al], F'(z)X{¢(x) avec F! dans GL(2,C|[[z]]) telle que F'(0) =1I.
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Réduction de ¢; — ¢ 4 un monéme. ¢ — ¢ a la méme valeur
que dans I'exemple 1. On effectue & nouveau le changement de variable
¢ =u/(1 —u). Les systemes [A!] et [A]] deviennent respectivement

dX 1—u 0
2 3 _ A2 2 _
[A%] u du_AX avec A <_% 2—u)
dX 11—« 0
[A2] u3-zl;=AgX avec Ag:( 0 2—u)

et leurs solutions fondamentales deviennent
pour [A2], X2(v) = X§(u/(1 —u)), c’est-a-dire

1_eqi(1/u) 0 2(1/u) = —=tp 4+ L
Xg(u) — [ ¢ ' \ avec q;( /v) ?5 "
0 e92(1/) (1/u)=—-3+3

C

pour [A?], F2(u)XZ(u) avec F?(u) = F}(u/(1 —u)) € GL(2,C[[u]]) et
telle que F2(0) =1I.

Notons
rw=(1 )

:I+Z(£: Zn)u".

n>1 "

La matrice F? est 'unique transformation formelle, solution du systeme
de passage de [A2%] a [A2]

dF
u3d—u = A’F — AF
qui vérifie F(0) = I. Par identification, on obtient
flu)=1
g(u) =0
k(u) =1

h(u) = EnZO hnu™

ou les h, sont déterminés par la relation de récurrence
hp,=(n—2)h,—2 pour tout n>2

a partir des conditions initiales

ho=0 , h; =

O

On trouve, dans cet exemple, une relation de récurrence parti-
culierement simple qui se résoud explicitement en

h2n=0 et h2,,+1=1'3-5~-(2n—3)(2n—1)h1

avec h; = 3 pour tout n € N.

160



Chapitre VI

Définition des invariants de Birkhoff de F. L’ensemble de coho-
mologie H!(S!; St(Ao)) s’identifie 2 ’ensemble de cohomologie de Cech
H'(U(Ao); St(Ao)) ol le recouvrement fondamental 2/(Ag) est le méme
que dans ’exemple 1 (il est construit & partir de ¢; — ¢2 qui a la méme
valeur que dans ’exemple 1; cf. Figure V.2.1).

N
<

Figure V.2.1

HY(U(Ao); St(Ao)) est naturellement un espace affine de dimen-
sion 4, de base 7 = (71,2, 72,3, 73,4, T4,1) ou les cocycles élémentaires T; i 11
sont définis par

- 11\ yo1_70 Loamaare [ 371 3
1'1,2—Xo<0 1>X0 —I+3ze —%(l+l)2 —(%+1) sur Uj 2

72,3 = Xo (i 2) )fo_1 =I+ze”—q1(1/z) (2 g) sur Uz 3

- L 1) w170 1 oa-a0/9) 2+1 3 U.
T"’"‘X°(o 1)X° =T+ ge —1(241)2 —(241) ) O TR

4,1 = Xo (i (1)) XO_1 =1+ zet2-0(1/2) ((1) g) sur Uy

A la matrice F' correspond par ’application exp, un cocycle

C1T1,2 + C2T21 + C3T3,4 + C4T41

de H'(U(Ao); St(Ao)). Les coefficients cy, cz, c3 et c4 sont les invariants
de Birkhoff de F dont on se propose de calculer une valeur numérique
approchée. En fait, ici, puisqu’on connait F' explicitement et non pas par
des relations de récurrence, on obtiendra la valeur ezacte de ¢y, ¢, c3 et
Cq.

Dans cet exemple & nouveau, on ne peut pas mettre en oeuvre
'algorithme avec succes directement sur les systémes [A] et [Ag]. On
’appliquera a [A2?] et [A2].

L’inconvénient dii au fait que ¢; — ¢2 n’est pas un mondéme est le

méme que dans I’exemple 1, et il se surmonte par le changement de variable
r=u/(l-u).
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L’inconvénient di & l’existence d’une partie méromorphe P(1/z)
apparait dans le mélange inévitable des termes en e91792 et en €927
dans la combinaison linéaire ¢;712 + c272,1 +€373.4 + €474 1.

Il n’y a pas de mélange en ce qui concerne les termes 1 x 2 (1re ligne,
2e colonne; termes appelés ¢ = L g,z" dans F'). La méthode de calcul
asymptotique par Cauchy-Heine s’applique et permet (via le changement
z =u/(l —u)) de calculer ¢; et c3 & partir du comportement asympto-
tique des coefficients g, . (Ici, g, = 0, donc ¢; = c3 = 0). Mais le méme
calcul appliqué aux termes 2 x 1 (2e ligne, 1re colonne; termes appelés
h = Y hpz™ dans F) conduit & évaluer par Cauchy-Heine un mélange
de termes en cli (% + 1)2 e —22(1/2) o cai (-i— + 1)2 eq1—92(1/2) q’ype
part, et en cyzed?~11(1/2) e ¢yze92~11(1/2) Qautre part. Or la contribu-
tion asymptotique des premiers est toujours dominante par rapport a la
contribution asymptotique des seconds. Tout ce qu’on peut espérer c’est
donc a nouveau un calcul de ¢; et c3 puisque ¢z et ¢4 n’apparaitront

que dans les termes a négliger. D’ou la nécessité de supprimer la partie
méromorphe.

Base de H!(S';St(A%)). Le recouvrement fondamental U(A3) =
{U},U3},U3,U2} est défini dans le plan des u comme U(Ao) dans le

plan z (cf. Figure V.2.2).

Figure V.2.2
On y choisit pour base de H'(U(A32); St(A3)) la famille

2 _ (2 .2 _2 2
T = (7'1,2,7'2,3’7'3,4’7'4,1)

définie a partir de X2 comme 7 i partir de Xo, ce qui donne

0 1
I+ ﬁel/(2u2) ( ) sur U]?’2

712,2(“) = 00
I sur les autres U,-":H_l
_1/2uy (0 O
T223= I+ \/Ee 1/(2 )(1 O) sur U22,3
I sur les autres U,-"’,,-_,_l
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0 1
I+ 1/(2u‘)( ) U2
2awy={ TV 00 S aa
I sur les autres U? i1
9 I+ \/Ee"l/(z“z) (0 0) sur U2,
Ti1 = 10 ’
I sur les autres Ui2,i+1

On a bien ¢? — ¢2(1/u) = 1/(2u?) sous forme de mondme et on n’a
plus le mélange des termes qu’on avait dans la base 7.

Ala matrlce F? est associé, par exp u» le cocycle a1l 2 + co1? 3+
037'3 4t cat? 1 ou les c¢; sont les invariants de Birkhoff de F' qu’on cherche
a évaluer (PropOS1t10n I11.3). On peut donc appliquer 1’algorithme & F2
dans la base 72.

Coefficients de Cauchy-Heine associés & F?. Ce sont

Hi,(n) = 2mf e §n+1 (1/(2¢ )dE(O (1))
CH%,g,(rz)=§‘{—fr Enlﬂ —1/(2¢ )d§(0 g)
CH3 4(n) W\/_ // L 1/<zsz>d€<g é)
CH} ,(n) = 2{; : e §n+1 o—1/(2¢ )d€(0 g)

Constatons encore la séparation de c¢; CH%) (n) + c3 CH2 4a(n) et de

c2 CH§’3(n) + ¢4 CHZ,l(n) en un terme en lre ligne et 2e colonne d’une
part et un terme en 2e ligne et 1re colonne d’autre part ; et rappelons que
ce scindage est dli a ’absence de partie méromorphe méme constante dans

X2.
Calcul de ¢; et de c3. On a

1 n/2)-1 _—nir 0 1
pp(CHE () = 5222/t emninlir ) ()

et
pp(CH3 4(n)) = (=1)"pp(CHI 5(n)) .

La forme de cette deuxiéme relation est essentielle pour la suite du calcul.
Rappelons qu’elle est due au fait que g7 — ¢3(1/u) est un monéme. C’est
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elle qui permet, en séparant les termes d’indices pairs de ceux d’indices
impairs, de scinder ’égalité

0 gn
pp (1 CH] 5(n) + s CH3 4(n)) = pp (0 0 )

en deux équations formant, pour déterminer c¢; et c3, le systeme de

Cramer )
{ c1+c3 =G ol { Go = limm—too Gom
ca—c3 =G0 G = limm-—-)-{—oo G2m+l
avec G, = 2im\/e2=("/D+1enin/2D(n [2)~1g .

Or, le coefficient ¢ = Zp>19,u™ de F? est nul. On a donc
Go = Gi1 =0 et donc

Cl=0 et c3=0

Calcul de ¢; et de ¢c4s. On a

po(ciy () = GV (7 0)

et
2 2
pp(CHY 1(n)) = (-1)"pp(CHz 3(n)) .
Cette deuxieme relation étant elle aussi une conséquence du fait que
q? — ¢2(1/u) est un mondme.

L'égalité pp(ca CHZ4(n) + csCHZ 4(n)) = pp ( y g) fournit le

systeme de Cramer i
{ c2+cs = Ho ol { Ho = limpy—+o00 Hom
—c2t+cs=H

avec H, = 2\%2"("/2)+1 T(n/2)7h,.

Or le coeflicient h = anl hou™ de F? est donné par hy, = 0 et
hom+1 =1.3.5...(2m—3)(2m—1).3 . Mais 2™I'(m+1/2) = 1.3.5...(2m—
3)(2m—1)I'(1/2) et T'(1/2) = /7 ;dott Ho =0 et H; = -23—'\/¥, et donc

C_1'271' tc_i27r
2—3‘/66 tT 3V e

Invariants analytiques de [A]. Le groupe d’isotropie Gy de [Ag] se
calcule comme dans 1.8, Exemple 2. C’est le groupe trivial Go = C*I.
Les invariants analytiques de [A] sont donc les invariants de Birkhoff
(c1,¢2,¢3,¢4) de [A] définis & un coefficient de proportionnalité prés. Un
représentant est donné par la famille

(0,-1,0,+1)] .

Hi = limp—teo H2m+l
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V.3. Exemple 3

Cet exemple est un exemple avec ramification. Il n’a ni monodromie
ni partie méromorphe et ¢; — ¢2 est réduit & un monéme.

On se propose d’évaluer I'unique invariant de Birkhoff du systéme

d 2
(A] a:z—X=AX avec A=%(m 1)

dx Tz 2z

en choisissant pour forme normale, la forme d’Hermite

dX 1/0 1
2_ — —
[Ao] et = ApX avec Agp = 1 (a: 2$)

et pour solution fondamentale normale, la solution d’Hermite

Xo(z) = ((1, :1;10/2) (i —11) P (ql(%)/x) qz(l(-)/w))

{ a(1/z) = 55
@2(1/2) = 5%

définie sans ambiguité sur la surface de Riemann du logarithme.

avec

Le systéme [A] admet alors une solution fondamentale formelle de la

forme F(z)Xo(z) ou F € GL(2,C[[z]]) et F(0)=1I.

Eclatement z = t?. Par l'éclatement z = %, [A], [Ao] et Xo se
transforment en

dX 1/t 1
1 3 a1 1_ 1
[AY] t—dt =AX avec A -2(t2 2t2)
dX 1/0 1
[Ad] t3—dt = A)X avec Aj= 3 (t2 2t2)

1 0\ /1 1 e~1/(20) 0
et Xg(t)=<0 t)(l _1)( 0 e-}-l/(21.‘)> .

Le systeme [A'] admet alors une solution fondamentale de la forme
F'X} ou F' est une matrice paire de t (F € GL(2,C[[t?]])) telle que
F'(0)=1.

Dans cet exemple, la partie “réduction au cas séparé” de ’algorithme

se réduit a ’élimination de la matrice U = (} _11) (cf. II1.2).
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Elimination de la matrice U (cf. II1.2). On effectue les changements
de fonctions inconnues

1

X — (20t __‘ )X dans [Al] et X — (1 l/t)X dans [A]].

Les systémes [A!] et [AJ] deviennent
dX 1/1 1t

2 284 9 2 _ 1 2
[A%] t dt—AX avec A—Z(Qt 1ot
[A2] 29X _ 2% avec a22L(1 0

0 at oot A Lo oo 142t

et leurs solutions fondamentales deviennent respectivement

2 vam (10 1/t 0

— pour [Ag]: X(t) = (0 t) eXPp (q (0/) q%(l/t))
avec {91(1/t) ?l

— pour [A%]: F2()X3(t),

-1
ol F2(t) = (20t 1_/I> F1(¢) (1 1_/1) est une matrice de GL(2, C[[t]])

qui vérifie F2(0) = I, mais qui n’a plus de raison d’&tre paire comme F'
(la constante v du lemme IIL.2 est nulle).

Détermination de F?. Notons

P= (1 &)

_I+Z(fn gn>tn

n>1

F? est I'unique transformation formelle, solution du systéme de passage
de [A?%] & [A7]
dF
= A’F — FA?
dt
qui vérifie F2(0) = I
Par identification, on obtient, pour déterminer g et h, les relations
de récurrence avec conditions initiales suivantes :

4(n—=2)gp =4n(n — 2)gn-1+ gn—2 — 2(n — 2)g,—3| (n >3)
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avec

gO:O ’ gl=0 y 92 = —=

et

4(n —1)hp = —4(n —1)(n —2)hp—1 + hpn—2 +2(n — 1hp—3| (n>3)

avec

h0=0 ) h1=1 y h2=0

Base de H!(S';St(A42)) et invariant de Birkhoff de F. On a

¢? — ¢3(1/t) = —1/t. La fonction e?i=%(/) admet donc pour secteur
de décroissance le demi-plan Re(t) > 0.

Le recouvrement fondamental U(A3) associé 3 [AZ] est défini par
U(AL) = {U2,U2} avec

Ul={teC | argt # —7/2}
U ={teC | argt#+m/2} .
(Cf. Figure V.3)

Figure V.3
On notera ici
Ul,={teC| —n/2< argt < +7/2}
et U22’1 ={teC | +7/2 < argt < 37/2}

les deux composantes connexes de UZ N U? (on adapte les notations
habituelles faute d’un nombre suffisant d’ouverts dans U(A3)).

L’ensemble de cohomologie H 1(S1; St(A2)) est isomorphe & ’ensem-
ble de cohomologie de Cech H(U(A2); St(A2)) qui est naturellement un
espace affine de dimension deux, de base 72 = ({,, 7'22,1) donnée par

11 _ 0 (1/t)e !/t
i, { X2 (O 1>(X§) =T+ (0 0 ) sur U,

I sur U22,1
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I sur U12,2
2
7'2’1 = 1 0 _ 0 0
Xg(l 1)(Xg) 1=I+(te1/t 0) sur U«il

Soit 7 l’unique générateur de H'(S'; St(Ao)) qui induit les deux
générateurs de la base 72 par 1’éclatement = = ¢ (et les transformations
d’élimination de U'). A la matrice F' correspond par I'application exp,
un cocycle cr de H!(S?; St(Ao)). Ce coefficient est l’unique invariant de
Birkhoff de F qu’on se propose d’évaluer numériqguement.

Le systeme [AZ%], comme systéme de la variable t, admet deux
invariants ¢; et c2 définis par

exp,(F?) = ari, + e213 ) € H' (U(AD); St(A7))

Mais [A?] et [A2] provenant de [A] et de [Ao] par un éclatement
r =12, on sait que nécessairement ¢; = ¢ (cf. 11.2.4). En outre, vue

la correspondance entre les bases T et 72,0n a c=¢; = c;.

On obtient donc ici deux procédés de calcul de ¢, 'un consistant a
évaluer la valeur de c; (ce qui se fait a partir de la suite (g,)), 'autre
la valeur de c; (ce qui se fait & partir de la suite (hyn)). Naturellement,
un seul des deux calculs suffit. Nous allons cependant les réaliser tous les
deux afin de pouvoir “constater” ’égalité ¢; = c3.

Coefficients de Cauchy-Heine associés 2 F?. Ce sont

1 [t 1 1 0 1
2 — 1 -1/¢
CH]J(TL) = 2Z7r A €n+1 Ee df (0 0)

1 Bl | 0 0
ol == [ mmeeat (] 0)

ur

c’est-a-dire

CH? 5(n) = 7=T(n + 1) (0 1)

0 0
2 S_]Z"'f‘l 0 0
CH2,1(n) = 2im F(n - 1) 1 0 .

Calcul de c=c¢;. La relation pp(c; CH} 5(n)) =pp (g 90”) s’écrit

(¢1/2i7)T(n +1) = ga + o(n) |
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1000
1250
1500
1750
2000
2250
2500
2750
3000
3250
3500
3750
4000
4250
4500
4750
5000
5250
5500
5750
6000
6250
6500
6750
7000
7250
7500
7750
8000
8250
8500
8750
9000
9250
9500
9750
10000
10250
10500
10750
11000
11250
11500
11750
12000
12250
12500
12750
13000
13250
13500
13750
14000
14250
14500

14750

Gn .
-—0.1250000000
—-0.1250000000
-—0.1263020833
—0.1249992947
—0.1249991063
—0.1249990715
—0.1249990593
-0.1249990537
—0.1249990507
—0.1249990488
—0.1249990476
—0.1249990468
—0.1249990462
—0.1249990458
—0.1249990454
—0.1249990452
—0.1249990450
—0.1249990448
—0.1249990447
—0.1249990446
—0.1249990445
—0.1249990444
—0.1249990443
—0.1249990443
—0.1249990442
—0.1249990442
—0.1249990441
—0.1249990441
—0.1249990441
—0.1249990440
—0.1249990440
—0.1249990440
—0.1249990440
—0.1249990440
—0.1249990440
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990439
—0.1249990438

—0.1249990438.

-0.1249990438
-0.1249990438
—-0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
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Hy :
0.0001000000
0.1250000000

—0.1250000000
—0.1250075822
-0.1250073884
—0.1250073531
—0.1250073407
-0.1250073351
—0.1250073320
-0.1250073301
-0.1250073289
—0.1250073281
—0.1250073275
-0.1250073271
—0.1250073268
—0.1250073265
-0.1250073263
-0.1250073261
—0.1250073260
—0.1250073259
—-0.1250073258
—0.1250073257
—0.1250073256
—0.1250073256
—0.1250073255
—0.1250073255
—0.1250073254
—0.1250073254
—-0.1250073254
—0.1250073254
—-0.1250073253
-0.1250073253
-0.1250073253
—0.1250073253
—-0.1250073253
—0.1250073252
—0.1250073252
—0.1250073252
—0.1250073252
—0.1250073252
-0.1250073252
—0.1250073252
—0.1250073252
-0.1250073252
-0.1250073252
-0.1250073251
-0.1250073251
<0.1250073251
-0.1250073251
—0.1250073251
-0.1250073251
—0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251

n:
15000
15250
15500
15750
16000
16250
16500
16750
17000
17250
17500
17750
18000
18250
18500
18750
19000
19250
19500
19750
20000
20250
20500
20750
21000
21250
21500
21750
22000
22250
22500
22750
23000
23250
23500
23750
24000
24250
24500
24750
25000
25250
25500
25750
26000
26250
26500
26750
27000
27250
27500
27750
28000
28250
28500
28750
29000
29250
29500
29750
30000

Gn .
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990438
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
~0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—-0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
-0.1249990437
—0.1249990437
=0.1249990437
—0.1249990437
~0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437
—0.1249990437

Table de Convergence C

Hn :
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—-0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—-0.1250073251
—-0.1250073251
—-0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—0.1250073251
—-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
—-0.1250073251
—-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
—-0.1250073251
—-0.1250073250
—0.1250073250
—0.1250073250
—0.1250073250
-0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250
—0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250
—0.1250073250
—-0.1250073250
—0.1250073250
—-0.1250073250
-0.1250073250
—-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
—-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
—-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
—0.1250073250
—-0.1250073250
—-0.1250073250

Liste des valeurs numériques des suites G, et H, définies par récurrence
en V.3. Leur limite commune G = ‘H permet de calculer I’'unique invariant

de Birkhoff ¢ ~ —in [4 de ’exemple V.3.
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ce qui donne

Y, : _ gn
¢ = urw nkr“r_loo G,| avec |G, = -———————F(n )

(Ici la suite G, elle-méme admet une limite puisqu’on est dans le cas
ou on doit prendre les sous-suites des termes de v en v avec v =1
(v=d%ai - a3)))

Par ailleurs, des relations définissant ¢, , on obtient que la suite G,
est définie par la relation de récurrence avec conditions initiales suivantes :

1 1
= - — >
Gr= Gt =9 " " I D gy | (P2
1
avec Go=0, Gi=0, Gy= —3

Calcul de ¢ =c;. La relation pp(c2 CHg,1 (n)) =pp (}?n g) s’écrit

c2((=1)"*/2im)[(n — 1) = hy + o(n) ,

ce qui donne

P _ (=)**h,
C2—227rn£111°oHn avec |H, = Tn=1)

Par ailleurs, des relations définissant (h,), on obtient que la suite
(Hn) est définie par la relation de récurrence avec conditions initiales
suivantes (n > 5) :

1 1
4(n-1)(n-2)(n- 3)”"‘2 T 2(n-2)(n-3)(n—4) Ha-s

H,=H,_ 1+

avec H2=0 , H3= s H4=._§

Une programmation sommaire, sans évaluation d’erreurs, a donné les
résultats consignés dans la table C.

On constate “I’égalité” de c¢; et de c2. On en déduit pour valeur
approchée de 'unique invariant de Birkhoff de F

LT
cCXY —1—

4

Invariants analytiques de [A]. Le groupe d’isotropie G de [Aq] est le
groupe trivial Go = C*I. L’unique invariant analytique de [A] vaut donc
1 a coefficient d’homogénéité pres.
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Chapitre VII. Méthode infinitésimale : cas général

Nous reprenons les notations et conventions fixées ci-dessus en V.2 et
nous essayons d’étendre la méthode précédente en dimension n > 3.

La partie algébrique de réduction au cas séparé se généralise sans dif-
ficulté & ceci prés qu’on ne peut en général rendre monémial qu’un seul
polynéme ¢; — g¢ (et son opposé g — g;) a la fois. Nous la reprenons
ci-dessous en dimension quelconque et nous dégageons 1’algorithme cor-
respondant.

La partie asymptotique de calcul effectif est plus délicate par suite

de la restriction précédente. Elle ne se généralise pas au calcul de tous les
invariants.

1. Réduction au cas séparé. Algorithme

DEFINITION VII.1. On dit qu’une solution d’Hermite X est (jo,%0)-
séparée si elle est de la forme

X = Z(2)z7e9=) od Z € GL(n,C{z}) ;

J est une matrice d’exposants de monodromie sous forme de Jordan
réduite

et Q = diag(q1,...,qn) vérifie les deux conditions suivantes
i) Les gj, j =1,...,n,sont des vrais polynémes non ramifiés (g;(1) € 2C[1]),

ii) Le polynéme gj, — g¢, est un mondéme.

Une forme d’Hermite (jo,%o)-séparée n’est pas une forme normale
d’Hermite au sens strict de la définition 1.4 lorsque Z # I, mais elle appar-
tient a la classe de Birkhoff analytique d’une forme normale d’Hermite et
elle peut sans inconvénient étre choisie comme forme normale de référence.
On la notera de méme Xj .

PRroPOSITION VII.2. Si X est (jo,%o)-séparée, le groupe des isotro-
pies de Birkhoff de [Ag = X} X '] est trivial.

DEMONSTRATION : Notons Xo = Z(z)z7e? et supposons que T soit
une isotropie de Birkhoff de [A¢]; alors T X est une solution de [Ao] et
il existe donc une matrice constante inversible C telle que TXo = X,C'.
Mais nécessairement ([Jur78] Satz II), C commute avec @ et J, et donc
on a T = ZCZ~'. En particulier, T(0) = C. La condition T(0) = I
entralne C' = I et par suite T = 1.
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PROPOSITION VII.3. Soit [A] un systéme de forme normale [Ao]. On
note Xo la solution normale d’Hermite de [Ao] conforme auz conventions
fizées et F une transformation de Birkhoff de [Ao] en [A].

Fizons un couple d’indice (jo,%),1 < jo#Lo < n. Alors on peut, par

un algorithme algébrique fini, construire d partir du couple ([A],[Ao]) un
couple ([B],[Bo]) tel que

i) [Bo] admet une solution d’Hermite (jo,%o)-séparée
Yo = Z(z)z” (=)

il) [B] appartient d la classe de Birkhoff formelle de [By] et lunique
transformation de Birkhoff de [By] en [B] admet dans la base “canoni-
que” construite sur Yy un systéme d’invariants de Birkhoff équivalent d

celui de F dans la base “canonique” construite sur Xo (cf. Déf. V.9).

La démonstration et ’algorithme s’obtiennent par application succe-
sive des lemmes ci-dessous.

Précisons d’abord ce que devient la base “canonique” Tx, ¢, dans un
éclatement z = P d’ordre p € N. Notons comme en I11.3 XoP(t) = Xo(tP)
et F*P(t) = F(t?) les transformées de Xy et de F par ’éclatement = = 7
et soit [Ay?] le systéme qui admet X§P comme solution. Choisissons
comme domaine principal de variation de ’argument pour le systéme [Ag?]
intervalle [6;7,657 + 27| avec 6,7 = 6y/p.

L’ensemble des directions anti-Stokes A*? de [Ag?] est Z/pZ-
invariant :

ae Agy & (a+2k7r)/p€A0.p pour k=0,1,...,p—1

et la base “canonique” Txsr gor de H'(S';A(4g")) est reliée a celle
T xo,00 de H'(S'; A(Ao)) par les relations :

* —h —2imhy {rh
(VIL4) (Jpl) (Ol+2h1r)/p( )= MXoT(ivf);a'(tpe : )M,

pour tout & € .:Zlgo,(j,E)S& et h =0,1,...,p — 1. En particulier, pour
h=0,o0na

(VIL5) T oas,® = TGoa(t)

LEMME VII.6 Suppression des ramifications. Les invariants de Birkhoff

[ N4 \ *p
cijo;a de F(z) dans la base T;y.9, sont reliés d ceuz C(j.0) scive de

F*P(t) = F(t?) dans la base Txzrpor 0t XoP = Xo(tP) et 657 = 6o /p,

par les relations

Ci,0;8 = szg);a/p pour tout & € Ag, et tout (j,£)E@
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En outre, la 1-cochaine fondamentale de F*P étant Z/pZ -invariante,
les autres coefficients de Birkhoff de F*P sont déterminés d partir des
précédents ci-dessus par les relations : Pour tout h fizé on a

Z *p *p ( )
£ €G.; (G+27h)/p TG0 (G+2rh)/p
(5,0)€(Q+27h)/p
_ *p P —2ivh/p
- Z Gosare TG, 0f/p(te )
(G,0€a/p

relation qu’on peut écrire de fagons équivalentes

Z *p *p (t)
£ G.s@+2nh)fp (5,03 E+2h) [p
(3,0€(Q+2mh)/p
= c*P "h *P
- Z; “Gosdsp Mx TG.0; a+21rh)/p( ) MXO
(G,0ea/p

ou

*p -h TP Orh
Z c(j,f);(a+21rh)/p M (],l) a/p(t) MXo
(L) E@+27h)/p
— *P
- Zv (J £);0/p (J’t) 0f/P( )
G.0ea/p

Ainsi, il revient au méme de calculer les invariants de Birkhoff de F
ou ceux de F*P. Plus précisément, on obtient les invariants de Birkhoff
de F en calculant les N premiers parmi les pN invariants de Birkhoff de
F*P et tous les invariants de Birkhoff de F* s’en déduisent.

DEFINITION VII.7. Nous disons dans ce cas que les systémes d’invariants
de Birkhoffde F' et de F'*? sont équivalents.

rp—1 .
LEMME VII.8. Soit J,p, = @(J, + £1,) Vun des blocs de J dans

la forme d’Hermite Xy = Pz a:JUeQ et soit Uy, le bloc correspondant
dans U (Cf. théoréme 1.3).

Alors le produit z7+»U, »T —Jor est méromorphe en la variable t =
z/? | ¢’est-d-dire la matrice V(t) tPJ"PU,,pt‘PJ':P est méromorphe en
t.

DEMONSTRATION : Le facteur 87 commute avec U,, et le facteur

i cp s
%% % est ramifié d’ordre p. O
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LEMME VIL.9. Soit H € GL(n,C[[z]][2]).

Alors, il existe deuz factorisations de H en

H=F*R*2X" et H=zXRF

\

ot
F* et F e GLi(n,C[[z])),
K* et K sont diagonales d coefficients entiers (€ Z ),

R* = RjR} et R = RiRy avec R§ et Ry matrices constantes
inversibles et R} et R, matrices triangulaires dont la diagonale est
Pidentité et dont les coefficients sont des polynémes en 1/x sans termes
constants.

En outre, ces factorisations sont uniques si on impose @ R} eta R,
la forme triangulaire supérieure (ou inférieure).

DEMONSTRATION : Les deux factorisations sont duales I'une de 'autre
et elles s'obtiennent par la méthode du pivot : on multiplie H par des
matrices élémentaires a coefficients séries formelles & gauche pour obtenir
R*zK" et & droite pour obtenir zXR.

UNICITE : Supposons que zX R Ry F = 2K’ R/ RyF' avec K = diag(k1,...

et K' = diag(k},...,k.).

Alors, RyF'F Ry = R\ ~1zK-K'R; = zK-K'T L N avec N trian-
gulaire et nilpotente. Or la matrice Rﬁﬁ'ﬁ'—lRE ! et donc en particulier
sa diagonale, est & coefficients séries formelles. Donc kj > k'5 pour tout

J = 1,...,n et par symétrie K = K'. Alors en identifiant les termes
constants on obtient Ry = Rf) puis N =0 et F = F'. O

LEMME VII.10. Soit (j,£) un couple d’indices tel que le polynome
gj — qe¢ soit non ramifié de degré k > 0. Notons

1

1 by + br—1
T

)= — + = +
=2k T k1

(g5 — qe)(

Il eziste un changement de variable tangent d l’identité

U
z= F—1
l4+au+... +ap_ju*"

’ al')---)ak—leC

tel que la fonction (g; — qe)( :(lu)) ait pour partie polaire (Q;—Q¢)(3) en

0 le monome

(@5-Q03) = =

DEMONSTRATION : Les relations d’identification de la partie polaire de
(¢ — qg)(ﬂlg;) a ¢ forment un systéme linéaire triangulaire admettant
une solution unique en ay,...,0,—1 (cf. [L-R90] lemme IIL3). O
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PRroposITION VII.11. Algorithme de réduction a la forme séparée.

Données Un systéme [A] et une de ses formes normales d’Hermite [Ao].

Une transformation de Birkhoff F' de [Ao] en [A] déterminée par un
nombre fini de conditions initiales (les isotropies de [Aq] sont polyndmiales
de degré borné).

~ Un couple d’indices (jo,%0), 1 <jo#4% <n.

Algorithme

1) Déterminer la solution normale d’Hermite
Xo(z) = P(z)z¥zTU20/2)

conforme aux conditions adoptées (elle est calculable par exemple par le
code DESIR)

S’assurer que gj, # g, -
Déterminer le ppcm p des ordres de ramification de Q.

2) Effectuer I’éclatement t — z = tP. Les systémes [Ao] et [A] sont
transformés en [A}] et [A'] donnés par

Ay(t) = ptP1 Ao (t?) et A'(t) = ptPTTA(tP) .
X, et F sont transformés en X} et F* donnés par
XL(t) = Xo(t?) = P(tP)tPKp7eQ A1) o Fl(1) = F(#?) .

(Si p#1 on a ainsi supprimé les ramifications).
3) Si U#1I (cas ou p#1), déterminer V(t) = tP’Ue?7. On a alors

X3(t) = B} (t)tP7eQ /D

ou ®}(t) = P(tP)t*PKV(t) est méromorphe (lemme VILS).

4) Factoriser & gauche la partie méromorphe ®!(¢t) du produit
®(t) = F'(t)P(t?)t*KV(t). On obtient ®! par la méthode du pivot ap-
pliquée & droite et il suffit de connaitre un nombre fini de termes de F!

(Lemme VIIL.9).

On note ®(t) = ®'(t)F%(t), F? e GL(n,C][t])).

5) Déterminer A2 = Q}’Aé et A% = et 7l (remarquer qu’on n’applique
pas la méme transformation & A} et a A!).

[A42] admet une solution normale d’Hermite de la forme

Xg(t) — tPJte(l/t)
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et [A?] une solution d’Hermite de la forme F2XZ avec F € GL(n,C[[t])).
6) Déterminer le changement de variable

u
t=
l+au+... +ap_quk-?

ot k= d%4qj, — az,)

qui rend mondmiale la partie polaire Q'(3) de (gj, — 42,)(7y) en 0
(lemme VII.10).

Noter Ql(t(—luj) =Q'(1) + R(u).

7) Déterminer les systemes [A3] et [A3] déduits de [A2] et de
[A?] par ce changement de variable. On a A3(u) = £t(u) - A2(¢(u)) et
A3(u) = £t(u) - A%(¢(u)).

On a, en outre, X3 (u) = expR(0) - Z(u)uPJeQ’(l/“) avec

Z(u) = eFW=RO (1 L aqu+ ... +ar_1uF Y € GLi(n,C{u})

et X3(u) = F3(u)X3(u) avec F3(u) = F2(t(u)) € GL1(n,C[[u])).
8) Déterminer A* =°xP—R(0) g3 ¢t A% —exp—R(0) 43 Onp a

X2 (u) = Z(u)u?” Q' 1/w)
et
X*(u) = F*(w)Xg(u) ot F(u) = exp—R(0)-F*(u)-exp R(0) € GL1(n,C[u]]) -

La solution d’Hermite X* est (jo,%o)-séparée.

Résultats

Les systémes [B = A%] et [Bo = 4j)].

En effet : X est une solution d’Hermite (jo,%o)-séparée de [Ag] et
le systeme des invariants de Birkhoff de F* (unique transformation de
Birkhoff de [A}] en [A%]) dans la base “canonique” construite sur Xg

est équivalent au systéme des invariants de Birkhoff de F' dans la base
“canonique” construite sur Xpo.

DEMONSTRATION DE L’ALGORITHME ET DE LA PROPOSITION VII.3 : Les
lemmes VII.6 a VII.10 autorisent chacune des étapes. Les invariants de Bir-
khoff sont invariants par changement de variable (ce sont des constantes).
On les retrouve aprés un éclatement comme étant une partie des in-
variants de Birkhoff équivalente au systéme complet de ces invariants
(lemme VIL6). Il reste & voir qu’ils sont conservés lors du passage de
(A}, AY) & (A3, A?) (le passage de (A3, A%) & (A}, A*) est analogue). Or,
soit a une direction anti-Stokes de [A}] (et donc aussi de [A3]) et soit
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@ son relevement au feuillet choisi. Notons F1~ et Fit (resp. F2~ et
F2+) les sommes fondamentales de F™* (resp. F?) de part et d’autre de la
direction a et C% (resp. CZ) la matrice de Stokes associée & la direction
@. On a, par définition

0k = (Fr(Xia) (FrXia()

et

C% = (F(X3a() (F2H0)X2a))

pour tout t € U,
De l'identité formelle

F'(t)X3(t) = @' () F* () X3 (1)

on déduit
%= (Frx3z) " (@) ek) (P2 xs)

Mais puisque ®! est méromorphe, on a ®,~ = @1t et donc CZ = C}.

ProprosIiTION VII.12. On peut en outre dans la proposition VILS,
imposer Z(z)=1.

L’algorithme VII.11 est ¢ compléter par le point

9) Noter X§(u) = upleQ (/v X5 = X* et AS = AL,

Déterminer Ay par A} = %?-(Xg)"l ou par le changement d’in-
connues Y = ZX, dou A} =% A}.

On a X5(u) = F°(u) X3 (u) avec F° = F*Z.

On prend pour résultat [B = A®] et [By = A}].

REMARQUE VII.13. La matrice Z est diagonale par blocs analogues a
ceux de J. En particulier, dans le cas ol Xy n’a pas de logarithmes, elle
est diagonale.

Le seul intérét a conserver le facteur Z peut étre numérique; en effet,
dans le cas ou on conserve Z, la transformation de Birkhoff F=F*est
déterminée par de vraies relations de récurrence linéaires (& un nombre
fini fixe de termes), alors que ce n’est plus le cas pour F' = F*Z qui vérifie
des relations de récurrence a un nombre croissant de termes.
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2. Calcul des invariants dans le cas séparé

Supposons que [Ag] admette une solution d’Hermite de la forme
Xo(z) = Z(z)27e?/?) avec Z € GLi(n,C{z}) et Q quelconque.

Soit [A] un systéme de la classe de Birkhoff formelle de [Ao] et F'
I'unique transformation de Birkhoff de [Ao] en[A].

Notons J = D + N avec D = diag()\1,...,A,) et N nilpotente.

Nous rappelons d’abord comment sont définis I'isomorphisme infi-
nitésimal et son inverse I’application de Cauchy-Heine ((MR82], Th.3.2.1
et 3.2.2).

Isomorphisme infinitésimal
C’est I'isomorphisme

por MM — Hy(Sh Ao)

M = M(n,C[[z]]) est 'anneau des matrices & coefficients séries
formelles,

M = M(n,C{z}) est le sous-anneau des matrices & coefficients séries
convergentes,

M /M est Pensemble des classes d’éléments de M modulo ’addition
par des éléments de M,

Ao est le faisceau au-dessus S? des germes de matrices holomorphes
asymptotiques a 0 a 'origine de C
et ou p est défini comme suit :
Soit 4 = {U,;v € T} un (bon) recouvrement de S' et soit
M € M. On sait grace au théoréme de Borel-Ritt qu’il existe des matrices
M'L € M(n,0O(U,)) a coefficients holomorphes sur U, et asymptotiques

a M sur U,. La 1-cochaine (—My+ M, 41)yer est a valeurs dans Ao. Sa
classe de cohomologie abélienne est indépendante du choix des matrices
M., “relevant” M et du choix de M dans sa classe modulo M. C’est par

définition p(M).

Application de Cauchy-Heine

L’isomorphisme infinitésimal g admet pour inverse I’application de
Cauchy-Heine définie comme suit : c’est ’application additive qui a une
1-cochaine élémentaire d’un recouvrement U

@ sur 'un des ouverts U de U
() =

0 sur les autres ouverts de
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associe la classe dans M/M de la matrice
H® () n
CH® = ( Hio = Z CH(jp[nle )

n] = #,0(6) £6:0(8) e

N (¥)
ou CH‘P 21rt . §n+l

Gl

et ou 7y est un rayon quelconque dans U.

Figure VII.2.1

Nous omettrons désormais l'indice supérieur (¢). La différence des
deux séries CH;¢ obtenues en intégrant sur deux rayons différents
(en longueur ou en direction) est une série convergente. Ces formules
définissent donc bien une application & valeurs dans M /M.

Base “canonique” de H'(S';A(Ao)) construite sur Xoet 6y =0

C'est la base T = {7 &}~
élémentaires

TG,ea(e) =T+ Z(x)g;Nm*\:‘—)\te(qj—91)(1/z)E(j’l)z-NZ(x)—1 sur U,

(dans le membre de droite, on a noté pour simplifier z au lieu de T le
relevement de z au feuillet principal 0 < argz < 27) (Prop. IV.1).

formée des 1-cochalnes
a EAo ;0,08

Dans le cas sans logarithme (N = 0) et pour Z = I, la matrice
7G,e);@ — I est proportionnelle a la matrice élémentaire E(j¢) : par
projection sur une telle base, on “sépare” les coefficients des matrices.

“Base” infinitésimale <' associée

C’est la famille ' = {T(’j’();a}& des 1-cochaines abéliennes

eAo,(i,0ew
élémentaires a valeurs dans Ag associées a ¥ par les formules
T.0a(T) = (7 —ql)(llz)E(j,l) (0 < argz < 27) sur U,

Noter qu’on a supprimé Z et les logarithmes.
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Cocycle abélien associé

Au cocycle C(F’) = ( Z C(j 0 T(j,g);g) , ON associe

G.0ea deAo=Ano,2x]
le cocycle abélien

F)=( Y ciom 0w g,

G0

Série de Cauchy-Heine associée

Nous choisissons des rayons d’intégration 1lhm1tes et portés par les
relevements principaux des directions anti-Stokes.

Au cocycle ¢'(F'), on associe donc la série matricielle

o (F F
on?® = ( CHEP = 3 CHglnle”
n>0

. 1 Y ,~(§)
ou CHj[n] = Z C(j.0) —/ (]ér)l+1 dg.

- 2
a | (j,0fE

Théoréme de comparaison entre I’isomorphisme de Malgrange-Sibuya et
Pisomorphisme infinitésimal correspondant (il s’agit du théoréme de
Malgrange-Sibuya classique c’est-a-dire sans systéme différentiel).
Soit
F=1+7eGL(nCl]),

F= (I+f Jaca une I-cochaine représentant la classe de cohomologie
exp u(F),

et Fy =1+ f, des incarnations de.l?1 =I+7 (Prop. IV.3) telles que
I+ fo=+f)7'T+fF) pour tout o
Alors la 1-cochaine infinitésimale & = (®,) définie par
o=+ f7)f, pourtout a

représente la classe de cohomologie abélienne u(F).

DEMONSTRATION : On a en effet &, = —fy +ff=-F; + F}.
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Principe de la méthode : Le théoreme de comparaison appliqué a la 1-
cochaine fondamentale ¢(F) de F nous dit que la série de Cauchy-Heine
de & est dans la classe analytique additive de F

— E CH‘I)[n]x" modulo M = GL(n,C{z})

n>0

Les coefficients CH® [n] de cette série de Cauchy-Heine dépendent des
invariants de Birkhoff c(j¢).w cherchés et on essaie de déterminer ceux-ci
a partir de ’égalité précédente.

Remarquons tout d’abord que, égalité FF = 3 CH(I)[n]:z:" n’ayant
lieu que modulo les séries convergentes, cela n’a pas de sens de comparer
ces séries terme a terme : on va comparer les comportements asymptotiques
quand n tend vers infini des coefficients F[n] et CHq)[n]

_Par ailleurs, on n’a pas d’expressmn explicite simple des sommes Fi,
de F' et donc aussi de @ (bien qu’on dispose actuellement de formules
intégrales itérées d’accélération).

Le principe consiste a remplacer la 1-cochaine infinitésimale ® par la
1-cochaine abélienne c'(F') associée dont la série de Cauchy-Heine

F' = Z CHCI(F)[n]:c"
n>0
est plus simple, et d’évaluer si, ce faisant, ’erreur commise peut étre
négligée. On utilise alors les relations fournies par ’équivalence F[n] ~ F'[n].
n—oo

Etude asymptotique de la série de Cauchy-Heine F' de c'(F)
On a noté 7(; 5 +(z) = ghi—Aeelli=aA/DE .
Notons

A= ’\j — Ae )

~

ia

e oo d&
CH(j0aln] = %/ ghrmelai—a/O = |
AR T 0 é
k=d(g; — qe)
et &, = & + 2rn/k, r = 0,1,.,k — 1 les relevements principaux des
directions anti-Stokes portées par (j,%).

On a F{; p[n] = 720 <08, CH; o, In-

Les coeflicients c(; 4.5, sont les coefficients de Birkhoff qu’on cherche
a déterminer. Les fonctions CH(j ¢).5[n] sont des fonctions gamma généra-
lisées. On sait toujours en calculer un développement asymptotique quand
n — +oo ([Duv83]); nous allons le préciser en distinguant le cas out q;—ge
est un monoéme du cas ou il n’en est pas un.
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Cas ou (qj — qe)(%) = ;a;;

Par le changement de variable s = —a/¢* (on a —a = |q] e‘ﬁ’k), les
intégrales de Cauchy-Heine ci-dessus deviennent

1 g\~ Mk e _.ds
CH(j,t);&’,["]=§i7r—k(|a|ea"‘) /0 5( A)/k, =

On est ramené a une intégrale définissant une vraie fonction gamma.

On a

1 G\~ =Nk A
(VILI4)  CH(pa,[n) = 5— (Iale ) T

et en particulier
CH(; 0, [n] = e ™"~V CH; 5, In] -

Le coefficient de “proportionnalité” dépend de n, mais il est périodi-
que de période k ; il est donc constant si n varie en progression arithméti-
que de pas k. On a ainsi, pour ¢ =0,1,...,k—1, les k relations

CH(j,e);GZ, [mk+q] = 6—2i“r(q_A)/kCH(j,g);ao [mk+q] , pour tout m e N |

d'ot
(VIL15)
k-1 .
Fijplmk + 4] = (E e_zm(q_A)/kc(j,e);a,) CH ;a0 [mk +d] -
r=0

En conclusion, on sait évaluer le terme d’indices (j,£) de la matrice
de Cauchy-Heine (a fortiori son comportement asymptotique) et on peut
énoncer :

Les sous-suites (F‘ZJ olmk + q]) de ses coefficients de k en k
! m>0

sont proprotionnelles d

o~ —m—(g—A)/k —
(|a| e'a°k) ! I'(m+ ¢—A

)

1
CH 0y, [mk + a] = 2ink 2

Seuls les coefficients de proportionnalité dépendent des coefficients de
Birkhoff c(; 4).@, cherchés et ils en dépendent linéairement.
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Cason (gj — q)(3) = % + R(3) avec R#0 et d’R<k
On a maintenant ([Duv83])

1 o\~ (=)
(VIL16) CH pa, 0] ~ -— (Ial e a'k)

n—oo Tk s
n;A) E (alc'ar )

I(

ou les coefficients B, dépendent de a et des coefficients de R (en
particulier, §; est égal au coeflicient du terme de degré k—1 de R).

On a un facteur exponentiel supplémentaire qui ne conserve pas les
propriétés du cas précédent. On constate en particulier que :

d’une part, on n’a pas de formule simple permettant de comparer
les CH(; 4 .@,[n] dans les différentes directions &, et donc pas d’équiva-
lent asymptotique de CH(j ¢)[n] indépendant des coefficients de Birkhoff
(.0 @, d la constante preés;

d’autre part, ce facteur devient toujours ezponentiellement grand avec
n dans au moins une des directions anti-Stokes &,.

Il apparait ici 'importance du choix de ¢; —g¢ sous forme monémiale.

Evaluation des erreurs et fin du calcul

Supposons pour simplifier que Xy n’a pas de logarithme (N = 0).
Alors Z est diagonale et on peut sans grand changement supposer en
outre que Z = I. Nous laissons au lecteur le soin d’étendre les arguments
au cas général avec logarithme.

On a ¢(F) = ¢(F) - 1I. On passe de la 1-cochaine abélienne ¢ (F)
a la 1-cochaine infinitésimale '® en multipliant a gauche par les facteurs
inconnus F'; = I + f7. Ce faisant, on agit sur les lignes de c'(F) et les
perturbatlons se propagent a l’mterleur de chaque colonne. On va donc
comparer les séries de Cauchy-Heine colonne par colonne.

Fixons une colonne £.

Le coefficient d’indices (j,£) de la matrice F'[n]

k-1
Fliolnl =Y c0a. CHGoa, ]
r=0
a été évalué précédemment (VIL15) et (VIL16).

La perturbation apportée par le facteur fa_ (majoré par Cte |z| au
voisinage de 0) est une somme de termes d’ordre CHjr o).z[n — 1] pour
tous les couples (j',€) de la colonne £.
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La fin du calcul repose alors sur les deux arguments suivants :

i) Sichacun des termes CH(js ¢);5[n —1] est d’ordre strictement inférieur
A F '( j,0[n]; 1a perturbation n’affecte pas le comportement asymptotique de
F(; pln]. On peut écrire Fj ¢[n] e Fl;olnl.

ii) Si ¢j — ge est un mondme, on a, pour ¢ = 0,1,...,k—1, les relations

k-1
~ —2inr(g— ———1
(VIL17) F{;glmk +q] = (Ze Zimrla A)/kc(j,e);&,> 2ink

r=0
= o\ —m—(g—A)/k —-A
taok __q
(|a| e ) r (m + 7 )
Posons Lj¢)[q] = limm— 40 L(j,e)[mk + q] avec
F(plmk + q)

— —m—(aA/k
7 (Jaf &%)

Liio[mk + 4] = —
I'(m+ 432)

On peut calculer L;¢[q] a partir des relations de récurrence définissant
Folnl.

On obtient alors les coefficients de Birkhoff ¢(; ,.5 cherchés comme
solution du systeme de Cramer :

k-1
(VIIl8) Z 6—211rr(q—1\)/kc(jo’e°);a—k = ‘C(jo,fo)[q] , q= 0, 1, ey k—1

r=0

Conditions de validité du calcul des coefficients cG:a. o T=01,...,k—1

Il s’agit de préciser quand sont réalisées les contraintes (i) et (ii)
ci-dessus. Les formules (VII.14) et (VII.16) permettent d’énoncer les
conditions :

k = d°(g; —q¢) est le plus bas niveau de la colonne £ (i.e. d°(gjs —q¢) >
k, Vv3').

Si pour une valeur j' # j, le polynéme ¢j — q¢ = <x + ... est de
degré exactement k, on doit avoir :

ou bien |d'| > |a],
ou bien |a'| = |a| et (gj: — q¢)(3) = -f;,; est un monome.
Autrement dit : toutes les exponentielles €%’~% de la colonne ¢

doivent étre d’ordre > k. En outre, celles qui sont d’ordre k doivent étre
de type > |a| ct si elle sont de type |a|, exposant doit ¢tre un monome.
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3. Cas de la dimension trois. Exemple

On conserve les notations des paragraphes V.2, VIL.1 et VIL.2 ci-
dessus et on précise les différentes possibilités pour les systéemes de
dimension n = 3.

R On se donne une forme normale X et une transformation de Birkhoff
F € GLi(n,C|[z]]) de Xo. On suppose Xy réduite & la forme

X = z7e?  avec Q = Diag(q1,92,93) -

3.1. Bilan détaillé de la méthode infinitésimale
ler cas: q; =q2 = g3
Alors H'(S5"; A(Ay)) est trivial. Il n’y a pas d’invariants de Birkhoff.

2ecas: 1 =q =4, @374

Notons J = diag(A1,A2,A3) +€Ey2 avec € =1 ou 0 suivant que X
contient ou ne contient pas de logarithme.

Supposons que dans la réduction préliminaire de X, on ait aussi
réduit g—g3 & un monéme. Notons (¢—g3)(1/z) = a/z* ; k = d’(g—q3) =
d’(g3 —q).

Les directions anti-Stokes sont les directions ag,...,ar_; du front
de ¢ — g3 et ag,...,a}_; du front de g3 — g (Définition II.13). Leurs
relevements au feuillet principal vérifient

a, =ao +2nr/k
a, =&y +2nr/k
&6 = &0 + 7l'/k
La base “canonique” Ty, s’écrit, pour r =0,1,...,k—1,
ey, =1+l B EGye™ . j=1,2
Taoya =L+ z7e®  Eg g™, £=1,2

On a
TGaya, =1+ 3;’\—’\36(9—93)(1/3)E(1,3)
Teaa, = [+ 72e0 9D (B + B 3 Logz)
Taaya =1+ x)“’"\e(‘”‘ﬂ(l/‘)E’(a,l)

Taaya = 1+ 297 el=0) /DB ) + eFy 5)Logz)
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On justifie aisément la suppression des termes contenant un loga-
rithme dans la base infinitésimale T~ associée

TGy, = e T E g 7=1,2
T =BT VUDEG,y  £=1,2

d
En effet, 'intégrale | ¢}~ sela—9s)(1/€) 3 a, lorsque n tend vers
g q

o £n+1
d§

£n+l

I’infini, un comportement asymptotique dominant celui de / A 3ela—93)(1/) Logé

Dans la série de Cauchy-Heine, les termes contenant un logarlthme sont
donc subdominants. On peut les négliger.

Remarquons que les matrices E(; ) et E(2 1) n apparalssent pas dans
la base Tx, : il n’y a pas d’invariants de Birkhoff de type c(12)5 ou
€12,1);& -

On a 4k coefficients de Birkhoff & calculer : les quatre familles

Caasa, » Ceaya. 0 CEaa 0 €@2)an o

pour r =0,1,...,k—1.
Notons A = X\ — A3. Alors

~

i
L kg
CH(1,3);C¥0[ n] = CH(2 3); ao[ n| = §A ed/¢ -E-

i0ok\—(n— n—A
(ja] 80%)¢ “/"I‘(T)

2z7r

= 2irk
CH(3,1);&’3 [n] = CH(s,z);&g["] =

i@ k\—(ndA) Jkp T A
(Ja] e*0%) F(—k )

Notons
. o 1 iGoky—(n—A)/k n—A
Comldl = lim_ Fopimb+a |/ (Gizlalenyemnph))

et

. = 1 i —(n n-+-A
Loold = lim_Paolmk+a) [ (gl ey -omrp 22y

pour j=1,2,£=1,2 et ¢=0,1,...k—1.
On obtient des valeurs numériques approchées de ces limites en

calculant un certain nombre de termes des suites du second membre a
partir des relations de récurrence qu’elles vérifient.
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Les coefficients de Birkhoff sont alors les solutions des quatre systemes
de Cramer

k-1
(1) Z e—2:1rr(q—1\)/kc(l,3);ar = £(1,3) [q] , ¢q=0,1,...,k—-1,

r=0

k-1
(2) Z e—QiﬂT(q—A)/kc(2,3);ar = £(2,3) [q] y @ = 0, 1, ey k-1 ’

r=0
k-1

(3) Z 6_2i”r(q+A)/kC(3’1);a; = £(3,1) [q] ,¢=0,1,..., k-1 s

r=0
k-1

(4) Z e“z""r(‘1+A)/kc(3’2);a,r =Ls2ld, ¢=01,...,k—-1.

r=0

3e cas: q1, ¢z, q3 deux a deux distincts et Xo admet deux niveaux
kz < kl

Notons J = diag(A1,A2,A3) (Xo ne contient pas de logarithme;
rappelons qu’en outre 0 < Re);, Re)z, ReA; < 1).

Ordonnons gq1, g2 et g3 de telle sorte que d°(q1 — q2) = k2. Alors
d°(q1 — q3) = d°(g2 — g3) = k1.
La base “canonique” Tx, définie par

TG =1+ :c"‘i"\‘e(qf"")(1/’)8(,"[) pour 1 <j#€<n et aE(y,%)

est “séparée” (seul le terme E(; ¢ apparait dans 7(j ¢).5).
La base infinitésimale associée s’écrit

Taya = o M@ TIUDE,

Calcul des invariants cq 2y et ¢(2,1):a

Supposons que, par les réductions préliminaires, on ait ramené q; — ¢,
a la forme monémiale (de degré k; < k1 = d°(q1 — ¢3) = d°(q2 — g3) ).

Les coefficients de Cauchy-Heine CH(; ).z et CH(; 2).5 sont domi-
nants dans leur colonne. On peut appliquer la méthode infinitésimale a
la 1re et a la 2e colonne pour calculer les coefficients de Birkhoff €(1,2):&

et ¢(2,1);¥ pour tous les & portés par (1,2) ou (2,1). Le calcul se conduit
comme dans le cas précédent.

188



Chapitre VI

Calcul des invariants c13);5 €t c23);a

q1 — g3 et g2 — g3 ont nécessairement méme partie principale a/z*:.
Supposons qu’on ait ramené ¢ —g3 a la forme mondémiale (g2 —g3)(1/z) =
a/z¥1. Alors, d’une part g; — g3 n’est pas un monéme, d’autre part il a
meme partie principale que g2 — g3. Les formules asymptotiques (V.18)
montrent que dans la série de Cauchy-Heine, les perturbations ne sont
pas négligeables. Détaillons simplement un exemple en prenant A = 0,
(g2 — g3)(1/z) = —=1/2% et (q1 — g3)(1/x) = —1/2% + a/z. Les directions
anti-Stokes sont Rt et R~. On a

1 [reoelE€ 1 [t ds 1
- - nf2,—-s2° _ _~
CHasme(n) 2ir Jo £ $=%n o s 4i7rF(n/2)
et
1 +oo e_l/fz+a/£ 1
CH(1,5);r+(n) = %7 J, —E,;;T—'df ot 41—.#1’(11/2)6"‘\/’T

De méme CH(y 3)r-(n) ~ CH(2 3).R- (n)e_"‘\/'_‘. L’un au moins des
facteurs e*V™ ou e~*V™ pe tend pas vers zéro. Et ’approximation faite
en remplagant la 1-cochaine infinitésimale @ associée & la 1l-cochaine
fondamentale c¢(F') par la 1-cochaine abélienne ¢'(F) = ¢(F) — I n’est
pas acceptable.

On ne peut pas calculer par cette méthode les invariants de Birkhoff
c1,3);5 et c(2,3)7, ni de méme €@3,1);a €t ¢3,2)3-

4e cas: q1, g2, q3 deux a deux distincts et Xy admet un seul niveau &
(do(‘h —q2) = do(‘h - Q3) = do(Qs -q) = k)-

Notons encore J = diag(A1, A2, A3) et supposons que ¢; — g2 ait été
mis sous forme monomiale

(1 —gq2)(1/z) = %

Alors, soit (g2 —g3) et (g3 —q1) sont tous deux des mondmes, soit ni I'un
ni 'autre n’en est un.

- Si ¢1 —q2, g2 —q3 et g3 — ¢q1 ne sont pas réductibles simultanément
a des monomes, alors on ne peut calculer par la méthode infinitésimale
aucun des invariants de Birkhoff.

- Si (@1 — @)(1/z) = a/z*, (92— g5)(1/z) = b/z* et (g3 —a)(1/z) =
c¢/z* | avec |a|] < |b] < |¢|, alors on peut toujours calculer par la méthode
infinitésimale les invariants de Birkhoff c(; 2).7, c(2,1);& et ¢(2,3);5- Par
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dualité (remplacer [Ao] et [A] par leurs duaux [Af] et [A*], Xo par
tX;! et F par tF~1), on peut aussi calculer €(3,2);5 -

Si, en outre, |c| = ||, on peut calculer les invariants c(; 3).5 et par
dualité C(3,1);& -

Nous traitons maintenant un exemple de dimension n = 3 dans lequel
k=1 et |a] < b <|c|.

3.2. Etude d’un exemple de dimension 3 et de niveau 1
Considérons le systeme différentiel

0 1/z 0
4] %2(— =AX ou A= (—1/:1: 1/22 iz )
"’ 1 0 (2+1/2)/x?

Il admet pour forme normale d’Hermite

dX 1 :
[Ao] : -zi;-=AoX ou A0=-;2- diag(0,1,2+z/2)

de solution normale d’Hermite
Xo(z) = eQ1/2)  avec Q = diag(q1,92,93)

et q1(1/2) =0, @x(1/2) = —1/z, as(1/2) = —(2+i/2)/.
Il existe une unique transformation de Birkhoff F' de [Ao] en [4],
unique solution du systéme

~

d ~ -~
[Ao; 4] —F=AF—-FA0
dz

satisfaisant & la condition initiale F'(0) = I.
Le systtme [A] admet un seul niveau k = 1 (= d%(q1 — ¢2) =

d®(g2 — q3) = d°(g3 — q1)) et les trois polynémes q1 — g2, g2 — g3 et
q3 — q1 sont simultanément des mondémes. Notons

(a1 —Q2)(%)=% , a=1
@-w)3)=2 , b=1+i2
(¢13—Q1)(-i-:)=§ ,  c=—(24+1/2)

On a |a| < |b] < |¢].
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Les directions anti-Stokes sont

a = m portée par (1,2) a =0 portée par (2,1)
a=m+ -g— portée par (2,3) a= % portée par (3,2)
a =m+ arg(2 +:/2) portée par (1,3) a = arg(2 + ¢/2) portée par (3,1)

Puisque chaque couple (j,€) porte une seule direction anti-Stokes
(le niveau k vaut 1), nous noterons celle-ci a(js et nous noterons
indifféremment c(; ¢ ou (080 L) les invariants de Birkhoff.

On a a calculer les six coefficients

€Q,2) = €Q,2);7 > ¢2,1) = €210 > €(2,3) = €(2,3);7x/6 >

€(3,2) = €(3,2);n/6 > €(1,3) = €1 3);n+d > €(3,1) = €315 >

ou & = Arg(2 + ¢/2) (détermination principale). Ceux-ci représentent un
systeme complet d’invariants de Birkhoff c(j ¢, 1 < j#£ < 3, ou de
matrices de Stokes C(j’t) =1+ C(j,t)E(j’g) .

La méthode de calcul par sommation permet a priori de calculer ces
six coefficients. Nous ’esquissons ci-dessous. Malheureusement, elle n’a pu
étre conduite jusqu’au terme des valeurs numériques : on se heurte encore
dans l'utilisation des procédures de sommation pourtant opérationnelles
en dimension deux a des problémes d’instabilité nécessitant une étude
particuliére. Celle-ci vient d’étre commencée par J. Thomann au Centre
de Calcul de Strasbourg-Cronenbourg.

La méthode infinitésimale ne permet le calcul que des trois coefficients
c1,2)» €(2,1) et ¢2,3) (par dualité, on pourrait aussi obtenir le coefficient
¢(3,2) )- Les calculs se déroulent bien. Les relations de récurrence sont
stables quoique nécessitant une bonne précision sur les valeurs initiales
(les valeurs initiales et quelques suivantes ont été calculées exactement en
calcul formel).

Calculs préliminaires utiles aux deux méthodes

Soit F = [F‘(j,t)]. 11 suffit de déterminer une ligne de la matrice F.
Nous avons choisi ﬂ’établir les relations de récurrence définissant la 3e
ligne F'(1 3), F(2,3), F(3,3)-

Notons F‘(l), F'(g),ﬁ(g,) les trois colonnes de F'.

Le systeme [Ag; A] se sépare en trois systemes différentiels portant
sur les trois colonnes de F'.
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Pour déterminer, F(l), on a
~ ~ . 1 ~
Fay=Fay - 2+i/2)5Fae
- -~ R PN . 1 4
Fy=2FG5y—-(2+ z/2);F23,1) +2(2+ z/2);171(3,1)
2 By + (=(6+3/2)2” +2°)Fls 1) + (2+/2) +3(2 +i/2)z + ") Fia
@@ +i/2)/z +5(2 +i/2) + iz*) Pz = 0
avec les conditions initiales Fi(; 1)(0) = 1, f’(g,l)(ﬂ) = F(3.1y(0) = 0.
Pour déterminer F‘(g), on a
F12) = —2F(y, +i2’F(sg) ‘
Fla) = oF{s 0 —i/(20)Fis 2 + (1 +/2)(=1/2" + 2/")F 3
e Fl 5 + (—iz® /2 + 2*) Py 5y + (—(1+3/2)z + (2 + 3i/2)a® + 2°) F3 4
+(3(1414/2) = 5(1 4 i/2)x — iz®)F(32) = 0
avec les conditions initiales F’(l,z)(O) = F‘(3,2)(0) =0, f’(u)(O) =1.
Pour déterminer l?'(3), on a
Fug=Faga
Fa3) = xF,(Is,s) +((2+ i/2)/:c)F"(3,3)
2 F(g )+ (2° + (3 +0)2”) Fi 5) + (2 +/2)(1 +1/2) = (2+1/2)z + ") F g 5)
- 4i$4F(3,3) =0
avec les conditions initiales F(l,g)(O) = F(2,3)(0) =0, F’(3,3)(0) =1.

En notant F; 4 = 2 on>0 F(;.p[n]z™, les équations différentielles ci-

dessus donnent pour déterminer les séries F(3 ), £ = 1,2,3, les relations
de récurrence linéaires suivantes :

(2+i/2)(n—2)F3,1)[n] = ((3+i/2)(n—1)(n—2)—(2+i/2)(3n—8)) F(3,1y[n—1]
—((n=3)2+1)(n—2)F31yln— 2] 4+ iF(31)[n — 5]

avec les conditions initiales

Fspl-2 = F -1 = Fapl0] = F (1] = 0 et Fapl2) = -1/(2+i/2) ;

(14i/2)(n=3)F(3,2)[n] = ((=i(n—1)(n—2)/2+(2+3i/2)(n—1)=5(1+i/2)) F 3 2) [n—1]
+ ((n=3)2+1)(n - 2) F3.9)[n — 2] — iF(5.2)[n — 5]
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avec les conditions initiales
Faopl-11=F2)0] = Fplll = Fs)21 =0 et F55[3] = -1/(1+i/2) ;

et

(24i/2)(1+i/2)nF 3 3)[n] = (—(3+1)(n—2)+(2+i/2))(n—1)F 3 3)[n—1]
—((n=3)24+1)(n—2)F3)n—2]+iFs3n -5

avec les conditions initiales

Fa)[—4] = Fa)[-3] = Fa (-2 = Faa[-1] =0 et Fz 0] =1

Méthode de calcul par sommation

Les calculs a effectuer se lisent clairement sur 1’expression de la 1-
cochaine fondamentale ¢(F'). Explicitons-la

S N
o(F) = ((Fa(j,l)) F a(i,‘))lgjﬂsi"

- ( I+ ¢ 4=/ E 0)

En la détaillant suivant les colonnes, cette formule s’écrit

+ + +
(F(l);au,t) Fayetio F(s);a(j,e))
- - - . —a,)(1
= (F(l);a(j,e) Fayati0 F(a);a(j,e)) (I + c(j,pel% 0/ ”)Eu,e))

(Aucun terme n’étant “multi-valué”, il n’est pas nécessaire ici de choisir
une détermination & pour les directions anti-Stokes «.)

D’ou, si £ #4,0n a
+ — - .
Feyatin = Fleyatio
la direction «(j,£) n’est pas singuliere pour la colonne Fey.

Pour ¢ =4, 0n a

+ - i—qe)(1
F(l);a(j,l) = F(l);a(j,l) + c(j,t)e(q’ a0)( /z)F(j);a(J‘,t)

(F&T);a(j’[) = F(jy.a(,0 Puisque, j étant différent de £, a(j,£) n’est pas
une direction singuliére pour F';).

Ainsi, chaque colonne admet deux directions singuliéres au plus.
Détaillons ce qui précede par une liste complete.
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COLONNE F(;). Elle admet les deux directions singulieres a(2,1) =0 et
a(3,1) = a = arg(2+i/2) dirigées par les vecteurs a = 1 et —c = 2+1/2.

2+i/2

—_—

0 1

Figure VIIL.3.1
Et elle vérifie les relations

—F).0(2) + Fyo(2) = ceye™ /7 Fpy(a)
—FQ(@) + Fy o (2) = e e FH D Ry (o)

d’ou les matrices de Stokes

1 00
Cepn=\|ceny 1 0 dans la direction «(2,1) =0,
0 01
1 00 .
Ciy) = 0 10 dans la direction a = «(3,1) = arg(2+1/2) .
¢y 0 1

COLONNE F(z). Elle admet les deux directions singulieres a(1,2) = 7 et
a(3,2) = 7/6 dirigées par les vecteurs —a = —1 et b=1+1/2.

1+i/2

-—

-1 0
Figure VII.3.2
Et elle vérifie les relations
~Fayn(2) + Fyo(2) = e * Fy ()
~F3y,n76(2) + Fiyns6(2) = ca2ye” T/ Fig (z)

d’ou les matrices de Stokes

1 cuz O
Cap = g (1) (1) dans la direction «(1,2) =7,

1 0 0
Ci2) = (0 1 0) dans la direction a(3,2) = 7/6 .
0 €(3,2) 1
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COLONNE ?(3). Elle admet les deux directions singulieres «(1,3) =
T+a = arg — (2 +:/2) et a(2,3) = T7/6 dirigées par les vecteurs
c=—(2+1/2) et —=b=—(1+1/2).

0

—

-(2+i/2) -(1+i/2)
Figure VIL.3.3

Et elle vérifie les relations

—F(;);x+a($) + F(-{I;);1r+a(z) = c(1,3)<‘—’(2+"/2)/zF(1)(5'3)
—Fyan6(2) + Foyrm6(2) = c,3e TP/ 2Ry ()

d’ou les matrices de Stokes

10 caa

Caz=|(0 1 0 dans la direction a(1,3) =7+ a ,
0 0 1 ‘
1 0 0

Ce3 =10 1 cp3 | dansla direction «(2,3)="1T7/6 .
0 0 1

Terminons par le dessin des chemins de sommations conformément a
la méthode indiquée en V.3.3 (cf. figure VIL.3.4).

On a indiqué en pointillés les directions singulieres et en traits pleins
les chemins de sommation (leur origine est 0; leur extrémité est portée
par une direction singuliére).

Les indices (j,£) indiquent quelle matrice de Stokes Cj; ¢) est obtenue
par sommation dans cette direction : on somme de part et d’autre de
cette direction la colonne C; et on compare a la somme de la colonne
C; corrigée par une exponentielle e~ v/ ; les coeficient v est le “vecteur”
marqué sur chaque direction singuliere.

Pour déterminer le coefficient de proportionnalité de deux vecteurs, il
suffit d’en comparer une seule composante; nous avons choisi la troisieme.
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Figure VIIL.3.4

Méthode infinitésimale

La 1-cochaine fondamentale de F' s’écrit

(F) = (c43,0T6.0)age » 1Si#C<3,
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Ol () = T(j patiye) = 1 + B ICIDE ;) sur Uggjpg.
La 1-cochaine infinitésimale ® = (@4 ¢)) est donnée par

Pa(i0) = Fogsip) (C(j,t)f('j,e)) , 155#£6<3

ou T('j,l) =1,e — I et ou Fa_( j.¢) €st une somme fondamentale de f’; elle
est donc en particulier asymptotique & F en 0.

La 1-cochaine abélienne associée ¢/(F') s’obtient en remplagant F' (i )
par I et vaut donc

¢(F) = (C(j,l)"'('j,e))
Les termes dominants de chaque colonne de la série de Cauchy-Heine
CHP) de ¢! (F') sont respectivement les éléments d’indices (2,1), (1,2)
t (2,3) : ils sont & comparer aux éléments F(g,l)[n], F(12)[n] et F(33)[n]

de mémes indices dans la série F. Or nous n a.vons déterminé que les
éléments F(3 1) F(3 2) et F(3 3)_ de la 3e ligne de F. On pourrait natu-

rellement calculer aussi F(2 1 F(l 2) et F(2 3) pour appliquer la méthode
infinitésimale telle que présentée de fagon générale. Nous avons préféré ici
(et sans hésitation! Comparez la longueur des calculs) évaluer le compor-
tement asymptotique des termes de la 3e ligne de la série de Cauchy-Heine

CHq) de ¢. 1l suffit pour cela de “pousser” un peu plus loin le développe-
ment asymptotique de F_ . , (pris égal & I dans ¢'(F’)): on prend comme

approximation de ® non pas ¢’ (F’) mais la 1-cochaine ¥ définie par
"vba(j,l) = C(5,0) pp(ﬁ) 7-(’_j,/\) , 1 < ] #Z <3 ’
ou pp(f’) est la matrice obtenue en remplacant chaque terme de F par sa

partle principale en 0. On obtient ainsi I’égalité asymptotique entre les
n-éme coefficients de la 3e ligne de F°

(1?’ eyl Fephl F (3,3)[n])

et les n-iemes coefficients des séries de Cauchy-Heine de

(6(2’1)pp(f7(3’2))e(qz—qt)(l/z) c,2)pP(F (3 1))@~/ 6(2’3)pp(f‘(3,2))6(42—%)(1/1‘))

Or nous avons vu que F‘(3’1)[0] = f’(gyl)[l] =0et F3q)[2] = —1/(2+1/2),
flonc pp(F@3,1)) = (=1/(2 + i/2))2*; et que F(s,zﬁo] = Fgpall] =
P2l = 0 et FplB] = —1/(1 +i/2), donc pp(Fis) = (~1/(1 +
1/2))z3.
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On en déduit, pour déterminer c(31), c(1,2) et ¢(2,3), les équations
asymptotiques -

- 1 [te -1 1 dE
F 3 1)[n] ~ ¢(2,1) /0 — e —

%m 1+41:/2 gntl
- ¢ F'(n-3)
= (2,1) 2”1,(1 + 1/2) ’
F 1 TE ol (1+i/2)/¢ d§
F(3,2)[n] €(1,2) 2i7r/(; o i/2§ e _§n+l
['(n-2)
— (_1\nt+1
=(-1) C(1,2)—'—22.7r(2 Ti2)
7ix/6 .
F L [© T = s,a+ie 98
F(3,3) [n] ~ C(2,3)2_z-7; /0 m e E‘T

n F(Tl, — 3)
= (—1) 0(2’3) 21,7!'(1 + i/2)n_2 )

d’ou les trois formules (=trois systémes de Cramer de dimension k =1)

4

. . . Fa n
ciz,) = —2im(144/2)limp—t oo —EI‘ :;1-2:[; ]
4 c1,2) = —2im(2 4 1/2) lim"—'-i-oo(—l)nﬁr,%%_)g—';]
\ €23 = —ur limn__,+°o(_1)n—1(1 + i/2)""2 };:((::;11:[;)1]

Pour effectuer le calcul numériquement, on a posé

Lanln] = ;22

F3)n]
I'(n-2)
F,3)[n]
I'(n-3)

Lag[n] =1 +:/2)(-1)"

L(2,3)[n] = (—1)"-1(1 + i/2)"“4

¢y = m(1—2¢)limp—too L(2,1)[n]
ca2) = “Z=(2+9i) limpotoo L(1,2)[n]

6(2,3) =3 (4 - 31) limn_.+°° L(2,3) [n]

On a calculé les valeurs des suites Lj ¢)[n] jusqu’a n =20000. On a
ensuite appliqué un procédé d’accélération au premier ordre en calculant
les termes successifs des suites

uGgn] = (n+ 1)L gn + 1] —nLieln] .
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Ce procédé améliore de fagon évidente la vitesse de convergence. Pour
chaque invariant, les deux valeurs ainsi calculées sont trés voisines. En
outre, I'une des suites est croissante, ’autre décroissante d’ou vraisembla-
blement un encadrement de la valeur cherchée.
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n: L(1,2)[n] : u(1,2)[n] : n: L ,z)[n]: u(1,2)[n] :

4 -0. 40000000 +i 1.20000000 8250 1.94581487 +i 0.43343671 1.94628530 +i 0.43348325
5 2.18000000 -t 2.24000000 8500 1.94582870 +i 0.43343808 1.94628530 +1 0.43348324
s 138999499 +i 4.44000000 8750  1.94584175 +i 043343937  1.94628529 +i 0.43348324
7 ~1.34994444 ~1 4.50933333 9000 1.94585407 -1 0.43344059 1.94628529 +1: 0.43348324
8  17.10727556 +i 4.29581778 9250  1.94586572 +i 043344174  1.94628529 +i 0.43348324

9 -6.71706402 —1 0.79025126 9500 1.94587676 -1 0.43344284 1.94628528 +i 0.4334832
10 10.53506927 —i 2.64017600 —170 74630 +t 113.40375 9750 1.94588724 <+t 0.43344387 1.94628528 +1 0.43348324
20 5.36130870 +i 14.75807099 - 520.57161 10000 1.94589719 i 0.43344486 1.94628528 +1i 0.43348324
30 —-9.5316348 +1i 2 37981776 617 64984 —l 261.21171 10250 1.94590666 . +¢ 0.433445 1.94628528 +1 0.43348324
40 1.19190958 —i 6.43092077 169.06995 +: 499.91909 10500 1.94591567 +i 0.43344668 1.94628528 +1 0.43348324
50 5.44689528 +i 0. 355‘324L54 -327. 71541 +t 82.91122 10750 1.94592427 +i 0.43344753 1.94628527 +1i 0.43348324
60 1.78397214 +: 2.13093 -30.40771 —i 190. 20614 11000 1.94593247 -+ 0.43344835 1.94628527 +i 0.43348324
70 1.12980001 +: O. 32637041 102. 57556 -t 8.77611 11250 1.94594031 i 0.43344912 1.94628527 41 0.43348224
80 1.96543275 +i 0.10553461 2.67636  +i  49.99649 11500 1.94594781 -+t 0.43344986 1.94628527 +3 0.43348323
90 2.03461332 +i 0.46758467 -21.187176 —1 0.99535 11750 1.94595499 <1 0.43345057 1.94628527 +i 0.43348323
100 1.88740943 +: 0.48170763 3.38245 —t 9.90404 12000 1.94596187 <& 0.43345125 1.94628527 41 0.43348323
250 1.93069968 +i 0.43192428 1.94634762 4+t 0.43349968 12250 1.94596847 +¢ 0.43345191 1.94628527 +i 0.43348323
500 1.93850876 +: 0.43270999 1.94630152 43 0.43348943 12500 1.94597481 +¢ 0.43345253 1.94628527 +1 0.43348323
750 1.94110455 +1 0.43296911 1.94629248 +:i 0.43348598 12750 1.94598089 +i 0.43345313 1.94628526 +3i 0.43348323
1000 1.94240108 +: 0.43309816 1.94628931 43 0.43348477 13000 1.94598675 +i 0.43345371 1.94628526 +1 0.43348323
1250 1.94317856 +: 0.43317542 1.94628785 +i 0.43348421 13250 1.94599238 ¢ 0.43345427 1.94628526 +1 0.43348323
1500 194369671 +i 0.43322686  1.94628705 +i 0.43348391 13500  1.94599780 -+i 0.43345481  1.94628526 +i 0.4334%"23
1750  1.94406672 +i 0.43326356  1.94628657 +i 0.43348373 13750  1.94600303 +i 0.43345532  1.94628526 +i 0.43348323
2000 - 1.94434418 +i 0.43329108 1.94628626 +: 0.43348361 14000 1.94600807 +i 0.43345582 1.94628526 +1 0.43348323
2250  1.94455995 4i 043331247  1.94628605 +i 0.43348353 14250  1.94601293 +i 043345630  1.94628526 +i 0.43348323
2500  1.94473256 +i 0.43332057  1.94628589 +i 0.43348347 14500  1.04601763 +i 043345677  1.94628526 +i 0.43348323
2750 1.94487376 +i 0.43334356 1.94628578 +: 0.43348343 14750 1.94602216 +i 0.43345721 1.94628526 +i 0.43348323
3000 104499143 +i 0.43335521  1.04628569 -+i 0.4334833 15000  1.94602655 ~+i 043345765  1.04628526 +i 0.43348323
3250  1.94509098 +i 043336507  1.94628563 +i 0.43348337 15250  1.94603079 +i 043345807  1.94628526 ~+i 0.43348323
3500 1.94517631 -+ 0.43337352 1.94628557 +i 0.43348335 15500 1.94603489 +i 0.43345847 1.94628526 +1i 0.43348323
3750 1.94525026 +i 0.43338084 1.94628553 -+t 0.43348333 15750 1.94603887 +1 0.43345887 1.94628526 +i 0.43348323
4000 1.94531496 +i 0.43338725 1.94628549 +i 0.43348332 16000 1.94604272 +1 0.43345925 1.94628526 +1i 0.43348323
4250 1.94537205 +3 0.43339290 1.94628547 +i 0.43348331 16250 1.94604645 +1 0.43345962 1.94628526 +1i 0.4334°323
4500 1.94542280 +i 0.43339792 1.94628544 +3 0.43348330 16500 1.94605007 +i 0.43345997 1.94628525 +13 0.43348323
4750 1.94546820 +: 0.43340241 1.94628542 +: 0.43348329 16750 1.94605358 +: 0.43346032 1.94628525 +1i 0.43348.423
5000 1.94550906 +1 0.43340646 1.94628540 +s 0.43348328 17000 1.94605699 +1i 0.43346066 1.94628525 +1i 0.43348323
5250 1.94554603 +: 0.43341012 1.94628539 +1: 0.43348328 17250 1.94606029 +i 0.43346098 1.94628525 +i 0.43348323
5500 1.94557964 +i 0.43341344 1.94628537 +: 0.43348327 17500 1.94606351 +i 0.43346130 1.94628525 413 0.43348323
5750 1.94561032 +i 0.43341648 1.94628536 +i 0.43348327 17750 1.94606663 -+i 0.43346161 1.94628525 +1 0.43348323
6000 1.04563845 +1 0.43341926 1.94628535 +1 0.43348327 18000 1.94606967 +1 0.43346191 1.94628525 +3i 0.43348323
6250 1.94566432 +1 0.43342182 1.94628534 +i 0.43348326 18250 1.94607262 +1 0.43346220 1.94628525 +:i 0.43348323

6500 1.94568821 +i 0.43342418 1.94628534 +i 0.43348326 18500 1.94607549 +i 0.43346249 1.94628525 41 0.4334832
6750 1.94571032 +i 0.43342637 1.94628533 +: 0.43348326 18750 1.94607829 +i 0.43346276 1.94628525 +i 0.43348323
7000 1.94573086 +i 0.43342840 1.94628532 +1: 0.43348325 19000 1.94608101 +: 0.43346303 1.94628525 +3: 0.43345323
7250 1.94574998 +i 0.43343029 1.94628532 +s 0.43348325 19250 1.94608367 +1 0.43346330 1.94628525 +i 0.43348323
7500 1.94576782 +i 0.43343206 1.94628531 +i 0.43348325 19500 1.94608625 +i 0.43346355 1.94628525 +1 0.43348323
7750  1.94578452 +i 043343371  1.94628531 +i 0.43348325 19750  1.94608877 +i 043346380  1.94628525 +i 0.43348323
8000 1.94580017 +: 0.43343526 1.94628530 +s 0.43348325 20000 1.94609123 +i 0.43346404 1.94628525 +1 0.43348323
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Table de convergence D

Liste des valeurs numériques de la suite convergente Ly 5)[n] définie par récurrence a partir des expressions ci-dessus et
liste des valeurs numériques de la suite accélérée u(y 2)[n]. Le coefficient de Stokes c(;2) qui s’en déduit vaut respectivement

€(1,2) = 0.01129878 — ¢23.09921488 et c(; 2) = 0.0110314 —223.10142977.
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n: L(3,3)[n] : u(2,3)[n] : n: L(3,3)[n] : u(2,3)[n] :

5 0.02352941 +i 0.09411765 8500 0.05468210 +i 0.36033754 0.05473098 +‘l 0. 36037345
6 0.03171857 +i 0.20530565 8750 0.05468350 +: 0.36033856 0.05473098 +¢ 0.36037345
7 0.02293236 +i 0.28879649 9000 0.05468482 +: 0.36033953 0.05473098 +i 0.36037345
8 0.00838562 +i 0.33739618 9250 0.05468607 +i 0.36034045 0.05473098 4+ 0.36037345
9 —0.00350856 +i 0.35952452 9500 0.05468725 +i 0.36034132 0.05473098 +t 0.36037345
10 —0.00966163 +: 0.36594183  —O0. 01807593 +1 0 35372005 9750 0.05468837 41 0.36034214 0.05473098 +¢ 0.36037345
20 0.02626117 +3i 0.35030027 0.06942678 +i 36291 10000 0.05468944 +i 0.36034292 0.05473098 +1 0.36037345
30 0.03833058 +i 0.35237579 0.05828742 +1 0 35790991 10250 0.05469045 +i 0.36034367 0.05473098 +1i 0.36037346
40 0.04305810 +i 0.35390906 0.05636651 +1 0.35906169 10500 0.05469141 +i 0.36034438 0.05473098 +i 0.36037346
50 0.04564724 +i 0.35499172 0.05566725 +1 0.35957302 10750 0.05469233 +: 0.36034505 0.05473098 +: 0.36037346
60 0.04728951 +:i 0.35577714 0.05533699 +1i 0.35983606 11000 0.05469321 +i¢ 0.36034570 0.05473098 +¢ 0.36037346
70 0.04842632 +i 0.35636766 0.05515515 41 0.35998825 11250 0.05469405 +: 0.36034632 0.05473097 +: 0.36037346
80 0.04926067 +i 0.35682604 0.05504443 +1: 0.36008399 11500 0.05469485 +i 0.36034691 0.05473097 +: 0.36037346
90 0.04989943 +i 0.35719146 0.05497204 +: 0.36014805 11750 0.05469562 4+t 0.36034747 0.05473097 +i 0.36037346
100 0.05040431 +i 0.35748926 0.05492213 +: 0.36019300 12000 0.05469636 +i 0.36034801 0.05473097 +i 0.36037346
250 0.05304404 +: 0.35917751 0.05475835 +: 0.36034636 12250 0.05469707 4: 0.36034853 0.05473097 +: 0.36037346
500 0.05389425 +i 0.35976876 0.05473757 41 0.36036683 12500 0.05469774 +4¢ 0.36034903 0.05473097 +1 0.36037346
750 0.05417462 +i 0.35996886 0.05473387 +1i 0.36037054 12750 0.05469840 +: 0.36034951 0.05473097 +1i 0.36037346
1000 0.05431425 +i 0.36006946 0.05473259 +i 0.36037183 13000 0.05469902 +:i 0.36034997 0.05473097 4t 0.36037346
1250 0.05439785 +i 0.36013000 0.05473200 +i 0.36037242 13250 0.05469962 +i 0.36035041 0.05473097 +1: 0.36037346
1500 0.05445351 +i 0.36017043 0.05473168 +i 0.36037274 13500 0.05470021 +: 0.36035084 0.05473097 +¢ 0.36037346
1750 0.05449324 +: 0.36019935 0.05473149 413 0.36037294 13750 0.05470076 +: 0.36035125 0.05473097 +: 0.36037346
2000 0.05452301 +: 0.36022106 0.05473136 +1 0.36037306 14000 0.05470130 +i 0.36035165 0.05473097 +i 0.36037346
2250 0.05454615 +1i 0.36023795 0.05473128 +1i 0.36037315 14250 0.05470182 +: 0.36035203 0.05473097 4+t 0.36037346
2500 0.05456466 +3i 0.36025147 0.05473122 +: 0.36037321 14500 0.05470233 +: 0.36035240 0.05473097 +: 0.36037346
2750 0.05457980 +3i 0.36026254 0.05473117 +3 0.36037326 14750 0.05470281 +i 0.36035276 0.05473097 +t 0.36037346
3000 0.05459242 +i 0.36027177 0.05473114 +1i 0.36037329 15000 0.05470328 +: 0.36035310 0.05473097 +i 0.36037346
3250 0.05460309 +i 0.36027958 0.05473111 +3 0.36037332 15250 0.05470374 +:i 0.36035344 0.05473097 +: 0.36037346
3500 0.05461223 +: 0.36028628 0.05473109 43 0.36037334 15500 0.05470417 +i 0.36035376 0.05473097 +i 0.36037346
3750 0.05462015 +i 0.36029208 0.05473108 +i 0.36037336 15750 0.05470460 +i 0.36035407 0.05473097 +:i 0.36037346
4000 0.05462709 +: 0.36029716 0.05473106 +3 0.36037337 16000 0.05470501 +i 0.36035437 0.05473097 +1 0.36037346
4250 0.05463320 +i 0.36030165 0.05473105 +1 0.36037338 16250 0.05470541 +i 0.36035467 0.05473097 +t 0.36037347
4500 0.05463864 +i 0.36030563 0.05473104 +i 0.36037339 16500 0.05470580 +i 0.36035495 0.05473097 +1 0.36037347
4750 0.05464350 +3i 0.36030920 0.05473103 +: 0.36037340 16750 0.05470617 +i 0.36035523 0.05473097 +1i 0.36037347
5000 0.05464788 +1i 0.36031241 0.05473103 +: 0.36037341 17000 0.05470654 +i 0.36035550 0.05473097 43 0.36037347
5250 0.05465184 +i 0.36031531 0.05473102 +: 0.36037341 17250 0.05470689 +i 0.36035576 0.05473097 +t 0.36037347
5500 0.05465544 +i 0.36031795 0.05473102 +1 0.36037342 17500 0.05470724 +i 0.36035601 0.05473097 +s 0.36037347
5750 0.05465872 +i 0.36032037 0.05473101 +: 0.36037342 17750 0.05470757 +1i 0.36035626 0. 05473097 +t 0.36037347

6000 0.05466173 +: 0.36032258 0.05473101 +: 0.36037343 18000 0.05470790 +i 0.36035650 0.05473007 4+t 0.36037347
6250 0.05466450 +i 0.36032461 0.05473100 +1: 0.36037343 18250 0.05470821 <41 0.36035673 0.05473097 +i 0.36037347
6500 0.05466706 +: 0.36032649 0.05473100 +: 0.36037343 18500 0.05470852 +i 0.36035695 0.05473097 +1 0.36037347
6750 0.05466943 +1 0.36032823 0.05473100 +: 0.36037344 18750 0.05470882 +:i 0.36035717 0.05473097 +t 0.36037347
7000 0.05467163 +i 0.36032984 0.05473099 +1 0.36037344 19000 0.05470911 +:¢ 0.36035739 0.05473097 +% 0.36037347
7250 0.05467368 +i 0.36033134 0.05473099 +1i 0.36037344 19250 0.05470939 +: 0.36035760 0.05473097 +: 0.36037347
7500 0.05467559 +i 0.36033275 0.05473099 +1i 0.36037344 19500 0.05470967 +:i 0.36035780 0.05473097 +t 0.36037347
7750 0.05467737 +i 0.36033406 0.05473099 +i 0.36037344 19750 0.05470994 +: 0.36035800 0.05473097 4+t 0.36037347
8000 0.05467905 +: 0.36033529 0.05473099 +1: 0.36037345 20000 0.05471020 +: 0.36035819 0.05473097 +1 0.36037347

Table de convergence E

Liste des valeurs numériques de la suite convergente L3 3)[n] définie par récurrence & partir des expressions ci-dessus et
liste des valeurs numériques de la suite accélérée u(s3)[n]. Le coefficient de Stokes c(z,3) qui s’en déduit vaut respectivement
C(2,3) = 2.04190482 + 12.00638152 et c(2,3) = 2.04210476 + ¢2.00637967.
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n: L(3,1)[n] : u(2,1)[n] : n: L(3,1)[n] : u(2,1)[n]) :
4  —1.60146550 +i 0.90901689 8250  —2.96516454 +i 1.44614964  —2.96523092+i 1.44564718
5  —3.37106436 +i 2.66079988 8500 —2.96516649 +i 144613487  —2.96523093+i 1.44564721
6 —4.16376203 +i 4.36694036 8750 —2.96516833 41 1.44612093 —2.96523093+1 1.44564724
7  —4.00812147 +i 5.36062759 9000  —2.96517007 +i 1.44610778  —2.96523093+i 1.44564727
8  —3.40503428 +i 5.53023524 9250 —2.96517172 +i 1.44609533  —2.96523093+i 1.44564729
9 —2.80218888 +1 5.11154840 . 9500 —-2.96517328 41 1.44608354 —2.96523094+¢ 1.44564731
10 —2.40895544 +1 4.42187107 —0.67915563 —1 3.44348930 9750 —~2.96517475 +: 1.44607235 —2.96523094+7 1.44564733
20 —2.91481042 +: 1.79599574 —3.16686968 41 1.28329385 10000 —2.96517616 +¢ 1.44606173 —2.96523094 41 1.44564735
30 —2.94882938 41 1.63988943 —2.96993104 +: 1.37038878 10250 —2.96517749 +: 1.44605162 —2.96523094 41 1.44564737
40 —2.95337953 4+1 1.57785689 —2.96508283 +3 1.41003246 10500 —2.96517877 4+: 1.44604200 —2.96523095+1 1.44564739
50 —-2.95564339 41 1.54584261 —2 96447278 43¢ 1.42502530 10750 —2.96517998 41 1.44603282 —2.96523095+13 1.44564740
60 —2.95711375 41 1.52630911 2.96449364 41 1.43221672 11000 —2.96518114 +i 1.44602406 —2.96523095+1 1.44564741
70 —2.95817491 +: 1.51314891 —2 96460400+ 1.43621013 11250 —2.96518225 44 1.44601569 —2.96523095+1 1.44564743
80 —~2.95898472 41 1.50368039 —2.96471061+1 1.43865478 11500 —2.96518331 +¢ 1.44600769 —2.9652309541 1.44564744
90  —2.95962550 4+i 1.49654129  —2.96479852+i 1.44025921 11750  —2.96518432 +i 1.44600002 —2.96523095+i 1.44564745
100 —2.96014608 +i 149096617 —2.96486846+3 1.44136863 12000 —2.96518529 +i 144599268  —2.96523096+i 1.44564746
250 —2.96310326 4+i 146279254 —2.96516557+i 1.44503029 12250 —2.96518622 +i 1.44598563  —2.96523096+i 1.44564717
500 —2.96415052 +i 1.45406784 —2.96521425+1 1.44549839 12500 —2.96518712 +i 1.44597887  —2.96523096+i 1.44564748
750 —-2.96450694 +1 1.45122808 —2.96522350+s 1.44558207 12750 —2.96518798 4+t 1.44597237 —2.96523096+1 1.44564749
1000 —2.96468654 +1 1.44982070 —2.96522676 41 1.44561099 13000 —2.96518880 +1 1.44596612 —2.965230964-1 1.44564750
1250 —2.96479475 +i 1.44898028  —2.96522828+i 1.44562429 13250  —2.96518960 +i 1.44596011 —2.96523096+1 1.44564751
1500 —~2.96486708 41 1.44842156 —2.96522910+1 1.44563148 13500 —2.96519036 4 1.44595432 —2.96523096+41 1.44564752
1750 —~2.96491884 +1 1.44802331 —2.96522960 41 1.44563581 13750 —2.96519110 44 1.44594874 —2.96523096+1 1.44564752
2000 —2.96495770 +1 1.44772505 —2.96522992 41 1.44563861 14000 —2.96519181 43 1.44594336 —2.96523096+4+: 1.44564753
2250 —2.96498796 +i 1.44749334 —2.9652301541 1.44564052 14250 —2.96519250 4+: 1.44593817 —2.96523096+4: 1.44564754
2500 —2.96501219 +1 1.44730813 —2.96523031 41 1.44564189 14500 —2.96519316 41 1.44593316 —2.96523096+1 1.44564754
2750 —2.96503203 +1 1.44715670 -2. 9652.3042+t 1.44564291 14750 —2.96519381 +: 1.44592832 —2.9652309741 1.44564755
3000 —~2.96504856 +:i 1.44703059 -2.9 i051 +3 1 44564368 15000 —2.96519442 41 1.44592364 —2.9652309741 1.44564755
3250 —2.96506256 +3i 1.44692392 2. 965 5841 1.44564428 15250 —2.96519502 41 1.44591912 —2.96523097+1 1.44564756
3500 —2.96507456 +1 1.44683254 2. 96523064-!-3 1 44564475 15500 —2.96519560 +: 1.44591474 —2.96523097+1 1.44564756
3750 —2.96508497 +: 1.44675337 —2.96523068 41 1.44564513 15750 —2.96519616 +1 1.44591050 —2.96523097+1 1.44564757
4000 —2.96509408 +1 1.44668411 —2.96523072+41 1.44564545 16000 —2.96519671 +: 1.44590639 —2.9652309741 1.44564757
4250 ~2.96510212 +: 1.44662302 —2.96523075+1 1.44564571 16250 —2.96519724 +: 1.44590241 —2.96523097+: 1.44564758
4500 —2.96510926 +4: 1.44656873 —2.96523077 41 1.44564592 16500 —2.96519775 41 1.44589855 —2.96523097+1 1.44564758
4750 —2.96511566 41 1.44652017 —2.96523080+41 1.44564611 16750 —2.96519824 4: 1.44589480 —2.96523097 41 1.44564758
5000 —2.96512142 4+: 1.44647647 —2.96523081 41 1.44564626 17000 —2.96519872 41 1.44589116 - —2.96523097+1 1.44564759
5250 —2.96512663 +: 1.44643694 —2.96523083 +¢ 1.44564640 17250 —2.96519919 431 1.44588763 —2.96523097+: 1.44564759
5500 —2.96513136 +i 1.44640101  —2.96523084+1i 1.44564652 17500  —2.96519965 4i 1.44588421  —2.96523097+i 1.44564760
5750 —2.96513569 +i 1.44636821 —2.96523086+i 1.44564662 17750  —2.96520009 +i 1.44588087 —2.965230974i 1.44564760
6000 —-2.96513966 +: 1.44633814 —2.96523087 41 1.44564671 18000 —2.96520052 43 1.44587763 —2.965230974: 1.44564760
6250 —2.96514330 +: 1.44631049 —2.96523088+41 1.44564679 18250 —2.96520093 +: 1.44587448 —2.96523097 41 1.44564760
6500 —2.96514667 4+: 1.44628496 —2.96523088 11 1.44564686 18500 —2.96520134 +: 1.44587142 —2.9652309741 1.44564761
6750 —2.96514979 43 1.44626133 —2.9652308941 1.44564692 18750 —2.96520173 41 1.44586843 —2.965230974: 1.44564761
7000 —-2.96515269 4+: 1.44623939 —2.96523090 41 1.44564697 19000 —2.96520212 4+ 1.44586553 —2.96523097+1 1.44564761
7250 —2.96515538 +1 1.44621896 —2.96523090+1 1.44564702 19250 -2.96520249 +i1 1.44586270 —2.9652309741 1.44564762
7500 —2.96515790 +1 1.44619989 —2.96523091 41 1.44564707 19500 —2.96520286 +i 1.44585994 —2.96523097+1 1.44564762
7750 -2.96516026 +1 1.44618206 —2.96523091 41 1.44564711 19750 -2.96520321 +i 1.44585725 —2.96523097+1 1.44564762
8000 —2.96516247 +1 1.44616535 —2.96523092+1 1.44564715 20000 —2.96520356 +: 1.44585463 —2.9652309741 1.44564762
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Table de convergence F

Liste des valeurs numériques de la suite convergente L(;1)[n] définie par récurrence & partir des expressions ci-dessus et
liste des valeurs numériques de la suite accélérée u(;1)[n]. Le coefficient de Stokes c(z,1) qui s’en déduit vaut respectivement
C(2,1) = —7.27522993 + 132.37321348 et c(2,1) = —7.27700579 + i32.37214153.
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