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Mai, o belasso! au-mai t'aluque,
Au-mai, peccdre! m'emberluque!...

Veguire uno figuiero, un cop, dins moun camin, 
Arrapado ά la roco nuso 
Contro la baumo de Vau-Cluso:
Maigro, pecaire! i lagramuso 

Ιέ dounarie mai d'oumbro un clot de jaussemin!

Un cop pir an vers si racino 
Ven flouqueja Youndo vesino;

E Vaubret secarous, a Vaboundouso font 
Que mounto ά-η-eu per que s'abeure,
Tan que n'en vdu, se bouto ά beure...

Mistral, Mireiot Cant II





Abstract
This thesis deals with effective computation of meromorphic inva­

riants of linear meromorphic differential systems. The question is double : 
what to compute ? How to do it ?

In part I we build a natural isomorphism between the (non abelian) 
cohomological classifying set of Malgrange-Sibuya and the product of 
Stokes groups. The proof proceeds by selecting in each cohomology class 
a special cochain which we call fundamental and it gives an explicit 
algorithm for this selection. The invariants to be computed appear then 
as the components of this fundamental cochain in a basis, which we fix, 
for the structure of finite linear affine space induced by this construction 
on the classifying set.

In addition, we prove some others consequences of both this isomor­
phism theorem and the constructivity of its proof: an abstract theory of 
summation for formal solutions of linear differential systems which coin­
cides with the multisummation of Martinet-Ramis and then too, with the 
accelero-summation of Ecalle; the level-by-level factorization of formal 
solutions (Ramis) and the Galois properties of the corresponding Stokes 
matrices (Ramis et Deligne), obtained here through almost only pure al­
gebra ; an explicit well-fitting correspondence betwween the cohomological 
classifying set of Malgrange-Sibuya and the savage πχ of Ramis.

The second question, developped in part II, is algorithmic and nu­
merical : the quantities to be computed being mainly transcendental we 
look forward approximate, yet informative, numerical values. After a brief 
description of the method by summation - a priori the most direct and 
natural method but still embarassed with serious problems of numerical 
stability (Thomann, Richard-Jung) - we detail our infinitesimal method 
which, though is does not always allow the calculation of all the invariants, 
except in dimension two, induces a very good numerical stability. The va­
lues appear as limits of linear recurrences. The stability seems to be related 
to good formal initial choices. We study extensively several examples in 
dimensions two and three.
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Introduction

Dans cette these, nous presentons une etude locale des systemes 
differentiels lineaires meromorphes complexes d’ordre un et de dimen­
sion n

IA! : §  = "
ou A est une matrice η x n a coefficients meromorphes et ou l’incon- 
nue X  est une matrice colonne de dimension n, au voisinage d’un point 
singulier irregulier xq du corps des nombres complexes C. Le point de 
vue cohomologique de Malgrange-Sibuya permet de classifier les systemes 
meromorphes a equivalence meromorphe pres a partir d’un ensemble de 
cohomologie non abelienne qu’on appelle le “classifiant” cohomologique. 
Nous montrons, et la demonstration que nous donnons est constructive, 
comment on peut choisir dans chaque classe de cohomologie un 1-cocycle 
que nous appelons la cochaine fondamentale. Nous mettons ainsi en bijec- 
tion naturelle le “classifiant” cohomologique avec un ensemble, le produit 
des groupes de Stokes, qui est a la fois un groupe de Lie unipotent et une 
variete lineaire affine. Nous en deduisons par des arguments algebriques 
simples quelques resultats etablis ailleurs avec des arguments d’analyse 
beaucoup plus delicats : theoreme de factorisation des solutions formelles 
en produit de facteurs fc-sommables, proprietes galoisiennes des matrices 
de Stokes ( [Ra p85], [RS89], [Ra85], [MR90], [De86 ], [Sib90]). Puis, 
par comparaison avec la theorie de la multisommabilite ([MR90], [Ec90]), 
nous en deduisons une correspondance entre la classification cohomologi­
que de Malgrange-Sibuya et la classification par le πι sauvage de Ramis. 
Enfin nous presentons deux methodes de calcul numerique de la cochaine 
fondamentale.

Nous plagons toujours la singularite xq a l’origine xq =  0 de C .
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Deux systemes [A] et [B] sont dits meromorphiquement, analyti- 
quement ou au sens de BirkhofF equivalents s’il existe une transformation 
meromorphe, analytique ou de BirkhofF de l’un en l’autre: on passe de [A] 
a [B] par un changement d’inconnue X  =  F _1Y  ou la transformation 
F  (dite aussi transformation de jauge) est meromorphe, analytique ou de 
BirkhofF (i.e. analytique avec .F(O) egale a l’identite I ). La matrice B  du 
systeme [I?] est alors egale a

f A =  ^ F " 1 +  F A F -1 
ax

et inversement A est egale a

f~1B = - F ~ 1^ -  +  F~1BF. 
ax

On definit de meme l’equivalence meromorphe formelle, formelle ou au • \ · ^ ̂  1sens de BirkhofF formelle a partir d’un changement d’inconnue X  — F  Y  
meromorphe formel, formel ou de BirkhofF formel. Un tel changement est 
appele une transformation (meromorphe formelle,...) du systeme [A] des
lors que le systeme transforme ["^A] est a coefficients meromorphes (soit 
convergents).

La classification meromorphe formelle (respectivement formelle ou 
de BirkhofF formelle) des systemes meromorphes est bien connue : on la 
realise en choisissant dans chaque classe formelle un systeme particulier 
qu’on appelle une forme normale. Nous choisirons ici une forme normale 
[Ao] particuliere appelee une forme normale d’Hermite. Celle-ci a pour 
propriete caracteristique d’admettre une solution fondamentale de la forme

X 0(x) =  P (x )x JUeQ{l!x)

ou
Q =  diag(5i,...,g n) a pour coefficients des polynomes ramifies de la 

variable l/x ( c ’est-a-dire des polynomes d’une puissance fractionnaire de 
1/x) et sans termes constants,

U est une matrice constante universelle tenant compte des “symetries” 
associees aux ramifications contenues dans Q,

J est une matrice de Jordan dite des exposants de monodromie formelle, 
normalisee en imposant aux valeurs propres Λ la condition 0 < Re Λ < 1 ; 
la notation x J signifie eJLogx,

P(x) est l’identite ou une matrice meromorphe suivant que l’on veut 
reperer la classe meromorphe formelle ou l’une ou l’autre des classes 
formelle ou de BirkhofF formelle.
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Une telle solution X q n’est pas unique mais la matrice Q , appelee 
partie irreguliere de Xq est, elle, determinee de maniere unique a l’ordre 
pres de ses elements diagonaux. Le point x0 =  0 est un point singulier 
irregulier si la partie irreguliere Q est non nulle. C’est un point singulier 
regulier si Q =  0 et J φ 0 et c’est un point regulier (ou singulier 
“apparent” ) si Q =  J =  0. Les directions oscillatoires (en fait leurs 
projections sur C ) des exponentielles exp(qj — qt) pour tous les couples 
(qj, qt) , qj φ qt extraits de Q sont appelees directions de Stokes et leurs 
directions de decroissance maximale sont appelees directions anti-Stokes. 
Directions de Stokes et directions anti-Stokes sont communes a tous les 
systemes d’une meme classe formelle. On trouvera dans ([Jur78]) une 
demonstration de l’existence d’une forme normale d’Hermite. A partir 
d’un systeme quelconque, on obtient sa forme normale d’Hermite par 
un algorithme algebrique (fini). Ce choix d’une forme normale d’Hermite 
presente dans la suite deux avantages : il simplifie l’etude theorique dans 
le cas d’une classe formelle dite avec ramification ( Q est effectivement 
ramifiee) et il permet de normaliser au mieux certaines formules de calcul 
explicites, par exemple pour le calcul des invariants de BirkhofF fait au 
chapitre V.

A priori, la classification meromorphe (resp. analytique ou de Bir- 
khoff) raffine la classification precedente. C’est un resultat bien connu 
que, lorsque Q =  0 , c’est-a-dire lorsque le point xq est regulier ou sin­
gulier regulier les transformations de [Ao] sont toutes meromorphes (soit 
convergentes) et les deux classifications coincident. Lorsque Q φ 0, c’est- 
a-dire lorsque le point Xq est singulier irregulier, il existe toujours des 
transformations meromorphes formelles de [Ao] qui ne sont pas conver­
gentes et la classification meromorphe raffine strictement la classification 
meromorphe formelle. C’est pourquoi nous limitons notre etude au cas 
d’un point singulier irregulier.

En l’absence de critere de choix algebrique ou quelque peu naturel, 
on ne realise pas cette classification par le choix dans chaque classe d’un 
representant particulier. Divers points de vue realisent de telles classifica­
tions : ainsi en est-il du point de vue cohomologique de Malgrange-Sibuya, 
de l’equation du pont d’Ecalle et du π\ sauvage de Ramis. Dans cette 
these, nous nous attachons essentiellement au point de vue cohomologi­
que de Malgrange-Sibuya et nous en deduisons une correspondance avec 
le point de vue du π\ sauvage de Ramis; une correspondance entre le 
7Γι sauvage et l’equation du pont d’Ecalle ayant ete etablie par Ramis 
([M R*]), on acheve ainsi d’elucider la relation entre les trois points de 
vue.

Dans l’interpretation cohomologique de Malgrange-Sibuya le “clas- 
sifiant” cohomologique apparait comme l’ensemble de cohomologie non
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abelienne i f 1 (S'1; Λ(Αο)) du cercle des directions issues de 0 dans C a va- 
leurs dans le faisceau Λ(Αο) des sections d’isotropies plates de [Ao] c’est- 
a-dire le faisceau des germes de transformations analytiques plates de [Ao] 
en lui-meme. Ce “classifiant” classifie non pas les systemes meromorphes 
mais les memes systemes munis d’un isomorphisme de leur formalise. Les 
systemes meromorphes quant a eux sont classifies par les classes de conju- 
gaison des elements de H 1(S1;A(Ao)) par le groupe Λο des isotropies de 
la forme normale [Ao], c’est-a-dire le groupe des transformations mero­
morphes formelles de [Ao] laissant fixe [Ao]. II est utile de remarquer que 
les classes meromorphes de systemes munis d ’un isomorphisme de leur for­
malise s’identifient aux classes de transformations F  d’une forme normale 
[Ao] fixee avec pour relation d’equivalence la multiplication a gauche par 
les matrices meromorphes inversibles. Et que les classes meromorphes de 
systemes s’identifient aux classes de transformations F  avec pour relation 
d’equivalence la multiplication a gauche par les matrices meromorphes 
inversibles et a droite par les matrices de Λο. Le groupe Λο qui est sou- 
vent petit voire trivial se calcule facilement, et par un algorithme algebri- 
que, a partir de la forme normale d’Hermite [Ao]. L’analyse de l’ensemble 
de cohomologie i f 1 (S'1; Λ(Αο)) que nous presentons ci-dessous est moins 
immediate; elle est l’objet de la premiere partie de cette these (chapitres
I, II, III).

On appelle phenomene de Stokes le phenomene de discontinuite sui- 
vant: on sait, grace au theoreme fondamental des developpements asymp- 
totiques que toute transformation formelle F  de [Ao] en un systeme [A]
(A  =  A o) “s’incarne” dans toute direction issue de 0 dans C en au 
moins un germe F  de transformation meromorphe: F  est une transfor­
mation de [Ao] en [A] ( A =  FAq ) definie, holomorphe et asymptotique 
a F e n O  sur un petit secteur autour de la direction choisie. Le theoreme 
d’existence et d’unicite de Cauchy-Lipschitz affirme que ce germe peut etre 
prolonge analytiquement au voisinage de 0 sur le revetement universel C* 
de C *. Mais ce prolongement ne demeure pas asymptotique a F  sauf dans 
le cas exceptionnel ou F  est elle-meme meromorphe done convergente. On 
constate des sauts brusques du comportement asymptotique de F  en 0 
lorsqu’on traverse les ou seulement certaines lignes de Stokes. Ces sauts 
etant au moins de type exponentiel, ne sont pas affectes par des trans­
formations meromorphes : ils sont communs a toutes les transformations 
de [Ao] meromorphiquement equivalentes. Les matrices constantes inver­
sibles reliant deux solutions ^ (xJX oi^ ) et 1&{x )X q(x) associees a deux 
“incarnations” F l et F 2 d’une meme transformation formelle F  sont ap- 
pelees des matrices de Stokes usuelles. Le phenomene de Stokes n’existe 
qu’aux points singuliers irreguliers. II a pour origine le comportement de la 
fonction exponentielle: la fonction e-1 / 1 qui est plate, c’est-a-dire asymp­
totique a zero comme la fonction nulle 0 dans toute direction issue de 0 
et contenue dans le demi-plan Re x >  0, devient non bornee a croissance
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exponentielle lorsqu’on traverse l’un ou l’autre demi-axe imaginaire.
Un resultat fondamental de la theorie est que ces sauts suffisent 

a caracteriser la classe meromorphe d’une transformation F  de [Ao]. 
Le theoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya donne un sens precis 
a cette affirmation en etablissant que le “classifiant” meromorphe des 
transformations de [Ao] est exactement l’ensemble de cohomologie non 
abelienne H 1 (S1; A (Ao)).

Nous donnons ici (theoremes III.3 -III. 17) une description de cet 
ensemble de cohomologie en caracterisant chaque classe de cohomologie 
par l’une de ses 1-cochaines, en fait un 1-cocycle, que nous appelons la 
cochaine fondamentale. Ce choix est naturel et ce faisant nous repondons 
a une suggestion faite par Malgrange dans [Mal79]. Citons : “ Dans le cas 
ou les valeurs propres de la partie principale de Ao sont distinctes, ces 
questions ont ete etudiees par Balser, Jurkat et Lutz grace a une analyse 
precise du “phenomene de Stokes” . Dans le cas general une etude analogue 
s’imposerait.”

Cet ensemble de cochaines fondamentales apparait comme un produit 
fini de groupes que nous appelons les groupes de Stokes de [Ao] et qui sont 
des sous-groupes des fibres du faisceau d’isotropie A(Ao) au-dessus des 
directions anti-Stokes. Dans cette description, on repere done les sauts non 
par les directions en lesquelles ils se produisent et qui sont les directions 
de Stokes mais par les directions qui les gouvernent, a savoir les directions 
anti-Stokes. Les groupes de Stokes se calculent aisement a partir de [Ao].

En choisissant une solution fondamentale de [Ao] et une determi­
nation de l’argument au voisinage de chaque direction anti-Stokes, on 
represente les elements des groupes de Stokes par des matrices constantes 
inversibles et unipotentes appelees matrices de Stokes. A la cochaine fon­
damentale on associe ainsi une famille finie de matrices codifiees d’une 
fagon bien determinee: on les appelle les matrices de Stokes “du systeme” 
(en fait d ’une transformation de [Ao] conduisant a ce systeme). Ces ma­
trices de Stokes sont des matrices de Stokes usuelles mais la codification 
est restrictive : on n’obtient pas des matrices de Stokes usuelles quelcon- 
ques representant des sauts arbitraires. En compensation, les matrices de 
Stokes ainsi selectionnees ont des proprietes particulieres : elles appartien- 
nent au groupe de Galois differentiel du systeme. On dit alors qu’elles sont 
galoisiennes.

A l’origine de ce travail fut la question posee par Ramis du cal­
cul numerique effectif des invariants analytiques d’un systeme. L’etude 
precedente repond a la question preliminaire: que convient-il de calculer ? 
Dans ^interpretation cohomologique, le classifiant apparait comme un en­
semble de cohomologie non abelienne. Comment determiner les elements
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de cet ensemble infini par le calcul d’un nombre inevitablement fini de 
certaines quantites et quelles quantites?

Nous avons vu que la cochaine fondamentale permet de codifier 
chaque classe de cohomologie par un nombre fini de matrices constantes : 
les matrices de Stokes du systeme. II s’agit done de caiculer ces matrices 
de Stokes.

On peut enoncer le meme resultat differemment : en construisant 
la cochaine fondamentale, on a en fait muni le “classifiant” cohomologi- 
que d’une structure naturelle de variete lineaire affine de dimension finie. 
Cette dimension N  est calculable directement et en outre algebriquement 
a partir du systeme. Elle est d’ailleurs egale a l’irregularite du systeme 
[EndAo] : ^  =  AqX  — X A q, ce que l’on voit immediatement en combi- 
nant les calculs de cette irregularite faits respectivement par Malgrange 
([Mal74]) et par Deligne ([De77], [BV89]). Ainsi, par le choix d’une 
base de cette variete lineaire affine, la question se ramene au calcul des N 
composantes d’une cochaine fondamentale associee au systeme dans cette 
base. II est a remarquer cependant que si la structure lineaire est naturelle, 
les bases ne le sont pas. Nous avons vu d’ailleurs que, bien que la cochaine 
fondamentale soit naturelle, les matrices de Stokes ne le sont pas : elles 
dependent de la solution normale choisie et de choix de determinations 
de l’argument. On choisit ici une base construite sur les matrices elemen- 
taires concernees et on appelle invariants de Birkhoff les composantes de 
la cochaine fondamentale dans cette base generalisant ainsi la terminologie 
adoptee par Balser, Jurkat, Lutz et Peyerimhoff dans le cas de certains 
systemes de dimension deux ([JLP76]). La famille des invariants de Bir­
khoff d ’un systeme est evidemment equivalente a celle de ses matrices de 
Stokes. Les formules de passage sont immediates (Proposition V.2).

Remarquons qu’on a ici un phenomene inhabituel: le “classifiant” co- 
homologique est l’ensemble de cohomologie non abelienne H l (S1\A(Ao) ) . 
Le faisceau A(Ao) est un faisceau de groupes non abeliens qui sont des 
groupes de Lie unipotents ayant une structure de variete lineaire affine. 
Grace a la construction de la cochaine fondamentale, le classifiant coho- 
mologique herite a la fois d’une structure naturelle de groupe non abelien, 
produit fini des groupes de Stokes qui sont des sous-groupes de Lie unipo­
tents de certaines fibres du faisceau A(Ao), et d’une structure naturelle 
de variete lineaire affine. Ce phenomene est exceptionnel: en general, un 
ensemble de cohomologie non abelienne n’herite pas des structures algebri- 
ques du faisceau.

Les invariants analytiques, matrices de Stokes ou invariants de Bir­
khoff sont transcendants. Pour leur calcul numerique effectif, on propose 
deux methodes avec, pour chacune d’elles, ses avantages et ses limites. 
Celles-ci sont explicitees au chapitre V que nous presentons ci-dessous. 
Les deux methodes imposent au depart la determination d’une solution 
fondamentale formelle. On pourra bientot utiliser pour cela le code DESIR,
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logiciel construit sous REDUCE par l’equipe de calcul formel de l’IMAG de 
Grenoble.

Michele Loday-Richaud

Nous detaillons maintenant le contenu de chaque chapitre.
Dans le chapitre I, nous rappelons les definitions et resultats servant 

de base a l’etude proposee. Nous commengons par relier la notion de 
systeme differentiel au point de vue geometrique des connexions. Nous 
precisons les notions de classifications “formelles” et “analytiques” des 
systemes. Nous enongons les resultats sur les classifications formelles, 
puis nous explicitons le point de vue cohomologique de la classification 
analytique y compris le theoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya.

Dans le chapitre II nous etudions le faisceau des isotropies Λ(Αο) 
d’une forme normale d ’Hermite [Ao]. Nous introduisons la notion de 
niveau et nous montrons comment le faisceau d’isotropie A (Ao), qui est un 
faisceau de groupes non abeliens unipotents, se decompose en un produit 
semi-direct de groupes du meme type, niveau par niveau. Nous definissons 
les groupes de Stokes comme des sous-fibres particulieres de ce faisceau.

Ces deux chapitres ne presentent pas de resultats originaux. Nous y 
explicitons des concepts ou resultats plus ou mo ins “bien connus” .

Dans le chapitre III nous etablissons le theoreme fondamental d’iden- 
tification naturelle du “classifiant” A(Ao)), ensemble de coho­
mologie non abelienne, au produit des groupes de Stokes de [Ao]. No­
tre demonstration construit explicitement la cochaine fondamentale qui 
represente de fagon naturelle sa classe de cohomologie. Dans le cas d’un 
seul niveau la solution est la suivante : parmi tous les recouvrements suffi- 
sants pour le calcul de la cohomologie il en existe un moins fin que tous les 
autres; on choisit pour cochaines fondamentales les 1-cochaines associees 
a ce recouvrement. Ce resultat est du a Malgrange qui l’etablit en termes 
de systemes I-filtres au sens de Deligne dans [Mal83] (lemme 5.1 p.391). 
Dans le cas de plusieurs niveaux nous procedons par recurrence descen- 
dante sur les niveaux. Nous utilisons la structure de produit semi-direct 
suivant les niveaux du faisceau Λ(Αο) pour decomposer l’ensemble H 1 
lui-meme niveau par niveau. II y a plusieurs algorithmes de decomposi­
tion suivant qu’on utilise une factorisation en produit semi-direct dans un 
sens ou dans un autre. Le produit final est unique et naturel. Nous etu­
dions d’abord le cas sans ramification (les qj — qt sont de vrais polynomes 
non ramifies). Nous en deduisons le cas avec ramification par un argument 
classique de descente : l’existence d’une forme normale d ’Hermite permet 
en effet de n’avoir a considerer, comme dans le cas sans ramification, que 
de vraies transformations c’est-a-dire des transformations non ramifiees 
F (x ) de Aq . II est alors immediat de voir que la cochaine fondamentale 
associee a F(tp) ou p est l’ordre de la ramification est invariante sous
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Paction du groupe de Galois de la ramification tp =  x. On peut done 
la faire “descendre” du revetement ramifie a p feuillets en la variable t 
au plan de la variable x . Malgrange nous a fait remarquer qu’en accord 
avec l’equivalence entre la categorie des connexions et celle des systemes 
I-filtres ([Mal83]), il est possible d’obtenir cette decomposition de fagon 
tout a fait analogue directement en termes de systemes I-filtres : le resul- 
tat se demontre par recurrence croissante sur les niveaux, le passage d’un 
niveau au suivant se faisant par une variante du lemme 5.1 [Mal83] cite 
ci-dessus.

De fagon independante et pour un objectif tres different —la reso­
lution de problemes de modules— Babbitt et Varadarajan ont ete eux- 
aussi conduits a une version abstraite de ce theoreme. Leur demons­
tration donnee dans [BV89] repose sur des idees dues a Deligne (cf. 
aussi [BV p8S]). Notre approche differe substantiellement de celle-ci dans 
le cas avec ramification. En outre, elle explicite un algorithme algebrique, 
permettant de reduire n’importe quelle 1-cochaine a la cochaine fonda- 
mentale.

Mentionnons aussi 1’etude anterieure faite par Jurkat dans [Jur78]. 
Celle-ci decrit chaque classe de cohomologie par le choix d’une 1-cochaine 
privilegiee indiciee par les directions de Stokes et non pas par les directions 
anti-Stokes. Lorsqu’il y a plusieurs niveaux, ce choix est en general 
different du notre. Le passage de cette cochaine a la notre est parfaitement 
determine et pourrait etre detaille dans un algorithme. Mais ce choix 
a entre autre inconvenient de ne pas conduire en toute generalite aux 
formules de sommation par acceleration.

Le chapitre IV est consacre a quelques applications theoriques du 
theoreme precedent : nous explicitons d’abord les structures algebriques, 
structure de variete affine, de variete lineaire affine et de groupe de 
Lie unipotent induites par celles du faisceau A(Ao) sur le “classifiant” 
cohomologique H 1 (S1 ] A(Aq)) .

Nous montrons que la cochaine fondamentale s’obtient par comparai- 
son de sommes Fa de la transformation F  e’est-a-dire de transformations 
meromorphes Fa asymptotiques a F  sur les differents ouverts Va du re- 
couvrement fondamental et que ces sommes sont determinees de maniere 
unique. On obtient ainsi un procede de sommation par des moyens pres- 
que exclusivement algebriques, le seul argument d’analyse utilise etant le 
theoreme des developpements asymptotiques classique.

Nous montrons ensuite que les automorphismes de Stokes ua ou 
automorphismes de passage d’une solution fondamentale FaXo,a de (A) a 
la suivante sont des elements du groupe de Galois differentiel du systeme. 
On note ici Xo,a la vraie fonction definie par l’expression formelle Xo 
via le choix d’une determination a de l’argument a . Ces automorphismes 
sont representes dans les bases FQXot% par les matrices de Stokes, celles- 
la memes qui representent la cochaine fondamentale. Rappelons que,
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selon Chevalley, une construction sur un systeme est tout systeme obtenu 
comme somme directe et produit tensoriel d’un nombre fini d’exemplaires 
du systeme et de son dual. L’interpretation geometrique de Chevalley des 
groupes algebriques permet de definir le groupe de Galois differentiel d’un 
systeme comme etant le stabilisateur des espaces de solutions de tous 
les sous-systemes de toutes les constructions sur le systeme considere. Les 
proprietes galoisiennes des matrices de Stokes resultent alors du fait que le 
passage a la cochaine fondamentale “commute” aux sous-systemes et aux 
constructions. Nous donnons en outre un exemple de matrice de Stokes 
usuelle non galoisienne.

L’existence et l’unicite des sommes Fa nous permet par ailleurs 
de transcrire la decomposition en facteurs des differents niveaux k de 
la cochaine fondamentale en une decomposition de la transformation F  
elle-mem^ en un produit de transformations fc-sommables ([MR82]). Ce 
produit est ordonne suivant les niveaux k decroissants; il est unique a des 
modifications triviales pres. On retrouve ainsi par un argument algebrique 
un theoreme de Ramis ([Ra pr85]) demontre par des arguments d ’analyse 
fine ([Ra85], [Ra80], [RS89], [Sib90]).

Un corollaire de ce theoreme de factorisation est que la transforma­
tion F  est multisommable. II resulte alors de l’unicite des sommes Fa et 
d’un resultat de Martinet-Ramis ([MR90]) que celles-ci coincident avec les 
sommes obtenues par multisommabilite a partir des formules decelera ­
tion d’Ecalle.

Ce resultat justifie la correspondance proposee entre cochaines fon-
damentales et lacets du πι sauvage : a chaque composante f Q de la
l-cochaine fondamentale c(F) =  ( f a)a£A correspond l’action d’un la-
cet global, pointe en xo =  0 , autour de la partie infinitesimale de
la direction anti-Stokes a . A chaque facteur f j  d’une decomposition
fa  =  fc* · · · far de fa  suivant les niveaux correspond l’action d’un
lacet elementaire autour de la singularite infinitesimale de niveau kj dans
la direction a . Ce lacet doit contourner les singularites infinitesimales de
niveau inferieur a kj en laissant a gauche (resp. a droite) celles dont le
niveau ke correspond a un facteur ecrit a gauche (resp. a droite) de
f ki.J a *

Le chapitre V presente deux methodes numeriques de determination 
de la cochaine fondamentale sous forme de matrices de Stokes ou d’inva- 
riants de Birkhoff.

La premiere methode consiste a calculer numeriquement les sommes 
Fa elles-memes par les formules integrales de Borel-Laplace ou leur 
generalisation a l’aide des noyaux d’acceleration d’Ecalle puis a comparer 
leurs valeurs deux a deux sur les directions anti-Stokes. La difficulte est 
le controle de l’instabilite des algorithmes lorsqu’on est proche du point 
singulier xq =  0 et surtout d’une direction anti-Stokes a c’est-a-dire, 
helas, lorsqu’on est proche des seules regions du plan qui nous interessent.
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On maitrise bien le cas des series admettant une seule direction singuliere 
et, on sait par ailleurs toujours se ramener a cette situation dans le cas 
des systemes de dimension deux. Le cas general est actuellement etudie 
par Thomann a qui Ton doit le logiciel existant ([Tho90], [Tho91]).

La deuxieme methode s’inspire d’un calcul fait par Martinet et Ramis 
sur un exemple de dimension deux ([MR82]). Elle consiste a deduire les 
invariants locaux, en general une partie d’entre eux seulement, du calcul 
des invariants infinitesimaux. Au niveau infinitesimal la situation est plus 
confortable parce que le classifiant est un groupe de cohomologie abelienne 
et qu’on dispose de formules integrates explicites, les formules de Cauchy- 
Heine, donnant l’expression de la transformation infinitesimale a partir 
d’une classe de cohomologie. II est necessaire de preparer la situation pour 
tirer le meilleur profit des informations rendues ainsi accessibles. Nous 
detaillons les transformations meromorphes et les changements de variable 
a effectuer sur le systeme et sur la forme normale (ce ne sont pas les memes 
en general) pour se placer dans un cas relativement agreable dit cas separe. 
Nous explicitons alors les formules de recurrence permettant de calculer 
les invariants de BirkhofF du systeme et les conditions necessaires pour 
pouvoir mener a bien un tel calcul. Nous etudions plus particulierement 
les cas des systemes de dimension deux et trois et nous etablissons la 
liste des invariants accessibles par cette methode : tous les invariants en 
dimension deux, tous, quelques uns ou pas du tout en dimension trois 
suivant le type du systeme. Pour terminer, nous illustrons la methode par 
quelques exemples numeriques en dimension deux et en dimension trois.
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Premiere partie

Classification cohomologique et applications
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I. Classifications meromorphes des connexions 
et des systemes differentiels

Ce texte concerne l’etude locale au voisinage de l’origine x =  0 
des systemes differentiels lineaires d ’ordre 1 et de dimension n a coef­
ficients meromorphes d’une seule variable complexe x ; nous abregerons 
en systemes ou systemes differentiels. La notion de (germes en 0 de) vec- 
toriels a connexion (meromorphes) fournit un cadre geometrique, sans 
coordonnees, a l’etude de tels systemes. Cependant, pour acceder a des 
resultats algorithmiques nous travaillerons evidemment avec des systemes 
differentiels et non pas des connexions. Rappelons brievement comment 
les uns sont relies aux autres. Pour plus de details, on pourra se reporter 
a [Be85], [De70], [BV89], [Mai p80],

1. Categorie C des connexions m erom orphes. Relation entre 
connexions et systemes differentiels

Soit V  un espa.ee vectoriel de dimension n sur le corps K  =  
C{*}[l/ar] des (germes de) fonctions meromorphes en x = 0 muni de 
la derivation usuelle .

Une connexion  sur V  est la donnee d’une application C-lineaire 
V : V  — * V  qui verifie

V(o_Y) =  ^ X  + aV(X)

pour tout a € K  et tout X  6 V .
Dans une base quelconque y =  (v i , . .. ,un) de V sur K  un vecteur 

-> (Xl\
X  =  Y^XiVi est represente par une matrice colonne X  =  j J I ;

\ x n /
l’application C-lineaire V est representee par une matrice carree M  de 
dimension n , a coefficients dans K  et determinee par Vy =  yM  ; la
matrice V X  du vecteur V(A^) image du vecteur "jt =  Y^x,Vi par V 
verifie alors V X  =  ^  +  M X . (On notera desormais X  a la fois le
vecteur i t  et sa matrice dans la base choisie). On associe ainsi modulo le 
choix d’une base de V  les connexions sur V  et les systemes differentiels a 
coefficients meromorphes. Les (germes en 0 de) sections horizontales de V 
sont les sections X (x ) de V  definies sur un voisinage de 0 dans C par 
la condition V X  =  0. Elles correspondent aux (germes en 0 de) solutions 
du systeme diffirentiel ^  + M X  = 0. (Dans la suite nous noterons en 
general les systemes ^  = A X  plutot que +  M X  =  0 comme ils 
s’introduisent ici naturellement).
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Les couples (V ,V) formes d’un K -espace vectoriel V  et d’une 
connexion V  sont appeles des K-vectoriels a connexion (on dira aussi des 
connexions miromorphes).

Un morphisme de K-vectoriel a connexion de (Vi, V i) dans (V2, V 2) 
est un homomorphisme h : V\ — > V2 de K  -espaces vectoriels qui com­
mute avec les connexions V i et V 2 :

Le diagramme
Vl Vx

h[ l·

v2 — v2
commute.

La categorie des (germes de) connexions meromorphes est la categorie 
C dont les objets sont les K -vectoriels a connexion et dont les fleches sont 
les morphismes de K -vectoriels a connexion. Dans cette categorie C on a 
les notions de somme directe φ , de produit tensoriel ® , de dual * et de 
K  -vectoriel d’homorphismes Horn definies comme suit:
• somme directe:

V =  V! 0  v2
V =  V i 0  V 2 est donnee par

V (X i 0  X 2) =  V i p f i )  0  V 2(X 2)

• produit tensoriel:

V =  Vi ® V2
κ

V = Vi (2) V 2 est donnee par 

V (X i ® X 2) =  V l { X l ) ® X 2 +  X l ® V 2(X 2)

• dual:
V* =  dual du K  -espace vectoriel V 
V* est donnee par

V ’ ( / ) W  =  4 ζ Κ χ ) -  f W  ■ /  e v*

• ϋΓ-vectoriel d’homomorphismes : Notons Homi<-(Vi, V2) le if-espace 
vectoriel des applications K  -lineaires de V\ dans V2

V =  EomK{Vu V2)
V i(2 est donnee par
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Vi,2(<P)(Xi) =  V 2M X 1)) -¥>(V !(X i)) , Ψ € Hom/£'(Vi, F2) .

Ainsi φ est un morphisme de (Vi, V i) dans (V2, V 2) si et seulement 
si φ est une section horizontale de V i,2 .

Dans la categorie des K -espaces vectoriels, V\ 0  V2* es  ̂ isomorphe 
a Horn a-(Vi, V2) . De fagon analogue, dans la categorie des connexions, le 
ϋΤ-vectoriel a connexion (Vi ® V^*,Vi 0  V|) est isomorphe a (Homif(Vi, V2 ), V i^ ).

On montre que la categorie C des (germes en 0 de) connexions 
meromorphes est une categorie tensorielle abelienne ([DeMi80]).

Si on choisit des bases yx et y2 dans Pi et dans V2 et si on note 
—A\ la matrice de V i , —A 2 celle de V 2 et F  la matrice d’un element 
φ G Homif(Vj, V2) on a

dX dY
V 1X  =  —  - A 1X  , V 2Y = - ^ - A 2Y  ,

dF
V i,2(y>)(X) =  (-5-----A2 F  +  FA\)X  pour tout X  G Viax

et, quand φ admet un inverse φ -1 dans Homi^Vi, V2) ,

J P -l
V 2,i(</?_ 1)(F ) =  -  A1F ~1 +  F ~1A2)Y  pour tout Y  G V2

dF
= - F ~ 1(—  +  FAi -  A2F )F ~ 1Y  

ax

et done φ~ι est une section horizontale de V 24 des que φ en est une de
V i ,2 ·

Ainsi pour un choix fixe des if-bases dans V\ et dans V2 on peut 
enoncer de fagon equivalente
• φ G H om i^Vi,V2 ) est un isomorphisme de (V i,V i) dans (V2,V 2) 
si et seulement si sa matrice F , a coefficients dans K , est inversible 
( F  G GL(n, K ) ) et verifie £  =  A2F  -  F A \.

• V 2 est transformee de Vi par φ si et seulement si sa matrice —A2 est 
donnee par A 2 =  F ~1 +  FA\F~l ou F , matrice de φ, est inversible 
a coefficients dans K .

Chapitre I

2. Generalites sur les classifications meromorphes des connexions 
et des system es

Une question importante de la theorie est celle de la classification 
des K -vectoriels a connexion a isomorphisme pres : e’est la classification 
meromorphe des connexions meromorphes. Bien sur, on peut se restreindre 
aux connexions de dimension fixee ( dimi^V = n fixe).
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II existe plusieurs methodes pour realiser une telle classification. 
Citons celles
1 . par Interpretation cohomologique (M a lg r a n g e -S ib u y a )

2. par 1’equation du pont (ECALLE)

3. par le πχ sauvage (Ramis).

Ces methodes sont substantiellement difFerentes. Elies ont en com- 
mun le point de depart qui consiste a realiser d’abord une classification 
moins fine : la classification meromorphe formelle. Dans chaque classe 
meromorphe formelle on caracterise ensuite les classes meromorphes. II 
y a une raison fondamentale a cela : la classification meromorphe formelle 
est algebrique done “facile” . On dispose d’algorithmes algebriques pour la 
mener a bien. Ces algorithmes sont implantes sur ordinateur sous REDUCE 
dans le code DESIR ([T87]). La classification meromorphe est transcen- 
dante : on ne peut esperer aucun algorithme general algebrique pour la 
mener a bien. II n’est pas evident de prime abord de voir comment ces 
difFerentes methodes de classifications se correspondent. Le lien entre 2. 
et 3. sera fait dans un livre de Martinet et Ramis a paraitre; le lien entre
1. et 3. sera fait au cours de ce texte (cf. IV.5).

Rappelons brievement ce qu’on entend par classification meromorphe 
formelle des connexions meromorphes. Nous enoncerons en detail a l’alinea 
suivant les resultats de cette classification en termes de systemes.

A une connexion (V, V) on associe saformalisee (V, V) obtenue par 
une extension du corps des scalaires K  muni de a son formalise 
K  =  C[[x]][-j] muni de Ainsi V  =  V  ® K  et si —A est la matrice

de V dans une base v du K -espace vectoriel V  : V X  =  ^  — A X ,
e’est aussi la matrice de V dans la base y =  v <g) 1 du K  -espace vectoriel
V :V X  = ^  -  AX.

Un isomorphisme entre les formalises (V i,V i)  et (1̂ 2, V 2) (on dit 
aussi une transformation miromorphe formelle de (V i,V i) en (V2 , V 2) ) 
est un isomorphisme φ =  V\ — > V 2 de K -espaces vectoriels qui commute 
avec Vi et V 2 :

Le diagramme
V x ? !

4 λ Ιφ
V 2 —2 a-» V 2

commute.
Ainsi de fagon equivalente, on peut enoncer pour un choix de bases 

arbitraire:
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• ψ est un isomorphisme meromorphe formel de (Vi, V i) dans (V2, V 2) 
si et seulement si sa matrice F  est dans GL{n, K )  et verifie

dF t , 
—  =  A 2F  -  F A i  
αχ

• V 2 est une transformee meromorphe formelle de V i par φ si et 
seulement si A 2 est donnee par

dF 
A 2 = — F  +  F A i F  

dx

ou la matrice F  de ψ est dans GL(n, K ).
La classification meromorphe formelle des connexions meromorphes 

est la classification modulo isomorphismes meromorphes formels.

Traduisons ce qui precede en termes de systemes :
• la formalisation ne necessite pas l’introduction de systemes a coeffi­
cients meromorphes formels. Tous les systemes consideres sont a coeffi­
cients meromorphes;

• l’isomorphisme φ correspond au changement d’inconnues X  = F ~ lY  
qui transforme le systeme

en le systeme

[A2] : ¥  = A2Y  ou  A2 =  —̂ F ' 1 +  FA\F~l . dx ax

On notera A2 =  f A i . Cette notation fait reference a la correspon- 
dance entre les solutions : si X  est une solution de [Αχ], F X  est une 
solution de [FAi] .

Nous dirons que F  est une transformation meromorphe ou ntiro- 
morphe formelle du systeme [Ai] en le systeme [A2\ =  [f Ai] suivant 
que F  est dans GL(n,K)  ou dans GL(n,K).

• Les classifications meromorphe formelle et meromorphe des connexions 
meromorphes sont equivalentes a celles des systemes (meromorphes) a 
transformations meromorphes formelles ou meromorphes pres. En parti- 
culier a un changement de base du K -vectoriel (V, V) correspond une 
transformation meromorphe sur le systeme differentiel associe.
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Par ailleurs, sur les systemes de dimension fixee n, on peut faire agir 
les transformations meromorphes formelles ou meromorphes de l’un des 
types suivants :
- transformation formeUe : sa matrice F  est a coefficients series formelles
(F e G I K C R * ] ] ) ) ,
- transformation de Birkhoff formeUe: sa matrice F  est a coefficients series 
formelles et verifie en outre ^(0) =  I  (F € GLi(n,  C[[x]])),
- transformation analytique: sa matrice F  est analytique en 0 
(F  € GL(n,C{x})),
- transformation de Birkhoff (analytique) : sa matrice F  est analytique et 
verifie en outre -Ρ(Ο) =  I (F € G Li (n ,C{x } ) ) .

Les changements de base dans V etant generalement meromorphes 
ne respectent pas ces differents types de transformations et les classi­
fications correspondantes ne se transportent pas aux connexions mero­
morphes. Nous nous proposons maintenant d’expliciter les classifications 
des systemes de dimension n modulo Faction de ces transformations. 
Nous les relierons ensuite aux classifications meromorphe formelle et mero- 
morphe des connexions.

3. Classifications formelles des systemes differentiels
Rappelons qu’une matrice F  a coefficients meromorphes formels 

(F  € GL(n,K)  avec K  =  C[[z]][±]) est une transformation d’un systeme
meromorphe [A] si le systeme transforme [^A] est encore a coefficients 
meromorphes.

Dans ce paragraphe, nous enongons les resultats concernant les clas­
sifications
• meromorphe formelle des systemes i.e. modulo transformations mero-

/ N

morphes formelles (F  € GL(n,K)) ,

• formelle des systemes, i.e. modulo transformations formelles

• de Birkhoff formelle des systemes, i.e. modulo transformations de 
Birkhoff formelles (F  € G L/(n ,C[[x]])).

Ces classifications sont des raffinements les unes des autres. On les 
realise en choisissant dans chaque classe un systeme d’un type particulier 
qu’on appelle forme normale du systeme. Cette forme normale n’est pas 
unique : elle est liee a des conventions de choix. Nous adoptons ici des 
conventions conduisant a une forme normale d’Hermite telle qu’elle est 
fixee par Jurkat dans [Jur78]. Un tel choix, a priori sans importance, 
simplifiera fondamentalement l’etude du cas ramifie.
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Chapitre I

3.1. Solution formelle fondamentale
La recherche des solutions d’un systeme differentiel [A] dans K n, ou 

K  est l’anneau des series meromorphes formelles en x , au voisinage d’un 
point regulier conduit a n solutions C -lineairement independantes ( C est 
le corps des constantes de K).  On sait en outre que ces series solutions 
sont convergentes, leur somme fournissant n vraies solutions lineairement 
independantes. Au voisinage d’un point singulier les series formelles so­
lutions sont en general divergentes. Mais surtout, elles ne forment pas a 
elles seules un systeme de n solutions lineairement independantes. Pour 
obtenir n solutions lineairement independantes, on dit encore une solution 
fondamentale, il faut agrandir le corps K  en un corps L et il est naturel 
d’imposer que:

XV XV >s
1. 1’extension L de K  soit une extension de corps differentiel (L est muni 
d ’une derivation dont la restriction a K  coincide avec la derivation de K ) ;

2 . la notion d’independance lineaire ne change pas (le corps des
/V .— v

constantes de L est egal au corps C g  =  C des constantes de K)\

3. l’extension soit minimale.
Le theoreme de Kolchin [Kol73] etablit qu’une telle extension existe 

(car K  est de caracteristique nulle avec un corps des constantes algebri- 
quement clos) et qu’elle est unique a ΑΓ-isomorphisme pres. On Pappelle 
Vextension de Picard-Vessiot formelle du systeme [A] et on la note K  (A).

T h £ o re m e  1.1. L ’extension de Picard-Vessiot formelle K  (A) d’un/S x-v
systeme differentiel [A] est une extension de la forme K  (A) =  K  (y i , . . .  ,yn) 
obtenue par adjonction a K  d’un nombre fini d’elements yj verifiant une 
condition de I’un des types suivants :

(i) y =  t ou t verifie tp = x (adjonction d’une ramification d’ordre p 
de x )

(ii) y' = i  (adjonction d’un logarithme formel Logx)

(iii) £ ft (adjonction de Vexponentielle d’une primitive ramifiee).

On peut preciser ce resultat:

T h e o re m e  1.2 : Forme d’Hermite ([Jur78]). Tout systeme mero­
morphe [A] : ^  =  A X  admet une solution formelle fondamentale de 
la forme

X  = H x LeQ

ou Q =  diag(5i ( - j ) , . . . ,  ^n(-i)) est une matrice diagonale dont les termes 
sont des polynomes ramifies en j; (  qj{\) — Qj(\) 0  ̂ Qj(\) est un 

i —polynome en -j avec t =  x T> ,pj € N*)  sans terme constant, L est
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une matrice constante et H est une matrice invertible a coefficients series 
meromorphes formelles non ramifies (H  € GL(n,K)) .

II est a remarquer que ce theoreme est plus fin que le theoreme original 
de Poincare-Fabry qui assurait seulement l’existence d’une matrice H  
ramifiee. Nous utiliserons ce raffinement de fagon essentielle dans le cas 
ou la matrice Q est ramifiee (theoreme III.17).

Une telle ecriture d’une solution formelle fondamentale n’est pas 
unique. On peut la normaliser partiellement d’ou :

T h£oreme 1.3 : Forme d’Hermite fine ([Jur78]).
Tout systeme meromorphe [A] : ^  =  A X  admet une solution 

formelle fondamentale de la forme X  =  F X 0 avec X 0 =  P x Kx JUe®, 
ou
• Q est comme precedemment; c ’est la partie irregulUre de Xo
• U est une matrice constante universelle que nous preciserons plus loin
• J est une matrice de Jordan dont les valeurs propres X ont ete 
reduites modulo 1 de fagon a verifier 0 < ReA < 1 ; c ’est la matrice 
des exposants de monodromie formelle reduite
• K  est une matrice diagonale a coefficients entiers (dans Z )  “prove- 
nant” de la reduction de J
• P est le produit d’une matrice constante Po par une matrice trian- 

gulaire Pi a coefficients polynomes en £ sans termes constants dont la 
diagonale est egale a Videntite; P  est la partie meromorphe

• F  est une matrice a coefficients series formelles en x telle que
P(0) = I  (F€GL,(n-,C{{x)})).

On peut en outre ordonner les polynomes qj, j  =  Ι , . , . , η  de telle
sorte que Q,U et J se decomposent simultanement en blocs diagonaux
de la forme suivante : ( on note Is la matrice identite de dimension s et 

2ii  > ε =  e p )
Pour Q , des blocs

0., = <Hag

(un tel bloc est de dimension ps : il contient la ramification t — χρ ; 
le polynome q{\) apparait exactement s fois et il n’apparait dans aucun 
autre bloc);

Pour U , les blocs correspondants
f  I s  I s  I s  · · · I s  \

Is e 1 Is e lx 2 Ia ...
Us,p = Is e2Is e2*2Ia ... e2* ^ I a

\ l a e?~lIa e^~^x2Ia ... eip-*)x(p-»lJ
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Chapitre I

Pour J les blocs correspondants

/  1 _ 2 p — 1 
"s,p — diag I t/s, Ja H Ia, J a H is

\ p p p 

ou Ja est une matrice de Jordan reduite modulo 1 et verifiant 0 <  ReA <  
1 /p .

Nous utiliserons cette forme d’Hermite fine de fagon essentielle dans 
les applications numeriques (calcul des invariants de Birkhoff, 2e partie).

3.2. Classifications formelles
Classification meromorphe formelle

Le facteur X q tel qu’il est precise dans le theoreme precedent n’est 
pas unique. II depend en particulier
• du choix de l’ordre des blocs
• du choix de l’ordre des blocs de Jordan minimaux des matrices Js .

Donnons-nous une regie pour fixer chacun de ces choix : lorsqu’une 
solution formelle fondamentale X  de la forme F X o ne satisfait pas a la 
regie choisie on peut toujours, par multiplication a droite par une matrice 
de permutation convenable la modifier pour la rendre conforme a cette 
regie.

Alors, les matrices Q, U et J sont determinees de maniere unique. Q 
et J caracterisent la classe meromorphe formelle de [A]. ( U est definie a 
partir de Q).

Classification formelle
Le facteur P\xK de la partie meromorphe P x K =  PqP\xk (Th 1.3) 

n’est pas unique:
• D’abord pour une solution fondamentale X  donnee : Connaissant J 
et Q on peut ecrire X  =  H x JUe® ou H  est une matrice meromorphe 
formelle bien determinee. La partie “polaire” P\XK s’obtient par exemple 
par triangulation formelle de H & gauche c’est-a-dire par multiplication a 
gauche par des matrices a coefficients series formelles. On a alors

Η = ΦΡιχκ  avec Φ € G£(n,C[[a:]]) .

II y a deux possibilites pour le couple (P\,K) suivant qu’on impose 
a P\ la forme triangulaire superieure ou la forme triangulaire inferieure.

• Pour deux solutions fondamentales X  =  ΦΧο et X  — ΦΧο du systeme 
[A] ou meme de deux systemes de la classe de Birkhoff formelle de [A] :
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II existe une transformation de Birkhoff formelle T  et une matrice 
constante inversible C telles que

ΓΦΧο =  $X o C

On montre ([Jur78], Satz II) que necessairement C commute avec Q, U 
et J . On a alors _

ΤΦΡχχκ  =  Φ P iX ^ C

et P\xK s’obtient a partir de P \x^  en triangulant P\X^C. Ainsi la 
facteur P\xK n’est en general pas unique meme si on impose la forme 
triangulaire superieure ou inferieure. Les differentes expressions possibles 
sont reliees entre elles par une relation

P xx ^ C  =  C(x)P\XK

ou C est une matrice constante inversible qui commute avec Q,U  et J 
et C(x)  une transformation de Birkhoff algebrique, C(x)  € GLi(n, C[x]). 
On convient de choisir l’une d’elles par une regie quelconque.

Alors les matrices Q , J , K  et Pi caracterisent la classe formelle de
[A].

Classification de B irkhoff formelle
Ayant choisi Q, J , K  et Pi pour caracteriser la classe formelle 

de [A], une solution fondamentale de [A] s’ecrit X  =  ΦΡχΧΚx JUe® ou 
Φ € GL(n, C[[x]]). Notons Pq =  Φ(0). Alors X  s’ecrit sous la forme

X  =  FP0P1x Kx JUeQ avec F  € GLi(n,C[[x]])

Les matrices Q, J, K, Ρχ et Po caracterisent la classe de Birkhoff formelle 
de [A].

3.3. Forme normale d ’Hermite

PROPOSITION ET d efin itio n  1.4. On reprend les notations du 
theoreme 1.3. Alors la matrice Xo est une solution fondamentale d’un 
unique systeme differentiel [Ao]. Celui-ci est a coefficients meromorphes

et il est formellement equivalent a [A] (on a A =  ^Ao )■
Le systeme [Ao] est appele une forme normale d’Hermite de [A] et 

Xo une solution normale d’Hermite.

DEMONSTRATION : Ao =  ^ L-X o1 et il suffit de verifier compte tenu 
des regies de commutation de chaque facteur de Xo que ce produit est 
meromorphe.

Michele Loday-Richaud
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Pour toute transformation de Birkhoff formelle F  de [Ao], la matrice 
FXq est une solution fondamentale de [^A o] . Nous l’appellerons une 
solution d’Hermtie de Ao].

Dans la suite nous distinguerons deux cas :

1. Cas sans ramification. On dira que [A] appartient au cas sans ramifica­
tion si les polynomes qj(\) de sa partie irreguliere sont non ramifies. Cela 
n’exclut pas d’eventuelles ramifications dans la partie reguliere reduite 
x J .

Xo prend alors la forme

Xo =  P x K x Je<K±>

OU

• Q(±) =  diag (g i(^ )/ei, 52( i ) / S2, ·. · les polynomes qj etant 
deux a deux distincts,
• J =  diag (J3l, J32, . . . ,  JSr) les blocs de Jordan reduits JSl, . . . , J Sr 
pouvant etre quelconques,
• K  et P  sont comme precedemment.

La matrice U a disparu : elle est egale a l’identite.

2. Cas avec ramification. On dira que [A] appartient au cas avec ramifi­
cation si sa partie irreguliere Q contient au moins un polynome ramifie 
q. Si l’ordre de cette ramification est p (t =  xp ) alors Q contient aussi

les p polynomes ramifies ? (—),? (— 2ϊϊτ)> ···’ ? (— 2ί( - i w ) avec m®meX X 6 X 6
ordre de multiplicity s .

La matrice Xo a la forme generale enoncee au theoreme 1.3. avec des 
blocs de taille PjSj. On a piSi +  . . .  + prsr =  n et certains pj peuvent 
etre egaux a 1 .

II est important de remarquer — c’est la l’argument majeur pour 
le choix d’un tel X o— que JA] admet alors une solution fondamentale 
formelle de la forme X(a:) =  F(x )X o(x) ou F(x)  € GLj(n,  C[[x]]) est non 
ramifiee.

La transformation F  est une transformation de Birkhoff de [Ao] ;
i Jp #

elle est une solution du systeme meromorphe -gj- =  AF — FAo verifiant 
Ρ (0) =  I. Nous allons voir dans la suite comment la connaissance d’une 
telle transformation F  permet de caracteriser la classe de Birkhoff et 
la classe meromorphe de [A] en reference a [Ao] et comment une telle 
transformation F  permet de deramifier naturellement la situation.

Remarquer en outre que la partie meromorphe P  est elle aussi non 
ramifiee.

Chapitre I
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3.4. M onodrom ie formelle M  de [A]
La monodromie en un point singulier 0 d’une vraie solution fondamen­

tale X  d’un systeme [A] —vraie fonction solution de [A] qui se prolonge 
en une fonction X  sur la surface de Riemann du logarithme au voisinage 
de 0— est l’action sur X  d ’un tour autour de 0 dans le sens direct. Elle est 
determinee par la matrice constante inversible Μ χ  donnee par la relation

X (x e 2ilr) =  X (x )M x

Son analogue formel provient de la substitution de xe2tn a x dans 
une solution fondamentale formelle.

D έΠΝΙΤΙΟΝ 1.5. Matrice de monodromie formelle.
Soit X  une solution fondamentale formelle de [A]. La matrice de 

monodromie formelle associee a X  est la matrice constante inversible 
donnee par la relation formelle

X (x e 2'*) =  X ( x ) M x

Cette matrice existe et elle est uniquement determinee puisque 
X ( x e 2tw) est toujours une solution fondamentale formelle du meme 
systeme que -X’(x ) .

Supposons maintenant que X  = F X q avec =  P x K x JUe® soit
✓S

une solution d’Hermite. Puisque F  et P  sont non ramifies, ces facteurs 
n’interviennent pas dans le calcul de la monodromie formelle. Pour ne pas * * ^ introduire de nouvelle notations nous negligerons simplement F  et nous 
etudierons la monodromie formelle de la solution normale d’Hermite Xo . 
Par ailleurs l’expression formelle X q est aussi l’expression d’une vraie 
fonction X q sur la surface de Riemann du logarithme C* et on peut 
enoncer:

P r o p o s itio n  1.6.
i) Si X  =  F X 0 est une solution d’Hermite alors Μ χ  =  Μ χ 0.

ii) Si Xo est une solution normale d’Hermite sa monodromie et sa 
monodromie formelle coincident. On a Μ χ 0 =  Μ χ 0.

Changement de solution normale
La matrice Μ χ 0 est liee au choix de X q . Pour un autre choix 

Xi  =  Ci(x)X0C~1, la matrice Μ χ 1 verifie Μ χ 1 =  C M x 0C~x. ( C 
constante inversible).

Faisons desormais le choix d’une solution d’Hermite X q et notons 
plus simplement M  au lieu de M * 0.
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Decomposition de M
La monodromie formelle M  provient partiellement de la partie 

irreguliere (ramifications de e^) et partiellement de la partie reguliere 
(ramifications et logarithme de x J). II est agreable de separer ces deux 
contributions : On factorise M  en M  =  M Te&M lTT ou M \TT est la mono­
dromie formelle de la diagonale [ 5 1 . . .  qn] de Q definie par

( 9ΐ( ^ + 2 ϊ ϊ ) · · · 9 " ( ^ + 2 ϊ ϊ ) )  =  ( 9iy  ” · βη( 7 ) )  ^ irr
\ Λ Λ /s 1 J

et ou M reg =  ne depend que de la partie reguliere x de X o .

Forme des matrices M irr, M reg
(Xo est suppose sous forme d’Hermite fine).

t Λ  /V  Λ  /V  /N

Les matrices M j r r , M reg et M = M TegM j rr sont diagonales par blocs 
comme x JUeQ(~-K

• Au bloc non ramifie x J,eq̂ 1· de X q de dimension s correspondent 
les blocs de meme taille 5

{
^ ΐ'ιττ ,s  —  I s

— pitTrJ, reg,i — c

• Au bloc ramifie x J,'fUStPe(?*·»Ό de dimension sp correspondent les 
blocs de meme taille sp

/Os 

L

• Is \

(matrice de permutation circulaire des blocs de taille 5 )

\Os . . .  Ia O J

et
__ g 2 t f fd ia g [  J | , Jj

Remarquer que:

1) M jrr conjugue  ̂ et . On a

eQ ( 7 r h = m z U ^ M u

^  T
2) M regl3 n’est pas la matrice de monodromie de x qui vaut 
e2tndi&g[J.,J,+-i.,...,J,+2̂ -i,] m a r̂jce jj a pOUI effet <je ia “symetri- 
ser” .

/S  Λ

3) M irr>a et Mreg,s commutent.

31

*^irr,s —



Michele Loday-Richaud

4. Classifications “analytiques”* des system es differentiels par 
interpretation coholomogique

On peut raffiner chacune des classifications formelles precedentes en 
imposant aux transformations agissant a l’interieur d’une meme classe 
d’etre convergentes au voisinage de 0. Aux classifications meromorphe 
formelle, formelle, au sens de Birkhoff formelle correspondent ainsi les 
classifications meromorphe, analytique, au sens de Birkhoff (analytique). 
Nous avons deja cite plusieurs methodes de classification :

fpar Pinterpretation cohomologique (M ALG R A N G E -SlB U YA ),
2par l’equation du pont (ECALLE),

i?par le πι sauvage ( R a m i s ).

Ces methodes mettent en bijection l’ensemble des classes analytiques 
avec un autre ensemble . . .  plus ou moins accessible. On ne fait pas comme 
pour les classifications formelles le choix d’un systeme dans chaque classe 
d’equivalence pour caracteriser celle-ci parce qu’on ne dispose d’aucun 
critere de choix privilegie algorithmique.

Nous detaillons maintenant ce qu’on entend par classifications “ana­
lytiques” par Pinterpretation cohomologique.

4.1. Les etapes de la classification

Plagons-nous pour fixer les idees dans le cadre de Birkhoff. Tous 
les enonces se transposent de fagon evidente au cadre analytique ou 
meromorphe.

Les etapes de la classification sont les suivantes :
1° On fixe une classe de Birkhoff formelle et dans celle-ci une forme 

normale de reference [Ao] (a priori quelconque, si besoin est ou a loisir 
une forme normale d’Hermite).

?Dans cette classe formelle, on classifie a equivalence analytique pres 
non pas les systemes differentiels JlA] mais les couples ([A], F)  de systemes 
[A] munis d’une transformation F  de [Ao] en [A].

Rappelons que F  est une transformation (de Birkhoff) de [Ao] en [A]
^ ΤΠ

si elle verifie les deux conditions F  £ GL/(n, €[[#]]) et A =  A o. Des lors 
qu’on a fixe [Ao], le systeme [A] est done determine par la donnee de F  
et il revient au meme de se donner le couple ([A], .F) ou la transformation 
F  seule.

Notons (j/(A o) =  { F  G GL/(n,C[[x]]) | ^Ao soit a coefficients 
meromorphes} l’ensemble des transformations de [Ao]. La relation d’equi­
valence analytique se traduit sur Gj(Ao) par Paction a gauche du groupe

* “analytique” par opposition a “formel” signifie soit meromorphe, soit analytique, soit 
de Birkhoff.
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Gi  =  GLi(n,C{x} )  de celles des transformations de Gi (Aq) qui sont 
analytiques.

Le classifiant correspondant est done le quotient
G /\ 3 j(A0) ·

$  On deduit la classification analytique des systemes [A] de la 
classification precedente par un nouveau passage au quotient qui traduit 
l’identification d’un systeme [A] a l’ensemble des transformations F  de
[Ao] en [A] i.e. telles que Ao =  A .

Ce quotient est le quotient a droite de Gi  \ Gj(Ao) par le groupe 
G/,o(Ao) des isotropies (de BirkhofF) de [Ao] :

G/,o(A>) = {P e d,(Ao) | PA<, = Ao} .
Le classifiant cherche des classes analytiques des systemes [A] de la 

classe de BirkhofF formelle de [Ao] est done le double quotient
Gi \ Gj(Ao)/Gjto(Ao)

de Gi(Ao)  par G j a gauche et par G /;o(Ao) a droite.
II lui correspond la relation d’equivalence F  ~  F (F et F  E G/(Ao)) 

si et seulement si il existe φ analytique (φ € G /)  et φ isotropie de [Ao] 
(Φ € G /^ A o ) )  telles que F  =  φΡ'φ.

Notons
XV /<s
Gan(Ao), G mer(Ao) les ensembles de transformations formelles ou 

meromorphes formelles de [Ao],
G an =  GL(n,C{x})  ou G mer =  G i(n ,C {x }[l/x ]) les groupes de 

transformations analytiques ou meromorphes,

et G an,o(Ao), G mer,o(Ao) les groupes des isotropies analytiques ou 
meromorphes de [Ao].

Nous noterons aussi G(Ao), G et Go sans les indices / ,  an ou mer 
lorsque le contexte est indifferent ou ne prete pas a ambigui'te.

REMARQUE 1 .7 . Comparaison des difFerents cadres.

i) On a les isomorphismes canoniques evidents
Gj \ 6 : ( Α ο) a  G an \ 0 &n(A0) *  G met \ S mer(A0) .

Ainsi la classification des transformations (point 2ci-dessus) est indepen- 
dante du contexte choisi. C’est la partie difficile de la classification. Nous 
la developpons plus loin (theoreme d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya).
ii) Les groupes d’isotropie G/,o(Ao), G an,o(Ao) et ^mer,o(Ao) ne sont 
en general par egaux (voir les exemples en 4.2 ci-dessous). Par suite, la 
classification des systemes depend du contexte choisi.

Chapitre I
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4.2. Groupes des isotropies d ’une forme normale d’Hermite

Les groupes des isotropies sont a priori des groupes de series formelles. 
On montre que ( [Jur78], p.55) si [Ao] est une forme normale d’Hermite 
alors ces groupes sont “algebriques” (<j /,o et G an,o sont formes de 
matrices a coefficients dans C[x], Gmer,o dans C [x ,l/x ]).

Ils sont faciles a determiner a partir d’une solution normale d’Hermite 
Xo de [Ao].

Ga.n,o et Gmer,o contiennent toutes les homotheties XI, Λ € C*. 
Nous dirons qu’ils sont triviaux lorsqu’ils ne contiennent aucune autre 
transformation.

Exemple 1.8
La solution normale d’Hermite Xo de [Ao] determinee par les conven­

tions choisies (1.3.2) est de la forme Xo =  x JUe® .
Alors

G i^ A o)  est trivial ( <7/,o(A0) =  { / } ) ,

<2 «ιη,ο(Αο) =  ^mer.o(Ao) sont constitues des matrices constantes 
inversibles qui commutent avec Q , U et J .

Cas particulier
Xo =  e® , Q =  d i a g ( g j ,qn) ou les qj sont deux a deux distincts. 
Alors, G an,o(Ao) = G mer,o(Ao) = {diag(A i,. . . ,  An)} ~  C*n .

DEMONSTRATION : F  6  (r(Ao) est une isotropie de [Ao] si et seulement 
si il existe une matrice constante inversible C telle que FXq  =  X qC . Or 
X q C X q 1 est une serie formelle si et seulement si C  commute avec Q , U 
et J ([Jur78], Satz II) d’ou le resultat.

Consequence 1.9
Soit [Ao] un systeme de solution d’Hermite Xo = x JUe®.
Alors, pour tout [A] dans la classe de Birkhoff formelle de [Ao], il 

existe une unique transformation de Birkhoff de [Ao] en [A].

DEMONSTRATION : En effet, s’il en existait deux, F  et G, alors F ~ XG 
serait une isotropie de Birkhoff de [Ao] et done egale a I .
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Exemple 1.10
X q =  x Kx JUeQ avec K  =  diag(&i,. . . ,  kn) et (pour simplifier) 

h > k 2 > . . .  > kn.
Alors,

G i ,o ( A q ) est l’ensemble des matrices de la forme x K(I +  N)x~K ou 
N  est une matrice constante, nilpotente, triangulaire superieure et qui 
commute avec Q , U et J ,

^an,o(-4o) est l’ensemble des matrices x KM x ~ K ou M  est une matrice 
constante, triangulaire superieure, inversible et qui commute avec Q, U 
et J ,

^mer,o(-4o) est l’ensemble des matrices x KM x~ K ou M  est constante 
inversible et commute avec Q , U et J .

Exemple 1.11
n =  2, X q =  P\ { o u  Q =  diag(gi,<72) avec q\ φ qi et 

Pi(l/x) =  J )  avec P e W 1/*] et p ^ O .

Alors,

<2j,o(^o) et G an)o(Ao) sont triviaux,

^mer,o(-^o) est constitue des matrices de la forme

λ°2)
II est isomorphe a C*2.

DEM ONSTRATION : Comme dans l’exemple 1.8, une isotropie F  est
-J

necessairement de la forme F  =  X oC X q avec C qui commute avec 
Q ; done C est diagonale, C =  diag(Ai,A2). La matrice P\CPj-1 est 
meromorphe. Elle n’est analytique que si C est scalaire (Αχ =  Λ2 Φ 0).

Remarquer que <jmer,o(-Ao) n’est trivial que si la condition C com­
mute avec Q , U et J impose C =  A J .

4.3. Isom orphism e de M algrange-Sibuya
Le point central de la classification est le point 2 II s’agit de decrire 

le quotient G \ G{Aq). Le theoreme de Malgrange-Sibuya interprete ce 
quotient en termes de classes de cohomologie.

Rappelons ci-dessous comment on associe une classe de cohomologie 
a un element de G — GL(n, C[[x]]) ou de G(Ao). Nous avons vu que G(Aq)
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peut etre indifferemment l’un quelconque des ensembles Gj(Ao), G an (Ao), 
^’mer(Ao)· Choisissons pour fixer les idees G(i4o) — ^an (Ao).

Soit Sl le cercle unite des directions issues de 0 dans C et U =  
{Uj; j  € J} un recouvrement de S1 par des ouverts Uj connexes sans 
intersection trois a trois et ordonnes cycliquement sur S'1 (les Uj doivent 
etre vus comme des secteurs d’origine 0 et de rayon fini dans C). Un tel 
recouvrement de S1 est sou vent qualifie de “bon” ; nous donnerons une 
autre definition d’un bon recouvrement ulterieurement (III.l.c).

Soit F  e  G. On sait alors, par le theoreme de Borel-Ritt ([Wa65]) 
qu’il existe des matrices Fj dont les coefficients sont analytiques ( Fj £ 
GL(n, G(Uj)))  et qui sont asymptotiques a F  sur Uj. On peut done 
associer a F  la 1-cochaine (F~ Fj+1) definie sur le 1-nerf U =  \U j =  
Uj Π Uj+i}  de U.  Cette l-cochaine est a valeurs dans le faisceau A/  
au-dessus de S1 des germes d’applications analytiques plates en 0 : les 
sections de A/  au-dessus d’un secteur U de sommet 0 sont les matrices 
F  (E GL(n ,0 (U )) asymptotiques a l’identite sur U .

Les 1-cochames associees aux differents choix des realisations Fj de 
^  *1 1 
F  definissent la meme classe de cohomologie dans H (S ; A /) . En outre,
cette classe de cohomologie ne depend que de la classe analytique (a
gauche) de F. Elle definit done une application de G\G  dans i f 1 (S'1; A /) .
On l’appelle l’application de Malgrange-Sibuya et on la note exp μ.

T h e o r e m e  d e  M a l g r a n g e - S ib u y a  (classique). L ’application

exp μ : G \ G  — >■ f i 1(5 1; A/)

est un isomorphisme.

Supposons maintenant que F  appartienne a G(Ao). Alors, le theoreme 
/ . rdes developpements asymptotiques applique au systeme [Ao;A = Ao]

qui admet F  pour solution, permet d’imposer en outre que les Fj soient
solution du meme systeme. La 1-cochaine construite est a valeurs dans
le faisceau A(Ao) des sections d’isotropie plates de [Ao] au-dessus de
S1 : une section au-dessus d’un secteur U de sommet 0 est une matrice
F  de GL(n, 0(U))  solution du systeme d’isotropie [Ao;Ao] de [Ao]
et asymptotique a I  sur U. L’application exp μ ci-dessus induit done
une application que nous noterons encore exp μ de G \ G(Ao) dans
H'iS' iAiAo)) .

II est facile d’en deduire une version dite “avec systemes” du theoreme 
d’isomorphisme precedent ([M al79]):

T h £ o r e m e  d e  M a l g r a n g e - S ib u y a  (avec systemes). L ’application 

exp μ : G \ G(A0) — ► H 1 (S1; A(A0))
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est un isomorphisme.
C’est a cette application exp μ que nous ferons reference lorsque nous 

parlerons d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya sans autre precision.
Ce theoreme a ete demontre successivement par Y. Sibuya ([Sib76]),

B. Malgrange ([Mal79], [Mal83]) et J. Martinet et J.-P. Ramis ([MR82]).
La premiere demonstration du theoreme classique due a Sibuya n’est 

publiee a ce jour qu’en japonais. Elle devrait bientot figurer dans un livre 
de Sibuya ([Sib90]) a paraitre en anglais. L’ingredient essentiel est un 
lemme de matrices holomorphes de Cartan. Le principe consiste a iterer 
l’application de Cauchy-Heine (cf. ci-dessous VII.2), fleche inverse de la 
fleche infinitesimale μ associee a exp μ : Cette application fournit des 
fonctions (Fj) dont le developpement asymptotique F  est bon jusqu’a 
l’ordre un. A chaque etape, on modifie la 1-cochaine a l’aide des Fj deja 
construites de fagon a ce que l’application de Cauchy-Heine fournisse de 
nouvelles fonctions (Fj) dont le developpement asymptotique est bon un 
cran plus loin. Des majorations fines permettent de passer a la limite.

La demonstration de Malgrange est une version avec condition de 
developpement asymptotique a l’origine du theoreme de Grauert: “Tout 
fibre au-dessus d’une variete de Stein (ici D * ) qui est topologiquement 
trivial est analytiquement trivial” .

La demonstration de Martinet-Ramis en est une variante suggeree par 
Malgrange dans [Mal81]. Elle est basee sur le theoreme d’integration des 
structures presque complexes de Newlander-Nirenberg ([MR82]).

La classification de Birkhoff, analytique ou meromorphe des systemes 
s’en deduit en quotientant par 1’action du groupe Go des isotropies de 
Birkhoff, analytiques ou meromorphes de (Ao).

C OROLL AIRE. L ’application

exp μ : G \ G(A0)/G0 — ♦ · H 1 (S1 ·, A(A0)) · G0

deduite de exp μ par passage aux quotients fournit une classification cano- 
nique des systemes a isomorphisme de Birkhoff, analytique ou meromorphe 
pres.

5. Classification m erom orphe des connexions
Les resultats de classification precedents s’etendent aux connexions.
On choisit une forme normale (Vo,Vo), K - vectoriel a connexion 

quelconque dans C .
On considere la categorie T\v0,v0) ^es transformations formelles a 

l’origine O de la forme normale (Vo, Vo) :
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• ses objets sont les (germes de) K -vectoriels a connexion (V, V) munis 
d’un isomorphisme φ de leur formalise (V, V) dans celui de (Vo, Vo) (ils 
sont designes par “meromorphic marked pairs” dans [BV89]);
• ses fleches sont les morphismes u : (V, V) —> (V ;, V ') tels que le 
diagramme suivant entre les formalises commute

Michele Loday-Richaud

Notons M (V q, Vo) l’ensemble des classes d’isomorphisme des objets 
de cette categorie.

On definit comme pour les systemes differentieIs le faisceau A(Vo, Vo) 
sur S1 des isotropies plates de (Vo, Vo) et une application

Exp μ : X (V o ,V o )— >iT1(5 1;A(Vo,Vo)) .

On peut enoncer

T h e o r e m e  DE MALGRANGE-SlBUYA. L ’application Expμ est une 
bijection canonique.

La classification meromorphe des connexions s’en deduit en quotien- 
tant par l’action du groupe Go =  <jo(V o) des isotropies de (Vo, Vo).

C o r o l l  a i r e .  L ’application

Exp/ί : X (V o ,V o ) /C ? o ^ G !o_ 1 - ^ 1(‘S'1;A(Vo,Vo))-Go

deduite de Exp μ par passage aux quotients fournit une classification 
canonique des connexions a isomorphisme meromorphe pres.
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II. Faisceau A(A0) des sections d’isotropie plates de la 
forme normale d’Hermite. Groupes de Stokes Stoa (A0)

Fixons [Ao] une forme normale d’Hermite et Xo l’une de ses solutions 
d ’Hermite et notons A =  A(Ao) le faisceau des sections d ’isotropie plates 
de [Ao] defini au chapitre precedent (cf. 1.4.3). Le faisceau A est un 
faisceau de groupes non abeliens sur S1.

1 . Representations de A : Matrices de Stokes
L’expression formelle Xo definit de fagon naturelle une vraie fonction 

encore notee Xo sur la surface de Riemann du logarithme (revetement 
universel C* de C *). A tout choix Θ d’un relevement de Θ sur €* (i.e 
un choix d’une determination de l’argument) correspond un choix d’une 
determination X 0 j  de Xo definie sur un secteur de sommet 0 contenant 
la direction Θ.

Par definition, un germe φ$ € A# transforme la solution fondamentale 
Xo-gr de [Ao] en une solution fondamentale de [Ao]. II existe done
une matrice constante inversible C j  (dependant de Θ e’est-a-dire de la 
determination choisie) telle que

φθ(χ) =  X ^ x ^ X ^ x ) - 1

Nous dirons que la matrice C j est la representation du germe φβ dans 
le feuillet Θ de C* via Xo . Elle est determinee de maniere unique a partir 
de ψβ et de Θ a condition d’avoir fixe une solution fondamentale formelle
Xo-

1.1 Ordre -< associe a une direction Θ
7

DEFINITION II. 1. On peut munir l’ensemble {<?i,· ··,?»»} des elements 
diagonaux de la matrice Q , partie irreguliere de X o , de la relation d’ordre 
suivante:

qj -< qe ^  e(9i~9t)(x) est plate sur un voisinage de la direction Θ .
?

Plate signifie ici asymptotique a 0 (contexte additif).
En notant a/xk = pp ((ij — 9<)(~)) la partie principale en 0 de 

o n  a  a u s s i

qj χ  qt &  Re(ae~ik̂ ) < 0 
9
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On dira alors que k est le degri du polynome q =  qj — qt ou Vordre 
de l’exponentielle eq (k  n’est pas toujours entier; il peut etre rationnel 
quand q est ramifie) et que Re(ae- '**) est le type de l’exponentielle eq 
dans la direction Θ.

PROPOSITION 11.2 . Le groupe Ae des germes d’isotropie de [Ao] en 
Θ est represente dans un feuillet Θ quelconque via Xo par le groupe note 
Rep-grXo(^e) ou des matrices de la forme

Ce =  I  +  Σ cU,t)EU,t)
O'.O I n -<i>

?

oil les c^jj) sont des coefficients constants dans C et les E(jtt) les 
matrices elementaires dont tous les termes sont nuls sauf celui d’indices 
(j,£) qui vaut 1 .

DfiMONSTRATION : L’expression de C j  traduit la condition de platitude 
imposee dans la definition des germes φβ G Α θ : φβ asymptotique a J au 
voisinage de la direction θ. II suffit de remarquer que X Q j[x )C ^ X Q -^(x)-1

est plat si et seulement si est plat.

DiFlNlTION I I .3 . Nous dirons qu’une exponentielle eq> ~ qi est une expo- 
nentielle de la representation Gy d’un germe φβ € he si elle apparait dans 
l’expression e^C^e- ^ c’est-a-dire si le coefficient dans l’expression
developpee de C j  est non nul.

1.2 Unipotence

La relation -< n’est pas un ordre total sur la diagonale q\,·.. ,qn 
?

de Q . Pour Θ fixe, on peut neanmoins ordonner q\, . . . ,  qn par ordre -<
?

croissant au sens suivant : Si j  < i  et si qj φ qt, alors ou bien qj et 
qt ne sont pas comparables ou bien on a qj -< qt. Alors les matrices

?
C g r= /+  C(jtt)E(jtt) de Rep-g^A#) sont triangulaires superieures

ϋΛ) | qj<qi 
?

avec une diagonale egale a l’identite I .  En effet, on n’a jamais qj -< qj et
?

si qj -< qt, alors j  < £ et en particulier on n’a pas qt -< q j . Les matrices 
?  ?

C j  sont done unipotentes et avec elles les germes φβ =  X 0 'qC qX q j - On 
peut done enoncer:
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P r oposition  11.4 .

(i) Le faisceau A est un faisceau de groupes non abeliens unipotents.

(ii) Pour toute direction Θ issue de 0 dans C et pour tout relevement Θ 
de Θ a €*, il existe une permutation des elements diagonaux q\,. . .  ,qn de 
Q pour laquelle les elements de Rep^A#) sont sous forme triangulaire si- 
multanee. Sauf cas trivial, cette reduction n’est pas valable simultanement 
pour toutes les directions Θ.

1.3 Changement de feuillet
On passe d’un feuillet de C* au suivant dans la solution “formelle” 

Xo en substituant xe2tπ a x . Si on note M  la matrice de monodromie 
formelle on a Xo(xe2,K) =  X q(x)M.  On a done la relation

C?+ 2,  = M -'C y M

Detaillons un peu plus cette relation sur l’ecriture developpee de C j. 
Nous avons vu que dans la substitution de xe2tv a x les termes q i , . . .  , q n 

de Q subissent une permutation M irr (C ’est une permutation circulaire 
dans chaque bloc de ramification lorsqu’on a ordonne les polynomes q j  

comme dans la forme d’Hermite fine). Notons q j -  l’antecedent de q j  dans 
cette permutation. On a q j - ( " W ) =  d’ou l’equivalence

q j  - < q t &  q j -  X  q t -  .
?  ?+2π

Dans le cas sans ramification, l’application j  ■— > j — est l’identite. La 
notion d’ordre ~< est independante du relevement Θ de Θ. On peut la

noter -< et, pour tout germe φ$, l’ensemble des exponentielles de sa 
Θ

representation est independant du feuillet Θ. La matrice Og garde la meme 
forme lorsqu’on change de feuillet

C7 ~ I +  Σ cU,*)EU,t) ·
(i>t) I 9i -<qtΘ

L’ensemble de sommation reste le meme. La valeur des coefficients C(j , t )  

n’est pas conservee.

41



E xem p le  11 .5. Cas sans ramification en dimension n =  2.

v  ( \ -  ( xAle?l(*) 0 λ 
° (x) o xx>eq2(*) )

Λ  ( e2*’τλχ Q \
La matrice de monodromie formelle M  — I  ̂ 62ίπλ2 J es  ̂diagonale. 

Si Cj =  (  ) , c € C*, est la matrice d’un germe φβ dans

Michfcle Loday-Richaud

\ °  1 ,
le feuillet Θ, alors dans le feuillet suivant la matrice representant φβ est 
donnee par

^  (\ ce-2î xi~x^ \
°θ+2π “  i J

S i  =  ( c '  l )  ’ a l ° rS =  ( c ' e - 2 i ’r (1- Ai + ^ )  l )  · L a  f ° r m e  de

C'g est conservee. La valeur des coefficients change.
Dans le cas avec ramification, l’application j  i— ► j  — est une vraie

permutation. La notion d’ordre -< change avec le feuillet. Les exponen-
Ί

tielles de la representation changent lorsqu’on passe du feuillet au suivant. 
Les matrices C j et Οξ+2π n’ont pas la meme forme : on n’a plus dans les 
expressions de C j  et de Cgr+2ir le meme ensemble de sommation.

EXEMPLE 11.6 . Cas avec ramification en dimension n =  2.

* · > - ( ?  . ■ * . ) ( ;  - . m * ® . « , )

On ne peut avoir ici que la ramification | (car la dimension vaut 
n =  2) et on a necessairement Λ2 — Aj =  modulo Z. En reduisant

modulo les entiers, on obtient \2 — \\ =  ^ . De plus, on a q\(— =
1 . . ^ . / o  l\  ~q2(—). Ainsi M irr est la matrice de permutation (  ̂  ̂ J et M  =

0 e2,>v
,2ζ π \  q

Si C? =
( I  c\
I 0 j J , c € C *, est la matrice d’un germe φβ dans

le feuillet Θ, alors dans le feuillet suivant la matrice representant φβ est 
donnee par

^V+2
: )
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S i C ? = (c ? ) ’alorsCV + ^ =  (J i)·

Les matrices C-ξ et Cqf+2* η’οη  ̂ Pas la meme forme : elles sont 
conjuguees par la permutation M irr.

1.4. M atrices de Stokes d ’un systeme [A]
Supposons que φβ soit le germe en Θ de l’une des composantes d’une 

1-cochaine associee au systeme [A] dans la construction de l’isomorphisme 
de Malgrange-Sibuya. On dit alors qu’une representation C-ξ de φβ est 
une matrice de Stokes usuelle du systέme [A].

Nous donnons plus loin (Definition 11.18) une definition beau coup 
plus restrictive d’une matrice de Stokes en nous restreignant aux compo­
santes d’une 1-cochaine bien particuliere que nous appelons la 1-cochaine 
fondamentale. Les matrices de Stokes ainsi definies deviennent naturelles: 
elles s’interpretent en termes de lacets du πι sauvage de Ramis ([Ra88] ) ; 
elles sont en particulier galoisiennes ainsi que chacun de leurs “facteurs” .

2 . Filtration de A par les niveaux
Etant donne un germe φβ, les ordres des differentes exponentielles de 

sa representation dans un feuillet Θ sont independants du feuillet choisi. 
On a en effet d°(qj_ — qi_ ) =  d°(qj — qt) pour tout couple (j,£) ■ Ces 
ordres constituent done une propriete intrinseque des germes φβ.

ϋέΠΝΠΊΟΝ 11.7.

i) Un germe φβ du faisceau A est dit pur de niveau k si toutes les 
exponentielles eqi~qt de l’une quelconque de ses representations sont 
d’ordre exactement k (k £ Q).
ii) II est dit de niveau < k, < k, > k, ou > k si toutes les 
exponentielles de l’une quelconque de ses representations sont d’ordre < k , 
< k , > k ou > k .

On note Ak le sous-faisceau des germes purs de niveau k et 
Λ -*, A<k , . . .  les sous-faisceaux de A des germes de niveau < k , < k ,

On peut donner une version analytique de cette definition : nous di- 
rons qu’une fonction /  definie sur un secteur U de sommet 0 est expo- 
nentiellement plate d’ordre k sur U si sur tout germe de sous-secteur V 
ferme de sommet 0 dans U , elle est majoree par une exponentielle d’ordre 
k et plate sur V . On peut alors enoncer la definition precedente sous la 
forme suivante qui a l’avantage de s’etendre aux isotropies de n’importe 
quel systeme [A], pas necessairement une forme normale d’Hermite [Ao].
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d e f in it io n  11 .7 b is .

i) Le sous-faisceau A* des germes purs de niveau A: de Λ est le faisceau 
de sous-groupes engendre par les sections de A exponentiellement plates 
d’ordre k sur des secteurs d’ouverture ■£.

ii) Les sous-faisceaux Λ -* , A<k, . . .  des germes de niveau < k , < k ,
. . .  sont les sous-faisceaux de A engendres par les germes purs de niveau 
< k, < k , . . .  .

Dans la suite, nous ne nous servirons que des faisceaux Λ*, A -* , et 
A<k . C ’est pourquoi a la suite des enonces portant sur A - k , et A<fc, nous 
omettrons en general les enonces correspondants sur A -* , et A>k meme 
s’il sont vrais eux aussi.

L e m m e  I I .8 .
i) le produit de deux germes purs de niveau k est un germe pur de 
niveau k.
ii) Si g est un germe de niveau < k  et f  un germe pur de niveau k , 
alors f g , g f  et g coincident modulo des termes purs de niveau k . On 
note fg  = <fc gf = <& g ·

DEMONSTRATION : II suffit de le verifier sur les representations des
germes consideres dans un feuillet Θ quelconque. Les deux affirmations
resultent alors immediatement des proprietes de la relation d’ordre -< :

7

i) Le produit de deux exponentielles plates d’ordre k est une exponen- 
tielle plate et du meme ordre k .
ii) Le produit d’une exponentielle plate d’ordre k par une exponentielle 
plate d’ordre < k est une exponentielle plate d’ordre k.

P r o po sitio n  11.9.

i) Pour tout k, les faisceaux Ak, A - k, et A<k sont des faisceaux de 
sous-groupes de A .

ii) L ’ensemble des niveaux de A, c ’est-a-dire des k pour lesquels Ak 
est non trivial, est fini. On le note K, =  {kr < . . .  < k\} .

DEMONSTRATION :

i) Le lemme II.8 i) montre que A* est stable par produit. Par ailleurs, 
dans une representation dans un feuillet Θ quelconque, une matrice elemen- 
taire I  +  cE^j ^ (pure) de niveau k a pour inverse I  — cE^j ^ qui est pure 
de meme niveau k. Et toute matrice I  +  pure de niveau
k s’ecrit comme un produit de matrices elementaires de niveau k (par 
exemple, les matrices I  + elles-memes a condition d’effectuer le
produit dans un ordre convenable). Ainsi, l’inverse de tout germe pur de 
niveau k est un germe pur de niveau k et Ak est un groupe.
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Λ -* et A<k sont les groupes engendres par les groupes Ak pour 
k' < k et pour k* < k.

ii) Les niveaux de Λ sont les degres des differents polynomes (eventuel- 
lement ramifies) qj — qt pour tous les couples (qj,qt) , qj Φ qt, extraits de 
la partie irreguliere Q de Xo · Ils sont done en nombre fini.

On montre que les niveaux sont aussi les pentes du polygone de
dX

Newton du systeme End[Ao] : —----- L4.o,X] =  0 .
ax

P r o p o sitio n  11.10. Pour tout k e  1C,

i) Le faisceau de groupes Ak est distingue dans A - k,

ii) la suite exacte de faisceaux

1 — ► Λ* A -k -?-> A<k — ► 1 ,

ou i est Vinjection canonique de A<k dans A -k et p la troncature aux 
termes de niveau < k, est scindee.

D e m o n st r a t io n  :
i) Si g est un germe en Θ de niveau < k et /  un germe pur de niveau 

alors le produit gfg~l est de niveau < k. Le lemme II.8.ii) montre que
gfg~x =<k fgg~l =<k f =<Jfc I. Le germe gfg~x est done pur de niveau 
k .

ii) est evident; l’injection canonique de A<k dans A - k est une section 
de p.

C o r o l l a i r e  11.11. La filtration

Akl =  A -kl C A -ki C . . .  C A - kr =  A

est normale.

COROLL AIRE 11.12. Factorisation par niveaux - Algorithme.
i) Pour tout k € K , le faisceau A -k s ’identifie de deux fagons 
differentes a un produit semi-direct de A<k et de Ak :

A - k ~  A<k x Ak 
~  Ak »  A<k

En d’autres termes, tout germe f  du faisceau A - k se factorise de deux 
fagons differentes en un produit d’un germe de niveau < k et d’un germe 
pur de niveau k :

f <k =  f <kgk QU f <k =  f k f <k

Chapitre II
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avec f <k 6 A<k, gk et f k 6 A *.
Le facteur f <k est independant du sens de factorisation. O nl’obtient 

en supprimant dans n’importe quelle representation de f - k tous les 
termes purs de niveau k . On en deduit le facteur de niveau k en posant
g k =  ( / < * ) _1 / < *  O U  f k =  f ^ k ( /< * )-1 .

ii) Le faisceau A s ’identifie au produit semi-direct dans un ordre arbi- 
traire des sous-faisceaux Afc de ses germes purs de niveau k .

Λ ~  xi Afc 
keK

L ’algorithme de factorisation precedent se generalise en un algorithme 
de factorisation par niveau dans n’importe quel ordre. Seul le facteur de 
plus bas niveau est independant de I’ordre des facteurs.
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3. Sous-fibres fondamentales de A : les groupes de Stokes Stoa(Ao)

3.1. Ordre -< associe a une direction Θ
0,max

DEFINITION 11.13. On peut munir l’ensemble {<71, . . . , qn} des elements 
diagonaux de la matrice Q , partie irreguliere de Xo , de la relation d*ordre 
suivante:

qj qt Θ est une direction de decroissance maximale de
0,max

On dit alors que VexponentieUe eq> ~qi est portee par Θ ou que Θ 
appartient au front de qj — qe. En notant pr la partie principale en 0

de ( q j - q e ) ( ~ ) ,  on a aussi Pequivalence x

q j  q t  ae~lke est reel negatif .
i,max

L’ordre de l’exponentielle e9i ~qi est alors k E Q et son type dans la 
direction Θ vaut ae~xkS.

Lemme 11.14 (transitivite). Le produit de deux exponentielles portees 
par Θ est une exponentielle portee par Θ.

Les relations d’ordre -< et ^ -< sont compatibles : Si qj -< qe,
θ Θ, max Θ, max

alors qj -< qe. La reciproque est fausse.
?
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Changement de feuillet
Comme pour la relation d’ordre X ,o n a  l’equivalence :

7

_ -< Qt** ?i- _ “< ?/-
Θ , max 0+2 π, max

Dans le cas sans ramification, la relation -< est done elle aussi
0,max

independante du feuillet Θ. On peut la noter -< .
0,max

3.2. Germes de Stokes
Si le relevement Θ de Θ porte au moins l’une des exponentielles eq> ~qt, 

il en est de meme de tout relevement de Θ (dans le feuillet suivant, θ + 2π 
porte eqi~~qi~ qui peut differer de eq> ~qt dans le cas avec ramification). 
La propriete est une propriete intrinseque de la direction Θ.

ϋέΠΝΠΊΟΝ 11.15. Une direction a issue de 0 dans C est appelee une 
direction anti-Stokes de [Ao] si l’un quelconque de ses relevements 2  a C* 
porte une exponentielle eq> ~qe pour au moins un couple (qj,qi),<lj φ qt 
extrait de la diagonale de Q .

PROPOSITION 11.16. L ’ensemble des directions anti-Stokes de [Ao] est 
fini. II est entierement determine par la matrice Q , partie irreguliere de 
Xo.Nous le notons A(Q) ou Λ  =  { « i , . . . , or*,} .

Si toutes les exponentielles de la representation d’un germe dans 
un feuillet Θ sont portees par Θ, alors il en est de meme dans tous les 
feuillets. La propriete est intrinseque au germe φβ.

DiFiNlTION 11.17. Un germe φ$ est appele un germe de Stokes si les 
exponentielles eqi~qt de sa representation dans un feuillet quelconque Θ 
sont toutes portees par Θ.

P ro p o sitio n  e t  d £ fin itio n  11.18.
i) Dans une direction Θ qui n’est pas une direction anti-Stokes, tous les 
germes de Stokes sont triviaux.

ii) Dans une direction anti-Stokes θ =  a 6 A , Vensemble des germes 
de Stokes est un .sous-groupe non trivial de Λα qu’on appelle groupe de 
Stokes de [Ao] ena et qu’on note Stoa(Ao).

iii) Le groupe Stos(Ao) des representations de Stoa(Ao) dans le feuil­
let a est le sous-groupe de GL(n,C) constitue des matrices unipotentes
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de la forme

C a  =  I  +  ^  i c {j , i)  £  ^  .

(i»0 I «>_-< 91
Ot, max

Contrairement a Vusage, nous appellerons matrices de Stokes (dans le 
feuillet a) les matrices de Stog-(Ao) etelles seules. (cf. Definition III.IS).

D E M O N S T R A T I O N  :

i) est evident par definition des directions anti-Stokes et des germes de 
Stokes.
ii) se demontre comme la proposition II.9 i) en remplagant la relation 
d’ordre -< par la relation ^ . En particulier, le lemme 11.14 remplace

Θ 0,max
le lemme II.8.i).

iii) traduit la definition d’un germe de Stokes en a sur la matrice qui le 
represente dans le feuillet a.

N O T A T I O N  11.19. N o u s  noterons desormais (j,£)Ea po u r  exprimer que 
le couple (j,£) est porte par a  c’est-a-dire tel que q j  ^  -< q t .

a, max

Nous montrons dans le chapitre suivant (theoreme III.3, defini­
tion III.11, corollaire 111.12) que toute transformation formelle de [Ao] 
est caracterisee a equivalence analytique pres par la donnee en chaque di­
rection anti-Stokes d’un germe de Stokes (1-cochaine fondamentale). Par 
le choix d’un feuillet —usuellement on choisit un meme feuillet pour toutes 
les directions anti-Stokes — les classes analytiques de transformations for­
melles de [Ao] sont alors caracterisees par la liste de leurs matrices de 
Stokes (dans le feuillet choisi). La demonstration de ces theoremes repose 
de fagon essentielle sur la notion de niveau etudiee en II.2 et que nous 
precisons maintenant en restriction aux germes de Stokes.

3.3. F iltration des groupes de Stokes par les niveaux

La notion de niveau d’un germe d’isotropie et les proprietes afferentes 
se restreignent sans modification aux germes de Stokes; les memes demons­
trations restent valables en remplagant la relation d’ordre -< par la relation

?
d’ordre -< .

0,max
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D e f in it io n  11 .2 0 . On appelle germes de Stokes purs de niveau k , de 
niveau < k, < k,  . . .  en a € Λ , les elements des groupes

Sto* (Ao) =  StOa(Ao) (Ί A*
Sto|*(Ao)= Stoa(A0)n A | *
Sto<*(A0) =  Stoa(A0)n A < *

intersections du groupe de Stokes Stoa(Ao) avec les sous-groupes de Aa 
de niveau correspondant.

On note JCQ l’ensemble des niveaux de Stoe (Ao), i.e. l’ensemble des 
k ξ , Κ  pour lesquels Sto*(Ao) est non trivial.

On peut enoncer l’analogue de la proposition 11.10 et de ses corollaires.

PROPOSITION 11 .21 . Pour toute direction anti-Stokes a € Λ  et pour 
tout k 6 K.

i) le groupe Sto* (Ao) est distingue dans S toffc(Ao) ;

ii) la suite exacte de groupes

1 — ► Sto*(A0) Stof*(A 0) -*-> Sto<*(A0) — > 1 ,

ou i est Vinjection canonique et p la troncature aux niveaux <  k, est 
scindee.

COROLLAIRE 11 .2 2 . Notons k's <  k'a_ x <  . . .  <  k[ les elements de 
JCa . La filtration

Sto^(Ao) =  Sto|*i(A0) C Sto|*’ (A0) c  . . .  C Sto|**(A0) =  Stoa(A0) 

est normale.

COROLLAIRE 1 1 .2 3 .

i) Pour tout k £ )Ca , le groupe Sto^piAo) s ’identifie de deux fagons 
differentes au produit semi-direct de Sto^ (Ao) et de Sto*(Ao) ·'

S to ffc(A0) ~  Sto<*(A0) k Sto£(A0)
~  Sto*(A0) x Sto<*(A0) .

ii) Le groupe Stoa(Ao) s ’identifie au produit semi-direct dans un ordre 
arbitraire des sous-groupes Sto*(Ao) de ses germes purs de niveau k

Stoa(Ao) κ Sto*(Ao) .

Cette decomposition s ’accompagne d’un algorithme de factorisation sui- 
vant les niveaux analogue a celui enonce dans le corollaire 11.12.

Chapitre II
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III. Cohomologie du faisceau d’isotropie de [A0]

Nous commengons par quelques rappels classiques pour faciliter la 
lecture. Pour plus de details, on pourra se reporter par exemple a la these 
de J. Frenkel [Fr56] .

1 . Definitions et generalites en cohom ologie non abelienne
1 .1 . C ohom ologie de Cech Η λ(ΙΑ·,Ρ)

Soit X  un espace topologique, T  un faisceau de groupes (en general 
non abeliens) sur X  et U = {ZJj, j  £ J} un recouvrement ouvert de X .

On note T(U]^F) l’ensemble des sections de T  au-dessus de l’ouvert
U.

Une O-cochaine est une famille ( f j)  6 Π jeJ ^ ^ j'iF )  sec^ons de 
T  au-dessus des ouverts Uj du recouvrement U .

Une 1-cochaine est une famille (fi,j) € Π (ι,»6J x j ^  
de sections de J· au-dessus des intersections deux a deux non vides 
Uij =  Ui Π Uj des ouverts Uj du recouvrement U .

Condition de cocycle
Une 1-cochaine (fi,j)(i ,j)e jx j  est un 1-cocycle si elle satisfait a la 

condition de compatibilite:
f%,j * fj,k = fi,k sur tout ouvert Ui Π Uj Π Uk (la multiplication est la 

multiplication de groupes dans P ).
En particulier, on a / , )t· =  I  (l’identite) sur Ui pour tout i 6 J et

f i , j  =  fT,i p ° ur tout

Condition de cohomologie
Deux 1-cocycles (fi,j) et (gij) sont dits cohomologues s’il existe une

O-cochaine (ci)i6/  € Π,·€/Γ (^ ί ;^ )  telle que

9 i,j =  C ifijc j1 pour tout (i ,j)  € J x J .

La condition de cohomologie est une relation d’equivalence entre 1- 
co cycles.
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(l-)cohomologie de (Jech du recouvrement U a valeurs dans le faisceau T
C’est l’ensemble note ou H 1( U ; f )  des classes de 1-

cocycles modulo la relation de cohomologie.
Si T  est un faisceau de groupes abeliens, on retrouve le groupe de 

cohomologie de Cech abelienne. Mais, en general, H n’est pas un 
groupe; il n’herite pas naturellement de la structure de groupe de J-.

Raffinement
Un recouvrement V =  { Vf,t E L}  est un raffinement du recouvre­

ment U =  {Uj ; j  € J } (on dit encore que V est plus fin que U)  si tout 
ouvert V( de V est contenu dans au moins un ouvert Uj de U..

II existe au moins un application d*inclusion entre les indices

σ : L — * J
— y j  =  σ(£)

telle que V( C ϋ σμ) .
II lui correspond l’application entre les 1-cochaines

** : π π
( i , j ) e J x J  (e , k ) e LxL

f  =  ( f i , j ) 1 * σ  ( / )  =  (dl , k  =  /<τ(0,σ(ί:) | Vttk)  >

ou gt'k =  fa{t),a(k) \ V/,* est la restriction a l’ouvert Vetk de la composante 
/<τ(*),σ(*) de la 1-cochaine / .

Cette application est compatible avec les conditions de cocycle et 
de cohomologie. Elle induit done une application “d ’inclusion” entre 
ensembles de cohomologie

6 (V,W) :H \U \F) — > H ' i V i f )  .

Cette application ne depend que des recouvrements V et U , pas de σ  et 
elle verifie ([Fr56]) :

' e(w,v>6(v,w) = e(w,u) 
i e(w,w) = /

&(V,U) est injective (c’est aussi une “inclusion” ).

L’injectivite de &(V,U) pour tout raffinement V de U montre qu’on 
enrichit l’ensemble de cohomologie de Cech H X{U\ T)  en raffinant U , d’ou 
la notion suivante.

51

Wx,?)mu·, η



Michfele Loday-Richaud

1.2. Ensemble de cohomologie H l (X\F)
C’est par definition la limite inductive sur les recouvrements U de X , 

filtres par l’inclusion, des ensembles de cohomologie de Cech H 1 (U\T). 
On note

H l (X\F) =  \\mH1 (X ,U -,f)  . 
u

Pas plus que H l (U ·,?) , l’ensemble H 1 (X\T) n’herite en general de la 
structure de groupe de T .

1.3. Cas ou X  = S1

Pour des raisons de commodite d’expression, nous orientons S1 et 
nous nous referons toujours au sens d’orientation choisi. II semble plus 
conforme a l’usage des calculs de matrices de Stokes d’orienter S 1 dans 
le sens des aiguilles d’une montre : On a l’habitude de tourner dans le 
sens direct autour de l’infini ce qui, sur la sphere de Riemann, revient 
a tourner dans le sens inverse autour de l’origine. C’est aussi ce sens de 
rotation qui assure la correspondance entre cocycles et lacets elementaires 
du 7Γι sauvage sans “changement de signe” . C’est done le sens que nous 
choisissons desormais. Nous utiliserons egalement la terminologie droite - 
gauche avec la convention suivante : On se deplace vers la droite lorsqu’on 
se deplace dans le sens des aiguilles d’une montre, vers la gauche sinon.

Nous dirons qu’un recouvrement U =  {Uj, j  € J} est un bon 
recouvrement de Sl s’il ne comporte qu’un nombre fini v =  # J d’ouverts 
Uj qui sont connexes et non emboites (Uj \ Ue est toujours connexe, 
eventuellement vide : on accepte que deux Uj puissent etre egaux).

Ces ouverts sont done naturellement ordonnes sur S1 et on peut 
les numeroter cycliquement U\, U2 , · · ·, U„ (avec la convention Uv+j =  
Uj). L’ensemble d’indices J se trouve ainsi muni d’un ordre cyclique 
determine par la condition que l’application j  1— ► Mj milieu de l’arc 
Uj est croissante pour l’ordre cyclique considere et l’orientation choisie de 
S1.

De fagon evidente, tout recouvrement de S1 admet un raffinement qui 
est un bon recouvrement. On peut done pour le calcul de la cohomologie 
se restreindre a ne considerer que de bons recouvrements. Cest ce que 
nous ferons desormais, en supposant en outre que les indices j  de J 
correspondent a une numerotation cyclique des ouverts Uj conforme au 
sens de parcours choisi sur S1.

PROPOSITION I I I . l .  Soit U — {Uj , j  G J} un bon recouvrement de 
S1. L ’ensemble des 1 -cocycles de IA s ’identifie aux families de 1 -cochaines 
partielles (f j ,j+ i)je j du produit n > g j  5 F) sans condition de
cocycle.
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Ceci nous amene a considerer la notion de 1-nerf:
Une famille it =  { ύ j, j  € J } d’ouverts de S1 est un 1-nerf sur S1 

si les U j  sont les intersections deux a deux des ouverts consecutifs d’un 
bon recouvrement U — { U j  , j  G J} :

Uj = Uj n Uj+i .

Les “cas limites” suivants sont a preciser separement:
• ·

• U  ne contient qu’un seul ouvert U .  II peut etre considere comme associe 
a un “bon recouvrement” forme d’un seul ouvert U  “faisant plus d’un tour” 
(figure III. 1.1).

Figure III. 1.1
♦ ·  ·

• U contient deux ouverts U\ et Ui- Pour le bon recouvrement associe 
U  =  { U U U 2 }  on a une seule intersection U \  Π  U 2 avec deux composantes 
connexes U1 et U2 (figure III.1.2);

Figure III.1 .2

Un 1-nerf provient d’un vrai recouvrement de S1 mais n’est en general 
pas lui-meme un recouvrement de S1.

P r o p o s i t i o n  I I I .2.
i) On peut toujours numeroter cycliquement les ouverts d’un 1-nerf 

U =  {U j , j  € J} sur S1. Nous imposerons en outre un ordre croissant 
avec le sens d’orientation fixe sur S1.
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ii) Si 1A =  {TJj , j  € J} est un 1 -nerf sur S1 il provient d’un unique 
recouvrement U =  {Uj , j  € J} de S1 defini par:

Uj est I’arc d’origine Vorigine de Uj-\ et d’extremite I’extremite 
de Uj c ’est-a-dire que, si U j -1 = ]0 j- i , 0j_i[ et XJj = ]0 j,#'[, alors
Uj

iii) On a alors Uj =  U jj+χ, et Vensemble des 1 -cocycles du recouvre­
ment U est I’ensemble produit Y[jqjY(U j ] ^ )  que nous noterons pour 
abreger Y(U-,F).

Rajfinement
Ce n’est pas parce que V est plus fin que U qu’il en est de meme• · · 

de V et U : Les ouverts de V ne sont pas necessairement inclus dans les 
ou verts de U.

Ainsi, par exemple, si U = {Ui, . . . ,  Uv} est forme de v ouverts deux 
a deux distincts et si on considere le raffinement V =  {Vo =  i7i,Vi =  
U\,Vz =  U2 , . . . , V v =  Uv} , alors V contient l’ouvert Vo Π Vi =  U\ qui 
n’est inclus dans aucun des ouverts de U.

Cependant, on realise un raffinement de U chaque fois, par exemple, 
qu’on intercale un ouvert supplemental dans U ou qu’on retrecit l’un des 
ouverts de U.

Inclusions
Soit V =  {Vt,t 6 L} un raffinement de U =  {U j,j  € J} et σ  une 

application d’inclusion de V dans U qu’on suppose croissante pour l’ordre 
cyclique sur J et sur L :

σ  : I G L \— ► j  =  σ {ί ) € J

σ .  . f  Π ,^ Γ (£ />1>+1;^ )  — . Π , «  r ( V „ +1; JO
I (/iJ + i) 1— * (ϊί,ί+1 = /»< () ,.(/+1) I Vi,i+i) ·

• ·
En termes de 1-nerfs U et V et si on definit les 1-cocycles par 

( f j  =  fj,j+ i) et (gt =  gt,t+1), on a grace a la condition de cocycle

„ r r (W ;^ ) * r ( v ; ^ )
^ · I * ·

I ( f j )  1 ► (dt =  Ϊ 1 σ(ί)<ί<σ(1+1 ) f  j)  ·

En particulier, si σ(ί) =  σ {ί  + l ) , o n a ^  =  /  sur Vt.
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1.4. Cas ou X  =  S1 et T  =  A(A0)
II resulte de l’etude faite au chapitre precedent que le faisceau Λ = 

A(Ao) des sections d’isotropie plates de [Ao] est un faisceau constant par 
morceaux sur S1. Les discontinuites ont lieu en les directions de Stokes
1.e. les directions en lesquelles il existe au moins deux polynomes qj et qt 
de la diagonale de Q distincts et non comparables. Par suite, l’ensemble 
de cohomologie i f 1 (S'1; Λ) coincide avec un ensemble de cohomologie de 
Cech associe a un recouvrement assez fin quelconque: les fleches injectives 
&(V,U) : Η λ{ίΙ\Κ) — > Η 1 (V; A) deviennent en eifet bijectives des que 
les recouvrements consideres sont assez fins.

Pour preciser ces ensembles de cohomologie nous allons separer les 
cas sans et avec ramification. Cette separation est motivee plus par une 
commodite de presentation que par des raisons de fond : Nous verrons 
que les resultats sont tout a fait semblables mais il serait desagreable 
au moins au debut d’avoir a considerer des “ouverts de S1 d’ouverture 
superieure a 2π ” et des “recouvrements faisant plusieurs tours” . . .  . 
Nous etudions d’abord en detail le cas sans ramification; puis l’effet d’un 
eclatement “inutile” en effectuant un eclatement arbitraire dans le cas sans 
ramification et nous en deduisons enfin l’etude du cas avec ramification.

2 . Cohom ologie du faisceau d ’ isotropie A(Ao) : le cas sans rami­
fication

Dans ce paragraphe un peu technique, nous etablissons le resultat 
suivant:

ThEorem e 111.3. On a un isomorphisme naturel 

h : Π  Stoa(A0) ^  H 1 (S^AtAo))
a£A

du produit des groupes de Stokes de [Ao] dans Vensemble de cohomologie 
H 1 (S 1; A(Ao))-

Ce theoreme permet d’identifier chaque cocycle (ou plutot chaque 
classe de cohomologie de cocycles) a une famille finie de germes de 
Stokes (cf. II.3.2). Etant naturelle, cette famille a des proprietes par- 
ticulieres. Nous en donnons quelques consequences theoriques et appli­
cations dans le chapitre suivant. En particulier, cette famille est galoi- 
sienne (theoreme IV.22): Ses elements appartiennent au groupe de Galois 
differentiel du systeme [A] en 0, alors que cette propriete n’a generalement 
pas lieu pour une matrice de Stokes usuelle quelconque (cf. IV.4 Exemple 
de matrice de Stokes usuelle non “galoisienne” ) et elle nous permet de 
faire le lien avec la classification par le πι sauvage (cf. IV.5). Notons en
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outre que, dans les quelques calculs theoriques de matrices de Stokes dont 
nous disposons, c’est cette famille qui apparait comme la plus directement 
accessible au calcul. II en est ainsi par exemple du calcul des matrices de 
Stokes des equations hypergeometriques generalisees fait recemment par 
A. Duval et Cl. Mitschi a l’aide des fonctions G de Meijer ([DM89]).

L’approche que nous faisons de ce theoreme est deliberement construc­
tive. Notre objectif est en effet d’obtenir non seulement le resultat mais 
avec lui une construction algorithmique permettant a partir de n’importe 
quel cocycle de donner la liste des transformations algebriques conduisant 
aux matrices de Stokes “naturelles” . Une demonstration abstraite de ce 
theoreme reposant sur une idee de P. Deligne et utilisant des faisceaux de 
C-algebres a ete donnee par Babbitt et Varadarajan dans ([BV89]). Une 
version preliminaire de leur article ([BV  p85]) contient une demonstra­
tion plus voisine de celle proposee ici mais valable seulement dans le cas 
sans ramification ([BV89], Introduction 3, p. 6 et II.2. Remark, p. 152).

L’isomorphisme h est naturel en ce sens qu’il commute aux isomor- 
phismes et aux constructions (Cf. IV.4- Definition IV.17).

La demonstration du theoreme III.3 procede par recurrence descen- 
dante sur les niveaux en comparant a chaque niveau k les ensembles de 
cohomologie i f 1 (S'1; Λ*), et H ^ S 1; A<k) .

2.1. Les recouvrem ents fondamentaux

DEFINITION I I I .4 . Un bon recouvrement U =  {Uj, j  £ J } de S 1 ou
son 1-nerf U — {Uj, j  € J} est dit suffisant pour un faisceau T  s’il est 
suffisant pour le calcul de la cohomologie de T , i.e. si

H l {U-,F) =  H \ S l -,T) .

L’existence d ’un tel recouvrement est une propriete du faisceau J-.

PROPOSITION I I I . 5. Un recouvrement U (ou son 1-nerf U ) est suf­
fisant pour le faisceau d’isotropie A =  A(Ao) s ’il est Q-suffisant i.e. si 
chaque secteur de platitude des exponentielles e9i ~ qt pour tous les couples 
(qj,qe) extraits de la diagonale de Q contient au moins un ouvert Uj de 
U.

DEMONSTRATION : II suffit d’etablir que, si V est un recouvrement plus 
fin que U , alors l’application

6 (V,ZY): H\U-,A) — ♦ H\V-,A)

est surjective done bijective. Or on passe de U a V par un nombre fini de 
raffinements elementaires consistant a
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— retrecir un ouvert de U en retrecissant un seul ouvert de t(,
— supprimer un ouvert de U ,
— doubler un ouvert de U , i.e. intercaler un nouvel ouvert egal a Pun 
de ses deux voisins.

Rappelons que la fleche ©(V,W) ne depend pas de l’inclusion σ  de
V dans U , mais seulement de V et de U . A chaque etape, on peut faire 
pour σ  le choix le plus simple. Nous laissons les details au lecteur.

On a une proposition analogue pour les faisceaux A*, A - k ou A<fc 
de niveau k , < k ou < k en se restreignant aux exponentielles eq> ~qi de 
niveau fc, < k ou < k.

On a note A  =  {c*i,. . . , a „ }  Pensemble des directions anti-Stokes 
de [Ao], fCa Pensemble des niveaux de la fibre de Stokes Stoa(Ao) pour 
toute direction anti-Stokes a 6 A  et K, =  =  < ··· < ^i}
Pensemble de tous les niveaux de [Ao].

A, )Ca et K, sont determines par la partie irreguliere Q de Xo ■
Notons, pour tout niveau k £ K, A k, A - k et A <k les sous-ensembles 

de A  des directions anti-Stokes a dont un niveau est k, < k ou < k , 
et /Cmax-*  =  { K r  < . . .  < K\ =  k} Pensemble des niveaux qui dans au 
moins une fibre de Stokes Stoa(Ao) sont maximaux parmi ceux qui sont 
< k.

A k, A - k,A <k et £ max- fc sont determines par Q et par k. L’ensem­
ble A k est invariant par rotation d’angle j .

Nous nous proposons de construire des recouvrements Uk,U -k,U <k 
pour tous les niveaux k E 1C. On veut que ces recouvrements soient 
suffisants pour les faisceaux Ak , A - k , A<k respectivement et comparables 
entre eux et que de plus, ils ne soient pas trop fins afin de reduire Pensemble 
des O-cochaines possibles.

Definition de Uk, recouvrement fondamental de niveau k e  1C
Le faisceau Ak est un faisceau a un seul niveau. Parmi les recouvre­

ments suffisants pour Ak, il en existe un moins fin que tous les autres : 
c’est lui que nous prendrons comme recouvrement fondamental Uk. II est 
defini par le 1-nerf

Uk = {£ *  , a € A k] ,

ou Pouvert t jka est le secteur F (o :,j)  d’ouverture j  bissecte par a.
II n’existe sur Uk aucune 0-cochaine a valeurs dans Ak . Ainsi on a

H 1 (S1 -,Ak) =  H 1 {Uk',Ak) =  J ]  T(ljk,A k) .
a6 Ak

Chapitre III

57



Michele Loday-Richaud

Dans le cas ou le faisceau Λ est a un seul niveau k , alors A est egal 
a Afe ; le recouvrement Uk est le moins fin des recouvrements suffisants 
pour Λ et il n’y a pas d’autres recouvrements a considerer.

Dans le cas a plusieurs niveaux, le faisceau Λ ne se reduit a aucun des 
faisceaux Ak et les recouvrements Uk associes aux differents niveaux k ne 
sont de fagon generale ni suffisants pour A ni comparables entre eux. Nous 
allons done introduire une famille de recouvrements U - k qui sont d’une 
part suffisants pour A -k, d’autre part comparables a Uk et comparables 
entre eux deux a deux. En outre, nous leur imposons de n’admettre aucune
0-cochaine du niveau le plus eleve k , ce qui leur interdit d’etre tres fins; 
mais nous ne cherchons pas a minimiser leur finesse.

Definition de U - k, recouvrement fondamental de niveau < k
Remarquons tout d’abord, qu’en general l’ensemble des secteurs. 7Γ

V a,K = V(a, —) pour les couples (α, k) d’une direction anti-StokesK>
a € A ^k et d ’un niveau κ < k de Stoa(Ao) ne definit pas un 1-nerf, 
pas plus que l’ensemble des V a =  V(a, pour a G A  et «  =  max{A:' G 
fCa, k ' < k } .

* *  *  /Nous construisons U -  en modifiant les V a par recurrence descen- 
dante sur les niveaux maximaux K  G ACmax- fc. Noter qu’en particulier, 
on aura autant d’ouverts dans U - k que de directions anti-Stokes dans 
A - k .

CONSTRUCTION. Au niveau le plus eleve Ki =  k, on ne modifie rien : On 
choisit

jj< k =  V nu a K or

= V (a ,^ )  pour tous les a G A k .

Supposons construits les XĴ k jusqu’au niveau Ki exclu et soit a 
de niveau maximum Ki (maximum parmi les niveaux de Stoa(Ao) qui 
sont < k). Parmi les directions anti-Stokes a1 dirigeant les deja 
construits, notons a~ le predecesseur de a et <*+ son successeur (il se 
peut qu’exceptionnellement a + =  a - ). On choisit tj^k C V a le plus 
grand possible et tel qu’a ce stade la famille construite soit celle d’un
1-nerf:

ύ γ  =  v ar\]0-,E+[ ,

ou 0 ~  est l’origine de ύ ^  et E+ 1’extremite de
Si on a tronque V a a l’origine (ou a l’extremite), alors 17 *̂ (ou Ϊ/-+ )

est contenu dans Sinon i f§ k =  V(<*,— ).
Hi
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P r o p o s i t i o n  III.6. P o u r  to u t  k e K ,

i) Le recouvrement U - k est un raffinement de Uk et de U<k.

ii) Les recouvrements Uk, U - k,U<k sont suffisants pour Ak, A - k,A<k 
respectivement.

iii) Le recouvrement Uk n’admet aucune 0-cochaine dans Ak. Le 
recouvrement U - k n’admet aucune 0-cochaine de niveau k dans A - k.
iv) Les recouvrements fondamentaux Uk, U - k, U<k sont independants 
de la forme normale d’Hermite Xo choisie. Us ne dependent que de Q.

D £ M O N S T R A T I O N  : C’est evident par construction, ii) est un corollaire 
de la proposition (III.5).

Chapitre III

2 .2 . Les inclusions fondamentales
Les seules inclusions entre indices que nous utiliserons sont les in­

jections canoniques de A k dans A - k , A <k dans A - k, . . .  . Mais pour 
comparer les ensembles de cohomologie H 1 {Uk\Ak), H 1 {U -k·, A - k) et 
H 1 (U<k] A<k) , il faut changer non seulement de recouvrement mais aussi 
de faisceaux. II nous faut done preciser les notations :

A tout niveau k (E les injections canoniques de A k et de A <k 
dans A - k induisent entre 1-cochaines les applications injectives

k Ι Γ ( Ζ / * ; Λ * )  — >r(WS‘ ;A i‘ )

σ :u = (/«w — At) =
ou

f a restreinte a U § k et consideree comme section de Λ-* si a 6 A k■?
“ 1 1  (i’’identite de XĴ k) si a £ A k 

et mutatis mutandis

a <k : T(U<k·, A<k) — > T(U^k·, A - k) .

Ces injections ak et a<k permettent de multiplier entre elles des 
1-cochaines de r(Wfc;A fc) et de r(W<fc;A <fc) en les considerant comme 
1-cochaines de Γ(£/-*; A - fc).

On a note A =  A - fcl ou ki est le plus grand niveau de [Ao]. Notons 
de meme U =  U - kl. Nous utiliserons les applications injectives

„ |T (M ‘ ;A‘ ) — ► Γ ( ώ ;  Λ )

I /  =  (h )„eA >  — * r ‘ ( / )  = (Fα)αςΑ
OU

restreinte a ύ a et consideree comme section de A si a. € A k
* = i  f ° r< 
a \ I  (l’identite de ύ α ) si a £ A k .

On les obtient par composition des precedentes.
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2.3. Les resultats

PROPOSITION 111.7. Pour tout niveau k £ JC, on a des bijections 
naturelles

Π  Sto‘ (4„) T(Uk;Ak) B 1(S1' , \ k) .
, I* s*at£A

DEMONSTRATION : On definit la premiere fleche par le prolongement 
de chaque germe f a a son domaine naturel de definition Ϊ7*. C’est un 
isomorphisme de groupes. Dans la suite, il nous arrivera de confondre les 
germes f a et leur image par ik .

La deuxieme fleche est la surjection canonique. Elle permet d’identifier 
toute classe de cohomologie a une 1-cochaine sur Uk : on a vu en efFet que le 
recouvrement Uk est suffisant pour Ak et qu’il n’admet aucune 0-cochaine 
dans Ak.

Cette fleche est naturelle au meme sens que h .

P r o p o s it i o n  111.8 .
i) L ’application de multiplication des 1 -cochaines

&<k . Γ^ < * . Λ< ^  χ r ^<fc. Λ<^

definiepar & - k{ f ,g )  =  (F aGa)aeA^k on a no^  (F<x)aeA£k =  a<k( f ) 
et ((?a)a6^4^fc =  σ *( / )  es* injective.

ii) Si les 1 -cochaines & - k( f ,g )  et & - k(f',g ') sont cohomologues dans 
T{U~k ■, A - k), alors les 1 -cochaines f  et f 1 le sont dans T(U<k; A<fc).

iii) Toute 1-cochaine de Γ (£ /-* ;Λ -* ) est cohomologue a une 1 -cochaine 
dans Vimage de & - k .

DEMONSTRATION :

i) est evident : l’injectivite de la multiplication des sections est equiva- 
lente a l’injectivite de la multiplication des germes en chacune des direc­
tions anti-Stokes a 6 .4-* (proposition 11.10).

ii) Une relation de cohomologie entre & - k(f ,g )  et & - k{f'\g') s’ecrit

K & .  =  c z ' (P a0 a)ca+

ou c =  (ca) est une 0-cochaine de U - k a valeurs dans A - k ( ca G 
Γ(£^Ρ ;Λ -*) pour tout a € .A-*) et ou Q!+ est la direction anti-Stokes 
de niveau < k qui suit a . Or le recouvrement U - k n’admet pas de 0- 
cochaine de niveau k. Done c est en fait a valeurs dans A<fc. Puisque
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Ak est distingue dans Λ -* (proposition 11.10), la relation de cohomologie 
s^ccnt

=  (c « 'F ac ^ ) 8 a avec S „  6 Γ(Μ|ι ;Λ*) .

Puisqu’en outre Λ -* est egal au produit semi-direct A<fc κ Λ*, on en
deduit

• l’egalite Ga =  Ga pour tout a € A -  ,
• la relation de cohomologie dans le faisceau A<k sur le recouvre­

ment l i - k

F ,a =  c~l F0lca+ .

Cette relation provient d’une relation de cohomologie sur le recouvre­
ment moins fin U<k puisque celui-ci est deja suffisant pour A<k .

iii) Soit (ha) une 1-cochaine de Y{JA-k\A- k). On peut factoriser (A - k ~  
A<k κ Ak) chacune de ses composantes en

Chapitre III

Le recouvrement U<k est suffisant pour A<k et U - k en est un 
raffinement : la 1-cochaine (F a) est done cohomologue a une 1-cochaine 
(F'a) “provenant” de Γ(£/<*;Λ <*)

c - 1P aea + = P a ou (F'a) =  &<k(f'a) ,

la 0-cochaine (ca) etant necessairement a valeurs dans A<k (U -k n’admet 
pas de 0-cochaine de niveau k ). On a alors

Ca Ό̂ΐ̂ οι+ =  F aGa

ou (Ga =  c~+GacQ+)ae^<k est de niveau pur k (A est distingue dans 
A - k).

De meme le recouvrement Uk est suffisant pour Ak et U - k en est un 
raffinement : la 1-cochaine (G^) est done cohomologue a une 1-cochaine 
“provenant” de T(£/fc; Afc), la relation de cohomologie etant encore de 
niveau < k. Cette relation est done triviale et la 1-cochaine (c~1 haca+) 
convient.

C O R O LLA IR E  111.9. On a le meme resultat en effectuant dans chaque
• y- I · ·

ouvert le produit de F a et de Ga dans n’importe quel ordre fixe a 
I’avance.
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T hEo r e m e  I I I .10 .
i) L ’application de multiplication des 1-cochaines

f ΓΙ*€Λ: T(W fc; A fc) — > T(W; Λ )

produit dans un ordre quelconque fixe a Vavance dans chaque ouvert de U, 
est injective.
ii) Par passage au quotient, elle induit sur la cohomologie une bijection 
naturelle

X :  J [  H 1{S1-,Ak) ^ H 1{U-,A) =  H 1{S1-,A)
keK k£K

DEMONSTRATION :
i) r est injective comme composee d’applications injectives.
ii) se deduit de la proposition precedente III.8 par recurrence descen- 
dante sur les niveaux; l’injectivite de est donnee par le point ii), la 
surjectivite par le point iii).

L’application % est naturelle au meme sens que h. Elle generalise 
l’application s k de la proposition (III.7).

D E FIN IT IO N  I I I . l l .  Le theoreme 111.10 montre que toute classe de 
cohomologie c de Λ) contient une unique 1-cochaine appartenant
a l’image de r . On appelle cette cochaine la 1-cochaine fondamentale 
de la classe de cohomologie c, ou 1-cochaine fondamentale de F  quand 
c =  βχρμ(.Ρ) et on la note c ( F ) .

DEMONSTRATION du t h Eo rem e  I I I .3 : Le theoreme III.3 est un 
corollaire immediat du theoreme 111.10. L’application r se factorise en

Π Γ ( « * ; Λ * ) ^  J ] (  k StoJ(jlo))= Π  St°„(i4o)-!-* Γ(Ζ);Λ) .
teK adA t 6 K “ neA

ou la premiere fleche est l’isomorphisme de factorisation des sections 
suivant les niveaux et i l’injection canonique. Par passage au quotient 
i donne l’isomorphisme naturel cherche.

On peut encore enoncer

COROLLAIRE I I I .12. Tout element de H 1(S1,,A) est represente 
de maniere unique par sa 1-cochaine fondamentale. L ’ensemble des 1- 
cochaines fondamentales representant les elements de i f 1(S1; A) s ’iden- 
tifie aux families (f a)aeA de germes de Stokes en chaque direction anti- 
Stokes a .

Par abus de langage, on designera aussi par 1-cochaines fondamentales 
ces families de germes de Stokes.
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Chapitre III

D efin ition  III. 13. Soit /  =  ( f a)«eA € U«eA  Stoa(Ao) la 1-cochaine 
fondamentale d’une classe de cohomologie c =  exp μ ^ ) .  On appelle 
matrices de Stokes (fondamentales) de F X 0 les matrices representant les 
composantes f a de /  via la solution d’Hermite Xo dans un feuillet 
quelconque. Elies sont definies par les relations

f a(x) =  ·

On peut fixer le feuillet de fagon arbitraire: on impose 5 £ [θο,θο+2π[ avec 
θο quelconque par exemple θο =  0. On l’appelle alors le feuillet principal.

2.4. A lgorithm e de reduction  d ’une l-cochaine quelconque a la
1-cochaine fondam entale qui lui est cohomologue
Donnies

Une solution normale X o , donnee par exemple par le code DESIR. 
Une 1-cochaine g =  (gj) associee a un 1-nerf V =  {Vj ,  j  £ J}.

Algorithme
1) Repertorier tous les secteurs Q-admissibles V ( a , j )  pour tous les 
couples (a, k) d ’une direction anti-Stokes a £ A  et d’un niveau k £ Ka 
dans la direction a .

• ·

2) Supprimer les ouverts Vj  de V sur lesquels §j =  I. On supprime 
ainsi en particulier tous ceux qui ne sont pas Q-adaptes, i.e. qui ne sont 
contenus dans aucun secteur Q-admissible V (a, j ) .

•

3) Pour chaque ouvert Vj  restant, determiner ses directions anti-Stokes 
de rattachement, i.e. les directions anti-Stokes a pour lesquelles au moins 
l’un des secteurs Q-admissibles V ( a , j )  contient Vj.  Les ordonner de 
preference dans le sens de parcours choisi sur S1 :

ocj,i < α ;)2 < . . .  < ajtr. .

4) Factoriser gj en un produit de facteurs “rattaches” aux groupes de 
Stokes Stoa. S t o a.

J * 1 ; » r j

9 j  =  9i,l9j, 2 - - - h r j  ·

Chacun de ces gj i est le prolongement sur Vj  d’un germe apparte- 
nant au groupe de Stokes StoQj. . ( L ’ordre des facteurs etant fixe, cette 
factorisation existe et est unique).
5) Remplacer la liste circulaire des §j par la liste circulaire des §j ,· en 
conservant l’ordre des gj et de leurs facteurs. Noter pour chaque gj ,· sa 
direction anti-Stokes de rattachement.
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6 ) Regrouper par des permutations elementaires (Cf remarque III. 14 ci- 
dessous) tous les rattaches a la meme direction anti-Stokes de telle 
sorte que l’ordre respectif des “paquets” soit celui de leur direction anti- 
Stokes de rattachement.
7) Pour chaque direction anti-Stokes a , noter f a le produit des termes 
du paquet rattache a a dans l’ordre dans lequel ces termes se presentent. 
Noter j a =  I  pour un paquet vide (la direction anti-Stokes a n’est pas 
intervenue).

Risultat
m φ

La 1-cochaine /  =  (f a) est la 1-cochaine fondamentale cohomologue 
a g dans H X{U\ Λ(Α0) ) .

REMARQUE III. 1 4 . On realise une permutation elementaire de la fagon 
suivante:

Soient g et g' deux termes consecutifs a permuter dans la liste. 
Notons a et a' leur direction anti-Stokes de rattachement. On a g € Stoa 
et g' € Stoa/ et les domaines de definition naturels de g et de g' sont 
des secteurs ν (α , -f)et V(a',-p) non disjoints. Sur 7 ( α ,| ) Π ^ ( α ',^ )  
le produit gg' peut se factoriser dans l’autre sens et de fagon unique 
(corollaire 11.22): gg' =  g"g'n avec g" € Stoa» et g'" 6 Stoa .

On remplace le couple (g,g') par le couple (g",g"') ·

3. EfFet d’un eclatem ent sur la cohomologie
L’eclatement t \— > x =  tp,p £ N* qui fait de Ct (plan de la variable 

complexe t ) un revetement ramifie a p feuillets de Cx (plan de la variable 
complexe x ) transforme un systeme

T Y
[A] : —j— =  A X  sur Cx

en un systeme

dY
[A*p] : —  = A*pY on A*p(t) =  p t ^ A ^ )  sur Ct .

Si le systeme [A] est a coefficients analytiques, [A*p] l’est aussi.
II est facile de voir qu’un tel eclatement induit une application injec­

tive entre les ensembles de cohomologie H 1 (S1 ·, li(Ao)) et H 1 (S1 \A(A’q>)) 
associes a des formes normales [Ao] et [AqP] quelconques. Nous nous pro- 
posons d ’expliciter cette injection en termes de 1-cochaines fondamentales 
(Definition III.11 et corollaire 111.12).
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Choix des formes normales
Fixons une forme normale d’Hermite [Ao] pour [A] de solution 

normale d’Hermite Xo(^) · Alors le systeme [AqP] appartient a la classe 
de Birkhoff formelle de [A*p] et il admet XQP(t) =  Xo(tp) pour solution 
fondamentale. Lorsque [A] appartient au cas sans ramification, XqP est 
encore une solution normale d’Hermite, ce qui n’est plus vrai lorsque [A] 
appartient au cas avec ramification. Mais dans tous les cas, on peut choisir 
le systeme [AqP] comme forme normale pour la classe de Birkhoff formelle 
de [A*p] : l’ensemble H 1 (S1; A(AgP)) classifie alors tous les systemes 
de solutions de la classe de Birkhoff formelle de XqP (a transformation 
analytique de la variable t pres). On commente plus loin le choix d’une 
forme normale autre que [AgP] (Remarque 111.20).

Notons Q la partie irreguliere de X q et Q*p celle de X qP . On a
Q * p ( t )  =  Q ( t p ) ·

ReUvement des recouvrements
Notons pour les distinguer 5* l’ensemble des directions issues de 0 

dans C* et S} celles dans C<. L’eclatement 1 1— > x = tp fait de S'* un 
revetement a p feuillets de 5 *.

Soit U =  { Uj, j  G J} un recouvrement de S*. II se “releve” par 
l’eclatement en un recouvrement U*p =  {U*p,j  G J,i £ [0 ,1 ,.. . ,p — 1]} 
de SI ou les ouverts UjP pour i =  0 ,1, . . .  ,p — 1 sont les p relevements 
de Uj dans les differents feuillets. L’ensemble des ouverts de U*p est

27Γ
invariant par rotation d’angle —  : nous dirons qu’il est Έ/ρΣ -invariant

P
(voir figure III.3.1).

Si U est bon, U*p l’est aussi.
Si U est Q-suffisant, U*p est Q*p -suffisant.

• ·
Si U =  {U j,j  G J} est le 1-nerf d’un bon recouvrement U — 

{ Uj, j  € J } , le 1-nerf U*p de U*p est constitue des relevements Ujti, pour 
i =  0 , 1, . . .  ,p — 1 , de chacun des ouverts Uj dans les differents feuillets.

Relevement des cochatnes
Par composition avec l’eclatement t \— > x — tp , une 1-cochaine 

f  =  ( f j )  sur U se releve en une 1-cochaine f*p =  (/^p) sur U*p definie sur 
chaque ouvert C/*p par f*jP(t) =  f j ( tp)· Celle-ci est done Z/pZ-invariante.

Reciproquement, toute 1-cochaine Z/pZ-invariante sur S} est le 
relevement d’une 1-cochaine sur S i . Cette correspondance est compatible 
avec les relations de cohomologie. Elle induit une application injective

Rp : H \ S l,A (A 0)) H 1 (S hA (A ;’‘ )) .

65



Mich&le Loday-Richaud

Figure III.3 .1

L’injectivite provient du fait que si deux 1-cochaines Z/pTL -invariantes 
sont cohomologues via une 0-cochaine quelconque, alors elles sont coho- 
mologues via une 0-cochaine Z/pZ-invariante : il suffit pour le voir de 
symetriser les relations de cohomologie.

Relevement de Visomorphisme de Malgrange-Sibuya
L’eclatement t — > x = tp induit de meme par composition une 

application entre les ensembles de transformations G(Aq) et G(AqP) de 
[A0] et de [AqP] (cf. definition 1.4). Celle-ci est compatible avec Faction 
a gauche des groupes Gx et Gt des transformations convergentes et elle 
induit entre les quotients une application injective

p„ ■. G ,\  O(Ac) G, \ 0 (A l” ) .

La proposition suivante est alors une consequence immediate de la 
definition de l’isomorphisme βχρμ note ici βχρμ* ou expμ< suivant que 
la variable est ;r ou t. (cf. 1.4.3).
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P r o po sitio n  I I I .15 . Le diagramme

C, t G,\eW) H'(ShA(AZr))

1 1  1" h  
Cx x =  tp Gx \d(Ao) H'iS'^AiAo))

est commutatif.
Les deux fleches verticales sont injectives; les deux fleches korizon- 

tales sont bijectives.

Chapitre III

ReUvement des directions anti-Stokes
Chaque direction anti-Stokes a 6 A  de [Ao] admet p relevements 

α*ρ, . . . ,  a*p dans p feuillets successifs de S} au-dessus de a 6 5*. 
L’ensemble A*p de ces relevements pour toutes les directions anti-Stokes 
a de [Ao] constitue l’ensemble des directions anti-Stokes de [AqP] . Cet 
ensemble est Z/pZ-invariant; dans un feuillet quelconque, tout arc [θ, Θ +  
^rf d ’ouverture — en est un “domaine fondamental” . Fixons un tel p p
domaine [9q, &o +  et notons A*£ =  A*p Π [#o, θο +  la restriction de 
A*p a ce domaine.

Les ensembles A  et A*/o admettent le meme nombre d’elements et 
l’ensemble A *p , qui en contient p fois plus, se deduit de A*̂  par Faction 
des p rotations d’angle k =  0, 1, . . .  ,p — 1 .

Relevement des 1-cochaines fondamentales
Supposons que [Aq] est done aussi [AqP] appartienne au cas sans 

ramification et identifions par l’application h notee ici hx ou ht suivant 
que la variable est i  ou <, les ensembles de cohomologie a des ensembles 
de 1-cochaines fondamentales (Th. III.3, Def. III.ll, Corol. III.12):

hx : Π  Stoa(A0) — *■ H 1 (S l‘, A(Ao))
aeA

et h, : Π  S t o „ . , W ) - ^ . H 1(S ;; A (^ ; ') )  .
amPeA*P

Notons

λ ;  : Π  stoct/t,,) —. Π  sto..,(x;')
α 6A α·Ρ £A*f

l’application de relevement des germes de Stokes via l’eclatement t i—> 
x = tp . L’application R'p verifie R'p =  h~[lRphx et realise une bijection
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entre les 1-cochaines “appartenant” a Πα6«4 Stoa(Ao) et les 1-cochaines 
Z/pZ-invariantes “appartenant” a Πα·ι>€.Αρ Stoa*P(AoP) . Elle induit done 
une bijection rp entre ΠαςΛ Stoa(Ao) et la restriction (rest) du produit 
Π α»ρ€^»ρ Stoa*p(AoP) aux seuls “indices” a*p d’un domaine fondamen- 
tal, par exemple a*p G A*^.

On resume ce qui precede en enongant:

PROPOSITIO N III. 16. Supposons que [Ao] appartienne au cas sans 
ramification. Le diagramme

Gt \G(A*0p) n e.p6^.pStoa.p(A*p) ^  Π β. , 6>. , Stoa.p(A*p)
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Pp K

GX\G(A0) -S2Li^ H x{Sl -A{A0)) Ua€AStoa.p(A0)

est commutatif et I’application rp :=  rest °Rp est un isomorphisme de 
groupes.

Les fleches pp , Rp, R'p sont des injections, rest est la projection 
canonique done une surjection et les fleches exp^t, βχρμ*, ht, hx sont 
des bijections.

4. Cohomologie du faisceau d ’isotropie A(Ao) : le cas avec ram i­
fication

On se propose dans ce paragraphe d’etablir l’isomorphisme h dans le 
cas avec ramification en termes de cohomologie de Cech. On repond ainsi 
en particulier a une question posee par Babbitt et Varadarajan ([BV89], 
Remark p. 152).

L’argumentation repose sur l’etude du cas sans ramification faite 
au paragraphe precedent et en particulier sur le fait qu’on peut choisir, 
pour tout systeme [A], une solution d’Hermite F X q dans laquelle la serie 
formelle F  est non ramifiee (F  G GL/(n,C[[a:]])).

On reprend les notations du paragraphe precedent, mais on suppose 
maintenant que [Ao] est une forme normale d’Hermite appartenant au 
cas avec ramification. Notons p le ppcm des ordres de ramification de Q . 
Alors [A*p] appartient au cas sans ramification. Si [A] est un systeme de 
la classe de BirkhofF formelle de [Ao], le systeme [A*p] est dans la classe 
de BirkhofF formelle de [AqP]. Soit Xo =  P (x )x Kx JU e ^ ^  la solution 
normale d’Hermite choisie pour [Ao] ( Q est ramifiee et done Uφ ΐ ) .  Alors, 
XQP(t) =  P(tp)tpKtpJU est une solution fondamentale non ramifiee 
de [AqP] , mais qui n’est pas sous la forme normale d’Hermite puisque, 
dans le cas sans ramification, on doit avoir U =  I  ce qui n’est pas le cas 
ici. Cependant l’ensemble de cohomologie H 1(S1\A(AqP)) est encore un

68

[Sh A (iC))



Chapitre III

classifiant analytique des systemes de solutions de la classe formelle de 
X qP . On indique en fin de paragraphe (remarque 111.19) comment realiser 
le passage d’un tel cocycle au cocycle associe au choix d’une forme normale 
d’Hermite.

L’enonce de la proposition 111.16 reste valable si on le modifie en 
supprimant la fleche h~l qui n’existe pas, du moins pas encore. Cependant 
les applications R'p et h f 1 °Rp sont injectives et ont la meme image (qui 
est isomorphe par l’application rest a Πα. , €>4·ρ Stoa*p(AoP). Et done on 
peut completer le diagramme par une fleche bijective que nous noterons 
encore h~l :

G t \  G(A*P) Π α. Ρ ζ Α . Ρ Sto0 .p(A*p) Stoa. P(A0*P)

P p  R p  R'p  t p /

Gx \ G ( A o ) - ^ J^ H 1(S1-,A(Ao)) n e€^Stoe . , ( A 0)

On peut done enoncer

T h £ o r e m e  III. 17. Meme dans le cas avec ramification, on a une 
bijection naturelle

h : Π  Stoe(A0) — ►Jy10S,1;A (A o))
aeAP

du produit des groupes de Stokes dans la cohomologie a valeurs dans le 
faisceau d’isotropie.

Ici encore on s’autorisera a appeler 1-cochaine fondamentale d’une 
classe de cohomologie de H 1 (S 1 ;A(Ao)) l’image de celle-ci par h~l .

R e m a r q u e  III. 18. Rappelons que, meme dans le cas avec ramification, 
les groupes de Stokes Stoa(Ao) ont un sens intrinseque : Ce sont leurs 
representations qui changent avec le feuillet choisi pour les representer (cf.
III.l.c).

REMARQUE III. 19. Passage de X qP a une solution d’Hermite Yo.
Dans le cas avec ramification, Χ^ρ(ί) =  P(tp)tpKtpJU e n’est 

pas la solution normale d’Hermite, mais on peut l’y ramener par une 
transformation de Birkhoff analytique : II s’agit en effet, dans l’expression 
de X qP , de faire “glisser” U vers la gauche. Or la matrice Λίο(t) =  
tpJUt~pJ est meromorphe (convergente); il suffit pour s’en assurer de 
verifier qu’elle n’a pas de monodromie (cf. lemme V.10). Ainsi par exemple, 
en dimension 2 on a necessairement p =  2 (=  ppcm(2, l ) )  et
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On a dans ce cas 2 J =  ^  ̂ ^ ^ j ^ , A e C e t i 7 = ^ j  ^1)

En triangulant P(tp)tpK Mo(t ) , on obtient Χ^ρ(ί) =  Ai(t)Yo(t) ou 
M ( t ) € G L/(n,C {<}) et Yo(t) est sous forme normale d’Hermite.

Notons B0(t) =  ^ '(ί)Κ ο(ί)·1.
Les systemes [Bo] et [AqP] sont dans la meme classe de Birkhoff 

formelle. Une solution fondamentale formelle de [A*p] s’ecrit

F (x)X *p(<) =  P(x )M(t )Y0(t) .
y N

F  ne depend que de x =  tp mais M. depend de t. On peut choisir 
F(tp) comme transformation de Birkhoff formelle de [AqP] en \A*P] et 
F(tp)A4(t) comme transformation de Birkhoff formelle de [Bo] en [A*p] . 
Les 1-cochaines assocciees dans un bon recouvrement 1A =  {Uj} s’ecrivent 
alors respectivement F- 1Fj+ 1  et M  1Fj 1Fj+iM  ou les Fj sont des
solutions de l’equation de passage de [A0 ] a [A*p] asymptotiques a F  sur 
les ouverts Uj ( M  est analytique: elle se releve en elle-meme dans chaque 
ouvert Uj). Ainsi les cocycles associes a [A*p] dans H 1(S};A(Aq>)) et 
dans A(Bq)) sont conjugues l’un de l’autre par la transformation
analytique M..

R emarque I I I .2 0 . Choix de la forme normale [AoP].
Si, lorsque le recouvrement U est Z/pZ -invariant, on peut construire 

a partir de F  un cocycle φ =  (F^1 Fj+i ) lui aussi Z/pZ-invariant, il n’en 
est plus de meme du cocycle Μ.~χφΜ. puisque M. est fonction de t et 
non de x : En eliminant la matrice U , on a rompu les symetries. Ainsi 
il etait essentiel dans la demonstration precedente du theoreme 111.17 de 
faire le choix de [AqP] comme forme normale puisque cette demonstration 
repose de fagon essentielle sur la Z/pZ-invariance des cochaines.

REMARQUE I I I .21. Relation entre les representations associees a X qP 
et a Yq.

Si la composante F~ Fj+1 de φ est representee dans un feuillet Θ 
par une matrice Og, on a

F-'Fj+l(t) = x'0-( t)(^ x ;-(tr '

d’ou M - ' F - ‘ F1+IM  =  M(t )

= Yo(t)C?Yo(t)~1 .

Ainsi le cocycle associe au systeme [A.*p] qu’il soit construit sur 
la forme normale X qP o u  sur la forme d’Hermite Y q admet les memes 
matrices de representation et, en particulier, les memes matrices de Stokes.
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IV. Applications theoriques

1. S truc tu res algebriques sur H1 (S1; A(Ao)) 
On fixe Xo une solution d’Hermite de [Ao].

1.1. S tru c tu re  de variete affine
Nous avons vu (Proposition II.2) que les fibres en Θ G S1 du faisceau 

Λ ( Α ο )  sont representables dans un feuillet quelconque de la surface de 
Riemann du logarithme au-dessus de θ par les matrices Cg de la forme

° 9  = 1  +  Σ c U , t ) E U , 0 » c U , t ) G C ·
( j / )  I 9j -<qt 

?

(On a note la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui
d’indices (j,£) qui vaut 1.) En outre, les representations dans les differents 
feuillets sont conjuguees les unes des autres :

ou M  est la matrice de monodromie de Xo (II. 1.3). Les fibres du faisceau 
A(Ao) admettent done une structure canonique de variete lineaire affine. 
Ainsi, lorsque le faisceau Λ(Αο) est a un seul niveau k , la bijection
Π α£.4 Γ(ί/α; A(Ao)) — * ίΓ1(5 1; Λ(Αο)) (Prop. III.7) permet de munir

l’ensemble i f 1 (S'1; A(Ap)) d’une structure lineaire affine.
De meme, les fibres du sous-faisceau Ak des germes de niveau pur k 

sont representables par les matrices

° θ  =  Ι +  Σ  cU S ) E U A  > c 0 / ) e C  ·
US) I

qj<qi  et d ° ( q j - q e )= k
7

Les fibres de A* admettent done une structure canonique de variete 
lineaire affine et celle-ci se transporte a JI1(S1; Ak) grace a la bijection 
(Prop. III.7)

Γ(ύ*;Λ*)  .

Dans le cas ou le faisceau A admet un seul niveau k (d’ou Ak =  A), 
on remarque que, si V =  {Vi,t  £ L}  est un bon recouvrement raffinant
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U =  {U j,j  € J } , alors, pour toute inclusion croissante σ  : L —*· J , 
Papplication

6 ( V , W ) : Π Γ ( ^ ; Λ ι ) — . Π Γ ( ^ Λ * )

J t

(fj) ·—►(& = π  Λ·)
est non lineaire des que σ(ί  +  1) φ σ(ί) +  1 ; elle est toutefois algebrique. 
Ainsi, bien que pour les differents raffinements V de Uk, les structures 
lineaires affines induites sur A*) par celles de Π< Γ ( A*)  soient
en general diiferentes, elles definissent sur H 1 (S1 ; Afc) une unique struc­
ture (algebrique) affine.

Dans le cas general ou le faisceau A admet un nombre quelconque 
de niveaux, considerons T  et V  : Π ^λ: r (^*; Afc) — ♦ H 1^·, A) deux des 
bijections du theoreme III.10.ii correspondant a des multiplications dans 
des ordres differents; l’application T ~ lT' est algebrique. Les applications 
T  permettent done de transporter la structure de variete affine produit 
de Ilfcgx:Γ(£ι ; Ak) a f f 1(S'1; A). La propriete est encore valable dans le 
cas avec ramification.

Ce resultat a ete etabli par Malgrange dans [Mal83] (Remarque 5.4). 
Voir aussi [BV89] (Theorem 3.4.1 et Appendix p. 164).

1.2. Structure de variete lineaire affine
C’est la structure sur laquelle reposent les calculs de matrices de 

Stokes (i.e. de cocycles).
Les groupes de Stokes Stoa(Ao) sont des sous-varietes lineaires affines 

des fibres Λα(Αο). Ses elements sont representes (Prop, et Def. 11.18- 
Not. 11.19) par les matrices

C& =  I  +  ^  , C(j,i) 6 C .
U,t)e a

L’isomorphisme naturel h (Theoreme III.3 et 111.17) permet de 
transporter la structure lineaire produit des groupes de Stokes en une 
structure naturelle de variete lineaire affine sur l’ensemble de cohomologie 
H 1 (S1 A(Ao)) ; cette structure induit la structure affine precedente par 
oubli.

Pour chaque direction anti-Stokes a € A ,  fixons un relevement a de 
a sur la surface de Riemann du logarithme et fixons I  comme origine de 
la variete lineaire affine firl(5 1; A(Ao)).

Lafamilledes germes en a e  A  de la forme Ι-\-Χο^(χ)Ε^;1)Χα^ ( χ ) ~ 1 

pour tous les couples (j,£) portes par a (i.e. tels que qj qe) est libre
cv, max
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et la sous-variete lineaire de i f 1 (S'1; Λ(Αο)) qu’elle engendre est indepen- 
dante des relevements a choisis. On en deduit

PROPOSITION I V .1 : Base de f i 1(5 1 ;Λ (Λο)). Pour chaque direction 
anti-Stokes a £ A , un relevement a etant fixe, la famille des cocycles 
elementaires du recouvrement fondamental U = {Ua, a £ A}  definis par

T(j,t)\a =  I  +  X o X q ~ sur ύ a ■>

pour tout a £ A  et pour tout couple (j,£) porte par a , est une base de 
la variete lineaire affine H 1(S1; A(Ao)) d’origine I .

Pour les calculs explicites (cf. deuxieme partie), c’est dans une telle 
base que nous determinerons les cocycles ou les matrices de Stokes qui les 
representent. II est en outre usuel de choisir tous les relevements a dans un 
meme feuillet, qualifie de feuillet principal (Definition 111.13). Les cocycles 
determines dans une telle base sont des 1-cochaines fondamentales.

La proposition precedente entraine

PROPOSITION I V .2. La dimension N  =  dim c-ff^S11 ;A(^4o)) de
la variete lineaire affine H 1(S1;A(Aq)) est finie et egale a N  =

— qe). (Pour un polynome ramifie q(x) =  ΣΓ=οα*χ’ Ρ̂ 0“  
av φ 0, le degre est fractionnaire defini par cPq =  v/p.)

On sait par ailleurs que cette dimension est egale a l’irregularite 
du systeme [̂ 4o] c’est-a-dire a la difference entre indice formel et indice 
analytique de [Ao] ([Mal74]). L’expression de l’irregularite donnee par 
Deligne ([De77], [BV89], Prop. 2.63 p. 145, Th. 3.4.1 p. 164) conduit 
immediatement a la valeur de N  ci-dessus.

1.3. S truc tu re  de groupe de Lie
Cette structure est reliee au point de vue des derivations etrangeres 

d’Ecalle.
Les groupes de Stokes Stoa(.Ao) sont des sous-groupes de Lie de 

GL(n,Aa) ou A a designe la fibre en a du faisceau A  au-dessus de 
5 1 des germes de fonctions analytiques admettant un developpement 
asymptotique en 0. Ils sont conjugues modulo le choix d’une determination 
du logarithme a des sous-groupes de Lie de GLi(n, C) par l’application 
C Xo(x)CXo(x )~1. Leur produit (fini) est encore un groupe de Lie ainsi 
que H 1 (Sl A(Ao)) grace a l’isomorphisme naturel h (Theoreme III.3).

En outre, les groupes Stoa(^4o) etant unipotents, l’application expo- 
nentielle realise un diffeomorphisme avec leur algebre de Lie stoa(ylo)· 
On munit ainsi H 1(S1\A(Aq)) d’une structure lineaire tangente. Sauf 
en dimension 2, celle-ci ne coincide pas avec la structure lineaire af­
fine precedente. La relation entre les deux est donnee par la formule de 
Campbell-Hausdorf.
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2. Som mes fondamentales des solutions d ’Herm ite

Soit F  € G(Ao) (ou G j(Ao) ou Gmer(-^o))) une transformation 
formelle transformant un systeme [Ao] : =  AqX  choisi comme forme 
normale en le systeme [A =  F Ao] : =  A X . La transformation F  est 
l’une quelconque des solutions formelles de l’equation de passage de [Ao] 
a [A], a savoir

, dF — — 
A0;A  : —  =  A F  -  F A 0 .ax

On ne suppose pas pour l’instant que [Ao] est une forme normale d ’Her­
mite.

DEFINITION I V . 3.  Etant donnee une solution formelle F  de l’equation 
[Ao; A], nous dirons qu’une fonction F  est une incarnation de F  sur un 
secteur V  si F  est solution de l’equation [Ao; A] et asymptotique a F  en
0 sur V .

Nous reserverons la denomination de somme de F  a celles des incarna- 
tions de F  qui definissent la 1-cochaine fondamentale c(F) (voir ci-dessous 
def. IV.4 et IV.6).

Le theoreme des developpements asymptotiques ([Hu42], [W a65]) 
assure que pour toute F  solution d’un systeme differentiel analytique et 
tout secteur V  assez petit, il existe une incarnation F  de F  sur V  (dans 
le cas d ’un systeme lineaire de niveau maximum k i , “assez petit” peut 
etre remplace par “d’ouverture <  π/fci” ).

Rappelons comment est defini l’isomorphisme de Malgrange-Sibuya 
exp μ  : G \  G(AqJ —» Λ ( Α ο ) ) ·  On se donne F  £ G(Ao) (d’ou sa
classe dans G \ G(Ao)) et sur un bon recouvrement V =  {Vj,j £ J}  
assez fin, des incarnations de F. Alors exp μ(^) est la classe de 
cohomologie de la 1-cochaine F  =  (Fj ) j^ j  definie par F j =  F~lFj+χ sur 
Vj  — Vj Π Vj+i (cette classe est independante des incarnations choisies).

DEFINITION I V . 4.  Nous dirons qu’une telle cochaineprovient d’incama- 
tions de F  sur V .

P r o p o s it i o n  I V . 5. Soit F  £ G (A o) et (F j ) j £ j  une 1 -cochaine d’un 
recouvrement V =  {V j] j  £ J} representant εχρμ(Ρ) € H 1 (S1 ; Λ(Αο))·

Alors, (F j) provient d’incarnations Fj de F  sur V . En outre, celles- 
ci sont determine.es de maniere unique.

DEMONSTRATION : Nous venons de voir qu’il existe de telles 1-cochaines 
sur tout recouvrement assez fin.

• · · ·
-Si F  =  (F j) jq j  et G =  (G j)j£ j sont deux 1-cochaines cohomologues 

d’un meme recouvrement V =  {V j;j  € J } et si F  provient d’incarnations-A. ·
de F  sur V, alors G aussi.
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En effet, par hypothese, on a Fj =  F ^ F j+ i  ou les Fj sont des 
solutions de l’equation [Ao; A] de passage de [Ao] a [A] asymptotiques a 
F  sur Vj et il existe une 0-cochaine (cj)j^j telle que

^ j = ci 1 ( '̂j~1 Fj+i)cj+i .

Les fonctions Gj =  FjCj conviennent.
Ainsi, si le recouvrement V est assez fin, toute 1-cochaine represen- 

tant exp μ(Ρ) dans V provient d’incarnations de F  sur V.
- Montrons enfin que si F  =  (F j) j^ j  est une 1-cochaine d’un 

(bon) recouvrement quelconque V =  {Vj\j € J} representant le cocycle 
exp/i(i?1), alors F  provient d’incarnations de F  sur V.

En effet, considerons un raffinement W = {We\£ £ L} de V qui soit
d’une part, un sous-revetement de V : pour tout j  6 J , il existe un sous- 

ensemble non vide L (j) de L tel que Vj =  U^ei-(j) ^ , et L =  IJjeJ -^0) 5

d’autre part, assez fin pour qu’on puisse affirmer que toutes les 1- 
cochaines representant exp μ(.Ρ) sur W  proviennent d’incarnations de F  
sur W .

Choisissons une inclusion σ : L —y J qui soit surjective et croissante 
et considerons la 1-cochaine 6  =  (Ge)teL definie par G =  a*(F). Celle-ci 
possede done les proprietes suivantes :

si σ(£) =  σ (ί  +  1), alors G( =  I ;

si σ ( ί )φ σ ( ί -\-\), alors σ(£+1) =  σ(^)+1 et Ge =  et, pour tout

i  € L , Gt  =  G j 1Ge+1 oil Ge est une solution de [Ao; A] asymptotique a 
F  sur Wt .

Ainsi, si σ {ί ) =  σ(ί  +  1), alors G j xGt+i =  I  et les deux fonctions 
Gt et Ge+i se recollent en une solution de [Ao; A] asymptotique a F  sur 
We U W^e+i ·

Si σ(£) φ σ(1 +  1) et si We U We+1 C alors ce sont Ge et
Ge+iF~(t) qui se recollent sur We Π  en une solution de [Ao;A]

asymptotique a F  sur We U We+1 .
Les fonctions Fj definies sur V j , en posant, pour tout ί  € L (j ), 

Fj | =  G e F ~ ^ (y  conviennent. En particulier, pour les ί  tels que 
σ(£) =  j  (il en existe au moins un puisque σ  est surjective), cela donne
Fj\wt =

- Unicite. Soit (Fj) et (Gj) des incarnations de F  definissant la 
meme 1-cochaine sur V =  {Vj\j € J } . Alors, pour tout j , on a 
F~^Fj+i = G j 1 Gj+1 sur Vj. Ainsi, les fonctions G jF ~x se recollent 
en une fonction analytique autour de 0 et asymptotique a I  en 0 . C’est 
done l’identite I  et Fj =  Gj pour tout j  € J . □
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Supposons maintenant que [Ao] soit une forme normale d ’Hermite. 

DEFINITION I V .6. Sommes fondamentales de F. On appelle sommes
/N

fondamentales ou plus simplement sommes d’une transformation F  € 
G(Ao) les incarnations Fa de la 1-cochaine fondamentale associee a F  
sur le recouvrement fondamental U =  {Ua] & £ A } .

Pour toute direction anti-Stokes a € A ,  notons

S~(F) =  Sa(F) =  Fa la somme de F  sur Ua (somme “avant” a  ou 
“par la gauche” ; rappelons qu’on a oriente S'1 dans le sens des aiguilles 
d’une montre);

et £ + (? )  = S„+(P) =  la somme de F  sur Ua+ (somme “apres” a 
ou “par la droite” ; rappelons que α + designe la direction anti-Stokes qui 
suit a ).

Par ailleurs, la theorie de l’acceleration d’Ecalle [Ec90] permet de 
construire des operateurs de sommation pour F. Pour leur definition et 
les notations, on se refere a [MR90], Definition 2, ou ci-dessous V.3.1.

Dans toute direction d A ,  on definit un seul operateur note 
Ski,...,kT;d ( &i, · · ·, kr indiquent les niveaux du systeme).

A toute direction anti-Stokes a (E A ,  on associe deux operateurs :

l’un, SZ h de sommation dans une direction voisine de a  et 
“avant” a ou “a gauche” de a ;

l’autre, 5^  *ρ.β de sommation dans une direction voisine de a et 
“apres” a ou “a droite” de a .

• ·

Le theoreme 14(i) de [MR90] etablit que la 1-cochaine /  =  (f Q)aeA 
provenant de ces sommes, a savoir

/« = ST... .............

n’est autre que la 1-cochaine fondamentale c(F) de F  designee par “Stokes 
cocycle” . D ’ou, grace a l’unicite etablie dans la proposition IV.5 ci-dessus, 
le resultat:

PROPOSITION I V . 7. Les sommes fondamentales de F  coincident avec 
les sommes obtenues par acceleration

Nous n’utiliserons pas ce theoreme de comparaison dans la suite 
de ce chapitre. En particulier, les resultats qui suivent sont obtenus de 
fagon totalement independante des theories de l’acceleration et de la 
multisommabilite.
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3. Factorisation des solutions d ’H erm ite suivant les niveaux
Soit [Ao] une forme normale qui n’est pas necessairement une forme 

normale d’Hermite.

DEFINITION I V .8 . Soit F  G G(Ao) une transformation de [Ao].

i) Nous dirons que F est de niveau < k (ou < k ) si exp ^(F) est represen­
table par une 1-cochaine de niveau < k (ou < k) (Definition II.7bis,ii).

ii) Nous dirons que F est k-sommable si β χ ρ μ ( . Ρ )  est representable par 
une 1-cochaine de niveau pur k (Definition II.7bis, i).

Si [Ao] est une forme normale d’Hermite, la 1-cochaine fondamentale 
elle-meme a alors ces proprietes.

PROPOSITION I V . 9. Si F  est k-sommable, la 1-cochaine de niveau pur 
k qui represente exp/x(F) est essentiellement unique (i.e. elle est unique 
a des composantes triviales F j =  I  pres).

DEMONSTRATION : C’est evident puisqu’il ne peut exister de O-cochaines 
de niveau pur k definie sur des secteurs d’ouverture > π/k.

On peut alors enoncer la definition suivante :

DEFINITION IV . 10. Soit F  G Cr(Ao) une transformation fc-sommable et 
soit (F j) 6 J"J · r(Vj·; A(Ao)) une 1-cochaine de niveau pur k representant
expμ(-^), les secteurs Vj etant d’ouverture π/k.

Nous appelons ici directions singuliires de F  les bissectrices de ceux 
des ouverts Vj pour lesquels Fj est non triviale (Fj φ I).

On verifie aisement que cette definition est compatible avec la no­
tion plus generale de direction singuliere pour la sommation ([MR90], 
lemma 10). On montre en outre ([MR82]) que la fc-sommabilite de F  est 
equivalente aux deux proprietes :

F  est une serie de Gevrey de niveau k et, pour toute direction d 
sauf un nombre fini, elle s’incarne en des fonctions qui sont asymptotiques 
a F  en 0 au sens de Gevrey de niveau k sur un secteur bissecte par 
d et d’ouverture > π/k ([Ra80], [L-R90]). Nous n’utiliserons pas cette 
caracterisation.

PROPOSITION I V . l l .  Soit [A] un systeme de forme normale d’Hermite

[Ao] et F une transformation de [Ao] en [A] ( A — E Ao et F  € <j(Ao) 

ou (?(Ao) designe indifferemment Gi(A0), G an(Ao) ou ^ ^ (A o )^ ·
On note comme precedemment:

fC =  {Λ:ι, Λγ2, . · ·, kr} avec kr < kr- i  < . . .  < ki Vensemble des niveaux 
de [Ao];
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A  I’ensemble de ses directions anti-Stokes et A k le sous-ensemble de 
celles qui portent un germe de niveau k ;

U — {Ua,ai G A } le recouvrement fondamental associe a [Ao] et 
U =  {U a =  Ua Π Ua+,a  G A } son 1-nerf;

f  =  c(F) 6 Γ(£/;Λ(Αο)) la 1-cochaine fondamentale de F  (defini­
tion III. 11).

Notons en outre k < k\ le niveau maximal de la 1-cochaine f  et

f  =  f <kgk ou /  =  / * /< *

les deux factorisations possibles de f  en un germe de niveau < k et un 
germe de niveau pur k (Cor. 11.12 et 23).

Soit F <k une transformation de [Ao] ( F <k € G (Ao)J admettant 
c(F<k) =  } < k pour 1-cochaine fondamentale.

Notons enfin Αχ = E Ao et exp μ ι  : G\G(A\) — ► i f 1 (S '1 ; Λ ( Α χ ) )  
Visomorphisme de Malgrange-Sibuya construit sur [Αχ] comme forme 
normale de reference.

Alors, on a :

i) F  se factorise en un produit

F  =  F kF <k ,

dans lequel F <k € G(Ao) est de niveau < k (done de niveau k' < 
max{&,· 6 K. \ ki < k ) )  et F k =  F (F <k)~1 est une transformation 
de [Αχ] ( F k 6 G(A\)) qui est k-sommable et de directions singulieres 
contenues dans A k ;

ii) la classe de cohomologie exp/ix(.Ffc) € H 1(S1 ;Λ(Αχ)) est representee 
par la 1-cochaine

φ =  (s H P <k)gkaSi(,P<k) - ,) aeA

= (s;(p<k)its;(p<kr i) .
V /  a £A

iii) Si on etend la notation Sa(F k) aux incarnations de F k qui definis- 
sent la 1-cochaine φ sur le recouvrement fondamental U =  {Ua,& € A } ,  
on a done, pour tout a ζ. A ,

#* = S a{P <k)~l Sa(P k)~1S0+(Fk)S+(P<k) , 
f t  = S Z i F ^ r ' S ^ r ' S ^ F ^ S Z i F ^ )  ,

et, en particulier, Sa(F) =  Sa( F k)Sa( F <k).

Michele Loday-Richaud
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iv) La factorisation de F  est essentiellement unique c ’est-a-dire unique
/v /SjL /S I 1 1 /V

au sens suivant: si F  =  G G est une autre factorisation de F  comme 
en i), alors il existe h analytique ( h G G ) telle que F k =  Gkh et 
F <k =  /i—1 G<k.

Ce sont les deux egalites du point iii) que nous interpreterons en 
termes de lacets du π* sauvage.
DEMONSTRATION : Plagons-nous dans le cas sans ramification. Le cas 
avec ramification s’en deduit comme dans le theoreme III.17 par une 
propriete de descente.

(i) decoule de (ii) a condition de remarquer que φ est fc-sommable, 
ce qui est evident de par les expressions qui la definissent.

(ii) La 1-cochaine “tordue” φ =  i<Sa+{F<k)ĝ xSa+{F<k)~1̂  est a
valeurs dans le faisceau des isotropies plates de [Ai] et definit done une 
classe de cohomologie de H 1 (S1; A (A i)). Soit F* l’un de ses relevements 
a G(Ai) par (expμ ι)- 1 . II s’agit de montrer que F* et F k coincident a 
la multiplication a gauche pres par une matrice analytique.

Soit F* , a ζ  A ,  des incarnations de F* definissant la 1-cochaine ψ. 
Le produit F *F <k est une transformation de [Ao] (F *F<k ζ  G(Ao)) et 
le cocycle exp^(ir*F<fe) est defini par la 1-cochaine

(F *5a(F <fc) ) _1 ([F:+Sa+(F <k)) = S* ( F ^ y 1 <paSa+(F <k)

= Sa ( P <ky l Sa+(F <k)gka

~  f  a ·

Ainsi F  et F*F  appartiennent a la meme classe analytique: il existe 
/  analytique telle que F = fF * F <k et en particulier F k =  fF*.

On peut faire la meme demonstration a partir de la deuxieme ex­
pression de φ et il est immediat de verifier que ces deux expressions sont 
egales.

(iii) resulte de (ii) grace a la proposition IV.5.
(iv) Unicite. II suffit de voir que la cochaine fondamentale c(F <k) du 

facteur de niveau < k est necessairement f <k c’est-a-dire la troncature 
de f  aux termes de niveau < k .

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Alors f <k =  c (F <k)h ou la 1- 
cochaine h est non triviale et de niveau < k. La 1-cochaine hgk n’est 
done pas cohomologue a une 1-cochaine de niveau pur k pas plus que 
sa conjuguee (F <k)(hgk)Sa ( i ’<fc)-1 . Or celle-ci represente la classe de 
cohomologie exp μι (.F*) et done le facteur F k n’est pas de niveau pur k 
d’ou la contradiction.

Par recurrence descendante sur les niveaux de [Ao], on en deduit 
immediatement le theoreme suivant:
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T h £ o r e m e  IV . 1 2 .  Soit [A] : ^  =  A X  un systeme de forme normale 
d’Hermite [Λο] : = AoX et F  € G(Ao) une transformation de [Ao] 
en [A =  FAo].

Notons kr < fcr_i < . . .  < ki les niveaux de [Ao] et A ki I’ensemble 
des directions anti-Stokes de niveau ki (directions qui portent au moins 
un germe pur de niveau ki).

U existe une factorisation

F  =  F\F2 . . . F r 

de F  dans laquelle, pour tout i =  1,2, . . . , r ,

(i) le facteur Fi est ki -sommable et ses directions singulieres appar- 
tiennent a A ki,

(ii) la matrice A* = ^ ^ ' + ι—Fr) a q esi & coefficients meromorphes. 
Autrement dit, le systeme [A*] appartient a la classe formelle de [Ao].

Cette factorisation est essentiellement unique au meme sens que dans 
la proposition precedente. En outre, si F (0) =  I  (i.e. F  G Gi(Ao)), alors 
on peut imposer la meme condition a chacun des facteurs Fi.

Ce theoreme a ete demontre sous une forme ramifiee un peu plus fai- 
ble par J.-P. Ramis dans ([Ra, p.851], Theorem 7), puis sous cette forme 
dans [MR90]. Ces demonstrations utilisent la version Gevrey du theoreme 
d’isomorphisme de Malgrange-Sibuya pour les systemes differentiels qui 
repose sur le delicat theoreme fondamental des developpements asymp- 
totiques Gevrey [RS89]. La demonstration donnee ci-dessus n’utilise le 
theoreme de Malgrange-Sibuya que sous sa forme classique. Elle remplace 
des arguments d’analyse fine par l’algorithmique de la 1-cochaine fonda- 
mentale.

4. Proprietes galoisiennes
Nous faisons d’abord quelques rappels de theorie de Galois differen- 

tielle pour faciliter la lecture et fixer les notations.
On note K  =  C{a:}[l/x] le corps des series meromorphes a l’origine 

et K  =  C[[x]][l/x] son formalise, le corps des series meromorphes formelles 
a l’origine.

A un Ji-vectoriel a connexion (V, V) (1.1), on associe modulo le 
choix d’une K-base de V ,  un systeme differentiel [A] : ^  =  A X . On 
note D = — A .

Soit Y  =  [Y i. . .  Yn] une matrice fondamentale de solutions de [A] 
definie sur un germe de secteur quelconque de sommet 0. On peut en fait 
toujours prolonger ces solutions au germe en 0 de la surface de Riemann 
du logarithme.
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Le corps des fractions L — K(y(jjy, 1 < j , l  < n) des elements V(j,e) 
de la matrice Y  est un corps differentiel. II est en effet stable par derivation 
puisque, pour tout j  , -jjr =  AYj avec A a coefficients dans K . En outre, 
ses constantes (elements dont la derivee est nulle) sont exactement les 
constantes de K . Un tel corps differentiel L est appele une extension 
de Picard-Vessiot de la connexion (V, V) ou du systeme [A]. On montre 
([Kol73]) qu’une telle extension de K  est unique a ii-isomorphisme 
differentiel pres.

On appelle groupe de Galois (differentiel local) de (V, V) ou de [A]
le groupe des K -automorphismes differentiels Aut ̂ (L / K )  de L c’est- 
a-dire le groupe des automorphismes de corps de L qui laissent fixe 
chaque element de K  et qui commutent avec la derivation. On le notera 
indifferemment Galfi-(A), Galj<-(D) ou Gal/<-(V).

On note V | o1 le C -espace vectoriel des solutions de [A] dont une 
base est donnee par les colonnes Υχ . . .  Yn d’une matrice fondamentale 
quelconque. En termes de connexion, on a V st>1 =  (V ®k  £ )V espace des 
sections horizontales pour V dans l’espace deduit du if-espace vectoriel
V par extension des scalaires de K  a L.

A tout element σ  du groupe de Galois Gal^(V) correspond de fagon

( Vl
naturelle une application C-lineaire de V so1 : en effet, si Y = est

\ y n
^r(yi)

une solution de [A], alors σ(Υ ) =  | : | aussi puisque σ commute

MVn).
a la derivation et a la multiplication par des elements de If (A  est a 
coefficients de K ).  En outre, σ  etant un automorphisme, il transforme 
une base de solutions Y  = ( l j  . . .F n) de [A] en une base de solutions 
σ(Υ )  =  (σ (Υ ί). . .  σ(Υ’η)) de [A] et l’application obtenue est conservee par 
un changement de K  -base dans V . On obtient ainsi une representation

I
Galsr(V) — > G L c(V '^ )

~  (p(<r) : [ y , . . .  r„] I—  H K , ) . . .  <7(y„)])

du groupe de Galois de (F, V ) .
Cette representation est fidele : si ρ(σ ) est l’identite de y so1, alors 

σ  est Pidentite de G alx(V ). Mais nous allons voir qu’elle n’est pas 
surjective.

d e fin it io n  IV . 13. On dit d’une application lineaire de G L c (^ so1) ou 
de sa matrice dans une base fixee qu’elle est galoisienne si elle appartient 
a l’image />(Gal*'(V)) de la representation p de Galft'(V).
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Soit [A] un systeme differentiel associe a une connexion (V ,V) par 
le choix d’une if-base de V .

Soit [Ao] une forme normale d’Hermite de solution Xo et F X q une 
solution formelle fondamentale de [A].

Supposons que F 1 et F 2 soient deux incarnations de F  sur un meme 
secteur voisinage d’une direction Θ et notons X 0 γ  la vraie fonction deduite
de Xo par le choix d’un relevement Θ de Θ i.e. d’une determination de 
l’argument.

Alors, Y 1 =  F 1 X Q-g et Y 2 =  F 2 X Q̂  sont deux solutions fondamen- 
tales de [A] sur le secteur considere et il existe done une unique matrice 
(constante inversible) C telle que Y 2 =  Y 1 C . Celle-ci usuellement ap- 
pelee une matrice de Stokes du systeme [A] est la matrice dans la base 
Y 1 de l’application lineaire de GLc(V^°l) definie par

Y 1 i— >· Y 2 =  Y XC

et elle induit par changement de K  -base de V  une application lineaire de 
GLC(V S°·).

Pour abreger, et lorsqu’il n’y a pas d’ambigui'te, nous dirons que la 
matrice de Stokes C “est” ou “n’est pas” galoisienne sans precision de 
la base Y 1 lorsque Papplication lineaire Y 1 i-> Y XC est ou n’est pas 
galoisienne.

PROPOSITION IV . 14. La representation p : Gal/<-(V) —>
du groupe de Galois n’est pas surjective. Plus precisement, les matrices de
Stokes usuelles “ne sont pas” toutes galoisiennes.

DEMONSTRATION : II suffit de donner un exemple. Nous avons choisi le 
systeme associe a l’equation d’Euler x 2 y' +  y =  x .

E X E M P L E  IV . 15 : Matrice de Stokes usuelle “non galoisienne” .
Considerons le K -vectoriel a connexion (V, V) defini dans une K  - 

base e =  (βχ,βί) par le systeme

[A] ■■ %  = AY  avec Λ = - ( ^ + 1 ) )  ·

[A] est le systeme compagnon de l’equation d’Euler x 2 y' -(- y =  x obtenu 

en prenant pour inconnue Y  =  ^ ^ . II admet pour solution formelle 

fondamentale

Ϋ = ΡΧ» avec J f o = ( e’0/ * J )  et ί ' = ( τ '  f )  ,

oug  =  E n > o ( - l ) nn!a;n+1 es  ̂ s®r ê d’Euler et g* sa derivee.

Michfele Loday-Richaud
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Plagons-nous sur le secteur Rex > 0 et choisissons-y une incarnation 
g de <7. Les matrices

p i - f - 1 d \  , F 2 _  ( - 1  +  cge~^x g
U  s ' )  9-

sont toutes deux asymptotiques a F  sur Rex > 0 pour tout c E C . 

La matrice C =  ^  ^  faisant passer de la solution Y l =  F l X q a

la solution Y 2 = F 2 X 0 sur Rex > 0 est une matrice de Stokes usuelle 
du systeme [A], quel que soit c (E C, et il est clair que, pour c φ 0, elle

n’est pas galoisienne. En effet, notons Y 1 =  \ ^ 1 Zl ). Si la matrice C
\ V 2  z 2 J

etait galoisienne, elle serait la representation par p d’un automorphisme σ 

du corps differentiel i f (1/1,1/2, 21, 22) verifiant =  ( ^  ’

Or les fonctions y\ =  — e1/ 1 et t/2 =  ^-e1̂  verifient la relation, a 
coefficients dans K , x2yi + 1/2 = 0 , alors que, pour tout c 6 C *, on 
a x 2 a(yi) +  σ(ι/2 ) Φ 0. Ainsi, σ  n’est pas un homomorphisme d’algebre, 
a fortiori pas un automorphisme de corps differentiel.

Remarquons en outre que le sous K -e space vectoriel W  de V  
engendre par — e\ +  p-e2 est stable sous Faction de D — — A. Alors 
que le sous-C-espace W so1 de V so1 engendre par les solutions de la sous- 
connexion (W iV|^) a savoir le sous-C-espace vectoriel de y so1 engendre

par n’est pas stable par l’endomorphisme de matrice C dans la

base Y 1. Nous allons voir que, grace a Interpretation geometrique de 
Chevalley du groupe de Galois differentiel, cette propriete suffit a etablir

que la matrice de Stokes ^  ^  “n’est pas” galoisienne quand οφ  0 .

Remarquons enfin que si on calcule les matrices de Stokes fondamen­
tales pour ce systeme, on trouve

C =  I ? 1 avec c = 0 sur Re x > 0

Chapitre IV

C' =  [ C- ) avec c' =  2 iir sur Rex < 0

λ c 1

et
r· =  ( 

Q 1

Ce calcul est classique, mais on peut aussi par exemple l’effectuer en 
utilisant la methode infinitesimale detaillee dans [L-R90] (et ci-dessous, 
chapitre VI). Nous nous proposons maintenant de montrer que les 
matrices de Stokes fondamentales “sont” galoisiennes.

Dans [Ra p85], Ramis montre que les matrices de Stokes obtenues 
par multisommabilite “sont” galoisiennes. Or nous avons vu que ce sont
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les memes que les matrices de Stokes fondamentales (Proposition IV.7), 
d’ou une demonstration du resultat. Deligne dans une lettre a Ramis 
([De86 ]) en propose une autre demonstration reposant sur l’interpretation 
geometrique de Chevalley du groupe de Galois differentiel et la theorie 
asymptotique Gevrey des equations differentielles. La demonstration que 
nous exposons ici est voisine de celle de Deligne en ce sens qu’elle 
repose elle aussi sur l’interpretation geometrique de Chevalley du groupe 
de Galois. Mais elle en differe par la quantite d’analyse employee. Ici 
encore, on remplace des arguments delicats d’analyse fine, theorie de la 
multisommabilite ou theorie asymptotique Gevrey, par l’algorithmique de 
la 1-cochaine fondamentale.

D efin ition  IV . 16. Sous-connexion. Soit (V ,V) un K -vectoriel a 
connexion. On dit qu’un K -vectoriel a connexion (W, V ^ )  est un sous- 
K  -vectoriel de (V, V) ou que Vvk est une sous-connexion de V si
(i) W  est un sous- K  -espace vectoriel de V ,

(ii) =  V|w restriction de V a W .
L’espace W so1 = (W  ® k L)Vw des solutions de (V ,V) qui sont 

aussi solutions de (W ,V w ), est un sous-C-espace vectoriel de V so1 =  
( V ® K L)* .

En choisissant une K  -base de V  qui complete une K  -base de W , la 
connexion V s’ecrit comme un systeme de la forme

[A1 : l t  =  AX  avec a = ( a ? L ο Z)
ou le bloc carre A\ a pour dimension dim^-W, et Viy s’ecrit sur W  
comme le systeme [Ai] : — A \ X . En particulier, les solutions de 
[Ai] “sont” des solutions de [A] modulo les inclusions de sous-espaces 
evidentes. Et on peut toujours construire un systeme fondamental de 
solutions de [A] en completant un systeme fondamental de solutions de
[Λι].

DEFINITION IV . 17. Construction (C(V),C(V)) sur une connexion 
(V, V ) . On designe ainsi les elements de l’algebre engendree par la 
connexion (V, V) et les operations algebriques usuelles : somme directe, 
produit tensoriel et dual sur celle-ci.

Ce sont done les connexions de la forme (C(V),C(V)) avec 

C { V ) =  φ  (Y<8>mV^ ®
m,p finie \ \ K  J K  \ K  ) )

et
C(V) =  0  (v ® m ® (V*)0P)  .

m,p \ ’ /
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Elies sont entierement determinees par (V ,V ). Les constructions s’eten- 
dent aux espaces de solutions

C(V) so1 ^ C ( F so1)

et a leurs automorphismes : a tout u £ G L c(V so1) correspond de fagon 
naturelle, l’automorphisme C(u) 6 GLq (C(Fso1)) (automorphisme dual, 
somme directe, . . .  ).

THEOREME IV . 18 ([Be85]). Interpretation geometrique de Chevalley 
pour le groupe de Galois differentiel.

Soit (V, V) un K-vectoriel a connexion.
Un automorphisme u € G L c(V scil) est galoisien si et seulement si les 

applications lineaires C(u) 6 GLq (C(y so1)) associees a chaque construc­
tion (C(V),C(V)) laissent stables tous les sous- C -espaces de solutions 
W so1 des differentes sous-connexions (W ,Viy) de (C (V ),C (V )).

Dans le contre-exemple de l’equation d’Euler donne ci-dessus, nous 
avons vu que cette propriete d’invariance est deja en defaut pour la 
construction “triviale” (V, V) elle-meme en prenant pour W  le sous- K  - 
espace de V  engendre par — e\ +  -^e2 .

D E F IN IT IO N  IV . 19. Automorphismes de Stokes ua . Reprenons les 
notations precedentes :

Soit [A] un systeme associe a une connexion (V, V) par le choix d’une 
K -base de V .

Soit [Ao] une forme normale d’Hermite de solution fondamentale Xo 
et F X o une solution formelle fondamentale de [A].

Nous avons vu qu’a chaque direction anti-Stokes a £ A ,  on peut 
associer de fagon unique
— la 1-cochaine fondamentale f a,

— les sommes fondamentale Sa(F) sur chaque ouvert Ua du recouvre­
ment fondamental. Et on a note S~(F) =  Sa(F) la somme de F  sur Ua 
et S*(F) =  Sa+(F) la somme sur l’ouvert suivant Ua+ .

A tout choix d’un relevement a de a  correspond une matrice de 
Stokes Cs G GL(n,C) definie par

s t { F ) x Q,-5 =  s - { F ) x Q,-3c 7i sur ύ α  = υ α η υ α+ .

L’application lineaire

η α,Λ ■. V f  — > V f*  

YS = S-(F).Y 0,a * * St(F)X<,,v
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de matrice C& dans la base Y& de V|o1 est un automorphisme de VJ0’ 
independant du relevement 2  de a , du choix de [Ao] et de la solution 
F X o- Une transformation meromorphe du systeme [A] en un systeme [A'] 
conjugue uQtJ\ et ua^ > . Cette application provient done d’une application 
lineaire ua : V so1 —► V st>1 independamment du choix d’une K  -base de V . 
Nous la designerons par automorphisme de Stokes de la connexion (V, V ) 
dans la direction a .

LEMME I V . 20 .  Soit [A] : ^  =  A X  un systeme dont la matrice 

A =  ^ ^  ^ admet un bloc inferieur gauche de zeros.

Alors, [A] admet une solution d’Hermite qui complete une solution 
d’Hermite du systeme

[ * ] : £ = * *  .

DEMONSTRATION : Nous n’avons pas besoin ici de la forme d’Hermite 
fine precisee dans le theoreme 1.3. Nous nous limitons a montrer qu’il 
existe une solution formelle fondamentale de [A] de la forme

F x V K · /· )  ou ? - ( «  £ ) e G I ( n , t f )  et ! = ( * »  £ )  .

- II existe une solution formelle fondamentale de la forme Φε^ ou la 
matrice Φ est a coefficients formels logarithmiques avec un bloc de zeros

Φ = ( η λ 2 ) · En effet, soit X  =  (  <̂ 1 une solution formelleV 0 Φ4 )  ’ \φζ φΑ)

de partie irreguliere e® . Notons Q =  ^ ̂  q ^ la decomposition de

Q en blocs de la taille de ceux de A . La matrice X  =  (  ^xt0 ^2βQ ^
\ψ 3^  Ψ4 eyV

verifie le systeme

{
^ ( ^ i e Ql) =  · · ·  Ίϊ{ψ2<^*) =  · · ·

£ ( ^ 3eQl) = A4^3eQl £ (^ 4 e Q4) = A4(p4eQ*
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On peut, quitte a effectuer une permutation sur les colonnes de X , 
supposer que est de rang maximal c’est-a-dire est une solution
formelle fondamentale du systeme [A4] : ^  =  A4 X . Or est une
solution du meme systeme. II existe done une matrice constante C telle 
aue

tp3eQl = <pieQ4C .

Une egalite de la forme φ~̂ ιφ·$ =  e<̂4Ce_<̂ 1 ou le premier membre est 
formel logarithmique et le deuxieme membre purement exponentiel n’est
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possible que si chaque membre est constant. On a alors e®4C =  C'e® 1 

avec C' 6 End(n,C). La solution

λ  {  I  θ\ _  / φιβ® 1 —ψ2€9Α0  <p2 e®4\
X \ - C  l ) - {  0 w e * )

(p2 C')eQl ψ2 Ζ® 4 

0

est de la forme cherchee en prenant

Φ ι  =  φι — φ 2@ ι 

^2 =  ψ2 

$4 =  ψΑ ·

Fi F 2 

0 f 4

XV XV /
- On peut ecrire Φ sous la forme F x L avec F  =  (

meromorphe formelle et I  =  ^  constante. En effet, notons

maintenant X  =  Φβ^; la matrice de monodromie formelle M  de X  definie 
par X (x e 2tπ) =  X (x )M  admet necessairement un bloc de zeros puisque

<£>4e^ 4 est inversible : M  =  ^"^q1 jQ2^· >̂ar aiUeurs> e^*«2*T  ̂ et
sont conjuguees l’une de l’autre par une permutation qui conserve les blocs 
e^ 1 et e^4. On a done aussi Φ(χε2,π) =  Φ(x)M' avec M' de la meme 
forme que M . Choisissons un logarithme L de M' admettant lui aussi un 
bloc de zeros

e ^  = M· et I - ( *  £ )  .

Alors, l’expression Φ(χ)χ~1' est formelle logarithmique sans monodromie; 
elle est done formelle. Elle admet en outre un bloc de zeros. On peut done 
choisir F(x) = Φ (χ)χ"ί'.

LEMME I V . 21 .  Soit [A] un systeme admettant une solution d’Hermite 
de la forme F x Le® avec

P = ( F0 l = ( L0' £ ) 6 End(n,C) .

Alors, les sommes fondamentales Sa(F) preservent le bloc de zeros
/V

contenu dans F.

DiMONSTRATlON : Sur tout recouvrement assez fin, il existe des incarna- 
tions de F  conservant le bloc de zeros de F. La 1-cochaine associee contient 
done un tel bloc et celui-ci est conserve par Palgorithme de reduction a
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la 1-cochaine fondamentale f a (cf. III.2.4). Dans cette reduction, on ne 
conjugue que par des O-cochaines ayant le meme bloc de zeros et ce fai- 
sant on transforme les incarnations de F  dont on est parti en les sommes 
fondamentales Sa(F). Celles-ci admettent done le meme bloc de zeros que 
F.

THEOREME I V .22. Les automorphismes de Stokes ua sont galoisiens.

DEMONSTRATION : On utilise la caracterisation donnee par l’interpreta- 
tion geometrique de Chevalley du groupe de Galois (theoreme IV. 18).

Montrons d’abord la propriete d’invariance pour la connexion (V-, V ) 
elle-meme. Si (W, V w ) est une sous-connexion de (V, V ) , alors dans une 
K -base de V  qui complete une K  -base de W , la connexion (V, V) s’ecrit

[A] : =  A X  avec A =  ^ et la sous-connexion (W, Vvy) est

donnee par [Αχ] : ^  =  A iX .
Grace au lemme IV.20, on peut choisir une solution d’Hermite F X o 

ou F  et Xo =  x Le9 contiennent un bloc inferieur gauche de zeros. Le 
lemme IV .21 montre que les sommes fondamentales Sa(F) ont aussi un 
bloc de zeros. II en est done de meme, pour tout relevement 5 de a , de la 
base Y% =  S~ (F )X q̂  de V | o1 et de la matrice de Stokes C-% representant 
l’automorphisme de Stokes '· V̂ |o1 —>· y | o1 dans cette base. Ainsi,
l’automorphisme 4 laisse stable le sous-espace W so1 engendre dans 
V so1 par les dim^W" premiers vecteurs de la base Y&.

La propriete d’invariance pour les constructions est immediate si on 
remarque que tous les ingredients utilises, solution formelle d’Hermite, 1- 
cochaine fondamentale, sommes fondamentales commutent aux construc­
tions.

5. Relation avec la classification par le πχ sauvage
Soit [A] : ^  =  A X  de solution d’Hermite F X 0, 011 Xo =  x Le® avec 

Q =  diagfgi,. . .  ,gn] et L € E n d (n ,C ).
Nous faisons ici des rappels minimaux sans justification sur le 7Ti 

sauvage. Pour plus de details, on se reportera a [MR90].

Voisinage infinitisimal de Vorigine: “Halo analytique”
On remplace l’origine 0 de C par un disque ferme de “rayon infini” 

qu’on appelle, par analogie avec le langage de l’analyse non-standard, le 
halo analytique de 0 .
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Singularites infinitesimales
Dans le halo analytique, on marque sur chaque direction anti-Stokes 

a , le point de module k , si la direction a porte une exponentielle e9j ~qi 
de niveau k. L’ensemble des points marques et de l’origine constitue 
l’ensemble des singularites infinitesimales (possibles) en 0 du systeme [A].

Monodromie formelle M
Elle s’interprete comme Faction sur la solution F X q d’un lacet 

entourant la seule singularite infinitesimale 0 dans le halo analytique.

Figure IV. 1

1-cochaine fondamentale { fa)Q&A
La proposition IV.7 qui etablit la coincidence entre les sommes 

fondamentales et les sommes de F  obtenues par multisommation ou 
acceleration permet 1’interpretation suivante des composantes f a de la
1-cochaine fondamentale : interpreter les operateurs de sommation Se 
comme des prolongements de 0 a +oo suivant le rayon Θ, S'* est un 
prolongement dans une direction voisine de a a droite de a et S~ dans 
une direction voisine de a a gauche de a ; et deformer les chemins obtenus 
sans “traverser” de singularite infinitesimale.

Figure IV. 2
• /S /S /N

La composante f a =  5 ~ (F )_ 15 „ (F ) correspond a l’action sur F
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d’un lacet pointe en 0 et entourant toutes les singularites infinitesimales 
du rayon anti-Stokes a.

Facteurs de niveau k de la 1-cochaine fondamentale
On transcrit suivant le meme principe les formules (iii) de la propo­

sition IV. 11 :
'Si = s-(P<k)-'s;(Pk)-lsi(Pk)s;(P<k)
i ‘  =  S - ( F <k) - 'S Z (F k) - l Si(,Fk)S i ( F <k) .

• £  . ·  ̂
fa  9 a son  ̂les facteurs de niveau k de f Q respectivement mis en facteur
a gauche et a droite.

Figure IV.3
* k * , · \ \ . ^f a facteur de niveau k ecrit a gauche correspond a Faction sur F

d’un lacet pointe en 0 autour de la singularity de niveau k et qui evite 
les singularites de niveau inferieur par la gauche (figure IV.3).

Figure IV.4

g* facteur de niveau k ecrit a droite correspond a l’action sur F  d’un 
lacet pointe en 0 autour de la singularity de niveau k et qui evite les 
singularites de niveau inferieur par la droite (figure IV.4).

On laisse le soin au lecteur d’etablir la correspondance entre facteur 
de niveau quelconque de f a dans un agencement quelconque des facteurs 
et les contorsions d’un lacet du πχ sauvage entre les singularites infinitesi­
males.
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Deuxieme partie

Calcul des invariants
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V. Preliminaires et methode de calcul par sommation

1. Calcul des invariants formels
Etant donne un systeme [A] de dimension n, on dispose d’algo- 

rithmes algebriques pour le calcul de l’une des solutions d’Hermite FXo. 
La methode est relativement simple : on determine la partie irreguliere 
de Xo et la monodromie formelle en calculant les racines des equations 
caracteristiques des polygones de Newton successifs du systeme [A] (ou 
de l’equation lineaire d’ordre n associee). Puis on determine la partie.—s.
meromorphe et F  par une methode de type Frobenius.

La realisation effective de ces calculs est en general tres lourde et 
justifie l’emploi d’un logiciel sur ordinateur. Un tel logiciel est partielle- 
ment realise par l’equipe de Calcul Formel de l’IMAG de Grenoble sous la 
direction de J. Della Dora dans un code nomme DESIR et implante sous 
REDUCE. Celui-ci sera applicable a n’importe quel systeme saisissable sur 
ordinateur : ses coefficients doivent etre des fractions rationnelles de x 
dont les coefficients sont des nombres algebriques. On doit determiner des 
valeurs exactes des racines caracteristiques qui sont des nombres algebri­
ques. On ne peut se contenter de valeurs numeriques approchees. Le calcul 
doit dont etre fait en calcul formel (dans une extension algebrique de Q 
par les racines caracteristiques). La methode de Frobenius fournit a par- 
tir de ces donnees formelles les relations de recurrence qui determinent 
les coefficients de F. A ce stade, on peut choisir de poursuivre le calcul 
numeriquement en engendrant formellement du code FORTRAN.

Les problemes souleves par l’implantation et l’activation effective 
d’un tel logiciel sont nombreux : afin de ne pas atteindre rapidement, 
meme sur des exemples relativement simples, les limites des ordinateurs, 
il est indispensable de conduire le plus economiquement possible chacune 
des etapes du calcul et toute amelioration des algorithmes existants est 
appreciable.

Une solution de ces problemes a fait l’objet d’un certain nombre de 
theses dans l’equipe de Calcul Formel de l’IMAG de Grenoble (D. Duval 
et E. Tournier en 1987, theses d’etat, A. Hilali en 1987, Barkatou en 1989 
et Chen en fevrier 1990, Theses) avant de deboucher sur le code DESIR et 
le projet DESIR2.

On serait en mesure actuellement d’ameliorer ce code a la fois par 
l’exploitation des resultats obtenus dans les dernieres theses et par une 
meilleure convialite. II est envisage de le reprendre entierement sous 
SCRATCHPAD avec les techniques de programmation “objets” . Mais en 
tout etat de cause, on peut considerer que la partie formelle de l’etude de 
[A] est operationnelle.
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2. Calcul des invariants analytiques : m atrices de Stokes ou 
invariants de Birkhoff

Resumons ce qui precede. L’etude analytique locale d’un systeme [A] 
se ramene aux deux points suivants :
• la determination du groupe des isotropies de la forme normale [Ao] 
choisie (cf. I.4.1.2fet 1.4 .2). Ce groupe est algebrique. II est “petit” , souvent 
trivial et il est facile a determiner a partir d’une solution normale Xo . Nous 
en avons donne des exemples au chapitre I (Exemples 1.8, 1.10,1.11). Nous 
n’en dirons rien de plus.

/ s ·
• la determination de la 1-cochaine fondamentale c(F)  =  ( f a)aeA d’une 
transformation de Birkhoff F  de la forme normale [Ao] choisie en un 
systeme [A]. Cette 1-cochaine est equivalente a la donnee d’une famille 
de germes de Stokes (Th. III.3 et III.17) qu’on peut decrire en terme de 
matrices de Stokes ou d’invariants de Birkhoff. Leur calcul est difficile. II 
est, de fagon essentielle, transcendant. Nous proposons ci-dessous deux 
methodes devaluation numerique. Mais auparavant, nous precisons le 
cadre et les notations.

On donne
Xo =  P x Kx JUeQ avec Q = diag(51, . . .  ,qn) une solution normale 

d’Hermite de la forme normale [Ao] choisie,

F  une transformation de Birkhoff de [Ao] en [A] (F  £ GL/(n,C[[x]]) 
et A =  E A0),

[0o ,0o +  2π[ un domaine principal de variation de l’argument (par 
exemple 9q =  0 ).

On note desormais
^ le relevement dans le feuillet principal [θο,θο + 2π[ d ’une direction Θ,

Λθ0 l’ensemble des relevements 5 des directions anti-Stokes a £ A  dans 
le feuillet principal [θο,θο +  2π[.

Pour tout a 6 Ae0, il existe au moins un couple (qj,qe) porte par a 
i.e. tel que qj ^ qt (definition 11.13); on note (j,£)€a.

a ,  max

Alors (Prop. IV.l), la famille des 1-cochames elementaires definies, 
pour tout a £ Ae 0 et tout couple (j,£)Sa par

1 ·
r (j,^);a =  I  +  SUr ^ a

( T(j,ey,a =  I  sur les autres Ua) est une base vectorielle de la variete lineaire
affine i f 1 (S'1; A(Ao)) d’origine I  et la 1-cochaine fondamentale c(F)  se 
decompose de fagon unique dans cette base.

On note
CT(j,*)',a =  I  +  cX o , a E ( j , t ) X o )a

94



Chapitre V

et
CT( j , t y , a  +  C' T( j ' , t ’h a  =  I  +  X o  , a ( c E U , t ) +  C> E W  , * ' ) ) Χ 0 ,? ί · 

d e fin it io n  V . 1.
i) La base Τχ0 )ο0 =  | a G Ae0 et (j ,£)£a}  ci-dessus est appelee la 
base “cattonique” de H 1 (S1 ;A(Aq)) construite sur X 0 et θ0 . En pratique, 
sauf precision contraire, nous fixerons θο =  0 et nous parlerons de la base 
“canonique” T  =  Τχ0 construite sur X o .

ii) La famille C(jte)-,a des composantes de la 1-cochaine fondamentale 
c(F)  dans une base “canonique”

c(-^) =  Σ  cu,*y,aT(j,ty,a
a e A e 0 et (j,t)£a

est appelee un systeme d}invariants de Birkhoff de F  (systeme dans la base 
Τχο,θο en general on fixe #o = 0 ).

On deduit immediatement des definitions (def. 111.13 et V .l)

PROPOSITION V . 2 .  Xo et θο etant fixes, le systeme (c t j e y s ) -  ~a  ~
* 1 Οί£*Αθ0 Xj,£)Sci

des invariants de Birkhoff de F  dans la base “canonique ” Τχ0 $ 0 construite 
sur Xo et θο est equivalent a la famille (Cs)~ τ  des matrices de Sto-

kes de F X q grace aux formules

C a  =  I +  Σ  c U , t ) & E U , f ) ·

(j,t )Sa

II est done indifferent, pour obtenir c(F) de determiner l’un de ses 
systemes d’invariants de Birkhoff associe a un choix d ’une base T  ou la 
famille correspondante de ses matrices de Stokes.

Supposons a nouveau que [A] est a coefficients rationnels; on sait 
d’ailleurs grace au theoreme d’algebrisation de Birkhoff [Birl3] que, 
localement, tout systeme analytique est analytiquement equivalent a un 
systeme a coefficients rationnels.

On peut envisager plusieurs methodes, avec variantes, pour le calcul 
numerique des invariants analytiques :
• La plus naturelle que nous presentons d’abord consiste a determiner 
directement les matrices de Stokes C% en calculant les sommes fondamen-
tales Fa de F. On a alors C% =  X q~F~ Fa+X0,3 . La proposition IV.5 
d’existence et d’unicite des sommes Fa ne suffit pas. II faut en outre des 
formules explicites de calcul: on dispose de formules integrates du type
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Borel-Laplace (Euler, Borel, Leroy) dans le cas ou le systeme [A] admet un 
seul niveau et de formules integrates utilisant des noyaux plus compliques, 
les noyaux d’acceleration d’Ecalle dans le cas ou le systeme [A] admet 
plusieurs niveaux. Nous detaillons ces formules au paragraphe suivant.
• Une deuxieme methode que nous presentons ensuite impose des 
contraintes restrictives, de plus en plus difficiles a realiser quand la di­
mension n du systeme augmente. En dimension n =  2 , elle permet le 
calcul de tous les invariants de Birkhoff. Ce cas est detaille et assorti 
d’exemples dans l’article [L-R90] que nous reproduisons au paragraphe 4. 
Nous presentons ensuite l’algorithme general et les contraintes qu’il im­
pose. Nous donnons enfin l’inventaire des differents cas rencontres en di­
mension trois et nous terminons par un exemple en dimension trois.

Cette methode a l’avantage de ne comporter que des transformations 
algebriques sur les systemes et de donner les invariants de Birkhoff comme 
limites de suites recurrentes lineaires. Elle repose sur la comparaison 
entre l’isomorphisme de Malgrange-Sibuya et l’isomorphisme infinitesimal 
correspondant jointe a de bonnes estimations asymptotiques. Lorsqu’elle 
est applicable cette methode conduit a des algorithmes assez stablement 
convergents et accelerables alors que les problemes d’instabilite semblent 
beaucoup plus difficiles a maitriser dans les algorithmes de sommation.

3. Calcul des m atrices de Stokes par (m ulti-) som m ation

Soit kr < . . .  < ki les niveaux du systemes [A] et F X o une solution 
d’Hermite de [A].

Nous avons vu qu’alors la serie F  est un produit de series ki - 
sommable, . . .  , fcr -sommable (theoreme IV.12) : elle est multisommable 
de niveaux k i , . . . , k r ; que les sommes Fa sont uniques (Prop. IV.5 et 
Def. IV.6). En outre, dans toute direction Θ qui n’est pas une direction 
anti-Stokes, on a des operateurs integraux explicites Sklt...,kr;e(.F) pour 
determiner ces sommes. Nous precisons ces operateurs S sans justification 
([MR90], [Ec90]).

Rappelons d’abord la definition de la transformee de Laplace (en la 
variable 1 /x ) d’une fonction φ dans la direction Θ

re' ôo
€θ{φ){χ) =  /  <p(Oe~*/xd£ 

Jo

Lorsque φ est a croissance exponentielle dans la direction Θ, i.e. 
lorsque φ est un 0(e!â l), l’integrale de Laplace est convergente et definit 
une fonction £β(φ)(χ)  analytique sur un disque passant par 0 et de 
diametre de longueur 1/  |a| porte par la direction Θ. Ce disque est appele 
disque de Borel de Ce(<p).
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θ

Figure V.3.1

Rappelons aussi la definition de la transformation de Borel B .

Si f ( x )  =  X)n>o anx est une serie sans terme constant, sa trans-
/ V  / V  / S

formee de Borel formelle B ( f ) est une serie formelle definie par # (/)(£ ) = 
Σ η > 0 Γ(η+1) £n. La transformee de Borel de /  est la fonction analytique

^  / s

B ( f ) somme de la serie B(f)  lorsque celle-ci est convergente.

On peut etendre la definition aux series ramifiees f ( x ) =  αηχ p+1
en posant # ( /)(£ ) =  X)n€|\j et en calculant la somme non pas
sur C mais sur la surface de Riemann du logarithme C*.

On peut aussi l’etendre aux constantes en posant B(ao) =  ao<$o ou 
SQ est la masse de Dirac en 0. Mais dans la pratique on peut toujours 
s’arranger pour n’avoir a considerer que des series sans terme constant.

Lorsque /  est une fonction definie au voisinage de 0 sur un secteur 
d’ouverture π + ω  > π bissecte par une direction Θ, on peut donner une 
version fonctionnelle de cette formule en posant

sum = f  .
J c  x

ou le contour C est le bord d’un croissant de Borel (voir figure V.3.2) et 
ceci lorsque l’integrale est convergente.
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Θ

Figure V.3.2

C est dessine dans le secteur de definition de / .  II part de 0 et arrive 
en 0 avec des tangentes n’appartenant pas au demi-plan bissecte par Θ.

Sous de bonnes conditions verifiees par /  (par exemple, /  bornee ou 
a croissance moderee en 0 le long de C ), on obtient ainsi un germe de 
fonction analytique sur un secteur bissecte par Θ et d’ouverture ω .

Nous appellerons ici transformee de Borel de f  ( /  serie formelle ou 
fonction) dans la direction Θ et nous noterons Bg(f) ou plus simplement 
B(f) la fonction analytique, lorsqu’elle existe, obtenue en prolongeant 
jusqu’a l’infini sur un secteur voisinage de la direction Θ la fonction 
analytique construite pres de 0 par les transformations precedentes. Le 
domaine de definition de Be(f) est de la forme dessinee sur la figure V.3.3.

Θ

0

Cas ou f est une serie formelle

% ) = Σ  anxn+1
n>0

Figure V.3.3

Cas ou f est une fonction definie 
sur un secteur d' ouverture π+ω
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3.1. Form ules de som m ation
Cas d’un seul niveau k =  1 (Borel-sommabilite ou sommabilite de 
niveau 1)

F  est 1-sommable (on dit aussi Borel-sommable).
Le diagramme permettant de sommer F  dans une direction Θ fi A  

est le suivant
F ^ . ^ F = S k,e(F) .

F  est une fonction analytique sur un croissant de Borel reunion des disques 
de Borel de F  dans la direction Θ et les directions voisines de Θ.

Θ

Figure V.3.4

L ’exemple type est celui de Vequation d’Euler

x2y' + y =  x .

La seule serie solution f i ( x )  =  ]Cn>o(—l ) nrc!xn est l-sommable. On
peut lui appliquer des operateurs de Borel et de Laplace dans toute direc-

(Θ
f e 00 l

tion θ φ 7τ(2π), ce qui conduit a la somme f i (x)  =  I ----- - ε ~ ^ χάξ
Jo I + s

pour Re(xe^) > 0 ([L-R avril 90]).
On se ramene au cadre des systemes considere jusqu’a present en 

ecrivant d’abord l’equation d’Euler sous la forme homogene

x3y" +  (x2 +  x)y' -  y =  0

obtenue en derivant l’equation d’Euler ecrite xy' -f = l , puis sous la

forme de systeme d’inconnue Y  = :

dY = f O  l \  
dx vi +
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Celui-ci admet la solution d’Hermite

OU

F ( * ) e G I , ( 2,C[M]) et X„(x) = ( _ 12

avec K  =  diag(—1,0) et Q(l/x) =  diag(l/a:,0).
J. Thomann obtient pour somme f\ de f 1 au point x =  0,5 la 

valeur /i(0 ,5 ) =  0,361328 en accord avec les valeurs donnees dans les 
tables numeriques de l’exponentielle integrale.

Cas d’ un seul niveau k quelconque (sommabilite de niveau k )
F  est fc-sommable.
Appelons pk l’application de ramification suivante :

— pour une serie formelle, on pose Pk($2n>o an%n) =  Σ αηίη^  \ c’est la 
serie obtenue par le changement de variable “formel” x =  t i !k .

— pour une fonction f ( x )  definie pres de 0 sur la surface de Riemann 
du logarithme C*, c’est la fonction obtenue par le changement de variable

c ; «—> e;
X I— > t  =  x k 

x =  t l !k <—  t

(on a fait sur C* et sur C* le choix d’une determination de l’argument). 
L’application pk admet pour reciproque l’application pi / k ·

Le diagramme permettant de sommer F  dans une direction Θ £ A  
est le suivant

Pk

F  = Sk,e(F)

P l / k

Bk 9 'kB ·
On peut si on le prefere rester dans l’espace des fonctions ou series 

de la variable x en “remontant” par la ramification les operateurs B et 
C . On a alors le diagramme

c k - eF  - ..Bk'e >

p k  P l / k  Pk

Bud

P l / k
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Chapitre V

ou Bkte et £k-e sont les operateurs definis par Bk-e =  Pi/kBkePk et 
£k,e =  Pl/kJC-kePk ■

Ces operateurs conjugues par une ramification d’ordre k des opera­
teurs de Borel et de Laplace de niveau 1 sont appeles opirateurs de Borel 
et de Laplace de niveau k .

L ’exemple type est donne pour k =  2 par Vequation d’Euler-bis

x 3 / 2 — y + y = x

qui admet pour seule solution serie formelle, au voisinage de 0, la serie 
/ 2(x) — Σ η > ο(—l ) " n !a:2̂ n+1 ·̂ On ne peut pas sommer cette serie par une 
integrale de Borel-Laplace de niveau 1: la fonction B(f2 ) est bien definie, 
mais elle est a croissance exponentielle d’ordre 2 dans toutes les directions 
π/4 < θ < 3π/4 (mod7r).

On peut la sommer dans toutes les directions θ φ π / 2  (mod7r) par 
des operateurs de Borel-Laplace de niveau k =  2 ([L-R, avril 90]).

J. Thomann obtient pour somme f i  de / 2 au point x =  0,5 la 
valeur /2(0,5) =  0,206346 en accord avec les valeurs donnees dans les 
tables numeriques de l’exponentielle integrale.

Cas de deux niveaux k et k' , k < k'
F  est multisommable de niveaux k et k'. L’application successive 

des procedes de sommation des niveaux k et k' donnerait le diagramme 
suivant

F  F  ?

Pk

___ B k 0 . > . __Ck0 . >. ft/*'

Pk· fk

B k'$ C k>e•---------- y -------------- y ·

Ce diagramme ne permet pas de determiner F  : en effet, on ne peut 
pas appliquer un operateur de Laplace a Bke°Pk{F) parce que son ordre de 
croissance est trop eleve. Une solution, due a J. Ecalle ([Ec90]), consiste 
a regrouper les trois operateurs Cke, Pk·/k et Bve en un seul operateur 
Pk,k,-,$ en en donnant une nouvelle forme integrale par application du 
theoreme de Fubini. On peut alors, pour toute direction Θ ^ A ,  sommer
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F = Sk-k';9(F)

Pi/*'

ck>e

ou Λ,κ,ωω = ψ  j ’ °°cv/k vK«de-
Le noyau C est un noyau d’acceleration d’Ecalle. On le definit pour 

un coefficient a > 1 quelconque par

ou Ή ,  designe un contour de Hankel “autour” de R- .

Figure V.3.5

On a aussi C.(C) = fn r ^ )

Ces noyaux Ca ont, dans toute direction verifiant |arg£| < (1 — ■̂ ■)tt/2 
une croissance a l’infini du type

£6/ 2e-(T a C ) ou 5 est defini par — +  γ =  1 .
a b

Lorsque a = p/q (p > 0 , q > 0 et (p, q) =  1) est rationnel, ces 
noyaux sont relies aux fonctions G de Meijer. On a en particulier

C 2 (C) =

C M )

2>/π 

=  ((£
2π 0,2 I ( o ) 3

1 2
3 '  1 1 /3  2 /3
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Q . ίζ\ — f  Π / = 1 , . . . , ? - 1  FQS +  j / g )  /  ̂ > /Cn ?\ j

9/p(C) (27γ)«- ρ 2ζπ Jn n i=1(...)P- i  Γ(β +  i /p )  V ^ ( 9 ) )
---- y/ Μ  g q - 1,0 /
“  (2π)«-Ρ P-1 '®-1

£^i
P

£ri
?

lorsque |arg£| < π/q.
Et surtout, ils sont solutions d ’equations differentielles lineaires

■^ρ.ϊί^ρ.?) = 0 > 

ou Lp q est l’operateur differentiel lineaire donne par

= « Π(* - 3) - Π (lJ + ή ’
j= 1 j=l ^  '

en notant δ =  ζ- ξ̂ l’operateur d’Euler.
Or nous avons vu, et ce sera toujours le cas, que le noyau decelera­

tion permettant de sommer F a u n  coefficient a =  k'/k rationnel. On 
pourra done toujours evaluer numeriquement tous les noyaux Ca neces- 
saires par integration numerique des equations differentielles ci-dessus.

On peut ici encore rester dans l’espace des fonctions de x . On a alors 
le diagramme suivant

L ’exemple type est celui de I’equation de Ramis-Sibuya ([R S89]): 

Dy = Ax + 2x2 + 10x3 — 3x4 
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ou

D = x5(2 — x )~f~2 +  χ2(^ +  ^ χ 2  ~  ^  — x +  x2)
/V >N /N /N /S

qui admet pour solution formelle /  =  f l +  / 2 ( / i  serie d’Euler, / 2 serie 
d ’Euler-bis).

Cette serie est (fc, fc'J-sommable avec A: =  1 et k' =  2. On ne peut la 
sommer ni par un operateur de Borel-Laplace de niveau 1 (C\,e n’est pas 
applicable a dans les directions θ 6]π/4,3π/4[ (mod7r)), ni par
un operateur de Borel-Laplace de niveau 2 (B2 -e(f) n’existe pas). Mais on 
peut la sommer en suivant le diagramme de sommation des niveaux 1 et 
2 :

^ Β1]θζ=Βθ Ά12.θ C2.0 

J ---- ► * ---- ► ------ ► J =  01 ,2;

dans toute direction Θ non portee par l’axe imaginaire ([L-R  avril90]).
Cet exemple a ete traite numeriquement par Thomann qui obtient 

pour somme de la serie f  au point x =  0,5 la valeur /(0 ,5 ) =  0,567650, 
alors que la valeur “exacte” deduite des tables de l’exponentielle integrale 
/i(0 ,5 ) +  /2(0,5) =  0,567674. On obtient done quatre chiifres significatifs 
exacts. Mais le resultat est tres sensible a la precision des valeurs initiales 
([Tho90]).

Cas d’un nombre quelconque de niveaux
Ecrivons le diagramme de sommation pour trois niveaux k < k' < k" . 
jP est multisommable de niveaux k, k' et k" ou (k, k', k") -sommable.

ri k̂ft k̂,k'-,e ^Lxk'k",e 'k";9

Pk Pl/k Pk

Bk$ P\/k· Pk·

-------* . ------- *

\Pk · ,ktf :θ

-----— *

F  =  Sk,k>,k"-,e(F)

Pk" Pi/kf

'kn 9

On peut encore se limiter a un regroupement des operateurs trois par 
trois et done les operateurs d’acceleration p et A deja introduits suffisent.

On etend ce diagramme de fagon evidente au cas d’un nombre fini 
quelconque de niveaux.
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3.2. Calcul pratique des sommes de F
Plagons-nous encore dans le cas ou [A] est un systeme a coefficients 

raitonnels et supposons qu’on a determine une solution fondamentale 
d ’Hermite F X q par exemple par le code DESIR. On se propose de somme
/N # /V
F  puis d’en deduire les matrices de Stokes F X q.

Calcul de la somme de F  dans une direction Θ £ A fixee
Ce travail a ete entrepris par J. Thomann au Centre de Calcul de 

Strasbourg-Cronenbourg et complete par une visualisation graphique par 
F. Richard-Jung. Le cas a un seul niveau est en partie operationnel et en 
voie d’implantation comme complement au code DESIR. L’etude du cas a 
plusieurs niveaux est en cours.

Indiquons brievement les etapes possibles du travail. Commengons 
par le cas a un seul niveau k et supposons pour simplifier que k =  1.

• B$(F) est une serie convergente. On peut calculer les valeurs B$(F)(£) 
de son prolongement analytique en les points £ de la demi-droite Θ par 
diverses methodes. J. Thomann choisit de preference une approximation 
rationnelle de type Pade, dans le cas ou F  ne presente qu’une seule 
direction singuliere. Mais dans tous les cas, le systeme [A] ayant des 
coefficients rationnels, Be(F) verifie un systeme differentiel lineaire facile 
a determiner. A partir d’une valeur initiale B$(F)(£) en un point £ 
quelconque, par exemple ξ =  0 qui n’est pas un point singulier pour 
Bg(F), on peut appliquer une methode de resolution numerique, une 
methode de Kutta-Runge par exemple.
• Pour obtenir la valeur de F  en un point x =  Xq quelconque de la demi- 
droite Θ, on calcule l’integrale de Laplace de la fonction Be(F) obtenue.
• Pour obtenir la valeur de F  en d ’autres points x , on peut a nouveau 
utiliser F (xo) comme valeur initiale pour resoudre numeriquement le 
systeme [A] par une methode de Kutta-Runge.

Lorsque [A] admet plusieurs niveaux, on doit faire preceder le cal­
cul de l’integrale de Laplace de celui d’une ou de plusieurs integrates 
d ’acceleration. II faut done en outre determiner les noyaux d’acceleration 
Ca. Mais nous avons vu que les valeurs de a a considerer sont de la forme 
a =  k'/k ou k et k' sont deux pentes consecutives du polygone de Newton 
du systeme End(Ao) =  [Ao; Ao]. Elies sont done rationnelles et les noyaux 
correspondants sont solutions d’equations differentielles lineaires connues 
explicitees a l’alinea precedent. Une fois encore, on peut facilement les 
determiner numeriquement par la methode de Kutta-Runge.

D’autres methodes ont ete explorees qui peuvent quelquefois avan- 
tageusement remplacer la methode precedente : sommation de F  au plus

105



Michele Loday-Richaud

petit terme, developpement en serie de facultes, plus generalement ap­
proximation directe de F (x ) par des approximants de type Pade, etc.

Reste le probleme de la validite des resultats obtenus. La precision des 
calculs semble difficile a evaluer. Des estimations theoriques d’erreur ont 
ete faites par J. Thomann a certaines etapes du calcul ([Tho91]), d’oii a 
resulte par exemple le choix des approximants de type Pade. Par ailleurs, 
on peut utiliser le trace de courbes realise par F. Richard-Jung ([R- 
J88]) non seulement comme un luxe final mais comme un outil tactique : 
l’apparition d’irregularites dans le trace ou de brusques decrochements 
sont en general le signe d’une degradation de la methode. II est alors 
opportun d’affiner les calculs ou de les poursuivre par d’autres methodes 
de sommation.

Ces algorithmes sont operationnels dans le cas des systemes d’or­
dre deux. Ils conduisent a des resultats satisfaisants corrobores par les 
traces des solutions et ils ont ete testes avec succes sur plusieurs exemples 
classiques (exponentielle integrate, equations de Bessel, fonction d’Airy 
([R-J88])). On se ramene dans ce cas, et cela est toujours possible, a la 
sommation de series n’admettant qu’une seule direction singuliere (direc­
tion anti-Stokes dans laquelle la serie n’est effectivement pas sommable). 
Dans le cas des systemes d’ordre trois ou pour sommer directement des 
series admettant plusieurs directions singulieres, les algorithmes utilises 
sont tres instables et peu fiables pour l’instant. Ils necessitent de profondes 
ameliorations.

3.3. Calcul pratique des matrices de Stokes
La sommation numerique de F  par la methode precedente est d’au- 

tant meilleure que la direction choisie est plus eloignee des directions sin­
gulieres (elle devient en fait impraticable pres des directions singulieres). 
La methode de Kutta-Runge, quant a elle, est d’autant meilleure qu’on est 
loin de la singularite. Ces remarques suggerent la tactique suivante pour 
le calcul des matrices de Stokes.

Soit a une direction anti-Stokes et a un choix d’une determination 
de l’argument de a,  d’ou un choix d’une determination de ·Χο,α(χ) au 
voisinage de 2.

Notons comme a l’accoutumee a~ et a + les directions anti-Stokes 
immediatement a gauche et a droite de a . On opere comme suit:

• On choisit les deux directions θ~ et θ+ bissectrices des angles (a - ,a ) 
et (α ,α + ).

• On somme en des points et Xq voisins de 0 sur θ~ et sur θ+ , 
d’ou des valeurs de Sg-(F )X0ts (xq) et 5β+ (^ )Χ 0>α(^ί)·
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• On prolonge les solutions S$-(F)Xο,α(χ<Γ) <S«+(F).Xo,3K;co') ainsi 
obtenues en Xq et x$ par une methode de Kutta-Runge suivant θ~ et 
Θ+ jusqu’a des valeurs x1 et χ* de x assez eloignees de 0.
• On continue le prolongement le long des arcs de cercle de centre 0 et 
de rayon |xf | = |x̂ | jusqu’a la direction anti-Stokes a ; d’ou des valeurs
^ “ (^ Χ ο,αί^α) et 5+ (F )X 0,a(a:a) au point xa =  |̂ Γ| e‘ “  =  |χί  | e*“ -
• On en deduit la matrice de Stokes C-% par

Cs = ('s i(P )X^(xa)) .

Chapitre V

Figure V .3.6

Cette methode n’a ete testee numeriquement que sur quelques exem- 
ples simples. II reste a surmonter des problemes de stabilite des algorithmes 
et de souplesse d’utilisation du logiciel.

107

(F)X

rr
θ "

α

χ α

ΧΤ
α +



Chapitre VI. Methode infinitesimale : 
cas des systemes de dimension deux

1. Com m entaires
La methode permet dans ce cas de calculer tous les invariants de 

Birkhoff d’une transformation de Birkhoff F  relativement a une forme 
normale d’Hermite Xq quelconque.

Le principe consiste a se ramener d’abord au cas d’une forme normale 
separee

X 0(x) =  Z(x)xJe®(*  ̂

ou Z (x )  =  diag(^i, z2) € G L i (2,C{·^})
et ou Q = diag( 51, 92) verifie la condition : “ ?i — 92 est un monome” .

On determine ensuite les invariants de Birkhoff associes aux directions 
anti-Stokes portees par un meme couple (j,£) =  (1,2) ou (2,1))
comme solution d’un systeme de Cramer. Les coefficients de ce systeme 
sont calcules exactement; les seconds membres sont obtenus comme li- 
mites de suites recurrentes. Tout le calcul repose sur une utilisation fine du 
theoreme de comparaison de l’isomorphisme de Malgrange-Sibuya a l’iso- 
morphisme infinitesimal correspondant qui permet d’evaluer le comporte- 
ment asymptotique quand n tend vers l’infini des coefficients F ( j te)(n). 
On utilise en particulier de fagon essentielle le fait que q\ — q2 soit un 
monome. Nous reviendrons sur ce point au chapitre VII.

Le cas de la dimension deux a fait l’objet d’un article separe [L-R90] 
que nous reproduisons ci-dessous. Le chapitre I necessaire pour rendre 
autonome la lecture de cet article peut etre omis : il resume une situation 
plus longuement detaillee dans les pages precedentes. Les chapitres II, III 
et IV detaillent l’algorithme et sa demonstration dans le cas de dimension 
deux. Le chapitre V presente le calcul numerique complet des invariants de 
Birkhoff sur trois exemples. Puis, pour chacun de ces exemples, on calcule 
le groupe d’isotropie (analytique) de la forme normale afin de preciser les 
invariants analytiques.

Signalons quelques problemes de notations : Dans cet article le fais­
ceau d’isotropie Λ(Αο) est note Sto(Ao) . . .  et appele faisceau de Stokes. 
II nous semble aujourd’hui plus opportun de reserver l’attribut “de Sto­
kes” aux sous-fibres du faisceau Λ(Αο) qui caracterisent le phenomene 
de Stokes : celles que nous avons appelees “groupes de Stokes” et notees 
Stoa(Ao). Nous n’avons pas conserve ici, au chapitre VII, les notations 
utilisees dans cet article lorsque celles-ci n’etaient pas confortablement 
adaptables aux dimensions superieures (n > 3). En particulier, dans Par­
ticle, pour le recouvrement fondamental et les invariants de Birkhoff, les
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indices ne font reference ni aux directions anti-Stokes ni aux matrices 
elementaires de base E(j,t) concernees mais seulement a l’ordre cyclique 
de S1. Nous le regrettons.

2. Calcul des invariants de Birkhoff des systemes d ’ordre deux 
(article [L-R90])

La classification de Birkhoff formelle des (germes en 0 de) systemes 
differentiels lineaires a coefficients analytiques1.

[A] : xr+1^ ~  =  A X  avec r 6 N et A G M (n ,C {x })  ax

est bien connue tant du point de vue theorique que pratique.

Rappelons que deux systemes sont dits formellement equivalents au 
sens de Birkhoff si on peut passer de l’un a l’autre par un changement 
de fonction inconnue X  »-► F X  ou F  est une matrice de GL(n, C[[a:]]) 
telle que -Ρ(Ο) soit l’identite I . Pour caracteriser chaque classe formelle, 
on y choisit un systeme particulier [Ao] qu’on appelle forme normale; plus 
precisement, on choisit une solution Xo de celui-ci qu’on appelle solution 
d’Hermite de [Ao] (cf. J u rk at W .B . [J]). La determination effective 
de Xo est implantee depuis plusieurs annees deja sur ordinateur, sous 
REDUCE, dans un code nomme DESIR (Equipe de Calcul Formel, IΜΑΘ­
Ο RENOBLE, cf. [T], E. ToURNlER, These).

Pour Xo fixe, on peut etudier les matrices F  de GL(n,C[[x]]) telles 
que .F(O) =  I  et que FXo soit solution d’un systeme [A] (a coefficients 
non pas formels mais analytiques). On obtient evidemment ainsi tous les 
systemes [A] de la classe de Birkhoff formelle de [Ao] et on peut definir sur 
un tel ensemble de matrices la relation d’equivalence analytique : On passe 
de l’une des matrices a l’autre par multiplication a gauche par une matrice 
T  de G L(n,C {x}) telle que T(0) =  I .  La caracterisation de chaque classe 
d ’equivalence par le choix de l’un de ses elements n’est pas aussi facile et 
naturelle que dans le cas formel (cf. cependant E c a l le  [E], §11.2, Apergu 
sur la synthese canonique).

Une solution theorique a ce probleme de classification est donnee 
par le theoreme d’isomorphisme de M ALGRANGE-SlBUYA (cf. [M l]) : Les 
classes d ’equivalence analytiques des matrices F  (associees a Xo fixe) sont 
en bijection avec l’ensemble de cohomologie non abelienne H 1 (Sl ] St(Ao)) 
sur le cercle S 1 a valeurs dans le faisceau de Stokes de [Ao] (=  faisceau 
des sections d’isotropie plates de [Ao]). Un tel ensemble de cohomologie

1 Pour alleger, on abregera l ’expression “systeme differentiel lineaire a coefficients 
analytiques” en “systeme” et “systeme fondamental de solutions” en “solution” du 
systeme.
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est ici particulierement simple : On montre qu’il est naturellement, en un 
sens a preciser, isomorphe a un espace affine de dimension finie. Par le 
choix d’une base, JET1 (S'1; St(Ao)) s’identifie done tout simplement a un 
espace vectoriel C ^ . La dimension N  depend de [Ao], mais elle se “lit” 
directement sur l’expression de Xo · A chaque matrice F  correspond un 
element ( c i , . . . ,  c#) de . Les composantes c i , . . . ,  cjv sont appelees 
systeme d*invariants de Birkhoff de F  et dependent evidemment de la base 
choisie.

Le but de cet article est de donner une methode effective de calcul 
numerique des invariants de Birkhoff pour tous les systemes d’ordre 2 
quel qu’en soit le rang de Poincare. Dans ce cas, le choix d’une base de 
■Η-1 (S'1; St(Ao)) ne pose aucun probleme: A l’ordre de ses elements pres, 
il est tout a fait naturel.

Un calcul de ces invariants a ete propose par JURKAT-LU TZ- 

PEYERIMHOFF par une autre methode dans le cas des systemes lineaires 
d’ordre 2 et de rang de Poincare r =  1 ([JLP1]). Un cas particulier a ete 
traite par M A R TIN ET-R a MIS dans [M R ].

La methode proposee ici comporte deux etapes :
— Une etape de calcul formel . On reduit le probleme a un cas dit “separe” 
en procedant a des changements algebriques de variable et de fonctions 
inconnues, tout en controlant l’action de ces changements dans l’espace 
des invariants de Birkhoff.
— Une etape de calcul numerique. Pour des systemes “separes” , on 
peut appliquer la methode de calcul utilisee par M A R T IN E T -R a m is  dans 
[M R ] .  C’est une methode asymptotique basee sur la comparaison entre 
l’isomorphisme de M a l g r a n g e - S ib u y a  et l’isomorphisme infinitesimal 
correspondant. Elle fournit les invariants de Birkhoff comme limites de 
suites determinees par des relations de recurrence lineaires.

La classification analytique des systemes se deduit aisement de celle 
des matrices F  : Chaque classe analytique de la classe de Birkhoff 
formelle de [Ao] est caracterisee par ses “invariants de Birkhoff” modulo 
conjugaison par les elements du groupe d’isotropie Go de [Ao]. Le groupe 
Go est toujours facile a determiner; il est souvent simple, voire trivial.

En fin d’article, nous avons illustre la methode par trois exemples 
numeriques surmontant a eux trois tous les types de difficultes qu’on peut 
rencontrer.

Ce travail m’a ete propose par J .-P . R amis que je tiens a remercier 
ici pour son ecoute patiente.
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I. Generalites. Rappels theoriques

On considere des systemes differentiels lineaires d’ordre n de la forme

x r + 1  =  A X  
ax

ou r 6 N et ou A est une matrice η X n a coefficients analytiques au 
voisinage de x =  0 dans C (on note A  G M(n, C {x })), et pour abreger, on 
note [A] un tel systeme sans precision de r quand il n’y a pas d’ambigui’te.

On ne suppose en general pas que r est le rang de Poincare du 
systeme [A]: il peut etre strictement superieur au rang de Poincare. Mais 
on suppose toujours que les coefficients de la matrice A sont analytiques 
en 0 .

1.1. Transforme de Birkhoff formel [FA] d ’un systeme [A]
C’est tout systeme differentiel lineaire a coefficients analytiques

[PA] : xr+' ^ -  =  FAY
(JbJb

obtenu a partir de x r+1 dX/dx =  A X  par le changement de fonction 
inconnue X  =  F ~ l Y  ou F  est une transformation formelle ( F  £ 
G l(tz,C[[x]])) verifiant .F(O) =  I .

Un tel systeme n’est a coefficients analytiques que pour des F  
convenables.

Inversement, A s’obtient a partir de FA par le changement de 
fonction inconnue Y  =  F X . Les matrices A et FA se deduisent done 
l’une de l’autre par les relations

A =  - x r+1 F~l ̂  +  F ~ l (f A )F  dx

et
f A =  χ Γ+1 ^  F - 1 +  F A F - 1 .ax

On a G(FA) =  (g f Â et en particulier F =  A =  F(F JA ) .

REMARQUE. Les notations adoptees font reference aux solutions fonda­
mentales : si X  est une solution fondamentale de [A], alors F  · X  est une 
solution fondamentale de [FA].
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1.2. Transforme de Birkhoff analytique [FA] d ’un systeme [A]
On impose en outre que F  soit a coefficients analytiques a l’origine : 

F  dans GL(n,C{x}) et telle que F(0) =  I .  Si A est a coefficients 
analytiques, FA l’est aussi automatiquement.

ou

1.3. Forme normale d ’Hermite [Ao] (cf. [J], p.51)
Parmi tous les transformes de Birkhoff formels de [A], il en existe un 

[Ao] qui admet une solution fondamentale de la forme d’Hermite

X 0(x) =  P (x )xKx JUeQ(1/x)

Q( l /x )  =

0 9» (i)

est une matrice diagonale avec qi( 1/x) € (l/a :1/ 2)C[l/a;1/ 2] ,
U est une matrice universelle a coefficients constants,
J est la forme de Jordan reduite de la monodromie formelle,
K  est une matrice diagonale a coefficients entiers (dans Z),
P(x) ,  partie meromorphe, est, a une matrice constante inversible pres, 

une matrice triangulaire avec des 1 sur la diagonale et a coefficients dans
q i / z ] ,

Cette forme d’Hermite n’est pas unique. On convient d ’ordonner 
suivant une regie a choisir les polynomes </,· d ’une part, les blocs de Jordan 
minimaux de J d’autre part.

Cas particulier : Forme d ’Hermite des systemes d ’ordre 2
Les cas suivants peuvent se presenter ( I  =  matrice unite 2 x 2 ) :

a) Q(l/x)  =  q(l/x)I avec q( 1/x) € (l/x )C [l/x ] (pas de ramification). 
Alors

U = 1

J =  ou ^  ^  avec 0 < ReAi, ReA2, ReA < 1

K  = ^  avec ki,k2 € Z

P =  P° ( p  (1 ) l )  avec Po 6 G l(2,C) et p(l/x) € (l/ar)C[l/ar] .
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Ce cas n’interviendra pas dans la suite car il ne conduit a aucun invariant 
de Birkhoff analytique ( N  =  0).

b) 0 (1 / ,)  = ( Sl(10/a:> ί2(1°/ χ Λ  avec «,(1/*) et , 2(l/x ) £ (l/x)C[l/x]

et 9ι φ  ?2 (pas de ramification).
Alors

U = I

J =  ^  ^ avec 0 < ReAi et ReA2 < 1

K  et P  comme precedemment .

Ce cas fera apparaitre N  = 2 x d?(qi — q2) invariants de Birkhoff 
analytiques.

c) y ( i / x ) - ^  0 , ' ( i / x ) - ( i / x 1/2)« (i/x )J

ou xq'( 1/x) et q( 1/x) € C [l/x] et q φ 0 sinon on serait dans le cas a) 
(ramification x1!2 =  t).

Alors

U

A 0 ayec 0 < ReA < 1

Enfin, K  et P  sont comme precedemment. Remarquer, en particulier que 
P  ne contient pas de ramification ( P  est meromorphe en x ).

Ce cas fera apparaitre N  =  2 x d°q + 1 invariants de Birkhoff 
analytiques.

1.4. Classe de B irkhoff formelle B(A)  ou analytique B(A)  d ’un 
systeme [A]

C’est l’ensemble de tous les systemes (differentiels, lineaires, a coeffi­
cients analytiques) qui s’obtiennent comme transforme de Birkhoff formel 
ou analytique de A .

Deux elements de B(A)  ou de B(A)  sont dits formellement ou 
analytiquement equivalents au sens de Birkhoff.
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1.5. Classification de BirkhofF analytique : Position du problem e
Etant donne un systeme [A], on lui associe:

— sa forme normale d’Hermite [Ao] (et plus precisement une solution 
fondamentale d’Hermite .Xo fixee une fois pour toutes en se donnant des 
regies de choix la ou il y a possibilite de choix);

— sa classe de BirkhofF formelle B(A).
On a evidemment B(A) =  B(Aq).
Inequivalence de BirkhofF analytique definit une partition de B(A q) 

en classes de BirkhofF analytiques qu’on se propose de caracteriser.
On ne sait pas bien ici, parce qu’on n’a aucun critere de choix quelque 

peu canonique, caracteriser ces classes en faisant le choix dans chacune 
d’elles d’un element particulier comme on peut le faire pour caracteriser 
la classe formelle de [A] en y choisissant la forme normale d’Hermite 
[Ao]. Mais on peut obtenir la classification analytique par l’interpretation 
cohomologique de MALGRANGE ( [M l] ) : Les classes analytiques de B ( A q) 
s’identifient a un quotient de l’ensemble de cohomologie non abelienne 
H 1(5 1; S t(A 0)) a valeurs dans le faisceau de Stokes St(Ao) c’est-a-dire le 
faisceau des sections d’isotropie plates de Ao (une autre methode, version 
“infinitesimale” de la precedente, est fournie par ECALLE-Equation du 
Pont [E]).

De fagon generale, un ensemble de cohomologie non abelienne ([F]) 
n’herite naturellement d’aucune des structures portees par le faisceau. On 
a ici une situation exceptionnelle ou la structure lineaire affine de St(Ao) 
permet de munir l’ensemble i f^ S 1; St(Ao)) d’une structure lineaire affine 
de dimension finie sur C . Cette structure n’est en general pas unique : il 
lui est associe cependant une structure unique de variete algebrique (cf.
[B V ], [M 2]).

Nous explicitons, plus loin, le cas des systemes d’ordre n =  2. 
En ce qui concerne “la” structure affine de H 1 (S1; St(Ao)), ce cas est 
particulierement simple parce qu’il ne peut conduire a aucun melange de 
niveaux : les niveaux sont les degres des differences qi—qj des polynomes de 
la partie irreguliere Q ; ici on n’a qu’un seul degre d?(qi —92) =  <^(92—?i) · 
On obtient une structure lineaire affine naturelle de dimension finie sur 
C pour i f 1 (S'1; St(Ao)) en montrant qu’on peut remplacer cet ensemble 
par un ensemble de cohomologie de Cech H 1 (U(Ao)', St(Ao)) associe a un 
recouvrement naturel U ( A q) de S1 ([M 2]).

1 .6 . ^(Ao) et Gi(Ao) ensembles de transform ations formelles 
adm issibles pour [Ao]

On note

G(A0) = { F e  GL(n,C[[x]]) | A =  fAq e  M (n ,C {x } , }
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l’ensemble des transformations formelles qui transforment [Ao] en un 
systeme analytique, et

G /(A 0) = { f  6 3 ( a 0) I F(0) =  / }

le sous-ensemble des transformations de Birkhoif formelles de [Ao] (celles 
qui sont en outre tangentes d’ordre 1 a l’identite).

Notons en outre, G =  GL(n,C{x}) le groupe des (germes de) 
transformations analytiques et Gi le sous-groupe des transformations de 
G tangentes d’ordre 1 a l’identite (jF(0) =  I ).

La classe de Birkhoif formelle .B(Ao) de [Ao] est l’orbite de [Ao] sous 
l’action de Gj(Ao).

1.7. Isom orphism e de M a l g r a n g e - S i b u y a  ([M l], th .3 .2 )
On appelle ainsi l’isomorphisme

exP#1 : G \ G (A 0) ^  H'iS'^StiAo))

— G \ G(Ao) designe le quotient a gauche de G(Aq) par le groupe des 
transformations analytiques G . On a un isomorphisme canonique evident/A, x s  y y
entre G \ (j(Ao) et Gi \ C?j(Ao), et done G \ <j(Ao) s’identifie aux classes 
de transformations de Birkhoff formelles de Ao modulo celles qui sont 
analytiques.

— St(Ao) est le faisceau de Stokes de Ao e’est-a-dire le faisceau des 
sections d’isotropie plates de Ao au-dessus de S1 considere comme l’eclate 
de 0 dans C . Un germe de section de St(Ao) est done defini par la donnee 
d’une transformation /  € GL(n, 0(U))  analytique sur un secteur U de 
sommet 0 dans C et telle que:
i) lim z-^zet/ f ( x )  = /  et /  est asymptotique a I  en 0 sur U ,

ii) Ao =  /Ao (le changement de fonctions inconnues X  i-> f X  laisse Ao 
invariante).

— H  1(5 1; St(Ao)) est l’ensemble de cohomologie non abelienne sur S1 

a valeurs dans St(Ao) (cf. [F]).

— βχρμ est defini comme suit : Soit F  E Gi (Aq) et soit A =  FA o. 
Pour un recouvrement U = {£/,·, i =  1, . . . ,  v} assez fin, le theoreme des 
developpements asymptotiques ([W], [Hu], [RS]) fournit des fonctions 
Fi e Gl{n,0(Ui))  telles que

i) F{ verifie le systeme A = f 'Aq sur Ui,

ii) Fi est asymptotique a F  sur Ui.
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La 1-cochaine

V

(vu(x) = Fr'Fi(x)) € Π WiJ.SHA,))
*,i=l

definit un cocycle de H X{U\ St(Ao)) et done de iT1(5 1; St(Ao)).
(Ce cocycle ne depend pas des relevements Fi ; en outre, la cochaine 

<Pitj reste inchangee si on multiplie F  a gauche par une transformation 
analytique.)

Michele Loday-Richaud

1 .8 . Go : groupe d ’isotropie de [Ao]
C’est le groupe

Go = [ f  e G = GL(n,C[[*]]) | A 0 =  FA0}

des transformations formelles qui laissent invariant le systeme [Ao].
Go est contenu dans G(Ao), mais pas dans Gj(Ao) puisqu’il contient 

toujours les matrices scalaires ΛI  pour tout Λ € C*.
II est important pour la suite de remarquer que Go est un sous- 

groupe de G =  GL(n,C{a:}). En fait, il est meme algebrique : Go est un 
sous-groupe de GL(n,C[x]) (cf. [J], p.55).

E x e m p l e  1 . Considerons un systeme [Ao] de solution d’Hermite

Xo(x) =  exp (  5l(10/:c) j2(1°/ x ) )  avec J i φ q2 ( j i , 52 £ ( l / x ) C [ l / i ] ) .

Une matrice F  appartient a Go si et seulement si il existe une matrice 
C G G l(2,C ) telle que FXq = XqC . En ecrivant que X qC X q 1 est une 
serie formelle, on en deduit que F  =  X qC X q 1 convient si et seulement

si C commute avec Xo· On a alors, Go =  ^  | λ ,μ € θ * | .

On verifie que G0 est un sous-groupe de G l(2, C[x]). En outre, il est 
isomorphe a (C*)2 .
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E X E M P L E  2. Considerons un systeme [Ao] de solution d’Hermite

x °{ x ) = (p<Φ )  i) exp ( t  «!(?/*))avec q iH * et p{i/x) €
(l/x )C [l/x ] non nul.

Le raisonnement precedent montre que les elements de Go sont les

matrices F  =  XqCXq1 oil C est de la forme ^   ̂ ^  et telles que le

produit

G>(l/x) ° ) ( °  ° ) ( - p ( U )  ι ) Ξ ((λ-/<)ρ(ΐΛ) ° )
soit une serie formelle.

Par suite, Go =  ·| ^  | λ G  C*| est le groupe trivial C*1.

Chapitre VI

1.9. Classification de Birkhoff analytique : Solution du problem e
Le theoreme d’isomorphisme de M A LG R A N G E -S lB U Y A  resoud de 

fagon theorique le probleme de la classification analytique des transfor­
mations F  de Gi(Ao) ou de G(Ao).

Le groupe algebrique Go n’agit pas sur Gi (Aq) ; mais il agit sur G(Ao) 
par multiplication a droite et done il agit aussi sur les classes analytiques 
G \ G{Aq) = G / \ Gi(Ao).

L’application qui a F  G G(Ao) associe le systeme [FAo] n’est pas 
injective : Deux systemes [FAo] et [F Ao] ou F  et F' appartiennent a 
G(Aq) coincident si et seulement si il existe une matrice Go de Go telle 
que F  =  F'Cq. (En effet, [FAo] =  [F Ao] ·£> il existe C G G l(u ,  C) telle 
que F X o = F'XqC <ΦΦ· F'~lF  G Go). Les classes analytiques dans la 
classe de Birkhoff formelle B(Ao) de [Ao] s’identifient done au quotient
(GI \GI(A o ) )/G o*G \ 0 (Ao)/Go.

Les elements de Go etant analytiques, l’action a droite par un element 
Go de Go sur G \ G(Ao) se transporte via exp^ en la conjugaison 
φ η-► Gj”1y>Go des cocycles φ par Go. Notons Gq1 • if1(5 1; St(Ao)) · Go 
l’ensemble de ces classes de conjugaison.

Ainsi l’isomorphisme de M A LG R A N G E -S lB U Y A  induit un isomor- 
phisme:

(g , \ d,(Ao)) /Go G o ' - f f ' t S ' i S t ^ o X - G o

permettant de caracteriser les classes de Birkhoff analytiques 
(Gi \ Gi (Aq))/Gq de la classe de Birkhoff formelle de [Ao] en termes de 
(classes de) cocycles.
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1.1 0 . Invariants de Birkhoff. Invariants analytiques
Soit [A] un systeme differentiel lineaire analytique.
On suppose fixes

— une forme normale [Ao] ainsi que l’une, Xo , de ses solutions fonda­
mentales d’Hermite dans la classe formelle de [A],

— la structure lineaire affine de dimension finie sur C de H 1 (S1; St(Ao)),

— une base de l’espace affine St(Ao)).
Soit F  € Gi (Aq) telle que A =  fA q. On appelle

Invariants de Birkhoff de F  les composantes de exp#1(JFl) dans la base 
affine de fT1(5 1; St(Ao)) choisie, et
Invariants analytiques de [A] les classes de conjugaison des invariants de 
Birkhoff de F  sous l’action du groupe d’isotropie Go de [Ao].

Par abus de langage, on dira aussi invariants de Birkhoff de [A] 
pour designer l’un quelconque des systemes d’invariants de Birkhoff d’une 
transformation F  de Gj(Aq) telle que A =  fAq .

1.11. M ethode de calcul effectif des invariants de Birkhoff

Nous nous proposons dans la suite de donner une methode de calcul 
effectif des invariants de Birkhoff pour tous les systemes d’ordre 2.

Par rapport a l’exemple du cas “separe” traite dans [MR] (VI.4), on 
peut rencontrer trois nouveaux types de difficultes :

i) On peut avoir une ramification (t  = x1/ 2);
ii) La partie meromorphe P vient melanger ce qu’on voudrait separer;
ill) Le polynome qi — <?2 n’est pas necessairement un monome.

Le schema de calcul est le suivant:

1) Choix d ’une base affine dans i f 1 (S1 ; St(Ao))

— Cas sans ramification : iT1(5 1; St(Ao)) coincide avec l’ensemble 
de cohomologie de Cech H 1 (U(Aq); St(Ao)) associe a un recouvrement 
naturel U(Aq) de S1 (pour des systemes d’ordre 2 on n’a qu’un seul 
niveau). Cet ensemble est muni naturellement d’une structure d’espace 
affine de dimension finie. On lui associe une base qui n’est naturelle que 
modulo le choix d’une determination du logarithme.
— Cas avec ramification : On se ramene au cas sans ramification par 
un eclatement x  =  t2 . On est alors soumis a une condition de “descente” 
traduisant l’invariance par le changement de variable 1 1—> — t (invariance 
galoisienne). La base associee est vraiment naturelle.
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2 ) R eduction  au cas separe

2 .1 . Elimination de la partie meromorphe. Xo =  (PxK)x JUe®.
On se debarrasse de la partie meromorphe P  et meme de P x K par des 
changements de fonctions inconnues (un changement dans [Ao] et un autre 
dans [A]).

2 .2 . Elimination de la matrice U (avec rupture des symetries).
— Cas sans ramification : U =  I ; on n’a rien a faire.
— Cas avec ramification : on peut ecrire x JU = V x J ou V  est 
meromorphe en i =  x1/ 2 et on applique la technique de 2.1 ci-dessus 
des changements de fonctions pour se debarrasser de V .

2.3. Reduction de qi — q2 a un monome. On effectue un changement de 
variable du type

x =  ------------------------------------7 ou v =  (f(qi — q2) ·
1 + aju +  . . .  +  a v- i u v ~ 1

3) Calcul dans le cas separe

X o ( * ) =  ( ai(l +  2iOO) 0 A  ( 0 \ e x o ( ili1/*) 0 ^  

y 0 β2(1 + Ζ2(*)) /  \ 0 xX2 J ^ 0 92(1/*) J

ou z\ et z2 € xC {x} et ou q\ — q2( 1 /x) est un monome en 1 /x.
Ce cas est analogue a l’exemple traite dans [MR](VI.4). On peut lui 

appliquer la meme methode de calcul: methode asymptotique basee sur 
la comparaison entre isomorphisme de Malgrange-Sibuya et isomorphisme 
infinitesimal correspondant.
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II. Systemes d ’ordre 2 . Base de -Η-1 (S'1; St(A0))

II. 1 . Cas sans ram ification Xq = P x Kx Je^

1 ) R ecouvrem ent fondam ental U{Aq) de S1.
Soit v =  (P(qi — q2) . Les secteurs de decroissance de e?1-?2 sont au 

nombre de u et alternent avec les u secteurs de decroissance de e?2-?1. 
Tous ces secteurs sont d’ouverture π/ν. Ils sont separes par les Iv  rayons 
de Stokes de Ao .

v = 3

secteurs de d&roissance de e

secteurs de d&roissance de eq2 qi 

les rayons marquis sont tous les rayons de Stokes 

Figure II. 1

On choisit l’un des secteurs de decroissance, de eq i ~ q2 par exemple, 
qu’on appelle Ui2 et on note U2y 3 , ^3,4 , . . .  , U2Uli les autres secteurs 
de decroissance de eqi~32 ou de eq2~qi suivant leur ordre d’apparition 
lorsqu’on parcourt le cercle S1 dans le sens direct a partir de U\t2. On 
note enfin i ? i , . .. ,R 2p les 2 v rayons de Stokes les separant ( Rk separant 
Uk-i,k de Uk,k+i )·

On definit les ouverts

U \  =  U 2l/ji  U R \  U U \ , 2 

u2 = U\ 2 u R2 u u2y3
U2v =  U2 v—it2 v U R2v U U2i/ji

de telle sorte que
uh2 = u1 nu2 

u2u,\ = u2v n U\
Le recouvrement fondamental U{Aq) est defini par 

U ( A 0 ) =  { U i  I * =  l , . . . , 2 i / }  .
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2) S truc tu re  affine sur H 1̂ 1; St(Ao)). On a

■S’1 (S’1; St(Ao)) =  H \U (A 0)·, St(A0))
2v

= nr(Cw+i;St(A))) .

Chapitre VI

j=l

Or, pour chaque ouvert Ujtj+1 , les sections T(Ujj+i; St(-Ao)) ont une 
structure naturelle d’espace affine de dimension un engendre par la section

Xo(^) Xo(®)-1 si j  est impair

-Xo(z) Xo(®)-1 si j  est pair ,

ou -Xo(#) est defini par l’expression P(\/x)xK x J dans laquelle on
a fait le choix d’une determination du logarithme sur Ujj+1 .

i f 1 (S1; St(Ao)) apparait done naturellement comme le produit de 2u 
espaces affines de dimension un sur C .

Pour les bases, on fera desormais le choix de determination du 
logarithme suivant: On suppose que Ui}2 ne contient pas le demi-axe reel 
negatif (on le choisit ainsi). Sur Uit2 , on choisit la determination principale 
du logarithme et on prolonge cette determination a C/2,3, · · ·, en
tournant sur S1 dans le sens direct.

D’ou le resultat : 1ϊ 1(5 1; St(Ao)) est un espace affine de dimension 
2u sur C engendre par les cocycles elementaires

sur U2j - i , 2 j

sur les autres Ui^+i  .

sur U2jt2 j+ i

sur les autres {7,·,,+1
:

pour tous les j  € Z mod v .

3) Invariants de Birkhoff. Etant donne un systeme [A] =  [FAo], 
on appellera invariants de Birkhoff de F  (ou de [A] par abus) sans 
autre precision, les composantes du cocycle expM(F) dans la base r = 
(Tj , j+1 ; i  =  1»2, · · · , 2u) ci-dessus.

Ce sont ces nombres qu’on se propose d’evaluer.
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4) Rem arque. Le choix d’une determination du logarithme influe sur 
la base r . Si on change de determination du logarithme, on obtient, apres 
un tour par exemple,

~  ^  ^  / ^ 2 ί π λ ι  q  \

X 0(a;) = X q(x )M  avec Μ  =  f 62«πλ2 j (monodromie formelle)

D’ou si on note

f  X 0(x) ( 1 j j X o ( a : ) _1 si x e U2j - i , 2 j 
T2 j - l , 2j {x)  =  < \0 1 /

( I  sur les autres

on a, sur U2j —i f2j ?

? 2j - i , 2 j(x)  = Xe(x )M  ( J  } )  r ’ l (- ' ( . )

/  1 e2 i^ l - X2 ) Y ,
=  * « (* )  (_J j  J x 0_1(*)

=  J +  β2,·,<Λ,-Λ,)χ ο ( ι ) ^  1^ χ . 1(χ) 

ce qu’on peut noter pour la structure vectorielle sous-jacente d’origine I  :

rv-iM*) = «2i'<x,-x,S>-i,2;M ·

De meme
r u v + 1 (x) =  .

Evidemment, les invariants de Birkhoff doivent, eux, subir la correc­
tion inverse.

II.2. Cas avec ramification (x =  t2)

Xo =  P x Kx JUeQ

OU

o d  _ / ' « ' ( ! / * )  + ( 1Α 1/2)« (1Α )  o ^

1) Transformation par eclatement. Par un eclatement x =  t2, les
systemes [A] et [Ao] sont transformes respectivement en

~  rlV
[A] t2r+1 —  =  2 A{t2)Y

Michfcle Loday-Richaud
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et

|A„] (2r+1 ^  =  2Ao(t2)Y .

Choisissons [Ao] de solution fondamentale

X  (*■»  _ p ( t 2)t2Kt2JUex\3 ( +  O-Mvi1/*2) 0 ^

comme forme normale de reference dans la classe de Birkhoff formelle B(A)  
de [A]. Ce n’est en general pas la forme normale d’Hermite de [A] car on 
l’obtient par des transformation formelles en t2 et non en t. Ce systeme 
[Ao] ainsi que [A] est invariant sous Taction du groupe de Galois des racines 
carrees de 1 c’est-a-dire par le changement de variable t h-» tetn = —t .

Soit v le degre de q( 1/x) en 1/x . Le degre de q\(\/t2) — ?2(1/^2) = 
(2 /i)g ( l/i2) en 1 /i est done egal a v ·=2ν + \ ( v est toujours impair).

2) Structure affine sur i i 1(5 1; St(Ao)) · On definit comme precedem- 
ment (cas sans ramification) le recouvrement fondamental U(Aq) = 
{Uj  | i  = 1, . . .  ,2i/} de S1 associe a [Ao] et on a

1v
St(J5„)) ^  H r ( P w + i;St(A.)) .

j =1

On montre que i f 1 (S’1; St(Ao)) est isomorphe au sous-ensemble des 
cocycles de i f 1 (S'1; St(Ao)) invariants par l’action du groupe de Galois 
Gal2 des racines carrees de 1. Cet ensemble est represente en cohomologie 
de Cech du recouvrement U(Aq) par les families de 1-cochaines

2v
{ψΐ,ΐ+ι) € IJ  T(Ujtj+i \ St(Ao)) 

j=1

telles que

V?J+i>j+i+i;(i) =  <pjj+1(te~,7r) pour tout j  € Z mod 2v .

D’ou l’isomorphisme

v=2v+l

Π r(PiJ+iiSt(2o))
j=  1

qui permet de munir H 1(S1·, St(Ao)) d’une structure naturelle d’espace 
affine de dimension v = 2 i/+ 1 (dans le cas des systemes d’ordre 2, chacun
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des espaces de sections est de dimension 1) engendre par les cocycles 
elementaires

Xo (<) Co
I  sur les autres Uj^+i (j =  1, . . . ,  v +  1)

T2 j ,2 j + l ( * )  =  <
Xo (*) c : ) Xo (t) -1 sur U 2j , 2 j +1

, I  sur les autres Z7*,*+1 (j =  1? · · · j v)

3) Invariants de Birkhoff. Etant donne un systeme [A] =  [FAo], 
il lui correspond par l’eclatement t2 =  x , le systeme [A] =  [FAo]. 
Conformement a l’isomorphisme

v=2v+l
H^S^SHAo))-^  Π r(P«+iiStft)) ,

j= 1

on definira les invariants de Birkhoff de F  (ou de [A] par abus) comme 
etant les v =  (2v + 1) premieres composantes ci ,c2, . . . , cp  du cocycle 
expft(i7’) sur la base r =  [Tjj+ ι ; j  =  1, . . .  ,2v =  2(2v +  1)) ci-dessus.

v  -  1

2 v -  3 <v » 2v + 1 est toujours impair) 

Une moitii du plan suffit 

Figure II.2

4) Rem arque. Dans ce cas, non seulement la base r est independante 
du choix d’une determination du logarithme, mais elle est meme globale- 
ment invariante par rotation d’angle π dans le plan des t (correspondant 
a un tour complet dans le plan des x ). II suffit de verifier qu’on a, pour 
j  =  1, . . . ,  v =  2u + 1,

Th 3 + = Tj+i>,i+v+l(^e ) ·

Faisons la verification pour j  impair ( j  =  2k — 1) par exemple (pour 
j  pair, il faudrait transposer les matrices constantes). On a

(0
-1
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et

T2k-\+v,2k+u{t')  =  T2k+2i/,2k+2v+l(t') =  X o ( t ' )  ^  j  Χ θ ( ί ' )  * ·

Or, pour Xo(x) =  P x Kx JUeQ avec

0 _ ( q '  + (i Λ 1/2)« 0 λ
Q  ~  V  o  i'~ ( i A I / 2 ) «  J

et J = ( o  Λ +  1/ 2 )
(la difference des valeurs propres modulo 1 est necessairement egale a 1 fp 
o u p  =  2 est l’ordre de la ramification([J], p.32)), la monodromie formelle 
M  definie par Xo(xe2lK) =  X q(x)M  a pour valeur

0 β2*πλ 
e2iK\ 0M  =  ' ; 2»'τΓλ

Pour t' =  tetn (t =  x 1!2), on a done Xo(t')  =  Xo(t)M,  et par suite

T2k-1+5 ,2»+* (<0 =  * o ( i ) *  (  J J )  JQ—'^ o ( i ) _1

=-?«(*) (J | ) i ( r '

= T2k-l,2k{t) ·

Par ailleurs, nous avons vu que les cocycles de H 1(S1·, St(Ao)) pro- 
venant du plan des x sont invariants par l’action du groupe de Galois des 
racines carrees de 1 c’est-a-dire par rotation d’angle π dans le plan des 
t.

II en resulte alors que dans l’expression
2v 

j = 1

les v premiers coefficients ci, C2, . . . ,  cj coincident avec les v suivants :
Cl — Cl-f i> j C2 =  C2-)-j>, . . . , Cy — C£-|-£ .

Tout ceci nous permet de preciser le point suivant:
La base r est bien determinee a partir du choix d’un ouvert U1 comme 

premier ouvert du recouvrement U(Aq).
Les invariants de Birkhoff de F  sont les v premieres parmi les 2v 

composantes de βχρμ(.Ρ) dans la base r .
Pour un autre choix du premier ouvert U1 dans la liste U(Aq) c’est-a- 

dire si on effectue une permutation circulaire sur les ouverts U\, . . . , {72£ 
du recouvrement U(Aq), les 2v elements de la base r ainsi que les 
v invariants de Birkhoff de F  subissent la “meme” permutation ( =  
permutation de meme ordre).
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III. Systemes d’ordre 2. Reduction au cas separe
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I I I . l .  E lim ination de la partie  m erom orphe 

1 . Cas sans ram ification.

X 0 =  P x Kx JeQ

ou Q( 1/x) =  i2( l / x ) )  aVGC et € i 1/ * ) ^ 1/ 1!
et ?ι φ 92 ·

On note v =  d°(qi — q2) .

L e m m e . Soit F  E Gl(u,C[[x]]) telle que F(0) =  I . II existe des 
matrices K 1 , P 1 et F 1 verifiant respectivement des conditions analogues 
a celles satisfaites par K , P  et F  (cf. I.S, Forme normale d’Her mite)  
telles que

F P x K = x K%P 'F 1 .

DEM ONSTRATION : Etant donnee une matrice H  inversible a coefficients 
meromorphes, la methode du pivot permet de l’ecrire sous la forme 
F P x K : Pour cela on triangule H jusqu’a obtenir une matrice de la forme

1/x) l )  χΚ aVe° ^ans ( l / a') £ [ l /a:] en n’effectuant que des
multiplications a gauche par des matrices a coefficients series formelles ([J], 
p.52). De fagon duale, on peut ecrire H sous la forme x K P^F1 en ne 
s’autorisant que des multiplications a droite par des matrices a coefficients 
series formelles.

II y a en outre unicite de K , p( 1 /x ), /ii1,p 1( l /x )  lorsqu’on impose la 
forme triangulaire inferieure ou triangulaire superieure, mais nous n’avons 
besoin pour la suite que de l’existence.

EXEMPLE. Dans l’exemple 2 traite en V.2, l’equation [A] admet une 
solution fondamentale F(x)P( l/x)xK ou F  est une matrice de 
G l (2,C[[*]]) telle que F(0) =  J, ou

Ρ(1/1)=(-Κί + 1) Ό et K=(o o) ·



On montre qu’en prenant

* ■ = ( “o1 I) -  ^ / x ) = ( _ , ( , | i  + 1) J) ,

on peut trouver F 1 € Gl(2, C[[x]]) telle que F J(0) = I  et que 

F(x)P(l/x)xK =  xRlP 1{l/x)F1(x) .

On a obtenu ce resultat en cherchant a mettre la matrice (F (x )P (l/x)xK) 
sous forme triangulaire inferieure par des multiplications a droite.

A titre d’exemple, explicitons le meme calcul en cherchant a obtenir 
une forme triangulaire superieure. Notons H(x)  =  F(x)P(l/x)xK et

rappelons qu’on a trouve pour F 1 l’expression -F11̂ )  =

avec /i1(x) € xC[[x]]. On a

N ( x ) =  ( - 5 ( ^  + ί  + 1) + Λ'Μ  ? )  '

On permute les colonnes, d ’ou 

*<*>-*<·>(? ; ) = ( ;  ·

On reduit le terme (2 x 2) a un monome:

H2(x) =  H t (x) ( I _|(1 + | + £°_ )
=  (j -Ao + f + ̂ f-!*2'·1)·1) .

On annule le terme (2 x 1 ) :

H3(x) =  H2(.x) J )

= (Ι*α + ι + | - !* 2Α1)-1 -&(i + f + £ - ι λ 1)-1) .

On reduit le terme (1 x 1) a un monome:

H t ( x )  =  H 3{x ) + f + |- -  h 2 h l ) 0̂

Chapitre VI
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d’oil

H =  HS 1 j  +  xh 
0 1

1 o '
x2 1

0 1 
1 0

avec F 2(x) dans Gl(2,C[[x]]) et F 2(0) =  I.
On a done

F (x )P (l /x )x *  = x k 2P 2( 1/ x ) F 2 ( x )

avec

K 2 = 1 0 N 
0 - 2 , et P 2(l /x )  =

Ί __L. . JL
2x2 ‘ 4x 

0 1
_ I  3 '

4  o.

Revenons a l’elimination de la partie meromorphe.
Notons

-  .Xo =  x  3  1

-  A 1 =  (χΚΐρ1)~1Α

obtenue a partir de A par le changement de variable X  = (xKl P 1) Y ,

-  Al =  (p*Kr'Ao

obtenue a partir de A q par le changement de variable X  =  (PxK) Y .
Les equations [A1] et [Aj] sont a coefficients analytiques. Elies ad­

mettent respectivement pour solution fondamentale i^-Xo -^o · Elies
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ii1 + f + · · · 
o

-i 0 N

Ο -1(1
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On met “la diagonale” en facteur a gauche :

x 0 
0 7*,

avec h(x) € C[[x]] .

On se debarrasse de (3/8 + xh(x)) :

H5 =  H4 1 - a  + x h y
0 1

1 ______3 , jl'

1  2 x *  ^  4 x
0 1

χ Ο
° Aχ*

1
ο

· * ( ! · -  4- 2 τ W ) " 1'

=  HS
- ί  Ο3 υ

F 2( x )

_ ο
2Ϊ7 47 +  (g + xh(x)



sont done dans la meme classe de Birkhoff formelle et on a F 1 € Gj(Aq). 
En outre, Xq est sous forme d’Hermite.

Les recouvrements fondamentaux associes a [Ao] et a [Aj] ne depen­
dent que de e® et done coincident

Μ ( Α ) ) = Μ ( ^ )  =  {0·( ;» =  1 , . . . ,2χ }  .

Notons et (Tjj+i)j=i,...,2v les bases des espaces af-
fines H 1(U(Ao); St(Ao)) et Η λ{14(Αο)\ St(Aj)) telles qu’on les a definies 
en II et notons

expM : G \ d { A o ) — * H 1{U(AQy ,S t {A o ) )^ H 1(Sl -,St(Ao))

et

exp,. : G \ e ( A 5 )  —

les isomorphismes de M A L G R A N G E - S l B U Y A  associes a u x  systemes [Ao] et

[AJ]·

P R O P O S I T I O N .  Le diagramme suivant est commutatif

G \ G (A 0) G\G(AJ)

|βχρΜ | « π ν

H'iS'^StiAo)) H'iS'^StiAD)

Chapitre VI

(C2", base r) ldentlte> (C2|/, base r 1)

En d’autres termes, les composantes du cocycle expp(F) dans la base 
τ  =  (rj ; j  =  1 , . . . ,  2v) sont les memes que celles du cocycle exp^i (F 1) 
dans la base r 1 =  (τ|7·+1 ; j  =  1, . . . ,  2u) .

D E M O N S T R A T I O N  : L ’application β χ ρ μ prend en F  la valeur

exP/iC·^1) =  (Fj -^ j+ i) j= 1 , . . . ,2 i /  mod 2u

ou, pour tout j , Fj designe l’une quelconque des fonctions telles que

Fj(x) 6 Gl(2, 0(Uj))  est asymptotique a F  sur Uj 
et Fj(x)Xo(x) est solution de [A] sur Uj .

L’application βχρμι prend en F 1 la valeur

6Χ Ρ μ 1(·^1 ) =  { { F j  ) F j  +  i  ) j  =  l , . . . , 2 i /  mod 2 v
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ou les Fj  sont soumises aux conditions analogues a celles des F j .

Or, F 1 = (xKlP 1)-1 F ( P x K) et les fonctions xK*P1 et P x K sont 
meromorphes a l’origine. Ayant choisi les Fj,  on peut alors choisir les Fj
sous la forme Fj  =  (xK^P1)~l Fj (PxK) (elles ont le bon comportement 
asymptotique et elles sont solutions de [A1] sur chaque Uj). On a done 
l’egalite

e x p ^ F 1) =  (PxK)~1expll(F ) (PxK) .

D’autre part, pour un meme choix d’une matrice C et d’une deter­
mination du logarithme sur chaque Ujtj + i , les matrices X qC X q 1 et 
X q C (^ o )-1 verifient

Xo'CCXo1) · 1 =  {PxK)~lX 0C X ^ { P x K) .

Les bases τ et r 1 se correspondent done par la meme relation de 
conjugaison que les cocycles

T],j+\ =  (ΡχΚ)~1τ3,3+ΛΡχΚ) Pour tout J ·

Michele Loday-Richaud

2. Cas avec ramification x = t2 .
«,/„ .  ( .Ί ! Ι * * Λ )  .

La demarche est identique; il suffit d ’introduire l’eclatement x =  t2 
necessaire au calcul des invariants de Birkhoff.

On applique le lemme III. 1.1. pour determiner F 1, P 1 et K 1 a partir 
de F , P  et K  et on note de fagon analogue

X l  =  x JUeQ 

Al =  .

On effectue l’eclatement x =  t2. Notons alors A, A } , . . .  les trans­
formes de A , A 1, . . .  par cet eclatement et notons r  et r 1 les bases de 
cocycles associees a [Ao] et a [Aj] respectivement telles qu’elles ont ete 
definies au §11.2.2.

La proposition III.1.1. reste valable dans le plan de la variable t mais 
on ne retiendra comme invariants de Birkhoff que les 2u+ 1 (ou v =  A) 
premieres composantes de expμ(Ρ) et de exp/i(P 1) dans les bases r et 
τ 1 .
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III .2 . Elimination de la matrice U (avec perte de l’ invariance 
par Gal2)

II n’y a a eliminer U parce qu’elle est differente de l’identite I  que 

dans le cas avec ramification. On a alors U =  ^ j ^  ^ et on travaille,

apres eclatement x =  t2, sur les systemes [A], [Ao], . . .  en la variable t .
Supposons deja eliminee la partie meromorphe P {t2)t2K par la 

methode du paragraphe precedent. La meme methode permet d’eliminer 
U grace au

L e m m e . Soit une solution fondamentale F(t)Xo(t) de [A] ou F  est une 
matrice de Gi(Ao) et ou Xo(t) = t2JU e^ 1li  ̂ avec

2 J -  λ M  
Z J  -  I 0  A +  1 /  ’

M i -J
q' ( l / t2) +  ( l / t )q( l  / t 2) 

0
0

q' ( l / t2) -  ( l / t ) q ( l / t 2)

Alors

i) O n a t 2JU = ( 1t t23 ;

ii) H existe une matrice F  de GL(2,C[[i]]) verifiant F (0) =  I  et il 
existe une constante 7 € C telles qu’on ait

*■>(! -0-(i vo c  0™
DEM ONSTRATION : Rappelons que la matrice J est la matrice de mono- 
dromie modulo 1 et que, s’il y a ramification, elle est necessairement de
la forme ^  ^ avec Ai — λ2 reel et |λι — λ2| = 1/ 2 . Quitte a avoir

mis en facteur a gauche dans x K la bonne puissance de a:, on peut done 
supposer que J s’ecrit

J=(o Λ1 +° ι /2 )  d’°“ 2J=(o x l l )  ·
L’identite (i) se verifie trivialement.

Pour verifier (ii), notons F  =  |·^. On a

7 (0) = k( o) =  1

g( o) = h( 0) =  0
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et, en outre, ces series ne contiennent que des puissances paires de t 
puisqu’elles proviennent de series en x par la substitution x =  t2 . On 
cherche

ρ=(ί i) v&ifiant ?(! - 0 = ( 2* -i)^·
Par identification, on obtient 

h =  t ( f  +  tg)
k =  J — tg

f = ( l / 2 ) ( f  +  k) +  (l/2 t)h +  (t/2 )g

g =  ( l / 2t )(?  -  £) +  (1/ 2i2)S -  ( 1/ 2)g

En particulier, on a /(0 ) =  fc(0) =  1, h(0) =  0, mais <jf(0) =  

(l/t2 )h(t)t=o. Notons 7 =  <7(0) et mettons la matrice ^  en facteur

a gauche dans F .  II en resulte l’existence et l’unicite de 7  et de F . Les 
coefficients de F  ne sont evidemment plus des series paires en t : on a 
perdu l’invariance par l’action de Gal2.

III.3. R eduction  de qi — q2 a un “ m onom e”
Supposons que, grace aux reductions precedentes et a un eclatement 

eventuel x =  t2 , on ait ramene le probleme du calcul des invariants de 
Birkhoff au cas d’un systeme [A] de solution fondamentale F(rc)Xo(^) 
relativement a une forme normale [Ao] de solution fondamentale Xo(®) =  
x JeQ avec

' " ( θ  I )

et Q(l/x) =  ^ giW x) q2 ( l/ x ) )  et & (l /x ) € (l /* )C [l/x ]) .

L e m m e .  Soit u =  -  q2) et -  g2) ( i )  =  Jtr +  -phi +  . . .  .
II existe un changement de variable

u
 ̂ "ϊ ί i I „_i 5 j · · · 5 ®i/—1 € C1 + aiu +  . . .  +  <*„_!uv 1

tel que les parties polaires et Q2 (J) de et de
respectivement verifient

(Qi - Q 2) (■!·') = 4  ·V U  J U"
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DEMONSTRATION : Eifectuons dans )(<?ι — 52(7) un changement de 
variable de la forme proposee :

(51 -  ,2) ( ^ j )  =  + “ »“  + ··· +  « , - ι » ’ - ' ) '  + ···

. . .  + — —-(1 + oc\U + . . .  + α„_ ιuv~l ) . 
u

On obtient alors une expression de la forme

( ? i - 92) ί - τ - τ )  = -^  + -7ΓΓ + · . .  + Λ (« ) ,\x [u )  J uv uv 1 u

ou R(u ) est un polynome en u et ou les coefficients b[,. . . ,  b'l/_1 sont 
determines a partir des coefficients a, bi, . . . ,  6j,_i, oti,. . . , oc„-i par des 
expressions de la forme

b\ = vaai + 5 ί(α ι,...,θ !,·_ ι)

dans lesquelles les termes notes Bi sont des polynomes des coefficients 
a, 6,· et des seuls coefficients αι , . . . ,α, ·_ι  d’indice inferieur a i
( B\ =b\  ne depend d’aucun des a*).

La partie polaire (Qx -  Q2)(^) de (q\ -  q2) { - ^ )  est egale a -̂ r a 
condition de choisir successivement

1 _
« 1  = -------- B1

va

a 2 = — —B 2(a 1) 
va

Chapitre VI

a„-\ = ----- B„- i (a i ,a2, ...  ,a„ -2) .
va

Ceci acheve la demonstration du lemme.
En appliquant ce changement de variable aux systemes [Ao] et [A], 

on obtient

[Ao] de solution fondamentale -X’o(ii) = -^o(^(u)) et

[A1] de solution fondamentale F 1(u)Xq(u) avec ■F’1(u) = F (x (u))·

X l  (u) est de la forme

α ι(1  +  ζχ ( « ) )  

0
0

«2(1 + z2{u))

wAieQi( l/«)

0
0

uX2eQ2(l/u)
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ou a\ et a2 sont dans <C* et z\ et z2 sont des fonctions analytiques telles 
que î(O) =  22(0) =  0 .

Notons [Aj] le systeme de solution fondamentale

°( ' y 0 a2uA2e<32(1/“) J

et ? Μ  =  ί ' Μ ( 1 +  ; ΐ Μ  1 + “2(u))  .

Le systeme [Aj] est analytiquement equivalent a [Aj] au sens de 
Birkhoff. II est aussi simple qu’on peut l’esperer (cf. remarque ci-dessous).

Les recouvrements fondamentaux

U(Ao)  =  {Uj,  j  =  l , . . . , 2 i / }  
et U(A\) = U{A\) =  {Uj, j  = 1, . . . , 2v}

associes a [Ao], [Aj] et [Aj] respectivement se correspondent par l’identifi- 
cation x  u du plan des x  au plan des u  car 91—92(1/®) et Q \—$2(1/^) 
ont “meme” partie principale done “memes” secteurs de decroissance.

Soient r , r 1 et f 1 les bases de cocycles associees a X q , X q et X q res- 
pec_tivement_comme en II, de la forme Χο(®)^-^ο(®)- 1 , X q (^)C-^o (“)_1 
et X jM C X jt u ) - 1 .

PROPO SITIO N. Le diagramme suivant est commutatif

G \ G ( A 0) - ^ 1» G \G (A J) G \G (A J)

exp μ exPMi

H ' i S 1; St(Ao)) H ' i S 1·, St(Aj)) H ' i S 1·, St(Al))

(C2", baser) ■—e---tit-> (C2", b aser1 ) ^entite  ̂ (C2„)b aseri)

En d ’autres termes, les composantes des cocycles e x p ^ F ) ,  e xp ^ -F 1 ) 
et expμΐ (F1) dans les bases r ,  r 1 et f 1 respectivement sont les memes.

DEM ONSTRATION : Pour la premiere application identite, tout se trans­
pose par le changement de variable x i-> u : Si le cocycle F ~ 1(x)Fj+i(x) 

de H 1(U(Ao)·, St(Ao)) vaut \ jT jj+ i(x) = XjXo(x)CjXo(x)~1 sur U jj+ i , 
alors le cocycle Fj(u)~ l Fj+1(u) = Fj(x(u))~1 Fj+i(x(u)) de 

St(Aj)) vaut AjTJ)i+i(x(u)) = X jrjj+1(u) sur U]j+1.
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La deuxieme application identite resulte de ce que [Aj] et [Aj] sont 
analytiquement equivalentes. On a

** («> - ( 1 + ? (,° 1 + ^ (t0) i J W

*tif,(“> = Fl(“>0 + ol(U) i + V)) !

Chapitre VI

d’ou on a simultanement les relations

+ n(«) 0
0 l +  z2(u)^ + . w = ( 1 + ,̂(“ )

^ ( “ ) - ' ί?+1(“ ) = ( 1 + 0,(“> i + ,0! M ) ? ' W ,F> + ' w ( l + 0,<"> 1

-1

0
+ 22(«)

-1

R e m a r q u e . En tant que systeme, [Aj] est plus “simple” que [Aj].Mais 
il n’est pas clair qu’on ait interet a le choisir comme forme normale de 
preference a [Aj]. En eifet, dans la pratique, on determinera les coefficients 
des series formelles F 1 (u) ou F 1 (u) par identification. II se peut que les 
relations de recurrence ainsi obtenues pour determiner ir'1(u) “convergent” 
moins vite, ou soient moins simples que celles qui determinent F 1 (u) (cf.
V .l. Exemple 1).
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IV - Calcul effectif des invariants de Birkhoff 
dans le cas “separe”

Soit [A] : xr+l (dX / dx) =  A X  un systeme differentiel lineaire d’or­
dre 2 a coefficients analytiques. On se propose d’evaluer numeriquement 
un systeme d’invariants de Birkhoff pour [A].

Ce qui precede nous permet toujours de nous ramener a un systeme 
[A] de forme normale [Ao] dite “separee” : La solution fondamentale 
d’Hermite associee X q est de la forme

ΧηίχΊ =  ( «ι ί1 +  ζι(χ)) 0 ^ ( χΧι 0 A exD ( «ιί1/* )  0
V 0 α2(1 +  z2(x))) y 0 χ 2) \ 0 q2 (l/x)

avec
—  αχ et α2 € C * ,

— ζ\(χ) et ζ2(χ) € xC{x } ,
—  Λι et Λ2 £ C ,

— qi(l/x) et q2 (l/x) € ( l /x )C[ l /x] ,
— 9i — 92(1/®) =  o.fxv avec a G C* et u 6 N* (si a =  0, il n’y a pas 
d ’invariants de Birkhoff),
et on peut meme, si on le desire, se debarrasser de z\ et z2.

Fixons une telle forme normale de reference. On a ici comme liberte 
de choix
— une permutation de q\ et q2 (qui entraine la meme permutation 
entre Αχ et A2 );
— le produit de 1 +  z\ et de 1 +  z2 par des fonctions analytiques 
quelconques tangentes a 1 a l’origine (par exemple l / ( l  +  zi) et l / ( l  + 22) 
permettant de se debarrasser des termes z\{x) et Z2 (x)).

Soit alors F  G Gi{A$) telle que A =  f Aq . Les cocycles elementaires 
ThjJr\{x )i j  =  l , 2 , . . . , 2 i / ,  definis en II forment une base affine de 
H 1 (U(Ao)‘, St(A.o)) =  firl(5'1; St(Ao)). On peut done ecrire le cocycle 
βχρμ( ^ ) ,  image de F  par l’isomorphisme de MALGRANGE-SlBUYA, sous 
la forme

2 v
exP#1(F) =  ^  Cj Tj,j+i · 

j = 1

Rappelons que, si dans les reductions preliminaires qui ont ramene le 
systeme initial a [A] on n’a pas fait d’eclatement (cas sans ramification), 
alors les coefficients Cj , j  =  1 , . . . ,  2^, forment un systeme d’invariants 
de Birkhoff pour le systeme initial. Si on a fait un eclatement (cas avec 
ramification), la famille des coefficients c j , j  =  est invariante
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par permutation d’indices d’ordre v (cj+ „ =  Cj pour tout j  mod2i/) et 
un systeme d’invariants de Birkhoff pour le systeme initial est constitue de 
v coefficients consecutifs; on a choisi en outre de prendre les v premiers.

Ce sont ces coefficients Cj, j  = 1,. . . ,  u ou 2u qu’on se propose 
d’evaluer.

Le calcul va les separer en deux families :
— Les Cj pour j  impair qui sont relies aux coefficients gn de

Chapitre VI

— Les cj pour j  pair qui sont relies aux coefficients hn de F .

IV . 1. Determ ination de F  =  I  +  F (n)xn telle que A  = f Aq
n> 1

On peut determiner les coefficients F(n) =  (  £  £  )  de proche en

proche par identification dans l’equation de passage de [A] a [Ao] :

xr+1{dF/dx) =  A F - F A o  ■

En fait, nous n’aurons besoin que des seules relations permettant de 
determiner les coefficients gn et hn (plus precisement des variantes Gn 
et Hn de ceux-ci; voir remarque IV.6).

Dans le cas ou la matrice A  du systeme etudie est algebrique et ou 
on garde dans Xo les fonctions z\ et z2 qui s’introduisent naturellement 
dans le changement de variable x =  x(u) lors de la reduction de q\ — q2 
a un monome (cf. V .l, Exemple 1), on obtient pour determiner gn et hn 
de vraies relations de recurrence lineaires d’ordre fini. Dans les autres cas, 
on obtient des relations lineaires a un nombre croissant de termes.

IV .2. Donnees infinitesimales associees
Aux cocycles elementaires, choisis comme base de H 1(U(Aq)] St(Ao)),

/  + x°(o o) x°_1 su r U2j~ 1'2j

et

T2j-l,2j (x ) ~
I  sur les autres i7«,»+i

/ x  . I  +  X o (  ) X 0 1 sur U2j 2j+i 
T2j,2j+l(x) =  \  \ 1  0 J

sur les autres Z7i,i+i ,
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et

T2j,2j+l(x ) =
f °  ° \  -1 Xo ( 1 Q J ^ O  sur U 2 j , 2 j + 1

0 sur les autres i7»,i+i

(cocycles abeliens au sens usuel pour la structure additive des matrices
2v

et le recouvrement U(Aq) ). Au cocycle cjTjj+χ , on associe le cocycle

2v

infinitesimal Σ C3Tj,j+1* 
j=1

L’application de Cauchy-Heine qui n’est autre que la reciproque 
de l’isomorphisme infinitesimal permet d’associer a tous ces cocycles 
infinitesimaux des series formelles par des formules explicites :

A Tjj+ i , elle associe la serie CH jj+i(Ti)in ou
n>0

CHW+I(n) C " - 1 ,

7j designant un “germe” de bissectrice du secteur Ujj+1 issu de 0 ;
2v 2v

a '^^cj Tj,j+ 1 j elle associe la serie CHjj+i(n))a:n.
j=1 n > 0  j=i

IV .3. C om paraison en tre donnees de depart et donnees infinitesi­
m ales. P rincipe du calcul

La comparaison entre l’isomorphisme de M A L G R A N G E -S lB U Y A  et 
l’isomorphisme infinitesimal correspondant ([MR], VI.4.3) fournit la rela­
tion

2v

(*) P P (5Z ci C H ,j+ i(n )) = pp(F(n)) .
j=1

(On note pp pour partie principale par rapport a la variable n 6 N quand 
n tend vers l’infini.)

Or d’une part, nous venons de voir qu’on sait evaluer asymptoti- 
quement les F(n) par des relations de recurrence lineaires; d’autre part,
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T2j-l ,2j (x ) = x°(o 0/ q1 sur U 2 j ~ 1 > 2 j

0 sur les autres Ϊ7;,ι+1



on sait calculer les parties principales des coefficients de Cauchy-Heine 
CH jj+i (n ). La relation (*) fournit alors des relations entre les coeffi­
cients c j . Dans le cas d’une forme normale “separee” , mais dans ce cas 
seulement, ces relations determinent de fagon simple l’ensemble des coeffi­
cients Cj. Elles se separent en deux systemes de Cramer determinant, l’un 
les coefficients Cj pour j  pair, l’autre les coefficients Cj pour j  impair.

IV .4. P arties principales des coefficients CH jj+i (n)
Les formules asymptotiques qu’on va obtenir sont independantes de 

z\ et de z2. Pour simplifier, nous supposons done des a present que 
z\ =  Z2 =  0. Notons Λ =  λι — λ2 et α ι ,α 2>· · · ><*2i/ les arguments 
des bissectrices des secteurs Uit2,U2t3 , . .. ,U2V,i correspondant au choix 
fait de la determination du logarithme sur chacun de ces secteurs. On 
a OLj =  c*i -(- (j — 1)π/ι/ pour j  =  Pour les secteurs d’ordre
impair Uit2 , . . . ,  U2v-\y2v, on f a*i le calcul suivant:

CH,,2(n) =  - i - 2 1
2 nr ai ,

^_n+A- i ee / r ^

On ramene cette integrate a une vraie fonction gamma par le change­
ment de variable s =  |a| e,aii/£- t / , ds/s =  —νάξ/ξ,

On a done

avec lim ε ΐ 2(^)  =  0.
n— +oo ’ v '

Du meme calcul le long de la bissectrice 72,7-1 de U2j - i t2j > on deduit

CH2j_ 1;2j(n) = CH1,2(n )e -^ -1)2̂ n- Â ( J + g 2j_ 1,2j(n)) 

avec lim .E2,_ i 2,(n) =  0.
n—>+oo 1 ’ JV ’

C’est la forme particuliere de ce coefficient 5c’est-
a-dire sa periodicite d’ordre u en n, qui permet la suite du calcul telle 
qu’elle est proposee. C’est aussi ce qui nous impose de ramener l’exposant 
qi — 92 de l’exponentielle a un monome a/xv . Pour les secteurs d’ordre 
pair U2y3, . . . ,U 2l/>1, on a:

CH2,3(n) =
2ιπ  a\

η—Λ—1 e-a/e ^ 0 <P
1 0 ,
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C H i >2(n)
1 β ι ,

2ϊπν a-2

ι|β,·ο,,Ί -(„-Λ )/ „Γ (ϋ _ Λ )  ('O J") (J + εχ,2(η)

C H lf2 (n)
I a i 

2ΐπν  α2
i| e’"1 ")- (η-Λ)/,/ s ( n - A ) / u 1e~3ds (
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CH2i i W (n) =  CH2,3( n ) e - ^ - 1>2i»<"-|-A> / '- ( J + E 2,,2j +1(n))

avec lim E 2 j 2,+i(n) =  0. 
n - + - l-oo J ' v '

On p eu t, a ce stade, faire un certain  nom bre de rem arques.
a) Les CH jj+i pour j  impair, comme pour j  pair, ont tous en 

module le meme comportement asymptotique, mais ce comportement 
differe entre les CH jj+i pour j  impair et les CHj^+i pour j  pair: Les 
uns sont done toujours dominants par rapport aux autres (seule exception:
Λ =  0 et encore faut-il avoir supprime le facteur x K si K  φ k i  dans la
forme normale X o).

b) Dans la partie principale des CHjj+ i  pour j  impair, seul le 
terme ( 1 x 2 )  en Ire ligne et 2e colonne est non nul : on deduira les 
invariants de Birkhoif Cj pour j  impair de la seule “valeur asymptotique” 
des coefficients gn ; pour j  pair, seul le terme ( 2 x 1 )  en 2e ligne et Ire 
colonne est non nul: on deduira les invariants de Birkhoff cj pour j  pair 
de la seule “valeur asymptotique” des coefficients hn.

c) Cette separation est fondamentale : Si la suite du calcul melangeait 
des termes pour j  impair et pour j  pair, dont les comportements 
asymptotiques ne sont pas du meme ordre, on ne pourrait obtenir que 
les invariants de Birkhoff correspondant aux termes dominants (done la 
moitie d’entre eux seulement).

C’est la raison qui nous contraint a nous debarrasser de la partie 
meromorphe meme constante et de la matrice U (III.l et 2).

IV .5. Calcul des invariants de Birkhoff Cj pour j  im pair
On ecrit les u egalites asymptotiques (q — 0 ,1 , . . . ,  v — 1) :

pp(coefit2
j'=l

ou pp ( . . . )  designe ici la partie principale quand m tend vers + 00 .
Ces egalites s’obtiennent en restreignant l’egalite asymptotique IV.3.(*) 

aux elements en Ire ligne et 2e colonne des matrices considerees, puis en 
appiiquant cette egalite aux sous-suites des termes de 1/ en y.
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CH2)3(n) = ί.,^-ί.+Λί/.ρ,ϋΙ.) (0 0 \ (/ +  £2 s(n))

avec lim ε2 3 =  0 , et
η— ►+00 ’

4 ̂2j — l CH2j t2 j (m u  +  q))) =  pp (gmv+q) ,



On remarque que, pour q fixe, les termes CH2j - i )2j(^ * / + ?) sont 
tous en partie principale proportionnels a l’un d’eux CH i^roi/ +  q) :

C H 2 j. 1,2 i ( m i /+ i ) =  C H 1,2(m t- + ?)e-< > -1>2i’ (« -A>/‘' ( J + B 2 i. 1,2j ( m i / + i ))

(le coefficient de proportionnalite est independant de
l’indice m ). Le premier membre des egalites asymptotiques ci-dessus 
s’ecrit done

1/
pp(coefi)2(CHii2(mi/ +  9) ) ) ^ C 2j_ ie _(j_1)2,,r(i_A)/,/

j=l

ou l’expression sous le signe Σ  est une constante independante de m . 
Notons

f- 1 ____________ 9mv+q_________
m"+? pp(coefi)2(CHi)2(mi/ +  ?)))

On a alors les resultats suivants :

PROPOSITION. 1) Pour chaque q =  0 ,1 , . . . ,  (u — 1), la suite

2 ΐπν(\α\ j w y n + b - D I »  a 2

Γ (m +  (q -A )/ u )  a i9mu+q

admet une limite finie Qq € C quand m tend vers +  oo .
2) On obtient une “valeur approchee” de Qq en calculant les termes 

Gmt/+q de proche en proche comme les gmv+q (cf. remarque IV. 7 ci- 
dessous ).

3) Les invariants de Birkhoff ci, C3, . . . ,  C2„_x sont Vunique solution 
du systeme de Cramer

£ c 2i _ 1e - ( ' - 1)2i’ <» -A )/,' =  g f  , <7 =  0, 1, . . . , ( v  — 1) .
j = 1

IV .6 . Calcul des invariants de Birkhoff Cj pour j  pair
On fait le meme calcul a partir des elements en 2e ligne et Ire colonne 

dans l’egalite IV.3.(*), la serie (hn) jouant maintenant le role de (<7n) . On 
ecrit les v egalites (q =  0, 1, . . . ,  v — 1) :

V

pp(coef2)i ( ^ c 2j CH2j,2;+i(mi/ +  ?))) =  PP(hmv+q) . 
j = 1

Pour q fixe, les CU.2j,2j+ i(mi/ +  ?) sont tous proportionnels en partie 
principale a 0 Ή.2 ,ζ(την +  ?) suivant la relation

CH2i>2j +i (mi /+9) =  CH2 A ™ + q ) e~U~1 )2 i*iq+A)/,' ( I+ E 2j,2j+i{rni'+q))

Chapitre VI
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et le premier membre de l’egalite asymptotique ci-dessus s’ecrit

pp ( coef2)i ( CH2,3(mu +  ?))) c2j e- 0' - 1)2,,r(?+A)/I/ .
i=i

Notons
T T ____________________

pp(coef2)i (CH2)3(ira' +  ?)))
On a alors les resultats suivants :

PROPOSITION. 1) Pour chaque q =  0 ,1 , . . . ,  (v — 1), la suite

2 ΐπν(\α\ ai 
Hmv+q ~  T(m +  (q +  A)/u) a2 “ mi/+i

admet une limite finie 7iq 6 C quand m tend vers + o o .
2) On obtient une “valeur approchee” de 7iq en calculant les coeffi­

cients Hmv+q de proche en proche comme les hmi/+q ( cf. remarque IV.7 
ci-dessous).

3) Les invariants de Birkhoff C2,C4, . .. ,c2l/ sont Vunique solution du 
systeme de Cramer

Σ  c2j e-(i-D2i*(i+A)/v =Hqt 5 =  o, i,..., (V _  i) .

i=i

IV .7. R em arque : Calcul des lim ites Qq et Hq
Chacune des sous-suites (Gmv+q)m converge vers une limite finie Qq . 

La suite (G!n)n “oscille” done entre un certain nombre de valeurs finies. 
Le coefficient 2· ^ a > / ^  > ains> que le coefficient gn qui est du 
meme ordre de grandeur, tend tres fortement vers l’infini. La relation 
de recurrence pour determiner lesgn, si simple soit-elle, “explosera” 
inevitablement tres vite lors d’un traitement par ordinateur.

D’apres ce qui precede, il n’en va pas de meme de la relation de 
recurrence transposee sur la suite (Gn) qui, elle, conserve un ordre de 
grandeur numerique fini.

La meme remarque vaut pour la suite (Hn).
II est done preferable de travailler avec Gn et Hn au lieu de gn et 

hn . Pour obtenir directement les relations de recurrence definissant les 
suites Gn et Hn , il suffirait d’ecrire F(n) sous la forme

“1
jp(r,\ _ | "* ~ " 2ίπ·ι/(|β|e,“l ,/)("_ Λ )/,' «2

'  f f _____ Γ((η+Λ ) /  u)_____ a_2. f.
n  2 « π ί / ( ι | α | ε ' α 2 1/) ( η + Λ )/*/ a i  r in
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avant de faire l’identification dans l’equation xr+1 (dF/dx) =  AF  — FAq.
La vitesse de convergence des relations de recurrence et revaluation 

de l’erreur sont elles aussi des problemes pratiques importants que nous 
n’avons pas abordes mais auxquels il conviendrait de s’attacher en vue 
d’une implantation de l’algorithme sur ordinateur. Rappelons simplement 
que l’une de nos libertes pour influer sur la vitesse reside par exemple dans 
un choix astucieux des fonctions z\{x) et z2 (x) de la forme normale de 
reference Xo (cf. III.3 et V .l Exemple 1). On a aussi en general plusieurs 
choix possibles de la partie meromorphe de Xo (cf. III.l).
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V. Trois exemples

V .l. Exem ple 1
Cet exemple n’admet ni ramification, ni partie meromorphe. II 

contient de la monodromie formelle modulo 1 (termes en re1/3 de la solu­
tion) et qi — 92 n’est pas reduit a un monome.

On se propose de determiner les invariants de Birkhoff du systeme

ΓΑ1 3 dX Av A ( 1  + 1 ® 2 \ x  λ[A] x —r- =  A X  avec A — I „ 3 n , 2 ·
1 J dx \ 2x 2 +  x -  x l )

On choisit pour forme normale de [A ], la forme d’Hermite

r A 1 3 dX Λ \ r  A (  1 0 \
IA°] 1 1 * = Α ° Χ  avec * > = (  0 2 + x )

et pour solution fondamentale normale, la solution d’Hermite

, . ( 0  \ ( 91(1 / *)  =
* ( * > - (  0  * ■ < » / ■ >  J  a v e c  | 4 2 ( 1 / x ) = _ ^ _ i

definie sans ambiguite sur la surface de Riemann du logarithme.
Le systeme [A] admet alors une solution fondamentale formelle de la 

forme F X 0 ou F  € G l(2,C[[x]]) et F(0) =  I .
Cet exemple ne contenant ni ramification, ni partie meromorphe 

meme constante, la partie “reduction au cas separe” de l’algorithme ne 
comporte que la reduction de 91—92 a un monome.

R eduction  de qi — q2 a un m onom e. On effectue le changement de 
variable x =  u/( 1 — u).

Les systemes [A] et [Aq] deviennent respectivement

r a ii 3/1 \ d X  λ Ί v  λ ΐ  / 1  — 2« +  | u 2 0 λ

U (1 “  U) du ~  A°X  aV6C A° ~  {  0 2 - 3 u + u2)

et leurs solutions fondamentales deviennent
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i f 1 -  2u +  \u2 iu(l - u ) \  

\  2w(l — u)  2 - 3 u J



avec ( 9 l ( l /u) =  2u? +  i
l  ύ ( ! / u) =  —t?  +  u

F 1 est l’unique transformation formelle, solution du systeme de 
passage de [A1] a [Aj]

u3(l -  u ) ^  =  A 1F 1 -  F 'A l  
du

qui verifie Ρ χ(0) =  I . Par identification, on en deduit pour determiner g 
et h (on n’a besoin ni de / ,  ni de k ) les equations

cPg 8 11 dg 14
u (1 -  u ) ^ 2  +  (u -  ~ ~ ^u +  2u ) ^  +  ( -1  +  3u -  — u )g =  0

4 . ,d?h 7 o , Λ ■u (1 — w )·^ · +  ti(—1 +  u +  - i t2 -  2u )—  + h = 0 ;
du2 v ' 3

d’ou les relations de recurrence

(<*)
(n l)i7n — (2 τι 5 ) g n ~  i 9 n —i

13
+  (n -  3 ) (2 n  -  y ) f i f n-3  -  (n -  3 )(n  -  4 )^n_ 4

(/?)
(η -  1)/ιη = (η -  l)/i„_ i +  (n -  2)(n -  - ) / i „ - 2  

-  ( n - 3 ) ( n - 2 ) / i „ _ 3

avec les conditions initiales 

( « 0 )

(AO h o =  0 ,  h\ = hi — —2

147

pour [Aq] : -Xq(u) =  Xo(u/{l — «)) c’est-a-dire

X ‘M =  ( “ 1/5(1 -  “ )_1/S7 ;« ,i<1/“) 0 \
° \ 0 e«i(1/ tt) /
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pour [A1] : F 1(u)Xo(u) avec F1̂ )  = F(u/( 1 — u)). 
Notons

F'v=( i  l)
= n

( I :  £ ) · ’ ·n> 1

Λ  1 1 1go = ο , gi =  -  , g2 = - τ  , gz = -
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REM A RQ U E. X q (w) n’est pas de la forme d’Hermite “pure” . II faudrait 
pour cela se debarrasser du facteur (1—it)-1 /3 en effectuant le changement

o\de fonction inconnue I h  Γ   ̂  ̂ J X , d’ou une nouvelle forme

normale de reference [Aj] (cf. proposition III.l).
Mais alors les equations definissant g et h ne seraient plus a coeffi­

cients polynomiaux, mais a coefficients analytiques. On n’aurait plus de 
vraies relations de recurrence pour le calcul des gn et des hn, mais des 
relations a un nombre croissant de termes.

II est done sur ce point plus simple (sinon numeriquement plus per- 
formant) de choisir [Aj] plutot que [Aj] comme forme normale. En outre, 
pour la suite, en ce qui concerne les formules de calculs asymptotiques, les 
deux choix sont equivalents.

D efinition des invariants de BirkhofF de F . L’ensemble de coho­
mologie H 1(S1·, St(Ao)) s’identifie a l’ensemble de cohomologie de Cech 
H 1{U(Aq)\ St(Ao)) du recouvrement fondamental U (Ao) =  {U\, U2 , U3 , U4 } , 
ou

U\ =  {x  6 C j — — < argx < —— + π mod2π}

= {x  £ C I — < argx < — +  π mod27r}

t t  f  λ  ί 3ττ 3?r *Uz =  {x € C I —  < arg x < —  + π mod 2π}

U4  =  {x E  C I —  < argx < —  + π mod27r}
1 4  4

(Cf. Figure V.1.1)

Figure V.1.1

Comme convenu, Ui>2 =  U\ Π U2 est un secteur de decroissance de 
e9i-?2 . j} ne rencontre pas R” et on y choisit la determination principale 
du logarithme qu’on prolonge aux autres i+i en tournant dans le sens
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direct. Ainsi on a x 1/ 3 =  J a r e ^ 1/ 3)’ argI avec

π 3 π
— < argx < —  sur UX2 
4 4
3π 5π
—  < argx < —  sur U 2,z

5π 7 π  TT
—  < argx < —  sur U3a 4 4
7π 9π
—  < arg x < —  sur 1/4 1 .
4 6  4

H 1(U(Aq)·, St(Ao)) est naturellement un espace affine de dimension 4 
de base r =  (t i)2, r2 )3 , r3 )4 , 7-4 ^) ou les cocycles elementaires τϊ,,+ι sont 
definis par:

Τ ι ·2 = Χ ο ( θ  } ) · ϊ ο " 1= ί + * , / , « , , Β ( 1 / *) ( “  J )  < ™ r t f,,2

T2,a=*o(j s m U v

n , t = X o ( j  J )  sur£/3,4

T4, i = J r 0 ( }  J j x „ “' = /  + I - ‘/ ( J  SurK,,i

et ou qi — q2( l /x )  =  ( l / 2 x2) +  ( 1 /x ) n’est pas un monome.
A la matrice F  correspond, par l’application εχρμ , un cocycle 

Cir1)2 + c 2 r2 )3 + ο3 τ3 ι4 + ο4 τ4)5 ( c ! , c 2 ,c3 ,c4 € C ) de ^ ( U lA o ) ]  St(Ao)). 
Les coefficients c i ,c 2 , 0 3 , 0 4  sont les invariants de Birkhoff de F  dont on 
se propose de calculer une valeur numerique approchee.

Pour cela, on remplace les systemes [A] et [Ao] par [A1] et [Aj] et 
on fait le calcul asymptotique propose. On remarquera qu’on ne peut 
pas faire le calcul asymptotique propose directement sur [A] et [Ao] car 
qi — q2 n’etant pas un monome les parties principales de Cauchy-Heine 
comportent en facteur des puissances de e ̂  qui compromettent la suite 
du calcul: Les equations

PP(c,CH,,2(n) + c ,C H ,,„(.»)) = pp

Chapitre VI

et
PP (cj CH2,3(n) +  <uCH4,i(n)) = pp f  ® λ

ne se scindent pas, chacune, en deux equations formant systeme de Cramer 
pour determiner 0 1 , 0 3  d’une part et c2 ,c 4 d’autre part.
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Base de f f 1(5 1; St(Ao)) · Le recouvrement fondamental U(A\) =  
{ U{ , Ul , Ul , U\} est defini dans le plan des tt comme U(Aq) dans le 
plan des x.  (Cf. Figure V.1.2)

Figure V.1.2

On fait les memes choix de determinations du logarithme et on prend 
pour base de JJ1(ZY(Ao); St(Ao)) la famille r 1 =  (7'i)25'r2,35r3,4 5r4,i) 
analogue a la famille r , ce qui donne

' J +  1 u l / 3 ( 1 _ u ) - ( l / 3 ) e g \ - q l ( l / * )  ( 0 l \  

rl,2 =  Λ ^  VO Oj
, I

sur U1 2

sur les autres Ϊ7/ i+1

r2,3 =  <
0 O'
1 0

I

sur Ufa

sur les autres Uli+1

I  -|- -K=ul fz(\ — u) ^ sur ZJl
r> = J  VO Oj 3,4

sur les autres i7/i+1

sur UL

sur les autres Ufi+1

et ou, ici, =  1/2u2 est un monome.
Nous avons vu qu’a F 1 est associe par exp^i le cocycle c\ τΧ2 +  

c2r2,3 +  c3r3,4 +  ou les Ci sont les invariants de Birkhoif de F
cherches (Proposition III.3).
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Coefficients de Cauchy-H eine associes a F1. Ce sont

Chapitre VI

On constate que CH| 2(n) et CH^^n) n’interviennent que dans le

terme (1 x 2) (en Ire ligne, 2e colonne : matrice o ) ) ’ a ôrs ^ue

CHj 3(n) et CH4 1 (n) n’interviennent que dans le terme (2 x 1) (en 2e

ligne! Ire colonne : matrice ( J  “ ) ) .

Ce phenomene de scindage provient de l’absence de partie mero­
morphe meme constante dans Xq et il a pour consequence la separation 
en le calcul de ci et C3 d’une part et le calcul de c2 et C4 d’autre part.

Calcul de c\ et de C3 . On a

PP<C H i » >  =  2 i ^ e’'' /6 e ' i' n/22n/2' 7 /6 r (2rT i ) ( 2  0 )
et

pp(CH},4(n)) =  ( - 1 Γ β " / 3ρρ(ΟΗίι2(η)) .

On ecrit l’equation

PP (ci τ\α +  c3T3 4) =  pp  ^  jj ^

qui identifie les comportements asymptotiques des termes (1 x 2) de 
C1T1,2 +  °2t2,3 +  c3r3,4 +  c4Tl,l et de F 1 ·

Puis, on extrait de cette equation les u equations des termes de v 
en v . Ici v =  d°(g} — q\) =  2 . On separe done en sous-suite des termes 
d’indice pair et sous-suite des termes d’indice impair, ce qui fournit pour 
determiner c\ et C3 le systeme de Cramer

( ci +  etir/3C3 =  Q0 f Qo =  limm^+oo (?2m
1 ci — =  Qi \ Qi =  limm_ +00 G2m+i
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et Gn =  2ίπΛ/? β - ,'π/66,'πη/ 22- η/2+7/ 6Γ ( ^ 1 ) - 15η .
Or, le coefficient gn de la serie F 1 est connu par la relation de 

recurrence (a) avec conditions initiales (ao), ce qui va nous permettre 
d’evaluer numeriquement Go et Gi. On a done

(1)
Cl =  —(Go +  Gl) 

c  = \ e - ^ 3 (g„ -  Si)

Rappelons encore que le fait qu’on puisse obtenir ainsi un systeme 
de Cramer pour determiner C\ et C3 en separant sous-suite des termes 
d’indice pair et sous-suite des termes d’indice impair est du a ce que q\ —q\ 
est un monome (de degre 2).

Calcul de c2 et de c4 . On a

pp(C H '>3(n)) =  | | ( - ΐ ) » β - " / 32” / 2- 5/ 6Γ ( 2 2 ± 1 )

et
PP(CHj4 (n)) =  ( - l r e - ^ p p l C H i  ·,(«)) .

En operant comme pour C\ et C3 , on obtient pour determiner c2 et 
c4 le systeme de Cramer

r c2 +  e~,,r/3 c4 = Ho , i Ho =  limm_ 4-00 H2m 
\ c2 -  e~l*lz c4 =  Hi \ Hi =  limm_ +00 H2m+ 1

et
Hn =  ^ ^ ( —1)ηβίπ/ 32-η / 2+5/,6Γ(·^^-^·)-1 ^η 

V e 6

( hn est le coefficient ( 2 x 1 )  de la serie F 1 defini par la relation de 
recurrence (β ) avec les conditions initiales (βο))· On a done

(2 )
C2 =  \{Ho+'H l)  

ο4 =  ψ ^ Ι \ Η ο  -  Hi)
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Chapitre VI

R e m a r q u e . On observe que les parties principales des coefficients de 
Cauchy-Heine CHj 2 et CH3 4 d’une part, CH2 3 et CH4 j d’autre part 
ne sont pas du meme ordre de grandeur : Ceci est toujours le cas lorsque 
la monodromie formelle n’est pas nulle.

La separation entre le calcul de C\ et C3 d’une part et celui de c2 
et C4 d’autre part est done fondamentale. Sinon, on ne pourrait, par 
limite asymptotique, obtenir que les deux invariants associes aux termes 
dominants; ici done, on ne pourrait obtenir que c2 et c\ puisque CH23 

et CH41 sont dominants sur CH} 2 et CH3 4 .
Rappelons que cette separation est due a l’absence de partie meromor­

phe, y compris constante, dans -Xq ·

Calcul numerique de Qq et de Q\. La relation de recurrence (a) defi­
nissant gn est fortement explosive puisque gn croit comme 2η/ 2Γ((3η — 
l ) / 6). Celle qui definit Gn ne l’est pas : La sous-suite des termes pairs 
doit converger vers Qq , celle des termes impairs vers Q\.

Si on pose Gn =  2iTv/ee- , ’r/ 627/6G'n , on a

9 n  =  β - ίπη/ 22η/ 2Γ((3η -  1)/6)G'„ 

et les relations (a) et (ao) deviennent

n ~ 2 ( n -  l ) 7n +  (n -  l)(3n -  7) n~2 
(n -  3)(6n -  13) r- 9 ( n - 3 ) ( n - 4 )  

2 ( n - l ) ( 3 n - 1 0 ) TnV n“ 3 (n -  l)(3n -  13)(3n -  7) n~4

G'1 =

K )

K )

a v e c  ~  -  Γ ( ( 3 η — 1 ) / 6 — 1 / 2 )  
a v e c  7 n  —  r ( ( 3 n - i ) / 6 )

f  G'0 =  Ο ,

I ° 2  =  4Γ(5/6) G' =
2 V 5 r ( l / 3 )  

- 3  t

3  2 3 ν ^ Γ ( 1 / 3 )

Introduisons maintenant les inconnues r et a par

r r2m =  r (5 /6 )G i„  ί
I  r 2 m + l  = *V^r(l/3)<J2m+1

Γ(5/6)
«2m  — r ( l / 3 ) T 2 m

2Γ(1/3) 
a2m+l — Γ(5/6) T2m+1

L’introduction de r et de a n’arien d’imperatif. Mais cefaisant, on obtient 
des coefficients et valeurs initiales plus simples car rationnelles. On obtient, 
pour determiner les r et les a, les relations

4m — 5 12m2 — 14m — 12
Γ 2 m =  T77;--------- 7 7 « 2 m r 2 m - l  +  TZ--------- TTTZ---------T T ^2m -2

2(2m -  1) (2m — l ) (6m — 7)
18(2m — 3)(m — 2)(2m -  3) (12m -  13) 

*** 2(2m — l ) (6m — jQ) a2mr2m-2 (2m — l) (6m — 13)(6m — 7) r 2 m —i
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4m — 3 6 m2 — m — 8 
f2m + l  =  --- ----— a 2m+l ^2m +  -----— r 2m_ l4m

(m — l ) (12m — 7)
3m(3m — 2)

9(m — l)(2m  — 3)
r* in- *7\ ® 2 m + l  ^ * 2 m — 2  . / 0  e \ / o  o \  ^ m - 32m(6m — 7) 4m(3m — 5)(3m — 2)

avec 1 1 3
r° ’ r' = - 2 ’ Γ2 = ϊ ’ Γ3 = Ι

et les relations

6m — 4 6m — 1
«2m+2 =  7----- 7 a 2 m et Q2m +3 =  7--- n 7« 2 m + l

6m  — 1 6m +  2

avec 2 15
<24 =  — e t  «5 — -----r  ·_____ 5_____________ 4

Ce sont ces formules qu’on a programmees pour determiner une valeur 
approchee de Go et de Q\, d’ou l’on deduit par les formules (1) une valeur 
approchee des invariants de Birkhoff ci et C3 de F . Les valeurs successives 
des termes de 250 en 250 des suites r2m et r2m+i jusqu’a m =  30000 
sont consignees dans la table A et donnent comme valeurs approchees de 
ci et de C3

ci ~  4.462 +  i 4.112 
c3 ~  4.011 + i 2.836

(Par acceleration de convergence du ler ordre, on obtient ces resultats 
environ 5 fois plus vite.)

Calcul numerique de Ήο et de H i . La relation de recurrence (β) 
definissant (hn) est elle aussi fortement explosive puisque hn croit comme 
2 "/2Γ((3η +  l ) / 6).

Si on pose Hn =  (2ϊπ/y/e) etir/3 25/6H'n , on a

hn =  (—1)ηΓ((3η +  l)/6)2n/2H'n

et les relations (β ) et (βο) deviennent

( β'λ H '  — 8 H '  ! ~  — 2) rr, I o (n _  3 ) (n  — 2) - ( β )  Hn -  - 6 nHn_ x + j-n _  1)(3n _  5 )^ - 2  +  3 (n _  1)(3" T ^ ) ^ f fn-3

'/ i η!
Γ(2/3) ’ 2

-1
Γ ( 2 / 3  +  1 / 2 )
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Chapitre VI

m  '■ r2 m  : r 2 m + i  : rn  : r2 m  '· »'2m +i :

0 0.00000000 -0.50000000 15000 0.39046776 0.91974159
1 0.25000000 0.37500000 15250 0.39043910 0.91986663 

250 0.41154878 0.81329885 15500 0.39041113 0.91998861 
500 0.40501543 0.84983628 15750 0.39038382 0.92010767 
750 0.40193663 0.86581987 16000 0.39035714 0.92022391

1000 0.40004864 0.87527662 16250 0.39033108 0.92033745
1250 0.39873795 0.88169698 16500 0.39030561 0.92044839
1500 0.39775897 0.88641811 16750 0.39028071 0.92055682
1750 0.39699144 0.89007633 17000 0.39025635 0.92066284
2000 0.39636852 0.89301793 17250 0.39023252 0.92076653
2250 0.39584971 0.89544953 17500 0.39020919 0.92086799
2500 0.39540881 0.89750302 17750 0.39018636 0.92096729
2750 0.39502803 0.89926704 18000 0.39016400 0.92106450
3000 0.39469480 0.90080367 18250 0.39014209 0.92115970
3250 0.39439995 0.90215780 18500 0.39012063 0.92125295
3500 0.39413661 0.90336287 18750 0.39009960 0.92134433
3750 0.39389954 0.90444430 19000 0.39007898 0.92143389
4000 0.39368461 0.90542186 19250 0.39005876 0.92152169
4250 0.39348858 0.90631114 19500 0.39003892 0.92160778
4500 0.39330882 0.90712467 19750 0.39001946 0.92169224
4750 0.39314320 0.90787259 20000 0.39000036 0.92177509
5000 0.39298994 0.90856328 20250 0.38998162 0.92185641
5250 0.39284758 0.90920365 20500 0.38996321 0.92193622
5500· 0.39271488 0.90979954 20750 0.38994514 0.92201458
5750 0.39259079 0.91035584 21000 0.38992739 0.92209153
6000 0.39247442 0.91087677 21250 0.38990995 0.92216712
6250 0.39236500 0.91136590 21500 0.38989281 0.92224137
6500 0.39226185 0.91182634 21750 0.38d87597 0.92231434
6750 0.39216441 0.91226079 22000 0.38985941 0.92238606
7000 0.39207216 0.91267160 22250 0.38984313 0.92245656
7250 0.39198466 0.91306083 22500 0.38982712 0.92252587
7500 0.39190151 0.91343031 22750 0.38981137 0.92259404
7750 0.39182236 0.91378165 23000 0.38979588 0.92266109
8000 0.39174690 0.91411630 23250 0.38978064 0.92272704
8250 0.39167485 0.91443551 23500 0.38976564 0.92279194
8500 0.39160597 0.91474046 23750 0.38975087 0.92285581
8750 0.39154002 0.91503216 24000 0.38973634 0.92291867
9000 0.39147680 0.91531155 24250 0.38972202 0.92298056
9250 0.39141613 0.91557947 24500 0.38970793 0.92304149
9500 0.39135785 0.91583668 24750 0.38969405 0.92310149
9750 0.39130179 0.91608388 25000 0.38968037 0.92316059

10000 0.39124782 0.91632170 25250 0.38966690 0.92321881
10250 0.39119582 0.91655071 25500 0.38965363 0.92327616
10500 0.39114566 0.91677145 25750 0.38964054 0.92333267
10750 0.39109725 0.91698440 26000 0.38962765 0.92338836
11000 0.39105047 0.91719002 26250 0.38961494 0.92344326
11250 0.39100525 0.91738870 26500 0.38960240 0.92349737
11500 0.39096149 0.91758083 26750 0.38959005 0.92355071
11750 0.39091912 0.91776677 27000 0.38957786 0.92360332
12000 0.39087807 0.91794683 27250 0.38956584 0.92365519
12250 0.39083827 0.91812133 27500 0.38955398 0.92370635
12500 0.39079966 0.91829054 27750 0.38954229 0.92375682
12750 0.39076217 0.91845472 28000 0.38953074 0.92380661
13000 0.39072576 0.91861412 28250 0.38951936 0.92385573
13250 0.39069038 0.91876896 28500 0.38950812 0.92390420
13500 0.39065597 0.91891946 28750 0.38949702 0.92395204
13750 0.39062250 0.91906581 29000 0.38948607 0.92399925
14000 0.39058992 0.91920821 29250 0.38947526 0.92404586
14250 0.39055819 0.91934683 29500 0.38946459 0.92409187
14500 0.39052728 0.91948183 29750 .0.38945404 0.92413729
14750 0.39049715 0.91961337 30000 0.38944364 0.92418215

Table de Convergence A

Liste des valeurs numeriques des suites convergentes r2m et r^m+i de£nies 
par recurrence en V .l. Leurs lim ites Qq et Q\ perm ettent de calculer les 
invariants de B irkhoff c\ ~  4.462 +  i4.112 et C3 ~  4.011 +  i2.S36 de 
l ’exem ple V.l.
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avec
Γ((3η + l)/6 -  1/2) 

λ/§Γ((3« +  1)/β)

Introduisons les inconnues s et b par

f »2„ - .  =  et j la— ■ =  a w f e i 4 -  .

\ S2m =  - r ( 2 /3 + l /2 ) f i 5 m 6 \ i 2m= VFft0 $ & δ 2„  

d ’ou, pour determiner les 5 et les b, les relations

Michele Loday-Richaud

s2m-l — ^2m-ls2m-2 +
(2m — 3)(6m — 5)

- 3

4 (m — l)(3m — 4) 
(m — 2)(2m — 3)

•52m—3

(m — l ) (6m — 11)

s2m — 2̂ms2m-\ +
4 (m — l)(3m — 1)

- 3

(2m — l ) (6m — 5) 
(2m — 3)(m — 1)

b2m s 2 m - 3

s2m—2

(2m — l)(3m — 4)

avec

et les relations

s0 =  0 , si =  1 , s2 =  1

, 6m —11 6m — 8 
"2m—1 =  -7-------r-»2m-3 et 02m =  7-------Z°2m-2

6m — 8 6m — 5

avec 3 , 2
3 =  4 4 =  3

On a programme sommairement ces relations, sans estimation d’er- 
reurs. La table B fournit les valeurs numeriques des termes de 250 en 250 
des suites s2m et s2m+i jusqu’a m =  30000. Le calcul de s2m fournit 
une valeur approchee de Ήο ; celui de s2m+i une valeur approchee de Ή\. 
On en deduit une valeur approchee des invariants de Birkhoff c2 et C4 de 
F  par les formules (2), ce qui donne

c2 ~  -2.035 + i 1.175 
c4 ~  26.799 +  i 15.472
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m  · a2 m  : S 2 m + 1  : 171 ! s 2 m  : S 2 m + 1  :

0 0 .00000000 1.00000000 15000 4 .74151373 4.68387362
1 1.00000000 1.62500000 15250 4 .74185079 4.68418526  

250 4.46826856 4.43170931 15500 4 .74217968 4.68448933  
500 4.55949818 4.51576807 15750 4.74250071 4.68478615  
750 4.60012816 4.55325441 16000 4 .74281420 4.68507598

1000 4.62441150 4.57567124 16250 4 .74312043 4.68535911
1250 4.64101044 4.59099911 16500 4.74341968 4.68563579
1500 4.65327745 4.60232909 16750 4.74371221 4.68590626
1750 4.66281971 4 .61114374 17000 4.74399828 4.68617075
2000 4.67051682 4.61825473 17250 4.74427810 4.68642947
2250 4.67689606 4.62414870 17500 4 .74455192 4.68668264
2500 4.68229525 4.62913753 17750 4.74481994 4.68693044
2750 4.68694221 4.63343155 18000 4 .74508236 4.68717307
3000 4.69099688 4.63717844 18250 4 .74533937 4.68741070
3250 4.69457529 4.64048538 18500 4 .74559116 4.68764350
3500 4.69776397 4.64343225 18750 4.74583790 4.68787164
3750 4.70062892 4.64608002 19000 4.74607977 4.68809526
4000 4 .70322145 4.64847610 19250 4.74631691 4.68831452
4250 4.70558220 4.65065802 19500 4 .74654947 4.68852955
4500 4 .70774377 4.65265589 19750 4 .74677762 4.68874049
4750 4.70973270 4 .65449423 20000 4 .74700147 4.68894747
5000 4.71157081 4.65619320 20250 4 .74722118 4.68915060
5250 4.71327625 4 .65776957 20500 4 .74743685 4.68935001
5500 4.71486426 4.65923743 20750 4 .74764862 4.68954581
5750 4.71634772 4 .66060867 21000 4.74785660 4.68973811
6000 4 .71773764 4.66189345 21250 4 .74806090 4.68992701
6250 4 .71904344 4.66310050 21500 4 .74826163 4.69011261
6500 4.72027329 4 .66423736 21750 4 .74845089 4.69029500
6750 4.72143428 4.66531057 22000 4 .74865278 4.69047427
7000 4.72253261 4 .66632586 22250 4.74884340 4.69065052
7250 4.72357371 4.66728827 22500 4 .74903084 4.69082383
7500 4 .72456239 4.66820223 22750 4 .74921518 4.69099427
7750 4.72550291 4 .66907168 23000 4.74939651 4.69116193
8000 4 .72639906 4.66990011 23250 4.74957491 4.69132688
8250 4.72725422 4.67069066 23500 4 .74975046 4.69148920
8500 4.72807143 4.67144612 23750 4 .74992323 4.69164894
8750 4.72885341 4.67216903 24000 4 .75009330 4.69180619
9000 4 .72960262 4 .67286165 24250 4 .75026073 4.69196100
9250 4.73032129 4 .67352603 24500 4.75042560 4.69211344
9500 4.73101144 4.67416406 24750 4 .75058796 4.69226356
9750 4.73167491 4.67477743 25000 4 .75074788 4.69241143

10000 4 .73231337 4.67536768 25250 4 .75090543 4.69255710
10250 4.73292836 4.67593623 25500 4 .75106065 4.69270063
10500 4.73352129 4.67648439 25750 4.75121361 4.69284206
10750 4.73409343 4.67701333 26000 4 .75136436 4.69298145
11000 4.73464599 4 .67752417 26250 4 .75151296 4.69311884
11250 4.73518004 4.67801791 26500 4 .75165944 4.69325429
11500 4.73569660 4.67849548 26750 4 .75180387 4.69338783
11750 4.73619662 4.67895775 27000 4 .75194630 4.69351952
12000 4 .73668094 4.67940551 27250 4 .75208675 4.69364939
12250 4 .73715037 4 .67983952 27500 4 .75222530 4.69377749
12500 4.73760567 4.68026045 27750 4 .75236196 4.69390386
12750 4.73804753 4 .68066896 28000 4 .75249679 4.69402853
13000 4 .73847659 4.68106565 28250 4.75262983 4.69415154
13250 4.73889347 4 .68145107 28500 4 .75276112 4.69427293
13500 4.73929873 4.68182574 28750 4 .75289069 4.69439274
13750 4.73969289 4.68219016 29000 4 .75301859 4.69451100
14000 4.74007647 4.68254479 29250 4.75314484 4.69462774
14250 4.74044991 4.68289006 29500 .4 .75326949 4.69474299
14500 4.74081366 4 .68322637 29750 4.75339256 4.69485679
14750 4.74116814 4.68355411 30000 4 .75351409 4.69496916

Table de Convergence B

Liste des valeurs numeriques des suites s2m et s2m+i definies par recur­
rence en V.l. Leurs limites Ho et Hi permettent de calculer les invariants 
de Birkhoff c% ~  —2.035+il.l75 et c4 ~  26.799+tl5.472 del’exemple V.l.
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Invariants analytiques de [A]. Le groupe d’isotropie formelle Go de 
[A] est constitue des matrices G constantes inversibles qui commutent 
avec X q . On a done

G ° =  i ( o  ® )

Les invariants analytiques de [A] sont le quotient des invariants de 
Birkhoff (c i,c2,c3,c4) de [A] precedemment calcules par l’action de Go 
par conjugaison. Ce sont done les classes

. 1 1 . μ(aci, — C2,o:C3, — C4) pour tout a =  — £ C 
α α A

V .2 . Exem ple 2

Cet exemple n’admet ni ramification, ni monodromie formelle. II 
contient une partie meromorphe et q\ — q2 n’est pas reduit a un monome.

On se propose de calculer les invariants de Birkhoff du systeme
4 dX a (  x — x3 0

dx aVe° \ 3 (2 +  3x +  6x2 +  x3) 2x +  x2

On choisit pour forme normale de [A], la forme d’Hermite 

[Ao] *4^ = A o X  avec A. =  (  . (2 +  3* ^ ’ 2 +  ^  2 l  

et, pour solution fondamentale normale, la forme d’Hermite
X 0(x) =  P( l / x ) x KeQ(1/ x)

definie sur C* par

K

et

p ( V A -  ( _ i ( 2 / i +  1) l )  

"  (θ θ)

Q{\/x \ -  ( 0 Ί  avec /  = - i / i a * 2)
g ( / ) _ V 0 g2 ( l/ x ) )  j  , 2( l / x )  = -1 /x *  -  1/x

Le systeme [A] admet alors une solution fondamentale formelle de la 
forme F X q ou  F  est dans G l(2,C[[x]]) et verifie F(0) =  I .

Dans cet exemple, la partie “reduction au cas separe” de l’algorithme 
comporte deux etapes :

— l’elimination de la partie meromorphe P (l/x)xK ;
— la reduction de qi — q2 a un monome.
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Elimination de la partie m erom orphe. La matrice formelle F(x)  
est l’unique solution formelle du systeme

A.dF
x4—  = AF  -  FA q 

ax
qui verifie F(0) =  I . On voit immediatement par identification qu’elle est 
de la forme

F ( x ) =  ( - 1  + h2x2 +  . . .  l )  '
(A ce stade, on n’a toujours besoin que d’un nombre fini de termes de F  ; 
ce nombre est determine par K  et le degre de P .)

En factorisant a gauche “la partie meromorphe” , initialement en 
facteur a droite, on obtient

F { x ) p (1 , x ) x K = ( - i  +  h x 2 +  . . . i)(-}(£ + i) Ό

= ( +  D + .KW Ϊ )  oi iWsC|1111

= (ί Ο (-Κΐ + ΐ + ί) °) 0
= x K' P 1{l/x)F1{x)

»vecJr1= ( “1 °)

mx> = (4 ( . ‘ i + 1) Ϊ)
et P 1( x ) = ^ 1̂  ^  dans Gl(2, C[[x]]) telle que F 1 (0) = 1 .

On elimine la partie meromorphe P ( l/x)xK en effectuant les chan- 
gements de fonctions inconnues

l/x)X  dans [A]
et

X  P{l/x)xKX  dans [A0] .
Les systemes [A] et [Ao] deviennent respectivement

^  χ!>1 ΰ = Α ' Χ  avec =  2 + * )

[Aj] AS = ( J  2 + * )

et leurs solutions fondamentales deviennent 

pour [Ap], X i ^ e W M ,

pour [A1], F 1 ( x ) X q ( x ) avec F l dans Gl(2,C[[x]]) telle que F l (0) = I.

Chapitre VI
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R eduction  de qi — q2 a un m onom e. 9 1 —92 a la meme valeur 
que dans l’exemple 1. On effectue a nouveau le changement de variable 
x =  u /( 1 — it). Les systemes [A1] et [Aj] deviennent respectivement

[A2] = A ' X  avec ^ = ( 1Γ .“ 2 - „ )

M  u3% = ̂ X ^ = ( Y  2 — u )

et leurs solutions fondamentales deviennent 

pour [Ao], X^(u) =  X o(n/ ( l  — u))> c’est-a-dire

ο ε9ϊ(ι/“)) \ ,?(!/„) = -4, + 1

pour [A2], F 2(u)X2(u) avec F 2(«) =  F l (u/( 1 -  « )) e Gl(2,C[[u]]) et 
telle que F 2(0) =  I .

Notons

* · « - ( *  0  
=/+ς ( { :  £ ) “*·

η > 1  N '

La matrice F 2 est l’unique transformation formelle, solution du systeme 
de passage de [A2] a [Aq]

u3^ f  =  A2F  -  A20F  
du

qui verifie -F(O) =  I . Par identification, on obtient
' / ( « )  =  1 

tf(u) =  0 
k{u) =  1 

k h(u) =  £ n>0 hnun 
ou les hn sont determines par la relation de recurrence 

hn =  (n — 2)hn- 2 pour tout n >  2 
a partir des conditions initiales

ho — 0 » h\ = — ·
On trouve, dans cet exemple, une relation de recurrence parti- 

culierement simple qui se resoud explicitement en

h2n =  0 et / i2n + i  =  1 · 3 · 5 · · · (2n — 3)(2n — l)^ i

avec hi =  j  pour tout n  £
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Definition des invariants de Birkhoff de F .  L’ensemble de coho- 
mologie H 1 (S1·, St(Ao)) s’identifie a l’ensemble de cohomologie de Cech 
H 1 {U(Aq)\ St(Ao)) ou le recouvrement fondamental U(Aq) est le meme 
que dans l’exemple 1 (il est construit a partir de q\ — q2 qui a la meme 
valeur que dans l’exemple 1; cf. Figure V.2.1).

Figure V .2.1

H 1 {U(Aq)\ St(Ao)) est naturellement un espace affine de dimen­
sion 4, de base r =  (1x 2, 72,3, 73,4, 74,1) ou les cocycles elementaires r;,i+i 
sont definis par

de f i 1(W(Ao); St(Ao)). Les coefficients c i , c2 , C3 et C4 sont les invariants 
de Birkhoff de F  dont on se propose de calculer une valeur numerique 
approchee. En fait, ici, puisqu’on connait F  explicitement et non pas par 
des relations de recurrence, on obtiendra la valeur exacte de c\, c2 , C3 et 
c4 .

Dans cet exemple a nouveau, on ne peut pas mettre en oeuvre 
l’algorithme avec succes directement sur les systemes [A] et [Ao]. On 
l’appliquera a [A2] et [Ao].

L’inconvenient du au fait que q\ — q2 n’est pas un monome est le 
meme que dans l’exemple 1, et il se surmonte par le changement de variable 
x  =  u/( 1 — u ).

n,3 = Λ  i I j) AV1 = / + (j “ j sur ft,3

· * . - * ( ;  i ) ^ - i = i + i ^ , w ( - 1<V +11)> - ( i + o ) surC'3·*

U , i = X o ( l  J ^ X 0- 1 = J  + * e « - « ( 1/ * ) ^  Λ  sur tf4,i

A la matrice F  correspond par l’application εχρμ un cocycle 

ciTi,2 + c2r2,i +  0373,4 +  c4 74,1
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L’inconvenient du a l’existence d’une partie meromorphe P(\/x) 
apparait dans le melange inevitable des termes en e9l_?2 et en e?2_il 
dans la combinaison lineaire C\ 7χ̂  +  C2 T2 ,i +  C3r3,4 -f C4 T4 1 .

II n’y a pas de melange en ce qui concerne les termes 1 x 2 (Ire ligne, 
2e colonne; termes appeles g =  Σ ςηχη dans F ).  La methode de calcul 
asymptotique par Cauchy-Heine s’applique et permet (via le changement 
x =  u /( l  — u)) de calculer c\ et C3 a partir du comportement asympto­
tique des coefficients gn . (Ici, gn =  0, done οχ =  c3 =  0). Mais le meme 
calcul applique aux termes 2 x 1 (2e ligne, Ire colonne; termes appeles 
h = Σ hnxn dans F )  conduit a evaluer par Cauchy-Heine un melange 
de termes en οχ̂ · (·| +  l )2 eqi~q2 l̂ lx  ̂ et 03·̂  +  l ) 2 eqi~q2̂ ^x  ̂ d’une 
part, et en C2 x e q2~qi^^x  ̂ et c4 x e 9 2~qi l̂f x  ̂ d’autre part. Or la contribu­
tion asymptotique des premiers est toujours dominante par rapport a la 
contribution asymptotique des seconds. Tout ce qu’on peut esperer c’est 
done a nouveau un calcul de C\ et C3 puisque c-ι et C4 n’apparaitront 
que dans les termes a negliger. D’ou la necessite de supprimer la partie 
meromorphe.

Base de H 1 (S1; St(Ao)). Le recouvrement fondamental U(A jj) =  
{U2, U%»^3 ? ^4 } es  ̂ defini dans le plan des u comme U(Aq) dans le 
plan x (cf. Figure V.2.2).

Figure V .2.2

On y choisit pour base de Η λ(ί((Α$)\ St(Ao)) la famille 
T2 _  ( 2 2 2 2 x
T — \ Tl , 2 i T2 , Z i TZ, AiT4 , l )

definie a partir de X q comme r a partir de X q , ce qui donne

I sur les autres I7 2t+1

2,3

sur Uo

I

2,3

sur les autres Uf i+ 1
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sur ϋ ΙΛ

sur les autres Uf i+1

sur v l

sur les autres Ufi+l

On a bien q\ — q2(l/u) =  l/(2it2) sous forme de monome et on n’a 
plus le melange des termes qu’on avait dans la base r .

A la matrice F 2 est associe, par expM, le cocycle c it22 +  c2 T2 t3 +  
c3r3,4 +  c4t4,i °u les Cj sont les invariants de Birkhoff de F  qu’on cherche 
a evaluer (Proposition III.3). On peut done appliquer l’algorithme a F 2 
dans la base r 2.

Calcul de c\ et de 03. On a

p p l C H ? » )  = β - " " / 2Γ(η/2) ( 0 1 
0 0

et
P P t C H ? » )  = ( - l ) ” pp(CH;,2(n)) .

La forme de cette deuxieme relation est essentielle pour la suite du calcul. 
Rappelons qu’elle est due au fait que q2 — q\( 1/u) est un monome. C’est
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^  VO 0 /

< 1  =
J +Λ ;e-i/(2 »2) /Ο

Coefficients de Cauchy-Heine associes a F 2. Ce sont

CH? 2(n) =  - Λ -ρ  1,2V ’  2nr,it ί » + ι  ζ  l o  0 /

CH2 3(n) =  ^2,3 v ’ 2ιτ

CH* »  -  d b i
:3<τ/2°° 1 , /η  ι\

— e ^ U e i 0 1 £n+ie ξ VO o)

Constatons encore la separation de ciC H ?2(n) +  c3CH34(n) et de 
C2CH2)3(n) +  C4CH4 j(n) en un terme en Ire ligne et 2e colonne d’une 
part et un terme en 2e ligne et Ire colonne d’autre part; et rappelons que 
ce scindage est du a l’absence de partie meromorphe meme constante dans
X l  ■

C H J » ή .
2ϊπ

ο° 1 
^n+l'

*Too J
£η +1 - ‘ « « W j  ο )



elle qui permet, en separant les termes d’indices pairs de ceux d’indices 
impairs, de scinder l’egalite

p p t c C H ? »  + c C H ? » )  =  pp f  “  » " )

en deux equations formant, pour determiner ci et C3 , le systeme de 
Cramer

f cj +  C3 =  Go „ f Go = limm_+oo Gim 
1 ou \
I Ci — C3 =  Qi I £?1 =  limm_+oo (?2m +l

avec Gn =  2i7rv/e2- (”/2)+1 εη,,Γ/ 2Γ (η /2)-1 gn.
Or, le coefficient g =  Σ η>ιgnun de F 2 est nul. On a done 

Go = Gi = 0 et done
ci = 0 et C3 =  0 .

Michele Loday-Richaud

Invariants analytiques de [A]. Le groupe d’isotropie G0 de [A0] se 
calcule comme dans 1.8, Exemple 2. C’est le groupe trivial Go =  C*1. 
Les invariants analytiques de [A] sont done les invariants de Birkhoff 
(C1>C2, 03, 04) de [A] definis a un coefficient de proportionnalite pres. Un 
representant est donne par la famille

(0 ,-1 ,0 ,+ 1 ) .
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C2 = - f
2π ι
— et c4 =

Ζπ

Calcul de c2 et de C4 . On a

PP(CH*») = t i p v/i2<"/2>-1r(,1/2) (J

et
pp(CH2il(n)) = (-l)"pp(C H l,3(n)) ·

Cette deuxieme relation etant elle aussi une consequence du fait que 
q\ — ?2 ( l / u) es  ̂ un monome.

L’egalite pp(c2 CH2 ;3 (n) +  c4 CH4 (1 (n)) =  pp fournit le

systeme de Cramer

{
c2 “I- C4 =  H q v f H q =  limm— >+oo H2m 

ou <

^2 C4 =  ΊΊ\ L H,\ =  limiTj—v-j-oo i?2m+l

avec H n =  1ί^2_ ( η / 2 ^+ 1  Γ (η /2 )_ 1 /ιη .

Or le coefficient h — ^ n > 1  hnun de F 2 est donne par h,2m =  0  et 
^2m+l — 1.3.5... (2m—3)(2m—1 ) .| . Mais 2 " T ( m + l / 2 ) =  1 .3 .5 ... (2m —

3)(2m —1 )Γ (1 / 2 ) et Γ (1 / 2 ) =  y/π ; d’ou Ho =  0 et Hi =  γ \/^F, et done
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V .3. Exem ple 3
Cet exemple est un exemple avec ramification. II n’a ni monodromie 

ni partie meromorphe et q\ — q2 est reduit a un monome.

On se propose d’evaluer l’unique invariant de Birkhoff du systeme

tA| X̂  = AX avec A = \ { Xl  2 x )

en choisissant pour forme normale, la forme d’Hermite

[Λ„1 χ2%  = Α°Χ  ^  = 2 * )

et pour solution fondamentale normale, la solution d’Hermite

* · ( * ) =  ( l  Λ ) ( ϊ  - i ) « p ( ft(1o/x ) , 2( i ° /x ) )

avec
| 9 l ( l /x) =  2x"1/ 2 
I 92(1/ 2:) =  2^172

definie sans ambiguite sur la surface de Riemann du logarithme.
Le systeme [A] admet alors une solution fondamentale formelle de la 

forme -F(x)Xo(£) ou F  G Gl(2,C[[x]]) et .F(O) =  I .

Eclatement x =  t2. Par l’eclatement x =  t2, [A], [Ao] et Xo se 
transforment en

|A11 t3̂§=A}X aVeC Λ' = \{\2 2i2)

[AJI ,3^§  = AiX avec Λί = Κ '°2 2i2)  

et *.*(«) = ( J  J ) ( |  « « / ( « )  '

Le systeme [A1] admet alors une solution fondamentale de la forme 
i^Xo1 011 F 1 est une matrice paire de t (F  € GL(2,<C[[i2]])) telle que 
F 1 {0 ) =  I .

Dans cet exemple, la partie “reduction au cas separe” de l’algorithme 

se reduit a l’elimination de la matrice U — ^ J (cf. III.2).
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Elim ination de la matrice U (cf. III.2). On effectue les changements 
de fonctions inconnues

X  .— >· ^  J i )  X  dans [A l] et X  — * X  dans [Aol-

Les systemes [A1] et [Aj] deviennent

[A*] e d- §  = A ' X  avec A* - I _1+^  + j3)

[A»1 *2^ - = A »X avec ^  = | ( o  —1 + 2 i )

et leurs solutions fondamentales deviennent respectivement

-  pour [A?]: X&t) = (j J) « Φ

r t i m  = $
avec < 9/ , . -a

I =  it

— pour [A2] : F 2(t)X$(t),

ou F 2(t) =  ^ 1 ^ est une matrice de Gl(2, C[[t]])

qui verifie F 2(0) =  I ,  mais qui n’a plus de raison d’etre paire comme F 1 
(la constante 7  du lemme III.2 est nulle).

Determ ination de F 2. Notons

*<«>-(£ S)
=/+g ( i i  £)*’ ·

F  est l’unique transformation formelle, solution du systeme de passage 
de [A2] a [Ag]

t ^  =  A ' F - F A l

qui verifie F 2(0) =  I .
Par identification, on obtient, pour determiner g et h , les relations 

de recurrence avec conditions initiales suivantes :

4(n -  2)gn =  4n(n -  2)gn- X + gn_2 -  2(n -  2)gn_ 3 (n > 3)
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avec

et

<7o =  0 , g i  =  0  , g 2 =  - -
4

4 ( n  — l ) / i n =  —4 ( n  -  l ) ( n  — +  / in _ 2 +  2 ( n  -  l ) h „ _ 3  ( n  >  3 )

avec
/io =  0 , hi =  1 , /i2 =  0

Base de f i 1(S1; St(Ao)) et invariant de BirkhofF de F .  On a
9i — 92(1/0 =  —l /ί· La fonction admet done pour secteur
de decroissance le demi-plan Re(t) > 0.

Le recouvrement fondamental M(Aq) associe a [Aq] est defini par 
U{Al) =  { U l U 2} avec

Ui =  {t 6 C j argi φ —7γ/2}
U\ — {< G C I argi φ + π /2 } .

(Cf. Figure V.3)

i i

— ►

Figure V.3

On notera ici
772
u l , 2 {t 6 C I — π/2 < argi < +tt/2} 

et j =  {i 6 C I +  π/2 < argi < 3π/2}

les deux composantes connexes de U2 Π U$ (on adapte les notations 
habituelles faute d’un nombre suffisant d’ouverts dans U (Aq) ).

L’ensemble de cohomologie St(Aj))) est isomorphe a l’ensem­
ble de cohomologie de Cech i f 1(W(Ao); St(Ao)) qui est naturellement un 
espace affine de dimension deux, de base τ2 =  (τ22) T2,i) donnee par

0

0 0 J

sur C/2 ,i
*,={*0 !)ra -1=/+C sur vi
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ί I  sur Ul)2

ϊ ) (Λί)“ "ί+ϋ /·  °) sur ^
Soit τ l’unique generateur de i f 1 (S'1; St(Ao)) qui induit les deux 

generateurs de la base r 2 par l’eclatement x =  t2 (et les transformations 
d’elimination de U). A la matrice F  correspond par l’application βχρμ 
un cocycle cr de IT1 (S'1; St(Ao)). Ce coefficient est I’unique invariant de 
Birkhoff de F  qu’on se propose d’evaluer numeriquement.

Le systeme [A2], comme systeme de la variable i , admet deux 
invariants c\ et c2 definis par

exp ^ F 2) =  ciT22 +  c2r l i  6 H l {U(Al)\ St(Ajj))

Mais [A2] et [Aq] provenant de [A] et de [Ao] par un eclatement 
x — t2 , on sait que necessairement C\ =  c2 (cf. II.2.4). En outre, vue 
la correspondance entre les bases r et r 2, on a c =  cj =  c2.

On obtient done ici deux procedes de calcul de c, l’un consistant a 
evaluer la valeur de ci (ce qui se fait a partir de la suite (<7n)), l’autre 
la valeur de c2 (ce qui se fait a partir de la suite (hn) ). Naturellement, 
un seul des deux calculs suffit. Nous allons cependant les realiser tous les 
deux afin de pouvoir “constater” l’egalite c\ — c2.

Coefficients de Cauchy-Heine associes a F 2. Ce sont 

c’est-a-dire

ί CH?» = 5̂ Γ(η + 1) J) 

j CHi,,(n) = m^r(n-l)^ “) .

Calcul d e c =  c i .  La relation p p (c iC H i2(n)) =  pp ^ ^  s’ecrit

(<c\/2i~)Y{n -f 1) =  gn + ° ( n) >

168

ΟΗ?,2(η)= 5 ί

CH Ι , (» )  = - — L - ξ
tn+ 1 ^

0 0\ 
1 n )

Γ ° °  ί ί
£η+1 (°

T2,l =



Chapitre VI

η :
2
3
4 

250 
500 
750

1000
1250
1500
1750
2000
2250
2500
2750
3000
3250
3500
3750
4000
4250
4500
4750
5000
5250
5500
5750
6000
6250
6500
6750
7000
7250
7500
7750
8000
8250
8500
8750
9000
9250
9500
9750

10000
10250
10500
10750
11000
11250
11500
11750
12000
12250
12500
12750
13000
13250
13500
13750
14000
14250
14500
14750

-0.1250000000
-0.1250000000
-0.1263020833
-0.1249992947
-0.1249991063
-0.1249990715
-0.1249990593
-0.1249990537
-0.1249990507
-0.1249990488
-0.1249990476
-0.1249990468
-0.1249990462
-0.1249990458
-0.1249990454
-0.1249990452
-0.1249990450
-0.1249990448
-0.1249990447
-0.1249990446
-0.1249990445
-0.1249990444
-0.1249990443
-0.1249990443
-0.1249990442
-0.1249990442
-0.1249990441
-0.1249990441
-0.1249990441
-0.1249990440
-0.1249990440
-0.1249990440
-0.1249990440
-0.1249990440
-0.1249990440
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990439
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438
-0.1249990438

Ηn :
0.0001000000
0.1250000000  

-0 .1 2 5 0 0 0 0 0 0 0  
-0 .1 2 5 0 0 7 5 8 2 2  
—0.1250073884  
-0 .125 0 0 7 3 5 3 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 4 0 7  
-0 .125 0 0 7 3 3 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 3 2 0  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 3 0 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 8 9  
-0 .1 2 50073281  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 7 5  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 7 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 6 8  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 6 5  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 6 3  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 6 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 6 0  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 9  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 8  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 7  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 6  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 6  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 5  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 5  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 4  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 4  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 4  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 4  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 3  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 3  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 3  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 3  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 3  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 2  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
τ 0 . 1250073251  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .12 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .12 5 0 0 7 3 2 5 1  
-0 .1250073251  
-0 .1 2 5 0 0 7 3 2 5 1

η : Gn :
15000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
15250 -0.1249990438
15500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
15750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
16000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
16250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
16500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
16750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
17000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
17250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
17500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
17750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
18000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
18250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
18500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
18750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 8
19000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
19250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
19500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
19750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
20000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
20250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
20500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
20750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
21000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
21250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
21500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
21750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
22000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
22250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
22500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
22750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
23000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
23250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
23500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
23750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
24000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
24250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
24500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
24750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
25000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
25250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
25500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
25750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
26000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
26250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
26500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
26750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
27000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
27250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
27500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
27750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
28000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
28250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
28500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
28750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
29000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
29250 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
29500 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
29750 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7
30000 -0 .1 2 4 9 9 9 0 4 3 7

Η η :
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073251
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250
-0.1250073250

Table de Convergence C

Liste des valeurs numeriques des suites G n et H n definies par recurrence 
en V.3. Leur lim ite commune Q =  Ή perm et de calculer Funique invariant 
de Birkhoff c ~  — ίπ/4 de Vexemple V.3.
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ce qui donne

Ci =  2*7t lim Gn
n— >+oo

avec r  9n
" T ( n + l )

(Ici la suite Gn elle-meme admet une limite puisqu’on est dans le cas 
ou on doit prendre les sous-suites des termes de v en v avec v =  1
(■, =  <?(«? - « ! ) ) ) ·

Par ailleurs, des relations definissant gn, on obtient que la suite Gn 
est definie par la relation de recurrence avec conditions initiales suivantes :

Gn =  G n- i  +
1

4 n(n — l)(n  — 2) G n - 2 —
1

2 n(n — l)(n — 2)
Gn - 3 (n > 3)

avec Go =  0 , Gi =  0 , G2 =  ——

Calcul de c = C2 . La relation pp(c2 CH2 i(n)) =  pp s’ecrit

C2((-l)n+1/ 2*7r)r (n -  1) = + o(n) ,

ce qui donne

G2 =  2ΐ7Γ lim Hnn—►+ 00
avec

Par ailleurs, des relations definissant (hn), on obtient que la suite 
(Hn) est definie par la relation de recurrence avec conditions initiales 
suivantes (n > 5) :

Hn = Ηη_λ +
4(n — l)(n — 2 )(n — 3)

Hn-2
2(n - 2)(n - 3)(n - 4)

Hn- 3

avec

Une programmation sommaire, sans evaluation d’erreurs, a donne les 
resultats consignee dans la table C.

On constate “l’egalite” de ci et de c2 . On en deduit pour valeur 
approchee de l’unique invariant de Birkhoff de F

. 7Γ
C ~  —I — .

Invariants analytiques de [A]. Le groupe d’isotropie Go de [Ao] est le 
groupe trivial Go =  C*I . L’unique invariant analytique de [A] vaut done
1 a coefficient d’homogeneite pres.
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Chapitre VII. Methode infinitesimale : cas general

Nous reprenons les notations et conventions fixees ci-dessus en V.2 et 
nous essayons d’etendre la methode precedente en dimension n > 3.

La partie algebrique de reduction au cas separe se generalise sans dif­
ficulty a ceci pres qu’on ne peut en general rendre monomial qu’un seul 
polynome qj — qe (et son oppose qe — Qj) a la fois. Nous la reprenons 
ci-dessous en dimension quelconque et nous degageons l’algorithme cor- 
respondant.

La partie asymptotique de calcul effectif est plus delicate par suite 
de la restriction precedente. Elle ne se generalise pas au calcul de tous les 
invariants.

1. R eduction  au cas separe. Algorithm e

D E FIN IT IO N  V II. 1. On dit qu’une solution d’Hermite X  est (jo,£o)- 
separee si elle est de la forme

X  =  Z (x )xJeQ(i ) ou Z e  GLrfn, C {x }) ;

J est une matrice d’exposants de monodromie sous forme de Jordan 
reduite

et Q =  diag(<fr,. . .  ,qn) verifie les deux conditions suivantes

i) Les qj, j  =  1 , . . . ,  n , sont des vrais polynomes non ramifies (q j{\ )  € 7 Q 7 ]) >

ii) Le polynome qj0 — qt0 est un monome.

Une forme d’Hermite (jo,^o)-separee n’est pas une forme normale 
d ’Hermite au sens strict de la definition 1.4 lorsque Ζ φ Ι , mais elle appar- 
tient a la classe de Birkhoff analytique d’une forme normale d’Hermite et 
elle peut sans inconvenient etre choisie comme forme normale de reference.
On la notera de meme X q .

PROPOSITION V I I .2. Si X q est (ioj^o)-separee, le groupe des isotro­
pies de Birkhoff de [j4o =  es  ̂ trivial.

DEM ONSTRATION : Notons Xo =  Z (x )xJe® et supposons que T soit 
une isotropie de Birkhoff de [Ao]; alors TXq est une solution de [Ao] et 
il existe done une matrice constante inversible C telle que TXq =  X q  C .

Mais necessairement ([Jur78] Satz II), C commute avec Q et J , et done 
on a T =  Z C Z~l . En particulier, T (0) =  C. La condition T(0) =  I  
entraine C = I  et par suite T =  I .
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PROPOSITIO N V I I .3. Soit [A] un systeme de forme normale [Ao]. On 
note Xq la solution normale d’Hermite de [Ao] conforme aux conventions 
fixees et F  une transformation de Birkhoff de [Ao] en [A].

Fixons un couple d’indice (jo,£o),l < jo φί§  < n. Alors on peut, par 
un algorithme algebrique fini, construire a partir du couple ([A], [Ao]) un 
couple ([B], [Bo]) tel que

i) [So] admet une solution d’Hermite (jo^o) -separee

Yo =  Z (x )xJeQ(*> ,

ii) [B] appartient a la classe de Birkhoff formelle de [Bo] et I’unique 
transformation de Birkhoff de [Bo] en [B] admet dans la base “canoni- 
que” construite sur Yq un systeme d’invariants de Birkhoff equivalent a 
celui de F  dans la base “canonique” construite sur X q (cf. Def. V.9).

La demonstration et l’algorithme s’obtiennent par application succe- 
sive des lemmes ci-dessous.

Precisons d’abord ce que devient la base “canonique” Τχ0ι̂ 0 dans un 
eclatement x =  tp d’ordre p € N . Notons comme en III.3 Χ$ρ(ί) =  Xo(tp) 
et F*p(t) = F(tp) les transformees de Xo et de F  par l’eclatement x =  tp 
et soit [AqP] le systeme qui admet XqP comme solution. Choisissons 
comme domaine principal de variation de l’argument pour le systeme [AqP] 
l’intervalle [θ̂ ρ, θ$ρ +  2π[ avec θ$ρ =  θ0/ρ.

L’ensemble des directions anti-Stokes A*p de [AqP] est Z/pZ- 
invariant:

2 £ Ae0 (2 + 2kn)/p € A*£P pour k =  0,1, . . .  ,p — 10

et la base “canonique” %χ ·ρ θ·ρ de H 1(S1] A(AqP)) est reliee a celle 
‘Ζχο,θο de Β 1(5 1;Λ(Αο)) par les relations :

(VII'4> Γϋ Λ < * « » .> / ,«  =

pour tout 3 6 Ae0,(j ,£)£a  et h = 0,1, . . .  ,p — 1. En particulier, pour 
h =  0, on a

(VIL5> ’o W ' )  = ·

L e m m e  V I I .6 Suppression des ramifications. Les invariants de Birkhoff 
c(jte)-a de F (x ) dans la base %Xo;$0 sont relies a ceux Cy de

F*p(t) =  F(tp) dans la base ou XoP =  %o(tp) et θ*ρ = θ0/ρ,
par les relations

C(j,£);a =  c l j tt) - a / p Pour tout 3 6 Λ θ 0 et tout ( j , £ ) S a
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En outre, la 1 -cochaine fondamentale de F*p etant Σ/ρΣ-invariante, 
les autres coefficients de Birkhoff de F*p sont determines a partir des 
precedents ci-dessus par les relations : Pour tout h fixe on a

E
c * p ~  t * p ~  (t )C (i,0 ;( a+ 2 n h ) / p  T (i,< );(a+27rfc)/pV^

( j , ( ) £ ( a + 2 n h ) / p

Michele Loday-Richaud

Σ *Ρ *P ( f f , - 2ivh/p\
CU,t);S/p 0,<);2/ρ1 '  ’

U,t)ea/P

relation qu’on peut ecrire de fagons equivalentes

E
C*? _  t *p „  (t)

(j,t)-,(Oi+2irh)/p (j,t)',(a+2*h)/p{ >
(.j,t)S(&+2irh)/p

~  Σ C ( j , i ) ; c i / P  * *  T U , t ) ; a + 2 * h ) / p W  ® x h0
{ ΐ , ΐ ) ε α ! ρ

O U

Σ  c ( j , i y , ( a + 2 w h ) / p  ^ x h0 T j A i a / p { * )  M X o  
U , e ) £ ( a + 2r r h ) / P

= Σ -SW*) ■
U , t ) e a / p

Ainsi, il revient au meme de calculer les invariants de Birkhoff de F  
ou ceux de F*p. Plus precisement, on obtient les invariants de Birkhoff 
de F  en calculant les N  premiers parmi les pN invariants de Birkhoff deXV /N
F  p, et tous les invariants de Birkhoff de F p s’en deduisent.

D E FIN ITIO N  V I1 .7. Nous disons dans ce cas que les systemes d’invariants 
de Birkhoff de F  et de F*p sont Equivalents.

p - 1
L e m m e  V I I .8. Soit J3iP =  ® ( Λ  +  ·^/ί) I’un des blocs de J dans

j =o p

la forme d’Hermite Xq =  P x Kx JUe® et soit USjP le bloc correspondant 
dans U (Cf. theoreme 1 .3).

Alors le produit x J··’’ Us px~ J‘ ·? est meromorphe en la variable t =  
x l!p , c ’est-a-dire la matrice V(t) =  tpJ‘ >fUatPt~p3,'’‘‘ est meromorphe en 
t.

DEM ONSTRATION : Le facteur x ® co m m u te  avec Usp et le facteur 
est ramifie d’ordre p. □
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L e m m e  V I I .9. Soit H  € GL(n,C[[x]][±]).
Alors, il existe deux factorisations de H en

H =  F*R*xK’  et H =  xKRF

ou

F* et F e G L ^ n ,  C[[x]]),
K* et K  sont diagonales a coefficients entiers ( 6  2 ),
R* =  RqRi et R =  R\Ro avec Rq et Ro matrices constantes 

inversibles et il* et Ri matrices triangulaires dont la diagonale est 
Videntite et dont les coefficients sont des polynomes en 1 /x sans termes 
constants.

En outre, ces factorisations sont uniques si on impose a R* et a Ri 
la forme triangulaire superieure (ou inferieure).

DEM ONSTRATION : Les deux factorisations sont duales Pune de l’autre 
et elles s’obtiennent par la methode du pivot : on multiplie H par des 
matrices elementaires a coefficients series formelles a gauche pour obtenir 
R*xK et a droite pour obtenir x KR.

UnicitE : Supposons que x K R\RqF  =  xK'R^R^F' avec K  =  diag(&i,. . . ,  kn) 
et K' =  d ia g ^ i,. . . ,  k'n) .

Alors, RqF'F~1 Rq 1 =  R,1 ~1 x K- K'R ^= χ κ ~κ Ί  +  N  avec N  trian­
gulaire et nilpotente. Or la matrice R'0 F'F -1 R q 1 , et done en particulier 
sa diagonale, est a coefficients series formelles. Done kj >  k'j pour tout 
j  =  l , . . . , n  et par symetrie K  = K ' . Alors en identifiant les termes/V /V.
constants on obtient R q = R 0 puis N = 0  et F  =  F  . □

LEMME V I I .  1 0 .  Soit (j,£) un couple d’indices tel que le polynome 
Qj ~ Qt S°H non ramifie de degre k >  0. Notons

/ a , ^  , , bk-1 
(<lj ~  9t ) ( ~ )  =  “ jfc +  - χ Γ Γ  +  · · · H--- —  ·X  X K x *  1 x

II existe un changement de variable tangent a Videntite

«   ̂ -  
® n . . . k—1 5 ' *' ’ i ^1 -f- a\u +  . . .  + ak-\uK 1

tel que la fonction (qj — pour partie polaire (Qj — Qi)(·^) en
0 le monome

(Q ,-< 3 < )(- )  =  4  ·U  U K

DEM ONSTRATION : Les relations d’identification de la partie polaire de
— Q*)(lifuj)  ̂ forment un systeme lineaire triangulaire admettant 

une solution unique en £*i,. . . , i (cf. [L-R90] lemme III.3). □

Chapitre VII
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P R O P O S I T I O N  V II. 11. Algorithme de reduction a la forme separee.

Donnies Un systeme [A] et une de ses formes normales d’Hermite [Ao].
Une transformation de Birkhoff F  de [Ao] en [A] determinee par un 

nombre fini de conditions initiales (les isotropies de [Ao] sont polynomials 
de degre borne).

Un couple d’indices (jo,to), 1 < Jo φ^ο < n.

Algorithme
1) Determiner la solution normale d’Hermite

X 0(z) =  P (x )xKx JUeQ(1/x} ,

conforme a u x  conditions adoptees (elle est calculable par ex em pl e par le 

code DESIR)

S’assurer que q j0 φ q t0 .

Determiner le ppcm p des ordres de ramification de Q .
2) Effectuer l’eclatement 1 1— > x — tp . Les systemes [Ao] et [A] sont 

transformes en [Aj] et [A1] donnes par

Al(t) = p tP - 1 A0 (tp) et A*(i) =  ptv~l A(tp) .

^ / s 1
Xo et F  sont transformes en X q F  donnes par 

Xo(t) =  Xo(tp) =  P(tp)tpKtpJeQl(1/t) et F 1 (t) =  F(tp) .

(Si p φ  1 on a ainsi supprime les ramifications).
3) Si U φ I  (cas ou ρ φ  1), determiner V(t) =  tpJUe~pJ. On a alors

Xo(t) =  Φο(ί)ί, ’ν ?1(1/*)

ou Φΐ(ί) =  P(tp)tpKV(t) est meromorphe (lemme VII.8).
4) Factoriser a gauche la partie meromorphe Φα(ί) du produit 

Φ(ί) =  F 1 (t)P(tp)tpKV(t). On obtient Φ1 par la methode du pivot ap- 
pliquee a droite et il suffit de connaitre un nombre fini de termes de F 1 

(Lemme VII.9).
On note Φ(<) =  Φ ^ ή Ρ 2^), F 2 G GX/(n,C[[i]]).
5) Determiner Aq =  φ°Αο et A2 =  ^ A 1 (remarquer qu’on n’applique 

pas la meme transformation a Aj et a A 1).
[Aq] admet une solution normale d’Hermite de la forme

X:2 (t) =  tpJeQl(1/t)
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et [A2] une solution d’Hermite de la forme F 2X q avec F 2 € GLi(n, C[[i]]).
6) Determiner le changement de variable

u
ou k =  d°(q)o -  q}o)

qui rend monomiale la partie polaire Q'(^) de (qjo — <ie0) ( j^ j)  en 0 
(lemme VII.10).

Noter = <?'(£) + R ( u ) -

7) Determiner les systemes [Ag] et [A3] deduits de [Aq| et de 
[A2] par ce changement de variable. On a Aq(u) =  ^ ( u) * A\{t(u)) et 
A \u) = &t{u ) .A\t(u ) ) .

On a, en outre, Xq(u) =  expi?(0) · Z(u)upJe^ a v e c  

Z(u) =  eRM - RW · (1 + alU + . . .  +  a fc-iu*-1)*·7 e GLi(n,C{u})

et X 3(u) =  F 3(u)Xi(u)  avec F 3(u) =  F 2(i(u)) € G£j(n,C[[u]]).
8) Determiner A4 = exP-*(°) A3 et Aq = exP-«(°) Aq . On a

X^(«) =  Z{u)uPJeQ'(1 û)

et

X 4(u) =  F*(u)Xf(u) ou F 4(u) = exp-R (0)-F 3(u)-expE(0) e GL/(n,C[[u]J) . 

La solution d’Hermite X 4 est (jo^o)-separee.

Resultats

Les systemes [B =  A4] et [Bo = Aq] .
En effet: X q est une solution d’Hermite (jo5̂ o)-separee de [Aq] et 

le systeme des invariants de Birkhoff de F 4 (unique transformation de 
Birkhoff de [Aq] en [A4] ) dans la base “canonique” construite sur X q 
est equivalent au systeme des invariants de Birkhoff de F  dans la base 
“canonique” construite sur Xo .

d e m o n s t r a t i o n  d e  l ’a l g o r i t h m e  e t  d e  l a  p r o p o s i t i o n  V I 1 . 3  : Les 
lemmes VII.6 a VII.10 autorisent chacune des etapes. Les invariants de Bir- 
khoff sont invariants par changement de variable (ce sont des constantes).
On les retrouve apres un eclatement comme etant une partie des in­
variants de Birkhoff equivalente au systeme complet de ces invariants 
(lemme VII.6). II reste a voir qu’ils sont conserves lors du passage de 
(Α ο,Α 1) a (A2, A2) (le passage de (Aq,A3) a (Aq,A4) est analogue). Or, 
soit a une direction anti-Stokes de [Aj] (et done aussi de [Aq] ) et soit
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a son relevement au feuillet choisi. Notons et F*+ (resp. F t  et
i| + )  les sommes fondamentales de F 1 (resp. F 2) de part et d’autre de la 
direction a et C~ (resp. C~) la matrice de Stokes associee a la direction 
a. On a, par definition

ch= (FlrwiA*))'1 (F'S « * ί ,*ω )
et

C l  =  ( ^ + (* )^ 2,S(*))

pour tout t 6 U a.
De l’identite formelle

F l (t)X lit) =  $ l {t)F \t)X H t) ,

on deduit

Mais puisque Φ1 est meromorphe, on a Φ  ̂ =  Φ̂ + et done C~ =  C~.

PROPOSITIO N V II. 12. On peut en outre dans la proposition VII.3, 
imposer Z(x)  =  I .

L ’algorithme VII. 11 est a completer par le point
9) Noter X 05(u) = X 5 = X 4 et A5 =  A4 .

Determiner Aq par Aq =  -%£■(Xfi)-1 ou par le changement d’in- 
connues Y  =  Z X , d’ou Aq =  z ~'Aq.

On a X 5 ( u )  = F 5 ( u ) X $ ( u ) avec F 5 =  F^Z.
On prend pour resultat [B =  A5] et [Bo =  Aq] .

R e m a r q u e  V II. 13. La matrice Z est diagonale par blocs analogues a 
ceux de J . En particulier, dans le cas ou Xo n’a pas de logarithmes, elle 
est diagonale.

Le seul interet a conserver le facteur Z peut etre numerique; en effet, 
dans le cas ou on conserve Z , la transformation de Birkhoff F  =  F  est 
determinee par de vraies relations de recurrence lineaires (a un nombre 
fini fixe de termes), alors que ce n’est plus le cas pour F  =  F 4Z qui verifie 
des relations de recurrence a un nombre croissant de termes.
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Chapitre VII

2 . Calcul des invariants dans le cas separe
Supposons que [Ao] admette une solution d’Hermite de la forme 

Χο(®) =  Z (x )xJ avec Z € G L /(n ,C {x }) et Q quelconque.
Soit [A] un systeme de la classe de Birkhoff formelle de [Ao] et F  

l’unique transformation de Birkhoff de [Ao] en [A].
Notons J =  D + N  avec D = diag(Ai,. . .  ,An) et N  nilpotente. 
Nous rappelons d’abord comment sont definis l’isomorphisme infi­

nitesimal et son inverse l’application de Cauchy-Heine ([MR82], Th.3.2.1 
et 3.2.2).

Isomorphisme infinitesimal
C’est l’isomorphisme

μ : Λ / Λ 4 —

OU
y s

M  =  M(n,C[[x]]) est l’anneau des matrices a coefficients series 
formelles,

M  =  M(n, C {x }) est le sous-anneau des matrices a coefficients series 
convergentes,

M / M  est Pensemble des classes d’elements de M  modulo l’addition 
par des elements de M . ,

Ao est le faisceau au-dessus S1 des germes de matrices holomorphes 
asymptotiques a 0 a l’origine de C

et ou μ est defini comme suit:
Soit U =  {ΙΙΊ·, 7 € Γ} un (bon) recouvrement de S1 et soit/ S x-v

M  6 M.. On sait grace au theoreme de Borel-Ritt qu’il existe des matrices 
Μ Ί € M (n ,0 (U y)) a coefficients holomorphes sur U~, et asymptotiques 
a M  sur Uy . La 1-cochaine (—M 7 +  M7+ i)7gr est a valeurs dans Ao. Sa 
classe de cohomologie abelienne est independante du choix des matrices 
Μ γ “relevant” M  et du choix de M  dans sa classe modulo A i . C’est par 
definition μ(Μ).

Application de Cauchy-Heine
L’isomorphisme infinitesimal μ admet pour inverse l’application de 

Cauchy-Heine definie comme suit : c’est l’application additive qui a une 
1-cochaine elementaire d’un recouvrement U

• ·
Γ φ sur l’un des ouverts U de U
1 0 sur les autres ouverts de U
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associe la classe dans SAjM. de la matrice

CH<*> = =  Σ  CH“ [ » K

' ητι(φ) r l i f  j tou C H ;j;}[n] = 2̂ i y  “ ί= + Γ -^  

et ou 7  est un rayon quelconque dans U.

Figure V II.2 . 1

Nous omettrons desormais l’indice superieur (φ) . La difference des 
deux series CHq·^) obtenues en integrant sur deux rayons differents 
(en longueur ou en direction) est une serie convergente. Ces formules 
definissent done bien une application a valeurs dans M / M .

Base “canonique” de H1(S1; A(Ao)) construite sur X 0et θ0 =  0
C’est la base % =  {re,· /v « )~  ~a  , - formee des 1-cochaines1 Khlhaia^A 0 ,{j,t)£^

elementaires
T(j,e)-a(x ) — I  +  Z( x) xNx X i e 9̂i E^j ^x~n Z( x ) ~ 1 sur lJa

(dans le membre de droite, on a note pour simplifier x au lieu de x le 
relevement de x au feuillet principal 0 < argx < 2 π)  (Prop. IV. 1).

Dans le cas sans logarithme ( N  =  0) et pour Z =  I ,  la matrice 
T(j,i)-,a ~ I  est proportionnelle a la matrice elementaire : par
projection sur une telle base, on “separe” les coefficients des matrices.

“Base” infinitesimale V  associee
C’est la famille %' =  {r/· ~A , , des 1-cochaines abeliennes1 U,i)iO‘i aeAo,U,t)e«

elementaires a valeurs dans Ao associees a % par les formules
T[j,ey,a(x ) =  xXi~Xl^ g* ~qt^ 1 x̂^E^j^ (0 < argx < 2π) sur JJa . 

Noter qu’on a oupprime Z et les logarithmes.
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Cocycle abelien associi

Au cocycle c(F) =  I c0><);3? ra *);i
\ ( i > e ) £ a  J  α ε Α ο = Α η [ ο , 2 π [

le cocycle abelien

C'(F) = ( Σ  r(i,<);a)aej40 '
U , t ) £ S

Serie de Cauchy-Heine associie
Nous choisissons des rayons d’integration illimites et portes par les 

relevements principaux des directions anti-Stokes.
Au cocycle c'(F), on associe done la serie matricielle

C H ^ »  =  (CH $f> =  Σ  CH0,e [n]x"
\  ">°  

n ij r„i _  _ 1 f C °° j tou CH (j,/) [n] — 2_  ̂ c(j,t);a 2ίπ I
2 I < j , t ) S 8  J Q

Theoreme de comparaison entre Visomorphisme de Malgrange-Sibuya et 
Visomorphisme infinitesimal correspondant (il s’agit du theoreme de 
Malgrange-Sibuya classique e’est-a-dire sans systeme differentiel).

Soit

F  =  I  +  f e G L I(nX[[x}}),
JL #
F  =  {I  +  f  α)αζΑ une 1-cochaine representant la classe de cohomologie 

exp^(F),

et Fa =  I  + f a des incarnations de F  =  I  +  f  (Prop. IV.3) telles que 

!  +  }<* =  (Ι  +  / α ) _1(/  + / ί )  pour tout a .
• ·

Alors la 1-cochaine infinitesimale Φ =  (Φα) definie par 

Φα =  {I  +  f a ) f a  P°ur tout a
/N

represente la classe de cohomologie abelienne μ(Ρ).

DEMONSTRATION : On a en effet Φα =  -  f ~  +  / +  =  - F ~  +  F + .
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Principe de la methode : Le theoreme de comparaison applique a la 1- 
cochaine fondamentale c(F) de F  nous dit que la serie de Cauchy-Heine 
de Φ est dans la classe analytique additive de F

F(x) =  CH ^[n]i" modulo M  =  GL(n, C{®}) .
n>0

Les coefficients CH^ [n] de cette serie de Cauchy-Heine dependent des 
invariants de Birkhoff C(j,t);a cherches et on essaie de determiner ceux-ci 
a partir de l’egalite precedente.

•

Remarquons tout d’abord que, l’egalite F  =  CH^[n]x" n’ayant 
lieu que modulo les series convergentes, cela n’a pas de sens de comparer 
ces series terme a terme: on va comparer les comportements asymptotiques
quand n tend vers l’infini des coefficients F[n] et CH^ [n].

Par ailleurs, on n’a pas d’expression explicite simple des sommes Fa 
de F  et done aussi de Φ (bien qu’on dispose actuellement de formules 
integrates iterees d’acceleration).

Le principe consiste a remplacer la 1-cochaine infinitesimale Φ par la 
1-cochaine abelienne d(F)  associee dont la serie de Cauchy-Heine

F' =  Σ  CHc'(^ )[n]xn
n>0

est plus simple, et d’evaluer si, ce faisant, l’erreur commise peut etre 
negligee. On utilise alors les relations fournies pax l’equivalence F[n] ~  F 1 [n].

n— ►oo

Etude asymptotique de la serie de Cauchy-Heine F' de c'(F)

On a note T [ j  iy%(x ) =  x Xi ~ Xt .

Notons 
Λ =  Λ j \ t ,

CH0l0i*W  =  175 [  °° ,

k =  d°(qj -  qt)
et a r =  2o +  2πτ/k, r =  0,1,.,& — 1 les relevements principaux des 

directions anti-Stokes portees par ( j , £).
On a =  Σ Γ=0 c(j,f);a r CHq· ^ .gr[n].
Les coefficients C(jtey&r sont les coefficients de Birkhoff qu’on cherche 

a determiner. Les fonctions CH^j.jyfn] sont des fonctions gamma genera- 
lisees. On sait toujours en calculer un developpement asymptotique quand 
n —> +oo ([D uv83]); nous allons le preciser en distinguant le cas ou qj—qt 
est un monome du cas ou il n’en est pas un.
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Chapitre VII

Cas ού (,qj -  gi)( i)  = $

Par le changement de variable s =  — a/£* (on a —a =  |a| e,ar* ), les 
integrales de Cauchy-Heine ci-dessus deviennent

C" W M  =  2L ·  f a C & ' A)' te ' T  ■

On est ramene a une integrale definissant une vraie fonction gamma. 
On a

(VII.14) αΗ (,> ()Λ [η] =  ^ ( | α | 6'δ ' ι ) “ <η" Λ )/ίΓ ( ^ )  ,

et en particulier

CH0 ,0;a, [n] =  CH0i0.So [η] .

Le coefficient de “proportionnalite” depend de n , mais il est periodi- 
que de periode k ; il est done constant si n varie en progression arithmeti- 
que de pas k . On a ainsi, pour q =  0 ,1 ,. . . ,  k — 1, les k relations

CH(j^);oir[m^+9] = e-2,7rr î-A ^*:CH(j;eya0 [mk+q] , pour tout m e N ,

d’ou
(VII.15)

F{j,t)[mk +  q] =  ^  e" 2<*K,“ A)/*cO-,0;ffr)  CH(^);3o[mA: +  ^  ·

En conclusion, on sait evaluer le terme d’indices (j,£) de la matrice 
de Cauchy-Heine (a fortiori son comportement asymptotique) et on peut 
enoncer:

Les sous-suites (jF[jte) [m& +  ?]) ses coefficients de k en k
sont proprotionnelles a

1 /  .~  , \  —m —(q—A) / k  n — Λ

CH(j,e),a0[mk +  «] =  2J^k ( |α|̂  )  Γ(™ + ~ k ~ ) '

Seuls les coefficients de proportionnalite dependent des coefficients de 
Birkhoff c  ̂ ^ cherches et ils en dependent lineairement.
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Cas ou (qj -  g£)(i) =  pr +  # ( 7 ) avec R φ 0 et d?R < k 
On a maintenant ([Duv83])

(VH-16) CH(>,()iS, [„] ^  J - j  ( | a | e « - ‘ ) - (”' A)/t

k

ou les coefficients β3 dependent de a et des coefficients de R (en 
particulier, βι est egal au coefficient du terme de degre k — 1 de R).

On a un facteur exponentiel supplementaire qui ne conserve pas les 
proprietes du cas precedent. On constate en particulier que :

d’une part, on n’a pas de formule simple permettant de comparer 
les C H q · . g r[n] dans les differentes directions a r et done pas d’equiva­
lent asymptotique de CH(j^)[n] independant des coefficients de Birkhoff
c(j e)-ar ® â cons ân ê Vr ŝ ;

d’autre part, ce facteur devient toujours exponentiellement grand avec 
n dans au moins une des directions anti-Stokes a r.

II apparait ici l’importance du choix de q j—qt sous forme monomiale.

Evaluation des erreurs et fin du calcul
Supposons pour simplifier que X q n’a pas de logarithme ( N  =  0 ). 

Alors Z est diagonale et on peut sans grand changement supposer en 
outre que Z =  I . Nous laissons au lecteur le soin d’etendre les arguments 
au cas general avec logarithme.

On a c'(F ) = c(F ) — I. On passe de la 1-cochaine abelienne c'(F ) 
a la 1-cochaine infinitesimale Φ en multipliant a gauche par les facteurs 
inconnus F~ =  I  +  f~ .  Ce faisant, on agit sur les lignes de c'(F ) et les 
perturbations se propagent a l’interieur de chaque colonne. On va done 
comparer les series de Cauchy-Heine colonne par colonne.

Fixons une colonne i .
Le coefficient d ’indices (j,£) de la matrice F 1 [n]

k - i

F0\*)M = c ( i.ey.dtr i .e y .a . N
r = 0

a ete evalue precedemment (VII.15) et (VII.16).
La perturbation apportee par le facteur f a- (majore par Cte |x| au 

voisinage de 0 ) est une somme de termes d’ordre CH ^/^^fn — 1] pour 
tous les couples (j',£) de la colonne £.
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La fin du calcul repose alors sur les deux arguments suivants :
i) Si chacun des termes CH(J/)f);̂ [n —1] est d’ordre strictement inferieur 
a F'(j ^[n], la perturbation n’affecte pas le comportement asymptotique de

-F'ovoM· 0n Peut ®crire F(j,t)[n] ^ 0 ,0 W·

ii) Si qj — qe est un monome, on a, pour q =  0,1, . . . ,  k — 1, les relations 

(VII.17) P ( i ( )K  +  «1 = ( σ e_2i' r<,_A)/*c0ii).arj  ^

Posons [g] =  limm_ +00 L^>() [mk + q] avec

r ______________ F(jAmk + <l}____________L(jj)[mk + q] -  ^ m_(g_A)/fc
2άτ(|α|̂ “"1) Γ (m +^)

On peut calculer C(jti)[q] a partir des relations de recurrence definissant
-^W )N·

On obtient alors les coefficients de Birkhoff CQ- .̂g  ̂ cherches comme 
solution du systeme de Cramer :

Chapitre VII

Jfc-i
(VII.18) E e' 2" r<," ' ) / ‘ c0 ' . , w s . = £ 0'.,i . ) [ i ] .  5 = 0 , 1 , . . . , * - 1

r =  0

Conditions de validite du calcul des coefficients ^ ,gr , r = 0 ,1 , . . . ,  k — 1
II s’agit de preciser quand sont realisees les contraintes (i) et (ii) 

ci-dessus. Les formules (VII.14) et (VII.16) permettent d’enoncer les 
conditions :

k =  d°(qj — qe) est le plus bas niveau de la colonne t  (i.e. d°(qji — qe) > 
k, Vi').

Si pour une valeur j '  φ j , le polynome qy — qe =  -fr +  · · · est de 
degre exactement k , on doit avoir :

ou bien |a'| > |a|,

ou bien |a'| =  |a| et (qj> — ?£)(-j) = ■fr est un monome.
Autrement dit : toutes les exponentielles eqj'~qi de la colonne i  

doivent etre d’ordre > k. En outre, celles qui sont d’ordre k doivent etre 
de type > |«j ct, si elle sont de type |a|, l’exposant doit etre un monome.
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3. Cas de la dim ension trois. Exem ple
On conserve les notations des paragraphes V.2, VII.l et VII.2 ci- 

dessus et on precise les differentes possibilites pour les systemes de 
dimension n =  3.

On se donne une forme normale X q et une transformation de Birkhoff 
F  € GLi(n, C[[x]]) de Xo· On suppose Xo reduite a la forme

X 0 = x JeQ avec Q =  Diag(?i, 92, 93) ·

3.1. Bilan detaille de la m ethode infinitesimale
ler  cas : q\ = q2 = 9 3

Alors K{Aq)) est trivial. II n’y a pas d’invariants de Birkhoff.

2 e cas : q1 = q2 =  q, qz ^q

Notons J =  diag(Ai,A2,A3) +  e£?i(2 avec ε =  1 ou 0 suivant que X q 
contient ou ne contient pas de logarithme.

Supposons que dans la reduction preliminaire de X q on ait aussi 
reduit q—qz a un monome. Notons (q—qz)(l/x) =  a/xk ; k =  cP(q—qz) =  
dP(q3 - q ) .

Les directions anti-Stokes sont les directions a o ,. . . ,  a * -i du front 
de q — qz et α ό ,. . . ,  du front de 9 3 —9 (Definition 11.13). Leurs 
relevements au feuillet principal verifient

a r =  So +  2 π r/k 
a'r =  3 0 +  2 wr/k 
a '0 =  a0 ±  π/k .

La base “canonique” <Ζχ0 s’ecrit, pour r =  0, l , . . . , f c  — 1,

ί T0.3);S?P = -̂  +  ® e? 3̂ ^(j,3)x J J j  =  1»2 
\ — I  χ e 3̂ ■̂̂ (3,/)® ?  ̂=  1,2 .

On a

' TU ,* )# r= I + xX~Xaeig- 9 3Xl/X)E(h3)
 ̂ r(2,3);2 r = I + x X~X3 e{q- qs)(1 /x)(E{2 ,z) +  eE(h3 ) Logx)

' T(3,l);2'r =  1 +  * λ3- ν * 3 - ?)(1/*)£(31)

 ̂ r(3,2);3'r = I  + x X3 ~xe ^ - ^ / x\E {3j2) + e^ (i)3)Loga;) .
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On justifie aisement la suppression des termes contenant un loga­
rithme dans la base infinitesimale 'Xo associee

ί  T'u»,S, =  * λ- Α·« <· - " )Ε 0 .») > J =

I  T( W  =  , « =  1,2 .

En effet, l’integrale f  ^  a, lorsque n tend vers
A  ^

l’infini, un comportement asymptotique dominant celui de I £λ_λ3β(?_?3·̂ 1/^  Log ξ +1
ΊDans la serie de Cauchy-Heine, les termes contenant un logarithme sont 

done subdominants. On peut les negliger.
Remarquons que les matrices E(12) et -£'(2,1) n’apparaissent pas dans 

la base %χ0 : il n’y a pas d ’invariants de Birkhoff de type C(12);̂  ou 
c ( i2 , i ) ;a ·

On a 4A; coefficients de Birkhoff a calculer : les quatre families

C(1,3);5p 5 C(2,3);aP ’ C(3,l);2'r ’ C(3,2);3'p »

pour r =  0,1, . . . ,  fc — 1.
Notons Λ =  λ — λ3 . Alors

1 /•e,^ ° o o  jc

CH(1,3)ia tW  = c h (2>3);5> ]  = —  jf  j

CH(3,1);aiW =  CH(3|2ha, H  =  ^ ( | « | e ia;* )-< "«> /‘ r ( ^ )  .

Notons

A > , 3 ) M  =  J i r n j u , n [ m t  +  q ] /

et

£ <V»[?] = +  ( ^ ( l ^ ,* ‘ ) - (*+A)/*r < ^ ) )

pour j  = 1,2, £ =  1,2 et g =  0,1, . . .  fc — 1.
On obtient des valeurs numeriques approchees de ces limites en 

calculant un certain nombre de termes des suites du second membre a 
partir des relations de recurrence qu’elles verifient.

Chapitre VII
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Les coefficients de Birkhoff sont alors les solutions des quatre systemes 
de Cramer

k-l
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(1) Σ  = £(M,[9] . « = 0,1.......k - l ,
r = 0 

k — 1

(2) Σ ε' 2" Κ ,' Λ)% Λ δ ,  =  A2,3)[«] . « =  ,
r = 0

(3) Σ  =  £ < „ ,[ ,]  , q =  0 , 1 , . . . ,  k -  1 ,
r =  0 

k -l
(4) ] T  e - 2i' ,'<»+A>/l c(3,2).a , =  £(,,„[«] , « =  0 , 1 , . . . ,  k -  1 .

r = 0

3e cas : q\, q2, qz deux a deux distincts et X q admet deux niveaux 
k2 < h

Notons J =  diag(Ai, λ2, λ3) (Χο ne contient pas de logarithme; 
rappelons qu’en outre 0 < ReAi, ReA2, ReA3 < 1).

Ordonnons q\, q2 et qz de telle sorte que d?(qi — q2) =  k2 . Alors 
d °(qi  “  ?3 ) =  d°(q2 -  q z ) =  h  .

La base “canonique” %χ0 definie par

T(j,ey,a =  I  +  x x’ ~xte(q>~qt^ l x^ ( j j )  pour 1 < j  φ I < n et aE(j,£)

est “separee” (seul le terme E^j^ apparait dans τ^^γ,α)·
La base infinitesimale associee s’ecrit

Calcul des invariants C(lj2) ;c? et C(21).;y
Supposons que, par les reductions preliminaires, on ait ramene q\ —q2 

a la forme monomiale (de degre k2 < ki = d°(qi — qz) =  d°(?2 — qz))·
Les coefficients de Cauchy-Heine CH(ii2).£ et CH(i>2).£ sont domi­

nants dans leur colonne. On peut appliquer la methode infinitesimale a 
la Ire et a la 2e colonne pour calculer les coefficients de Birkhoff C(12).^ 
et C(2)i);5  pour tous les a portes par (1,2) ou (2,1). Le calcul se conduit 
comme dans le cas precedent.
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Calcul des invariants C(13).^ et C(2)3) ;£
9i — qz et q2 — qz ont necessairement meme partie principale a/xkl. 

Supposons qu’on ait ramene q2 — qz a la forme monomiale (q2 — qz)(l/x) =  
a/xkl. Alors, d’une part q\ — qz n’est pas un monome, d’autre part il a 
meme partie principale que q2 — qz. Les formules asymptotiques (V.18) 
montrent que dans la serie de Cauchy-Heine, les perturbations ne sont 
pas negligeables. Detaillons simplement un exemple en prenant A =  0 , 
(92 — qz)(l/x) =  — 1 /x2 et (qi — qz)(l/x) =  — 1 /x2 + a/ x . Les directions 
anti-Stokes sont R+ et R- . On a

1 f + °° e- 1 /^2 1 f + °° ds 1
c h  < . „ ; .♦ ( » ) - 5- /  - p r

et

1 f +°° e~1 /t2+a/t 1 r-
CH(,* * ♦ < » ) = « ; /  .

De meme CH(i)3).r-(n ) ~  CH(2i3);R -(n )e"“ v^ . L’un au moins des 
facteurs ou e~a^  ne tend pas vers zero. Et l’approximation faite
en remplagant la 1-cochaine infinitesimale Φ associee a la 1-cochaine 
fondamentale c(F ) par la 1-cochaine abelienne c'(F) =  c(F) — I  n’est 
pas acceptable.

On ne peut pas calculer par cette methode les invariants de Birkhoff 
^(i,3);a et C(2 !z)ja, ni de meme £(3^)53? et £(3,2);α·

4e cas : q i , q2, q3 deux a deux distincts et X q admet un seul niveau k 
(d°(qi -  q2) =  d°(q2 -  q3) = <P(q3 -  9l) =  k).

Notons encore J =  diag(Ai,λ2,λ 3) et supposons que q\ — q2 ait ete 
mis sous forme monomiale

(Qi ~  ? 2 ) ( 1 / χ )  =  Λ  ·Ju

Alors, soit ( 9 2 — 9 3 ) et ( 9 3 — 9 1 ) sont tous deux des monomes, soit ni l’un 
ni l’autre n’en est un.

- Si 91 — 92  , 92 — 93 et qz — 91 ne sont pas reductibles simultanement 
a des monomes, alors on ne peut calculer par la methode infinitesimale 
aucun des invariants de Birkhoff.

- Si (91  - 9 2 ) ( 1 / x )  = a /x* , (q2 -qz)(l/ x ) =  b/xk et (9 3  — 9 i ) ( l / ^ )  = 
c/xk , avec |a| < |6| < |c|, alors on peut toujours calculer par la methode 
infinitesimale les invariants de Birkhoff C(12).^, C(2)1).£ et C(2)3);s .  Par
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dualite (remplacer [Ao] et [A] par leurs duaux [A ]̂ et [A*], X q par 
1X q 1 et F  par tF ~ 1), on peut aussi calculer c^ t2 );a-

Si, en outre, |c| =  |6|, on peut calculer les invariants et par
dualite C(3)1).^.

Nous traitons maintenant un exemple de dimension n =  3 dans lequel 
k =  1 et |a| < |6| < |c|.

3.2. E tude d ’un exem ple de dim ension 3 et de niveau 1

Considerons le systeme differentiel

dX (   ̂ ®
[A] : —— = A X  ou A =  j —1 /x 1 /x2 ix

x \  1 0 (2 +  i/2)/x2

II admet pour forme normale d’Hermite

JV 1
[A0] : - j— =  AoX  ou A 0 =  —  diag(0,1,2 +  i/2) 

αχ χΔ

de solution normale d’Hermite

X 0(z) =  eQ(1/a:) avec Q =  diag(gi,92, 93)

et qi(l/x) =  0, 92(1/®) =  - 1 /x, 93(1/®) =  - (2  +  i/2 )/x.
II existe une unique transformation de Birkhoff F  de [Ao] en [A], 

unique solution du systeme

dF ~ ^ 
[Ao; A] : —  =  AF — F A q

satisfaisant a la condition initiale .F(O) =  I.
Le systeme [A] admet un seul niveau k =  1 (=  d°(qi — 92) = 

d°(92 — 93) =  ^°(93 — 9i)) et les trois polynomes 91 — 92, 92 — 93 et 
93 — 9i sont simultanement des monomes. Notons

(9i - 92)(~) =  -  , a =  l
X  X

(92 -  9 s )( -)  =  -  , 6 = 1  +  i/2
X  X

(93 - 9 0 (7 ) =  ·; , c =  - ( 2  + i / 2 ) .
X  X

On a |a| < |6| < |c|.

Michele Loday-Richaud
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Les directions anti-Stokes sont

Chapitre VII

a =  π portee par (1,2) a =  0 portee par (2,1)
7Γ 7Γ

a =  π -f — portee par (2,3) a =  — portee par (3,2)
6 6

a =  π +  arg(2 +  i/2 ) portee par (1,3) a =  arg(2 +  i/2) portee par (3,1)

Puisque chaque couple (j,£) porte une seule direction anti-Stokes 
(le niveau k vaut 1), nous noterons celle-ci et nous noterons
indifferemment C(j/) ou c ·̂ e) les invariants de Birkhoff.

On a a calculer les six coefficients

C(l,2) =  c(1,2);7T , C(2,1) =  C(2) i);0 , C(2)3) =  0(2)3);7π/6 ,
C(3,2) =  c(3,2);7T/6 , C(lj3) =  0(1)3);π+3? , C(3jl) =  C(3>1);S ,

ou a =  Arg(2 +  i/2 ) (determination principale). Ceux-ci representent un 
systeme complet d’invariants de Birkhoff , 1 < j  φ t  < 3, ou de 
matrices de Stokes C yj) =  I  + c(j/)E(j t) .

La methode de calcul par sommation permet a priori de calculer ces 
six coefficients. Nous l’esquissons ci-dessous. Malheureusement, elle n’a pu 
etre conduite jusqu’au terme des valeurs numeriques : on se heurte encore 
dans l’utilisation des procedures de sommation pourtant operationnelles 
en dimension deux a des problemes d’instabilite necessitant une etude 
particuliere. Celle-ci vient d’etre commencee par J. Thomann au Centre 
de Calcul de Strasbourg-Cronenbourg.

La methode infinitesimale ne permet le calcul que des trois coefficients 
C(i,2) , C(21) et C(2 3) (par dualite, on pourrait aussi obtenir le coefficient 
c(3>2) )· Les calculs se deroulent bien. Les relations de recurrence sont 
stables quoique necessitant une bonne precision sur les valeurs initiales 
(les valeurs initiales et quelques suivantes ont ete calculees exactement en 
calcul formel).

Calculs preliminaires utiles aux deux methodes
Soit F  =  [F^/)]. II suffit de determiner une ligne de la matrice F. 

Nous avons choisi d’etablir les relations de recurrence definissant la 3e
Λ  Λ  /S

ligne i r(i,3) , i r(2)3) , i r'(3)3).
xv /\ /\ /v

Notons F (j), ir'(2),-F1(3) les trois colonnes de F.
Le systeme [Ao; A] se separe en trois systemes differentiels portant 

sur les trois colonnes de F.
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^S.
Pour determiner, F (i), on a

F( 1,1) = -^(3,1) "  (2 +  */2)^2

F (2,1) =  χ Ρ(3 ,1)  “  ( 2 +  * /2 ) “ -^(3,l) +  2 ( 2 +  * / 2 ) “ 2 i3.1)X  X

*4* 0 Μ )  +  (- (6  +  i/V)*2 + *3)ί"ό>,ι> + ((2 + !'/2) +  3(2 + i/2)* + x2)PM

— (2(2 +  i / 2 ) / x  +  5(2 +  */2) "l" *®4)·^'(3,ι) =  0

avec les conditions initiales -F^i^O ) =  1, .F(2,i )(0) =  i7'(3,i)(0) =  0.

Pour determiner F ( 2), on a

F  ( i)2) =  ~ x F [ 2) 2) +  ™ 2F ( 3,2)

F  (2,2) =  xF(3,2) —  */(2z)-F(3,2) +  (1 + * /2 ) ( - l / z 3 +  2/x2) F  (3j2) 

χ 5  -^(3,2) +  ( —*£3/ 2 +  X4) F " 3>2) +  ( —(1 +  */2)® +  (2 +  Z i / 2) x 2 +  X3) F ( 3t2)

+  (3(1 +  i / 2) -  5(1 +  */2 )* -  i x 5) F {3)2) =  0

avec les conditions initiales ^(ι,2)(0) =  F(3,2)(0) =  0, -^(2,2) (0) =  1·

Pour determiner F ( 3), on a

^ ( 1,3) =  - (̂3,3)

^ (2 ,3 )  =  ^ ( 3 , 3 )  +  ( ( 2  +  ‘l l e2 ) l x )F'(Z,3)

+  ( χ 3  +  (3  +  * )a;2) ) - f 1(3,3) +  ( ( 2  +  * ' /2 ) ( l  +  * / 2 ) — ( 2  +  i / 2 ) x  +  χ 2 )-^’(3,3)

-  A ix 4F  (3)3) =  0

avec les conditions initiales F ( i j3)(0) =  F(2,3)(0) =  0, i r (3)3)(0) =  1.

En notant F ( j i )  =  X)n>0 . Ρ ( ^ ) [ η] : Ε η , les equations differentielles ci-

dessus donnent pour determiner les series F ( 3^), £ =  1 ,2 ,3 , les relations 
de recurrence lineaires suivantes :

(2+ i / 2 ) ( n - 2 )F (3)i ) [n] =  ( (3 + i /2 ) (n - l) (n -2 ) - (2 + i /2 ) (3 n -8 ) )F (3 ,i )[n - l ]

— ((n — 3)2 +  l)(n  — 2 ) F  (3,i)[n — 2] +  i F  (3,i)[n — 5] 

avec les conditions initiales

P(3,i )[~2] =  F (3)i )[-1] =  F (3j1)[0] =  F (3)i )[1] =  0 et F (3>1)[2] = - l / ( 2 + z /2 )  ;

Mich&le Loday-Richaud

(H -*/2 ) ( n - 3)F (3,2) N  =  ( ( - * ( n - l ) ( n - 2) / 2+ (2+ 3*7 2 ) ( n - l ) - 5 (l+*y2 ) )F (3l2)[n - l]

+  ((n -  3)2 +  l) (n -  2)F (3,2)[n -  2] -  -  5]
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avec les conditions initiates

F (3,2)[-1] =  F (3,2) [o] =  F (3,2)[1] =  F (3,2)[2] =  0 et F (3,2)[3] =  —l/(l+i/2) ; 

et

(2+i/2)(l+i/2)nF  (3,3)W  = (—(3 +  i)(n —2) + (2+ i/2 ))(n  —l)F (3)3)[n —1]
-  ((n -  3)2 +  l)(n  -  2)F(3i3)[n -  2] +  ^ ( 3,3) [n -  5]

avec les conditions initiales

F (3,3) [-4] =  F (3,3) [-3] =  F (3,3) [-2] =  F (3,3) [-1] =  0 et F (3,3) [0] = 1 ·

Methode de calcul par sommation
Les calculs a effectuer se lisent clairement sur l’expression de la 1- 

cochaine fondamentale c(F). Explicitons-la 

< » )  =

=  ( / + c(i,i,e<« - « )<1/*)E0 , „ )  .

En la detaillant suivant les colonnes, cette formule s’ecrit

Ο'ϊιίίαΟ,Ο ^«o.o)
= ( ^ < 7 , JWo)  ■

(Aucun terme n’etant “multi-value” , il n’est pas necessaire ici de choisir 
une determination a pour les directions anti-Stokes a .)

D’ou, si £' φ t ,  on a

Fte')Mj,e) = ) ;

la direction cx(j,£) n’est pas singuliere pour la colonne i f y ) .
Pour £' =  £, on a

F+ — F~  - I -  ct · Ft · \  ^

=  Pu*s<lue? J etant different de £, a ( j ,£) n’est pas
une direction singuliere pour Fj).

Ainsi, chaque colonne admet deux directions singulieres au plus. 
Detaillons ce qui precede par une liste complete.

Chapitre VII
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C o lo n n e  jF(i). Elle admet les deux directions singulieres a ( 2 ,1) =  0 et 
α (3 ,1) =  a — arg(2 +  i /2 )  dirigees par les vecteurs a =  1 et — c =  2 +  i / 2.

2+i/2

0 1

Figure VII.3.1
Et elle verifie les relations

-F~nJx) +  Κΐ)·Αχϊ =  c ( 2 , l ) e “ 1 / ‘ i ( 2 ) ( * )  .

~ F0 ,;.(*) + * & .(* )  = «(3,l)«'(2+i/i)/*i(»)(*) ;

d’oix les matrices de Stokes

1 ο 0\
c(2 ,i) 1 Ο I dans la direction α(2,1) =  0 ,

0 0 1 /
1 0 θ\
0 1 0 I dans la direction a =  α (3 ,1) =

C(3,l) 0 1 j

COLONNE i ^ ) ·  Elle admet les deux directions singulieres a ( l ,2 )  =  1  et 
α (3 ,2 ) =  π /6  dirigees par les vecteurs — a =  — 1 et b =  1 +  i / 2 .

l+i/2
< -

-1 0

Figure VII.3.2

Et elle verifie les relations

~ (̂2);ΛΧ) ■^(2);w(;r) =  C(1 .2 )e  *̂F(l)(x) ,

d’ou les matrices de Stokes

( l  c(h2) 0 \
2) =  I 0 1 0 I dans la direction α(1,2) =  π , 

\ 0  0 1 /

/ I  0 o'
C(3,2) =  J 0 1 0 J dans la direction a(3,2) =  7r/6 . 

\ 0  C(3)2) 1
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Chapitre VII

C o l o n n e  F(3). Elle admet les deux directions singulieres <*(1,3) = 
π +  a =  arg — (2 +  i/2) et <*(2,3) =  7π/6 dirigees par les vecteurs 
c =  - ( 2  +  i/2 ) et - b  =  - (1  +  i/2 ) .

0

-(2+i/2) -(l+i/2)

Figure V II.3.3

Et elle verifie les relations

- W + J * )  +  * & , ,+ „ ( * )  =  c(1,3 )e<2+ ' / 2> / - i ’(1)(x )  ,

+  * S |;7 „ / . ( * )  =  C(2,3 )e (1 + i /2 , / lF (! , (x )  ;

d’ou les matrices de Stokes

Λ  0 c(1)3)\
^(1,3) = 1 0  1 0 I dans la direction α(1,3) =  π +  a ,

\0 0 1 /
/ !  ° ° \

C(2 3) =  I 0 1 C(2 3) 1 dans la direction α(2,3) =  7π/6 .
Vo 0 1 /

Terminons par le dessin des chemins de sommations conformement a 
la methode indiquee en V.3.3 (cf. figure VII.3.4).

On a indique en pointilles les directions singulieres et en traits pleins 
les chemins de sommation (leur origine est 0 ; leur extremite est portee 
par une direction singuliere).

Les indices (j,£) indiquent quelle matrice de Stokes C(;,<) est obtenue 
par sommation dans cette direction : on somme de part et d’autre de 
cette direction la colonne Ct et on compare a la somme de la colonne 
Cj corrigee par une exponentielle e~v!x ; les coefficient v est le “vecteur” 
marque sur chaque direction singuliere.

Pour determiner le coefficient de proportionnalite de deux vecteurs, il 
suffit d’en comparer une seule composante; nous avons choisi la troisieme.
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I 2+i/2

___........................(2,1)

(1 ,3)' '  ' '
y

s
(2,3) x

Figure V II.3.4  

Methode infinitesimale
La 1-cochaine fondamentale de F  s’ecrit

c(F) = (c(j,/)r(jti))a(j>e) , l < j ^ C < 3  
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ou r U t t )  =  T U i t ) M j > e )  =  1 +  sur ϋ a{JA.
La 1-cochaine infinitesimale Φ = ($a(j,/)) est donnee par

Φβϋ,Ο =  ( c U , t ) T U , t ) )  » 1 ^  3  Φ i  ^  3 ,

ou Tq. ^ =  T(jte) — I  et ou F~^ ^ est une somme fondamentale de F ; elle 
est done en particulier asymptotique a F  en 0.

La 1-cochaine abelienne associee c'(F) s’obtient en remplagant F~ ·̂ ^ 
par I  et vaut done

c'(^ ) =  ■

Les termes dominants de chaque colonne de la serie de Cauchy-Heine/ N
CHC de c'(F) sont respectivement les elements d’indices (2,1), (1,2) 
et (2,3) : ils sont a comparer aux elements -^(1,2) [n] et -^(2,3)[n]

/s
de memes indices dans la serie F. Or nous n’avons determine que les/V / V / V /Λ,
elements i7*(3,1) >^(3,2) et F (3j3) de la 3e ligne de F. On pourrait natu- 
rellement calculer aussi iJ1(2,i),-F1(i,2) et -^(2,3) pour appliquer la methode 
infinitesimale telle que presentee de fagon generale. Nous avons prefere ici 
(et sans hesitation! Comparez la longueur des calculs) evaluer le compor­
tement asymptotique des termes de la 3e ligne de la serie de Cauchy-Heine 

φ  · ^
CH de Φ. II suffit pour cela de “pousser” un peu plus loin le developpe- 
ment asymptotique de F~^ ^ (pris egal a I  dans c'(F ) ) : on prend comme

• /N ·
approximation de Φ non pas c'(F ) mais la 1-cochaine φ definie par

Φα(ί,ί) = Hi,*) PP(F) T'u,A) ’ 1 ^  j  Φ £ ^  3 ’

/s /s
ou pp(F) est la matrice obtenue en remplagant chaque terme de F  par sa 
partie principale en 0. On obtient ainsi l’egalite asymptotique entre les 
n-eme coefficients de la 3e ligne de F

(-^(3,1) N  -̂ (3,2) Η  ^(3,3)[«]) 

et les n-iemes coefficients des series de Cauchy-Heine de

(c<2,l)PP(Jf(3,2))e<i!- 1‘ )<1/x) C(1,2)PP(F(3,,))e<’ l- « ’ )<1'*> c(2,3)PP(F<3,2))e<,I- ,,)(1/' ))

Or nous avons vu que F(3)i)[0] =  ^ (3,1)[1] =  0 et F(3)1)[2] =  - 1 / ( 2 +  i/2 ), 
done pp(F(3,i)) =  ( -1 /(2  +  *72 ))*2 ; et que F (3>2)[0] =  ^ (3,2)[1] =
-F(3,2)[2] = 0 et F(3>2)[3] =  -1 /(1  +  *'/2), done pp(F(3,2)) =  ( -1 /(1  +
i/2 ))xz.

Chapitre VII
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On en deduit, pour determiner C(2) 1) , C(i,2) et C(2)3) , les equations 
asymptotiques

*e- m JL
ξη+1

Γ(η -  3) 
°(2,1)2ϊπ(1 + i/2) ’

^ 1 f ~ c 
(3,2)M ~  C(1.2)2i7 y0

=  ( - l ) ”+'c (1,2)

-1 2„(1+ί/2)/ί
2 + i/2 

Γ(η -  2) 
2ί’π(2 + i/2) ’

i Le + i

e7i' /eoo _ χ
3.(1+«/2)/ί JL£n+l1 +  i /2  

- r _ n « ,  r (n ~ 3)
( 1 <2'5)2 i i r ( l + i / 2 ) " - 2 ’ 

d’ou les trois formules ( =  trois systemes de Cramer de dimension k =  1)

c(2,i) =  -2 i » ( l  +  i /2)  Iim „_+00 

c(x,2) =  -2 .y (2  +  t /2 )lim „_+00( - l ) " ! p $

„ c(2,3) =  —2z7rlimn_>+00(—l)n 1( \ - \ - i / 2 ) n r(ri-3 )̂

Pour eiFectuer le calcul numeriquement, on a pose

(3,1) N
Γ(η — 3)

■ (̂i,2)[n] — (1 +  */2)(—1)η^(3,2)Ν
Γ(η -  2)

d’ou

i(2,3)W = (-ΐ)"-·(ΐ + ‘72)”- 4̂ r |

' C(2)1) =  π(1 -  2i) lim„_>+00 X-(2,i)[n] 

c(i,2) =  —1^(2 +  9i) limn_+oo - (̂1,2) W 
„ C(2)3) =  f  (4 -  3*) lim„—+oo £(2,3) N

On a calcule les valeurs des suites £(^)[η] jusqu’a n =  20000. On a 
ensuite applique un procede d’acceleration au premier ordre en calculant 
les termes successifs des suites

u(j,£)M =  ( n +  1 )LUtt)[n +  1] -  nL{jA)[n] .
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3)N C(2,3 2ίπ j

(2,1) N  =



Ce procede ameliore de fagon evidente la vitesse de convergence. Pour 
chaque invariant, les deux valeurs ainsi calculees sont tres voisines. En 
outre, l’une des suites est croissante, l’autre decroissante d’ou vraisembla- 
blement un encadrement de la valeur cherchee.

Chapitre Vil
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Liste des valeurs numeriques de la suite convergente L(1(2)[n] definie par recurrence a paxtir des expressions ci-dessus et 
liste des valeurs numenques de la suite acceleree W(li2)[n]. Le coefficient de Stokes C(1)2) qui s’en deduit vaut respectivement 
C( 1,2) = 0.01129878 - £23.09921488 et c(i)2) = 0.0110314 - *23.10142977.
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Ô

Cn
tO

Ô
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Liste des valeurs numeriques de la suite convergente -L(2)3)[n] deBnie par recurrence a partir des expressions ci-dessus et 
liste des valeurs numenques de la suite acceleree «(2,3)M· Le coefficient de Stokes C(2,3) qui s ’en deduit vaut respectivement 
c(2 ,3) = 2.04190482 + *2.00638152 et c(2)3) = 2.04210476 + *2.00637967.



Liste des valeurs numeriques de la suite convergente L(2,i)[n] definie par recurrence a partir des expressions ci-dessus et 
liste des valeurs numenques de la suite acceleree «(2,1)[n]· Le coefficient de Stokes C(2 4) qui s ’en deduit vaut respectivement 
C(2 ,i) = -7.27522993 +*32.37321348 et c(2)1) = -7.27700579 + *32.37214153.
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