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Study of rectifiability properties of subsets of 3R
Abstract

The aim of this thesis is to relate the geometry of subsets (with dimension
d) of IRn, and in particular their rectifiability properties, to some L2-estimates
using P. W. Jones™oo-function which measures how well the set can be ap-
proximated by d-planes.

W ith this function, P. W. Jones has given a characterization of subsets of
rectifiable curves (The Geometrical Travelling Salesman Theorem in dimen-
sion one).

The thesis is divided into four parts.

In the first ong_, we prove that for an Ahlfors-regular set E with dimension
one, if qu(x,t)dx—I defines a Carlesonmeasure onE x 1R+ (3qis an ¢"-version

of the -function), then E is included in a Ahlfors-regular curve. A very
beautiful application of this result is Mattila-Melnikov-Verdera’s theorem:
they give a characterization of Ahlfors-regular sets E for which the Cauchy
integral operator on E is bounded.

The second part is devoted to a version of Jones’theorem in dimension
two: we give an L2-condition using /?o0o-functions which implies that E is
included in a surface T = /(IR2) where / is a “smooth” parametrization.

In the third part, we prove that, for a compact set E of finite measure, if

lor glmost X in EyJ J3q(x, t)l— is finite, E is rectifiable. We then prove

that this conditon is necessary and sufficient for the Ahlfors-regular sets. In
this section, we give some covering theorems by Ahlfors-regular sets that we
need for the proofs of the earlier results.

In the last part, we give a property of corona decomposition for semi-
regular sets. This theorem is a version of G. David and S. Semmes’result in
the regular case related to the theory of uniform rectifiability.

Key-words; Ahlfors-regularity, Hausdorff measure, Uniform
rectifiability, Lipschitz graph.

AMS classification Primary: 28A75 ; Secondary: 28A78, 30C85, 42B20.
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Chapitre 1

Introduction et rappels

1.1 Introduction générale

Grace a la théorie de Littlewood-paley, il est possible de relier la régu-
larité d’une fonction a certaines estimations 1?. Un exemple simple est
le théoreme de Stein et Zygmund (voir [St] ou [SZ]) :
Une fonction de IR dans IR admet une dérivée en presque tout point
d’un sous-ensemble E de IR si et seulement si en presque tout x G E,
on a,

f{x +1t) + /(x —t) —2f(x) =0 ([i]) si t—0, (1.1)

et
If + + f —1t) —2f
gm<5 (X 1) ()i t) (X) t < 00, (172)

Plus réecemment, il a été tenté d’utiliser des méthodes similaires
pour étudier la géométrie de sous-ensembles de JRn.

Le probléme général abordé dans cette thése est le suivant :
Soit E un sous-ensemble compact de IR” de dimension d.
Peut-on trouver des conditions quantitatives assez simples pour que E
soit inclus dans une surface T = /(IRd), ou / est un paramétrage “sym-
pathique”?
On entend par paramétrage sympathique des fonctions / lipschitzi-
ennes, bilipschitziennes ou vérifiant des conditions semblables. On
s’intéressera ainsi aux ensembles rectifiables, c’est & dire des ensem-
bles que I’on peut recouvrir pax une union de graphes lipschitziens (a
un ensemble de mesure de Hausdorff nulle prés).

En dimension d = 1, Peter Jones ([JI], [J2]) a eu I’idée pour mesurer

la rectifiabilité d’introduire les fonctions 6" qui mesurent dans toute
boule la distance de I’ensemble E aux droites de ]Rn.
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On définit pour tout x G1iitn, tout t > 0, /%> par :
si EH B(x,t) 70, alors PAx"t) = inf sug ——
P yEECIB(z,t) t
pris sur tous les d-plans P de IRn et si E HB{x,i) —0, f3oo(x,t) = 0.
(on a donné la définition de /?«, dans le cas ou d est quelconque)

Jones montre qu’un ensemble compact E C IR2 est inclus dans une
- _ ~f ~diame A

courbe rectifiable T si et seulement si ;( ;( IN(x,™) dx— est

Et" Jo t

fini.

—- ou I’inf est

Guy David et Stephen Semmes ([DSI], [DS2]) ont donné en dimen-
sion d quelconque, pour des ensembles Ahlfors-réguliers, des versions
du théoreme géométrique du voyageur de commerce de Jones. lls ont
introduit la notion d’ensembles uniformément rectifiables (en dimen-
sion 1, ce sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-regulieres).

On rappelle qu’un ensemble E C IRn est Ahlfors-régulier de dimension
d s’il est fermé et s’il existe C > 0 tel que pour tout x G tout
R E]O,diaml?[, on a

AR d< HA(E n B(x,R)) < CRd

(Hd est la d-mesure de Hausdorff).

Les d-plans, les ¢-graphes lipschitziens sont des exemples de tels en-
sembles.

Ces résultats ont eu diverses applications a I’étude de la continuité
L2 de certaines intégrales singulieres (particulierement I’opérateur de
Cauchy) définies sur des sous-ensembles de RW(voir [JI], [DSI], [DS2]
et [MMV]), a I’étude de certains problémes variationnels comme ceux
liés a la fonctionnelle de Mumford-Shah (voir [DS3]) ou a I’étude du
comportement de la mesure harmonique sur certains sous-ensembles du
plan complexe (voir [BJ]).

Nous allons présenter dans la suite des résultats du méme type que
les théoremes de Jones, David et Semmes.

Le plan de cette thése est le suivant :

Le paragraphe suivant est consacré a quelques rappels sur la théorie
de la mesure géométrique et sur la notion de rectifiabilité.

Dans le chapitre 2, nous nous placons en dimension d = 1 et
nous montrons que, si, pour un ensemble Ahlfors-régulier E C IRn,
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j3g(x,t)2dx”- définit une mesure de Carleson sur E x IR+ (les @3q sont

des versions en norme Lq des /%), alors E C IRn est inclus dans une
courbe Ahlfors-reguliére T.

Ce théoréme est di a David et Semmes ([DSI]). Leur preuve est as-
sez technique et reste valable en dimension d quelconque. Nous en
présentons une démonstration plus courte et plus directe. La courbe
r est obtenue comme “limite” d’une suite construite par récurrence de
courbes formées de segments.

Ce théoreme a une tres belle application :

M attila, Melnikov et Verdera [MMV] ont montré que les seuls ensembles
Ahlfors-réguliers sur lesquels I’'opérateur de Cauchy définit un opérateur
borné sur L2 sont les sous-ensembles de courbes Ahlfors-réguliéres.

Ils en déduisent qu’un ensemble régulier de dimension 1 est de capacité
analytique nulle si et seulement si il est purement non-rectifiable (c’est
a dire d’intersection de fi“mesure nulle avec toute courbe rectifiable).
La démonstration de Mattila, Melnikov et Verdera est assez simple,
elle permet de passer directement de la continuité L2 de lI’opérateur de
Cauchy a la condition du théoréme avec g — 2 (ce qui ne permet pas
d’utiliser le théoreme de Jones).

Dans le chapitre 3, nous énongons une version en dimension 2 du
probléme géométrique du voyageur de commerce de Jones, c’est a dire
nous donnons une condition semblable a celle de Jones (faisant inter-
venir la fonction /7<») pour qu’un ensemble compact E C IRn soit inclus
dans une surface T = /(IR2) ou / est un paramétrage assez régulier.
La construction de T s’inspire de celle de la courbe Ahlfors-réguliére du
chapitre 2, T est la limite d’une suite de surfaces formées de triangles.
Comme on peut s’en douter, la démonstration est beaucoup plus diffi-
cile que la précédente.

Dans le chapitre 4, nous montrons (modulo une hypothése de den-

sité) que, pour tout ensemble compact E de IRn de d-mesure de Haus-
*dianLE fa

dorff finie, si | /3g(x,t)2— existe pour presque tout x E E, alors
E est rectifiable, puis nous démontrons que cette condition est néces-
saire et suffisante pour les ensembles Ahlfors-réguliers.
La démonstration de ces théorémes utilise des resultats de David et
Semmes sur la rectifiabilité uniforme pour les ensembles réguliers, des
arguments de temps d’arrét et des théoremes de recouvrement clas-
sigue (théoremes de Besicovitch et Whitney). De plus, on a été amené
a établir des théoréemes de recouvrement par des ensembles réguliers.
Un de ces résultats permet d’étendre le théoreme de Mattila, Melnikov
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et Verdera sur la capacité analytique aux ensembles de mesure finie et
de densité inférieure presque partout positive.

Enfin, le chapitre 5 est consacré a la démonstration d’un théoréeme
de décomposition de la couronne de sous-ensembles de IRn.
On montre que si un ensemble compact et semi régulier E vérifie une
condition en termes de alors on peut décomposer E x 1R+ en ré-
gions de temps d’arrét S (peu nombreuses) sur lesquelles E est bien
approximé par des graphes lipschitziens. Cette condition implique que
E est rectifiable.
Cette notion est due dans le cas régulier a David et Semmes, elle est
liée a leur théorie de la rectifiabilité uniforme, et elle s’inspire de la
construction de Carleson [C] pour résoudre le probleme de la couronne.
Nous utilisons dans cette partie aussi bien des arguments géomeétriques

que des techniques classiques d’analyse harmonique (théorie de Littlewood-
Paley par exemple).

On trouvera dans I’appendice des détails sur les liens entre rec-
tifiabilité et opérateurs d’intégrales singulieres. En particulier, nous

donnons une idée de la preuve du théoreme de Mattila, Melnikov et
Verdera.

Notation : Les théoremes (propositions, lemmes, corollaires) sont
numérotés de la facon suivante : le théoréme 4.3.8 est le huitieme
théoreme du paragraphe 3 du chapitre 4.

Les formules sont numérotées comme suit : la formule (1.34) est la 34e
formule du chapitre 1.

1.2 Rappels sur la théorie de la rectifia-
bilité

Soient E C IRn, d un entier positif inférieur a n.

On définit la d-mesure de Hausdorff de E que I’on note Hd(E) par

Hd(E) = sup |inf |~ (diani£t)d:E C Ei, diaxaEi <6 1 (1-3)
Un sous-ensemble E de IRWest d-rectifiable si et seulement si E G
£OUf U rq <A

leux )
Hd(Eo) = 0 ;



e pour tout %E Es , r,- est un d-graphe lipschitzien :
r-= {x + Ai(x) :x E P*} ou Pi est un d-plan de IRn passant par
I’origine , P"- étant son orthogonal et Ai : Pi — >P”- est une
application lipschitzienne.

Un sous-ensemble E de IRn est purement non d-rectifiable si et seule-
ment si HA(E n T) = 0 pour tout d-graphe lipschitzien I\

Un exemple simple d’ensemble de H1-mesure finie, non nulle qui est
purement non d-rectifiable est le “Cantor 4 coins” (voir [Gali]) :

Soit Co le carré unité [0,1] x [0,1].

Ci est formé de 4 carrés de c6tés de longueur - situés dans les coins de

Co- De maniére générale, Cj est formé de 4J carrés dont les c6tés ont
pour longueur 4-J, et Cj+\ est obtenu en remplagant chaque carré de
Cj par 4 carrés de longueur de cote 4-7-1 placés dans les coins.

Le “Cantor 4 coins” ¢ est défini par ¢ = C\cj.

Figure 1.1 : Ci et C2

La notion de rectifiabilité est qualitative, car toute union dénom-
brable d’ensembles rectifiables est rectifiable.
Remarquons que tout ensemble E C Hn avec Hd(E) < +o00 peut
s’écrire E = ExU B%ou Ei est rectifiable et E2 est purement non rec-
tifiable.
Le lecteur voulant en savoir plus sur la théorie de la mesure géometrique
pourra consulter [Fa], [Fe] ou [Ma] (on pourra trouver dans cette derniere
réeférence une preuve des théoremes 1.2.1, 1.2.2 et 1.2.4 que nous allons
maintenant énoncer).



Il existe diverses caractérisations des ensembles d-rectifiables.

On définit les d-densités inférieure et supérieure de E en x G IRn
par

et(x,E) = Hminf(2r) if (2?n B(x,r)) (1.4)
Qmdx,E) = ]irn_%up(Zr)-de(EnB(x,r)). (1.5)
rj.

On a alors le théoréeme de densité suivant :

Theoreme 1.2.1 SoitE C Hn avec Hd(E) < +co.
En Hd presque tout point x GE , on a

2~d < Q*d(x,E) < L (1.6)

Remarque : Il n’existe pas de théoremes équivalents pour la densité in-
férieure.

Ainsi, il existe des ensembles compacts du plan de 1-mesure de Haus-
dorff strictement positive tels que la densité inférieure est nulle en tout
point de cet ensemble (voir Rq 6.4 de [Ma]).

On peut caractériser les ensembles rectifiables en termes de densité.

Théoréme 1.2.2 ([P]) Soit E C Hn avec Hd(E) < +oo0.

» E est d-rectifiable si et seulement si en Hd presque tout x E E

el(x,E) = G*d(x,E) = L

 E est purement non d-rectifiable si et seulement si en Hd presque
tout x GE

07(x,S)< 1.

Soit la Grassmannienne G(n,d) qui est I’ensemble des d-plans de
JRtt qui passent par l’origine.



Pour x GHn, € GJO,1[, r > 0, P £ G(n,d), on définit le “céne”
C(x,r, 6 P) par

C(x,r,e,P) = {y GB(x,r) :dist(x —2,F) < edist(x,?/)} . (1.7)

* |
S | N
/! I N
/ ri ok
Vpr&pP’\ NN 258W0?/
Ny /

Figure 1.2 : C(x,r,e,P) pourn=2,d= 1 (é= sina) .

Soit x G £u
On dit que P G G”n, ¢ est le d-plan tangent en x a E si et seulement
si ©*(x,E) > 0 et pour tout e G (0,1), il existe r > 0 tel que

{y € E QB(x,r) :dist(x —y,P) > edist(x, ?)} = 0. (1*8)

La notion de tangente classique en théorie de la mesure géométrique
est la suivante :

On dit que P G G(n,d) est le d-plan tangent appioximant en x a E si
et seulement si ©*(x,E) > 0 et

lim rld Hd ({2 GE HB(x,r) :dist(x —y,P) > &dist(x, y)}) = 0. (1.9)

Ces deux notions coincident pour les ensembles d-réguliers (voir plus
loin le lemme 1.2.3).

On rappelle qu’un ensemble E C 1R’ est Ahlfors-régulier de dimension
d ou d-régulier s’il existe une constante C > 0 telle que pour tout
X G JE, tout R G ]0, diamE"

C~1Rd < Hd(E n B(x, R)) < CRd. (1.10)

La plus petite constante vérifiant (1.10) est la constante de régularité
de E.



Les d-plans et les d-graphes lipschitziens sont des exemples simples
d’ensembles d-réguliers.

Remarque : Lanotion d’Ahlfors-regularité est différente de la regularite
au sens de Besicovitch qui est équivalente a la rectifiabilité. Ainsi, le
“Cantor 4 coins” est Ahifors-régulier, mais n’est pas régulier au sens de
Besicovitch.

Lemme 1.2.3 Soit E C IRn un ensemble d-régulier.
En tout point x de E, il y a équivalence des propositions suivantes

(i) E admet un d-plan tangent P en x.

(i) E admet un d-plan tangent approximant P en x.

Preuve du lemme 1.2.3

Le sens (i) => (ii) est évident.

Considérons x £ E tel que E admet un d-plan tangent approximant P
en X.

Fixons e G (0,1) et soit 7=

régularité de E ).
Par définition de P, il existe rO> 0 tel que pour toutr < ro, on a

1 / €\d

(T) ( ou CO est la constante de
2Go \laua/

H* {y 6 En B(x,r) :dist(x-y,P)> ~dist(x,y)}) < ifr~

(1.11)
Supposons qu’il existe y GE HB(x,ro) tel que
dist(x —y, P) > edist(x,t/). (1-12)
Quitte a prendre r0 plus petit, on peut supposer
4 9
-r0< dist(x,y) < yor°- Cl-13)

On a alors d’aprés (1.10)
y Enhri)) *
>

Or d’apres (1.12) et (1.13), on a

1 € _
o o T (1Y)

o7 (1-15)

EnBly o ¢ {zGEN  n) 'dist(x- z,P)> yrdist(x, 2)}
100 ’ y ’
donc d’apres (1.11)

er0
Hd E By 1990 - o (116)
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ce qui est incompatible avec (1.15) donc
j2l GE HE(X, r0) :dist(x - y,P) > ~dist(x,y)j = 0.

On en déduit que P est le d-plan tangent en x a E.

On peut caractériser les ensembles rectifiables par I’existence de
plans tangents.

Théoréme 1.2.4 Soit E C IRn avec Hd{E) < -foo.

o E est d-rectifiabie si et seulement si en Hd presque tout x £ E, |l
existe un d-plan tangent approximant a E.

 E estpurement non d-rectifiable si et seulement si en Hd presque
tout x G E, il n’existe pas de d-plan tangent approximant a E.

Nous allons maintenant donner des critéres quantitatifs de rectifiabilité
pour les sous-ensembles de IRn, en commencant par le cas de la dimen-
sion d — 1.

Afin de traiter certains problemes d’analyse harmonique comme la con-
tinuité L2 de I’'opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens (voir
[I1]), P.W. Jones a eu I’idée, pour mesurer la rectifiabilité, d’introduire
les fonctions ( 3 définies pour tout x GIRn, tout t > 0 pax :

SiEn ji3{x,f) » 0

POO(LE) = inf _sup _ (disi v, V (1.17)
L yEEnB(x,i) \ t J
ou I’inf est pris sur toutes les droites L de IRn,
sinon
{3o(x,t,E) = 0. (1.18)

Il peut alors caracteriser les sous-ensembles de courbes rectifiables, ce
qui apparait comme une version géometrique du probleme du voyageur
de commerce.

Théoreme 1.2.5 ([J2],[OK]) Soit E un ensemble compact de IRn.
R existe une courbe rectifiable T contenant E si et seulement si le nom-

bre t fdiam E

A = Imnlo Poo(x, t,E)2dx—
est fini. De pliLS, si c’est le cas, on a

"O(diamE + P2(E)) < n']THI(r) < C{diamE + (54E)).

n



Jones et Bishop ont donné une variante de ce théoréme.

Théoréme 1.2.6 ([BJ]) Soit E un sous-ensemble compact de IRn.
S 1l existe une constante M > 0 telle qu’en H 1 presque tout x C.E

/i df
JQ (x, i Ey M
alors E est inclus dans une courbe rectifiable F et

H1U® "~ CeCMH diamE!)

IIs en déduisent

Théoreme 1.2.7 ([BJ]) Soit F une courbe de Jordan.

En H1l-presque tout point x € T, il y a équivalence des propositions
suivantes

(i) r admet une tangente (au sens de (1-8)) en x.
() f Poo(x,t,r)2» < oo.
Jo t

Ce qui apparait comme une version faible de la conjecture e2 de Car-
leson (conjecture 3 de [B2]):

Soit F une courbe de Jordan.

On note iif, i = 1,2, les composantes connexes de it2/r.

Pour tout x G T, toutt > 0, tout i = 1,2, on définit (x,t comme
étant la longueur angulaire de I’arc le plus long de  n dB(x, t).

Soit e(x,i) = [D?%(|7r—0i(x,i)|.

Remarquons que sirni?(x, t) estun segment de droite alors e(x,t) = 0.

Conjecture 1.2.8 (Carleson) Soit T une courbe de Jordan .
En H 1l-presque tout x € T, il y a équivalence des propositions suivantes

(1) T admet une tangente (au sens de (1.8)) en x
(i) Jfo e(x,t)ZT < 00
Seul le sens (i) = (ii) est connu (voir [BJ]).

G. David et S. Semmes ont donné en dimension supérieure une ver-
sion du probleme géométrique du voyageur de commerce de Jones.
Compte tenu des injections de Sobolev, il convient dans ce cadre d’utiliser
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des versions Lgdu 0~ de Jones.
Pour tout x € E, toutt > 0, tout g > 1, on définit

(I | dist y P © @
] 1t ] E = ¥ ! 1.19
u ) yeE i dy (1.19)
ou I’inf est pris sur tout les d-plans P de IRn.
Soit q tel que
e sid=1
1< qgq< o0 (1.20)
e sid> 2
15 (< Jh _ N.21
On a alors

Théoréeme 1.2.9 ([DS1],[DS2]) SoitE C IRn un ensemble d-régulier.
Il'y a équivalence des propositions suivantes

e Pq(x,t, E)2de est une mesure de Carleson sur E x 1R+, c’est a
dire pour tout x € E, tout R >0

g f r30x.tE)2xY < R (1.22)
JyeEnB(x,R) JO t

e E estinclus dans une surface u-réguliére .

Un ensemble d-régulier vérifiant le theoreme 1.2.9 est dit uniformement
rectifiable. Une conséquence évidente de la théorie de David et Semmes
est qu’un ensemble uniformément rectifiable est rectifiable (nous en
esquisserons une preuve au chapitre 5).

Rappelons qu’une surface T est ~/-réguliére s’il existe un poids uj de
la classe A\ de Muckenhoupt (voir [Jo], chapitre 2), c’est a dire une
fonction localement integrable telle que pour tout boule B

@Ub u>< C'ngTessUj (/1.23)

et une application ¢¢-réguliére z : IRd — *IRn+1, c’est a dire une fonction
localement intégrable vérifiant

e |V*| < Cus* p.p. au sens des distribution;
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pour touty € IRn+l, tout R > 0

u><CRd (1.24)
Wy.RY))

telles que I’on ait T = z(IRd).

En dimensiond = 1, celarevient a dire que T est inclus dans une courbe
Ahlfors-réguliére (c’est a dire une courbe verifiant (1.10)).

Pour la preuve du théoréme 1.2.9, nous renvoyons a [DSI] et [DS2] ou
on pourra trouver d’autres définitions équivalentes ainsi que diverses
applications de la théorie de la rectifiabilité uniforme.
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Chapitre 2

Une version f3g du théoreme
géometrique du voyageur de
commerce de Peter Jones

2.1 Introduction

Soit E C &n un ensemble 1-régulier.

On rappelle qu’un ensemble F C IRn est 1-régulier (ou Ahlfors-régulier
de dimension 1) si et seulement si F est ferme et s’il existe Co > 0 tel
que pour tout i S F, pour tout R £ ]0,diamP],

CaXR < H1(F DB(x,R)) < COR. (2.1)

(H1désigne la 1-mesure de HausdorfF)

La plus petite constante positive Co vérifiant (2.1) est la constante de
régularité de F.

Considérons des versions Lq des /%> de Jones.

Pour tout x £ E, tout t > 0, on définit

. 4
ng, LE) inf(l p— (¢ M ) ady (2.2)

ou I’inf est pris sur toutes les droites L de 1R’ et dy est I’'intégration
par rapport a H 1restreinte a E.

Le but de ce chapitre est de donner une preuve du résultat suivant.
Soit g > 1.

Théoréme 2.1.%jtt Soit E un ensemble 1-régulier compact de IRn.
Si iy(x,t,E)2dx— définit une mesure de Carleson sur E x 1R+, id est,
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Il existe une constante C > 0 telle que pour tout x GE, tout R > 0,

tR

EENBXR) [ 0.(ytE)dy-<CR (2.3)

alors E G T, ou T est une courbe Ahlfors-réguliére (c’est a dire une
courbe vérifiant (2.1)).

La méme construction donne :

Theoreme 2.1.2 Soit E un ensemble 1-régulier compact de ]Rn.
Si
f fdtamE I
Pg(E)2 = JEJQ Pg(x >t, E)2dx— < o0, (2.4)

alors E G T, ou F est une courbe de longueur finie, et on a de plus,

mf Z(r) < C (j3g(E)2 + diamE) . (2.5)

On rappelle qu’un ensemble régulier vérifiant (2.3) est dit uniformé-
ment rectifiable (voir le chapitre 1).

G. David et S. Semmes ont donné une preuve du theoreme 2.1.1 et de
sa réciproque (théoreme 1.2.9 du chapitre 1). Leur preuve reste valable
dans le cas d’ensembles d-réguliers avec d > 2 et est assez technique
(voir [DSI]).

Notre but ici est de donner une construction a la main de T, en
s’inspirant de celle de Jones pour le théoréme 1.2.5.

Une tres belle application du théoréme 2.1.1 est donnée dans [MMV].
Mattila, Melnikov et Verdera montrent que si, pour un ensemble E
Ahlfors-régulier de dimension 1 , l'opérateur de Cauchy définit un
opérateur borné sur L2(E), c’est a dire qu’il existe C > 0 tel que,
pour tout / € L2(E), tout e >0,

L\L,om ™ * 4 dHu *CL ~ 23

alors E vérifie (2.3) et donc, d’apres le théoreme 2.1.1, E est inclus
dans une courbe Ahlfors-réguliere (voir I’appendice ou on donne une
idée plus précise de la preuve de ce théoreme).
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2.2 ldée de la preuve du théoreme 2.1.1
et lemmes préparatoires

Soit E vérifiant (2.3) pour un certain q > 1.

Supposons que |’on ait construit des ensembles connexes r 0, —, T* ou
r* est formé de segments ayant pour extrémités des points de £, de
longueur plus grande (& une constante multiplicative pres) que 2~kN
et telles que tout point de E est proche a I’échelle 2~kN de I’'extrémite
d’un des segments de T*.

Considérons x le point de E le plus loin de T*.

Le but est de transformer T* afin de construire une nouvelle courbe
passant par x (ou trés pres a I’échelle 2~(h+1'N de x ) et de contréler la
longueur perdue par ce détour en termes de (3.

Soit [y, z] le segment de T* le plus proche de x.

On distingue deux cas pour I’insertion de x.

e Transformation A
Si dist(x,1/) ~ dist(x, z), on remplace le segment [y, z] par les
segments [y, x] et [x, z].

e Transformation B

Si x est tres proche d’une des extrémités, par exemple de y, on
ajoute le segment [y,y + K%(x —y)].
(ou K2 est une constante positive que I’on choisira plus tard)

Afin de pouvoir évaluer la longueur perdue en termes de /53, on ne va
pas insérer x mais un point de E proche de x.
Commencons donc par quelques lemmes.

Lemme 2.2.1 Pourtout 00> q> 1, tout x GE, toutt >0,

Pi(x,t,E) <cl *3a(x,t, E) (2.7)
ou Co est la constante de régularité de E.

Ce lemme découle des inégalités de Holder et de la régularité de E.
U nous suffit, d’apres le lemme 2.2.1, de démontrer le théoreme 2.1.1
pour q= 1.

Lemme 2.2.2 Pour tout x GE, toutt >0, on a
Poo(x,t,E) < Cj3i(x,2t,E)* (2.8)

ou la constante C ne dépend pas de x et t.
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Preuve du lemme 2.2.2 :
On considére D une droite pour laquelle 0i(x,2t,E) est atteint.
Soit y le point de E DB(x, t) le plus loin de D.

Premier cas : dist(i/,D) > t.
Alors (3i(x,2t,E) > C, d’ou le lemme 2.2.2.

Deuxiéme cas : dist(i/, D) < t.

On note d — -dist(i/, D).
Pour tout z € B(y, d), on a

dist(z,.D) > d.

On en déduit
A(,«B) = 1/ = ~A5)®
t JzeEC(B(x¢i) t

~ dist(z,Z2))dz
t2 JZEEnB(y,d)

> AdH\E nB{y,d)
4 d?

t
> Cf3,,(x,t,E)2

> C

ou Co est la constante de régularité de E.
Ce qui finit la preuve du lemme 2.2.2.

Soient A une constante positive tres petite, K une constante positive
trés grande, N un entier tres grand.

Lemme 2.2.3 Pout tout x 6 E, tout k € 7L, il existe une suite (Xj)j>k
de points de E telle que

1. Xk € B{x,A2 (k+DN) et

dist(xk,LK) < Cpl(x,K2-kN,E)2-kN (2.9)
dist(xk,Lk+l) < Cpl(xyK2-(k+tINiE)2-(k+1"N (2.10)
ou L{, i = k, k+1, est une droite telle que
a| . K2 N E 1 dist(y, Lj)

K2~iN JyCENB(x,K2-iN) K2~iN
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2. pour tout j >k + 1 Xj+l GB(xj,A2~"+I'N) et
dist(xi+l,Lj+l) < cRii(x A'2-0+D)n, E)2<+1)" (2.11)

ou Lj+1 est une droite telle que

0.(X. k 22VHI'N E) = -

/ _ dist(y, LE')+1)
N ;. K2-(C+W JyeEnBit.tk2-u+)») K2-U+DN' dy'
Remarque : On choisira toujours Xj, = £*+1, si x* vérifie la propriété

2 du lemme 2.2.3 a I’échelle 2~(k+DN. Les propriétés 1 et 2 (pourtant
trés proches) sont nécessaires pour des raisons techniques.

Preuve du lemme 2.2.3 :
Soit x GE, t > 0.
On considére D une droite pour laquelle fii(x, i, E) est atteint.
D’apres I'inégalité de Tchebytchev, on a

H1({y GE HB(x, At) :dist(y, D) > C/3i(x,t,E)t}) < C~xt
< 2~nCgH1(E n B(x, At))

a condition que C~I < 2~nACq
Donc,

HI({y GEf)B(x,At) :dist(y,D) <C*x",E)t}) > (1-2~NCI)H\EnB{x,At)).

H1(Ei RBX. 42-

Remarque : C$2~N est la valeur minimale du rapport EP{E i B(a A2

En appliquant ce résultat, on obtient le lemme 2.2.3.

~iN))~ ©

Onnote X le point de E limite de la suite (xj) et on pose /jfe_i(x00) =
Xk et pout tout ] >k, fj(xo0) = X].
Remarque : On a donc fk-i(xo0) = fkx<x>) (Propriété 1 du lemme
2.2.3).

On a alors, avec une constante K différente de la précédente,

distai, Dk) < C/31(x<§K2-kN,E)2-kN (2.12)
distia, Dt+1) < Cpl(xx,, K 2-"N,E)2-*N (213)

et pour toutj >k + 1,
dist(xi+,, Di+l) < C h (x” /C2-0+Iw,£)2-0+,'w (2.14)
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ou Di est une droite telle que

a(r TO-™ F\- 1 [ dist(y,D,)
A( “” ' ]~ K2~'NYVyi6Ens(«..K2-") K2~iN V'
Remarquons que , si x et y sont dans E avec dist(z,y) < el
alors
dist(/*(y), Lk) < CA(x, CK2~KkN,E)2~kN (2.15)

ou Lu est une droite pour laquelle Pi(x, K2~kN, E) est atteint.

A partir de I’ensemble T* (vérifiant les propriétés decrites au para-
graphe 2.3), on va construire un nouvel ensemble r*+i en insérant des
points de E du type /*(x) ou x décrit un sous-ensemble de E que I’on
précisera plus tard (paragraphe 2.4). En utilisant entre autre le lemme
2.2.3, on pourra estimer J(r*+i) —I(Tk) en fonction des (3\. Puis, on
construira a partir de r*+i I’ensemble r*+i en remplacant les points
fk(x) (ou les fk(x) sont, & peu de chose prés, les extremités des seg-
ments de r*+i venant de T*) pax les points fk+i(x) (paragraphe 2.5).
Par passage a la limite, on obtiendra un ensemble T connexe, Ahlfors-
regulier de dimension 1 contenant E (paragraphe 2.6). Ce qui suffit
pour prouver le théoréme 2.1.1, puisque tout ensemble connexe, com-
pact, de if1-mesure finie est une courbe rectifiable (voir [DS2] théoréme
1.8 de la partie I, et chapitre 1 de la partie II).

2.3 Hypotheses de réecurrence

On suppose que diamu? = 1.

On se donne des grandes constantes positives Ki K21 Kz- On choisit
Kz trés grande devant K2 qui elle dominera K\. Les constantes K et A
du lemme 2.2.3 sont telles que K est trés grande devant K\, K2et Kz

alors que A est tres petite par rapport a ces mémes constantes. L’entier
N est choisi tel que 2~N « K"1

On notera Z(.) la longueur d’un segment ou d’un arc de courbe.

Commencons par construire des ensembles (Aj)j de points de E qui
seront presque des réseaux de points 2~*N denses.
Pour cela, on considere A0 = {£<»>y00} ou x et y sont des points de E
tels que diamE = dist(x,y) et x ety sont les points limites de x et
y donnés par le lemme 2.2.3.
Supposons que I’on ait construit A, _i.
On considere Aj un ensemble maximal de points de E tels que
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1. six, y GAj, x ~ vy, alors dist(x,y) > 2(A\ -+2A)2~*N;
2. six GAj, y GAy_i, x v, alors dist(x,y) > 2(/i'i + 2A)2~jN.

Soit Aj = {la, :x GAj}.
On pose alors Ay= Aj UAy I.
Enoncgons quelques propriétés de Aj.

(1) On dira que x G Ay est de la Z-ieme génération si x G Ai =
A/llIAl i (ce qui signifie essentiellement que x a été inséré a la
Méme étape). Tout point x de Ay de la Z-ieme génération est
point limite d’une suite (fi(x))i>i-i de points de E veérifiant les
propriétés du lemme 2.2.3.

Rappel : Si x GAj, alors /y(x) = ly_i(x).

(i) Six,y GAy,
dist(x,y) > 2Ki2~*n, (2.16)

d’ou, si A est assez petit,

dist(/y (x),/y(y)) > Kx2~1n. (2.17)

(iti) Pour touty GE avecy g Ay, il existe x G Ay tel que
dist(x,?/) < 2{K\ + 2A)2~*n. (2.18)
Comme U2 domine Ki,

dist(x,1/) < K22~iN. (2.19)

Supposons que I’on ait construit des ensembles connexes r 0, s« I\
formés de segments avec les propriétés suivantes.

r0= [fo(x) + K%(fo(y) - fo(x)), fo(y) + (/0(x) - 10(2/))] ou x et
y sont les points de AQ.

Pourj = 0, —,k—1,onnote Ay = {ly(x),x G Ay} etona AyC Ty.
On distingue parmi les segments de Ty deux types de segments
particuliers.
Un segment L de Ty est principal si L = [/y(x), fj(y)\ ou x, y G Ay.
Un segment principal est de la Z-ieme génération si une de ses extrémité
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est de la Z-ieme génération, l’autre étant d’une génération précédente.
D’apres la proprieté (ii) de Ay, si L est un segment principal de Tj,

Z(L) > K\2~iN. (2.20)

Un segment L de Tj- est non principal si L = [fj(x), a7(x)] ou x G Aj
et aj(x) n’est pas dans Aj. L’extrémite a}(x) est I'extrémité d’un seul
segment de Tj.

On suppose que, si L est un segment non principal de Tj,

I(L) > KxK\2~iN. (2.21)

Tout point fj{x), x G Ay, est une extrémité d’au moins deux seg-
ments de Tj (dont un principal), I’extrémité d’au plus un segment non
principal.

Remarque : T* peut contenir des segments qui ne sont pas d’un des
deux types précédents. lls interviendront de maniére naturelle dans la
suite de la construction.

On suppose que tout point fj(x), x G Ay, vérifie la propriété du
cone :

Soit 9 € [0, 7_T] fixé (9 est indépendant des autres constantes).

Si tous les segments principaux de Tj ayant pour extréemité fj{x) sont
dans un cone de sommet fj(x) d’angle alors fj(x) est I’'extrémité d’un
segment non principal [fj(x),aj{x)].

En particulier, si fj(x) est I’'extrémité d’un seul segment principal de
Py, alors il est I’extrémité d’un segment non principal.

2.4 Construction de ffcH a partir de Tk

Soit Ffc I’ensemble connexe vérifiant les propriétés décrites au para-
graphe précédent.

On va, dans ce paragraphe, construire a partir de T* un ensemble
connexe r*.+i contenant les points /fc(x), x G Au+i = Afc+i/A*.

On considéere x le point de Ak+i le plus loin de A*. On suppose que

x £ r* sinon il n’y a rien a faire.
Soit y le point de A* le plus pres de x.
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On suppose dans un premier temps qu’il existe un segment principal
de r* [fk(y), fk(z)), z G Ak tel que I’on ait la propriété (D)
(*) la projection de fk(x) sur la droite engendrée par fk(y) et fk(z) est
a l’intérieur du segment [/*(?/), fk(z)].

Cas A Lj. 1<z dist(/*(x),/*(z)) < dist(fk(x),fk(y)) < ICzaist(fk(x), Tk(z))

Soit T"+i la courbe obtenue a partir de Tj, en remplacant le segment
[Tk(y),fk(z)] par les segments [fk(y), fk(x)] et [/*(*),/*(*)].
On cherche maintenant & évaluer A = Ti1 —I{Tk).
Soit £0 une constante positive trés petite.
Supposons dans un premier temps que Poo(x, K2~kN, E) < £0.
On considére Dk une droite pour laquelle

dist DK). 4

Px(x,K2~kN.E) =, |\ JyeEnB(x,K2- k) K2~kN

Alors, d’apres le lemme 2.2.3 et (2.15), si K est assez grand par rapport
a Kz et A,

dist(/i(x),£>4) < COi(x, K2~kN, E)2~kN (2.22)
dist(/»(»),r>*) < COI(x,K2-iK,E)2-tN (2.23)
dist(/t(z), Dt) < COI(x,K2-1K,E)2-kN (2.24)

d’ou, si on note D la droite engendrée par fk(y) et fk(z),
dist(/*(x), D) < C(3x{x, I<2~kN,E)2~kN (2.25)
donc par le théoréme de Pythagore,

A = dist(/*(a:), fk(y)) + dist(/*(*), fk(z)) - dist(fk(y), Tk(z))
< Cpl(x1K 2-kNIE)22-kN. (2.26)

Supposons maintenant que ® (x , K2~kN,E} > £
On a alors d’apres le lemme 2.2.2,

Pi(x, K2~kN+1,E) > C - (00{x,K2~kN,E)2> C" 1.
Or

a = J(ri+x) - () < (i +I)dit<A),AP))
< C(1+ K3K22~kN d’apres (2.19)

< CALHKT JK2(8 6xI<:2-kNH,E) 2-KN
0
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Donc,
A < C(3x(x, K2~kN+1, E)22~kN. (2.27)

Cas A Il :dist(h(y),h(x)) < KAdist(fk(z), fk(x))

E_’L}] est obtenu en ajoutant a T* le segment principal \fk(y),fk(x)]
et le segment non principal

\h(x),Mx) + 1liliUx) - h(y))).
On a alors A = f(rj&) - 1(Tk) = (Jf| + Ddist(A(y),/*(*))e
Supposons que p00(x,K2~kN,E) <€0.

Si Ifk(y),fk(z)] est un segment de la k-ieme génération, on a

A < C(KI + 1)Kalaist(fk(x),fk(z))
< C(K\ + IA-"distt/* ), 1*(*)). (2.28)

Si Ifk(y),fk(z)] est un segment de la j-ieme genération (avec j < k), on

A<CKI+rn)kKdr*M £ 1)1 {2.29)
Remarques :

1. Lalongueur 1du segment non principal [/*(x), fk(x)+ K 2(fk(x) —
fk(y))] verifie

| = Kldist(fk(x), fk(y))
> K\Ki2-»-

On retrouve I’inégalité (2.21) du paragraphe 2.3.

2. Puisque fiaoix, K2~kN, E) < e0, le segment [fk(y), fk(z)] ne subira
qu’un nombre borné de transformations B (en fk(y))-

Si 0oo(x, K2~kN,E) > e0>on retrouve pour A I’estimation (2.27).

Supposons maintenant qu’il n’existe pas de z 6 A* tel que I’on ait
la propriété (*) pour [/*(?)), Tk(2)].

On suppose dans un premier temps que /?«,(#, K2~kN,E) < fo-
Cas B | : fk(y) est I'extrémité d’un segment principal [fk(y), fk(z)]
avec

dist(fk{x), fk(y)) < AT Wist(/fc(x),/f(2)).
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On peut alors utiliser une transformation B. On construit r*+i a partir
de r* en ajoutant le segment principal [/*(?/), fk(x)\ et le segment non
principal [/*(*), fk(x) + A'|(/f(x) - fk{y))]

Les estimations sur /(r*+i) —I(Tk) sont les mémes que (2.28) et (2.29).

Cas B Il : Pour tout segment principal [fk(y),fk(z)\ dont fk(y) est
une extrémité,

dist(/*(x), Tk(y)) > I<s idist(fk(x), f k(z)). (2.30)

Donc,

K[fk(y)ifk(z)]) < (Kz + Ddist(/*(x), fk(y))
< C(K3+ I)K22~kN d’apres (2.19)
<< K 2~kN par choix de K. (2.31)

On distingue maintenant deux cas.

o Soit fk(y) est I’'extrémité d’un seul segment principal (on dira
que fk(y) est un bout de T%*), alors , d’aprés les hypothése de

récurrence (propriété du céne), fk(y) appartient a un segment
non principal.

o Soit fk(y) est I’'extrémité de plusieurs segments principaux de T*.

Soient L et V deux segments principaux de I\ dont fk{y) est une
extrémite.
Puisque dist(/*(a:), fk(y)) > Kx2~kN, et que la projection de f k(x)
sur la droite contenant L et celle sur la droite contenant L' sont
en dehors (}[e L et L' respectivement, I’angle entre L et L' est plus
petit que —

De plus, comme 0oo(x,K2 kN,E) < €0, et puisque I(L) et I(L")

sont inférieurs a K 2~kN d’aprés (2.31), , I’angle entre L et L' est

trés petit (d’autant plus petit que eo0 est petit).

Donc, si €0 est trés petit devant 6, tous les segments principaux de

r* contenant fk(y) sont dans un cone de sommet fk(y) et d’angle

e.

On en déduit, d’aprés la propriété du cone, que fk(y) est I’extrémite
d’un segment non principal de Tk.

Remarque : Un tel point a été a une génération précédente un bout.

Donc, dans tous les cas, fk(y) est I’'extrémité d’un segment non
principal [/*(?/), ak(y)] de T*.
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D’apres (2.19), dist(x,y) < K22~iN.
Donc, si A est assez petit, dist(/k(x), /*(y)) < 2K22~"N.
D’ou, d’apres (2.21),

dist(/*(x),/*(y)) < 2K-1K TU([fk(y),cik(y)]). (2.32)
On considére alors x0, e=-, x/+i les points de A*+2 tels que
e X0=y et x/+i = x;

o X{ et xt+xsont voisins dans A*+2 (voir figure).

20)\}

X

Remarques :
1. | est borné d’apres (2.16).

2. On peut “ordonner” les Xf, car, puisque 0oo(x, K2~kN,E) < e0>
ils sont tous proches d’une méme droite.

Soit Xi (*€ {1,....,/}) le point le plus loin de x et y.

dist(fk(y), fk+i(xj)) A3
dist(/fax),/fctl(xi))

Alors, on utilise une transformation A et on construit f en ajoutant
a r tles segments [/*(y), /*-n(xf)] et [/Ib+(xi),/f(x)].

Remarque : /*+i(x) = /*(x) car x GAk+\.

Premier cas 131

Par un calcul identique a (2.26),

**(»). AHFQ]H[AHEO>h (R)]) < k \h (49> Fk(y)])+Ch(x, 1i2-tK, E T

Deuxiéme cas : distCh(v\. f141(x, )L < Ji'fidist(/t+I(xi), h *)
(on suppose que xt est plus proche de y que de x, le cas inverse est
identique)
On utilise une transformation B. fj.+x est construit en ajoutant les seg-
ments [/*(y),/*(*)], [fk(y), fk+i(xi)] et [fk+i(xi), K% (fk+i(xi)-fk(y))].
On a alors par un calcul identique a (2.28),

Kriii) - *(») < KIFG)>AMD + A+ kiW M v), A+i(*<)])
< (1+ (1 +Ki)Ki(Fi(y),fte0]). (2-33)
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Puis, on considere X§& i~ ¢, 1'£ { 1 , lepoint le plus loin de
X, y et x* On construit fj~ a partirdef , , eninsérant /*+i(x®) par
une transformation A ou B.
Et, on insere de cette facon tous les points Xi, e~ Xj.
Soit Efc+i I’ensemble connexe ainsi obtenu.
On construitr j~ a partir de f *+1 en ajoutant le segment [fk+i (x), a*+i(X)]
ou a*+i(x) est un point tel que Z([/*+i(x),a*+1(x)]) = KxKI2~"k+HN.
Ce segment ne sera pas modifié lors de la construction de r*+1 et

puisqu’il n’est pas principal, on le choisit avec cette longueur afin que
la propriété (2.21) soit préservée.

Il nous reste a estimer /(rj”) —I(TK).

La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations A
est, par un calcul identique a celui effectué dans le cas A I, majorée par

Cj3i(x, CK2~kN,E)2~kN + C£ Afo, C K 2 ~ AN, E)22~(k+D)N.

<i
La somme totale des longueurs ajoutée par les transformations B est
majorée par un calcul identique a (2.28) et d’aprés (2.32),

Cl+ (1+ KDK~Idhiy), /,(*)]) + C(1+ KDKILY.i([A+i(*i), A+iMD

< C(1+ 1+ K2KM)KrIK™Idist(fk(y), ak(y))
+ C(1+ ki)K? Y, dist(/fc(xf),h+iM). (2.34)
LI
ou la somme se fait sur les indicesi, i* de {1,...,1+1} tel que le segment
[/jJH-1(x»),/*+i(xt)] a subi une transformation B.

On en deduit
I{tM ) - K?k) < CPi(x,CK2-ik,E)22-“n
+ CA+ (1+ *7) y*r ¢ dist(. ad(y))
+ C(+ KI)KTI iisth+|(xi)>fi+x(x,,)).

De plus, d’aprés (2.21),
I([fk+i(x), ai+i(x)]) = KiK%2-(hHDN < 2~NI([fk(y), a*(i)]). (2.35)
Donc,
HI @y - i(1)) < CPI(x,Cli2-kK,Ef2-kN
+ C((1+ @+ KDighK”2igl+ 2-n)dist(h(y), ak(y))
+ C(1+ K\)K;1Y, dist(/4+J(ii), ft+i(xt)). (2.36)
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Remarques :

1. Pout un tel point y, une telle transformation n’arrivera qu’une
fois lors de la construction de I\

2. Les points fk+i(%i), «= 1, —, I, ne seront pas modifiés avant la
construction de Tk+z-

Si poo(x,K2~kN1E) > £0 (donc pL{x,K2~kN+\E) > C"1*), on
obtient F*+j en ajoutant les segments [/*(y), fk(x)] et [/*(x), f],(x) 4-
K% (fk(x) —fk(y))] et on a alors par un calcul identique a (2.27),

I(r™")-1(Tk) < C2~kN
< Cpl(x,K2-kN+L, E)22~kN. (2.37)

On pose A*+x = A* U {x}.
Soit x' le point de Ak+i le plus loin de A*+t et on suppose que X' &r ™ t.
On construit a partir de un ensemble connexe contenant fk(x") en

utilisant la méthode décrite précédemment. Puis, on applique cet algo-
rithme pour tous les points de Ak+1*

Soit r*+i I’'ensemble connexe ( qui contient tous les /*(x), x G Ak+1)
ainsi obtenu.

Remarque : r*+i vérifie la propriété du cone. En effet, les seuls points
fk(x), x G Afctl, pouvant poser un probleme, sont ceux insérés pax une
transformation B. Or, par construction, ces points appartiennent a un
segment non principal.

2.5 Construction de a partir de TVfi

On transforme r*+i pour obtenir r*+i, en appliquant ce qui suit

e Pour tout x G A*+i, on remplace fk{x) par /*+i(x).
On rappelle que fk(x) = fk+\(x) si a G Ak+1 ou si fk(x) vérifie la
propriété 2 du lemme 2.2.3 a I’échelle 2~(k+1'N.
Ainsi, fk(x) est remplacé pax fk+i(x) si fk(x) est relativement
loin d’une droite Dk+i minimisant Pi(x, K2~(k+I'N, E).

e Soit une extréemité d’un segment de r*+i n’appartenant pas a
A*+i. Alors, ce point est I’'extrémité d’un seul segment de
On note a*(x) ce point et [/¢(x), Gfc(x)] ce segment. Alors, le
point cik(x) devient le point cik+i(x) avec

“ K[fk(x),ak(x)]) = I([fk+1(x),ak+1(x)];
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—a*+i(x) appartient a la droite (/*(x),a*(x)).

H nous faut maintenant estimer /(r*+i) —Z(r*+i).

Il est inutile de s’intéresser au cas des segments non principaux, car
leur longueur est préservée d’apres ce qui précede.

Considérons le cas d’un segment [/*+i(x), /*+i(y)], ou X, y sont dans
On a alors pour ce segment 2 cas.

Cas Al :[/¢(y), fk(x)] estun segment qui n’a pas subi aucune trans-
formation (ni A, ni B) a cette étape.
On suppose dans un premier temps que Poo(x, I\2~kN, E) < e0.
Soitz G E tel que la projection de z sur (/*(x), /*(y)) estdans [/*(x), /*(y)].
On suppose en outre que z vérifie

dist(/*(x), fk{z)) < 10Ki2~(h+1)N. (2.38)

Remarque : Tous les points de Ak+i dont la projection sur (/*(x), /*(y))
est dans [/*(x), /*(y)] vérifie (2.38) (eventuellement avec /*(y) a la place
de /*(x)), sinon le segment [/*(x),/*(y)] aurait été modifié.

Alors,

dist(*(»),/»(*)) > K12~kN - 10/irl2 ""*+hHw
> Ki(1- 10 2~N)2~kN.

Donc,

. m_ o~N .
dist(/*(x), fk(z)) < 7"-37Q2Z17dist(/*(y),/fo(z))
< Knaist(fk(y),fk(z))

car 2~n « K"1.
Or, tout point z G A/, Z> k + 1, tel que la projection de fi(z) sur
(/1(x),ll(y)) est dans [//(x), /I(y)] vérifie (2.38), donc il ne pourra étre
inséré que par une transformation B.
Si [/*(x), fk{y)] est de la j-ieme génération avec j < fc, alors, d’apres
(2.20),

dist(/Jeti(x),/Jet(y)) - dist(/*(x),/*(y))

< 2A2 (*+DAr

< CAKrdiStr : / ~ \  (2.39)
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Si (o{x,I<2 kN,E) > £Iqg alors

f(*+i*),*+iy)) < K[fk(x),fk(y)])
< 2A2~"h+xN

< Cpi{xiK2~hN,E)22-kN  (2.40)

Cas A Il : [fk(x), /*(*)] a subi une transformation B. Alors, d’apres
le lemme 2.2.3, si le segment est de la k-ieme génération,

dist(/n.,(*), h+i(y)) - dist(/*(x), /,,(y)) < 2A2-(*+1xw (2.41)
donc d’apres (2.20),

dist(/i+I(i),/»+i(y)) - d\st(fk(x), fk(yj)
< AKAMIdist(fk(x),fk(y)). (2.42)
Si maintenant [/*(x), fk(y)] est un segment de la j-iéme génération avec
j <k
dist(/fcHl(x),/*+1(y)) - dist(fk(x),fk(y))
< CAKi™y gy fM ), (2.43)

Il nous faut reste a considérer le cas de segments [fj,+i(x), fk+i(y)]
ou x EA* ye Ak+L

Considérons x & A*, et supposons que /30(xil<2 *,£1) < eO0.
Alors fk+i(x) est une extrémité d’au plus deux segments dont les autres
extrémités sont des points du type fk+i(y) avec y € Ak+X

Cas B I :ily en a exactement deux fk+1(y) et fk+1(z) (y et 2 sont
dans Ak+l).

Alors fk+i(y) = fk(y) et fk+1(z) = fk(z).
On suppose que fk{x) » fk+i(x) (sinon rien n’a été modifié).
Alors, si on note Dk+1 une droite minimisant /?i(x, K 2~kN, jE}, on a

dist(/*(*), D»+l) > CPI(x,K 2-<k+)1 ,E)2<k+'1’
dist(/*+,(*), D*+0 < C/3L(X,/'T:2-(*+ Y .£:)2- (13,
dist(/*+i(i/), Dit+i) < CI2I(*,/iT2-(*+15',E )2 - (*+1)w
disti/n.,n), 2)I+1) < C@\{pc, K 2~(k+I}N, £)2- ~+1" .

On en déduit

dist(/*+1(x),£>) < CI21(x,712-ifc> 7 ,i;)2-ifoHn
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ou D est la droite engendrée par fk(y) et fk(z).

D’ou, d’aprés le théoreme de Pythagore,

dist(/*+i(x), fk+i(y)) + dist(/fcHl(x), fk+i(z)) < COx(x, K2~(k+DN,E)22' (k*DN
+ dist(/*(y), fk(2))
< Cpl{xJ<2-k+*N,EFfT (*DN
+ dist(/*(y), fk(x))
+ dist(/*(x), fk{z)).

Remarque : Ce calcul est identique a celui de (2.26).

On a donc

dist(/k+i(y), fk+i(x)) + dist(/foHl(x),/*+1(2))
—dist(/fc(1/), fk(x)) - dist(fk(x)JIk(z))
< CPi(x, K2~(k+VN, E) 22-V'+1'n . (2.44)

Cas B Il :ily en a un seul fk+i(y) (y € -Acti)
alors fk+i(y) = fk(y)-

Premier cas : fk(y) est I’'extrémité d’un segment [/*(#), fk(z)] de T*
tel que

m », M K2 "V (2.45)

Si K est trés grand devant 2N, ce segment ne peut subir qu’une trans-
formation B.
Soit kO < k le plus petit indice tel que

([/*.(*). I*.(*)]) > K2-KN. (2.46)
On a alors

dist(/foc+1(ar), fk+i(y)) -  aist(fk(x)JIK(y))
< 2A2~(k+D)N

< 2CAg-2~dist(™ t( ™~ (2)).(247)

Deuxiéme cas : Tout segment principal de T* dont fk(x) est une
extrémité est de longueur inférieure a K2~hN.

Si Poo(x. K2~kN, E) < £q, alors d’aprés la propriété du cone (comme
dans le cas B Il du paragraphe precédent), fk+i(x) appartient a un
segment non principal [fk+i(x), a*+i(i/)].

On a

dist(A+1(i), /*+,(1))) - dist(/*(*), f,,+I(y)) < CA2-<*+1Xk. (2.48)

31



Supposons maintenant que
f3oa(xiK 2-kN,E) > £g (donc (X{x, K2~kN+\E ) > C“1").
fk(x) est I’'extrémité d’un nombre borné de segments de Tk+i dont
I'autre extrémité est un point de Ak+1, donc la longueur totale “perdue”

A( pour ces segments) quand on remplace /*(x) par /*+i(x) est majorée
pax

A < CA2~(h+N < C(3x(x, K2~KkN+1, E)22~kN (2.49)
On a donc obtenu
i(rkH)- i(rt) = i[%+.2), + /ig, + 1o (2.50)

avec

o ™+] es™la “longueur totale perdue” par l’'insertion de points de
E suivant la transformation A.

D’apres (2.26) et (2.27), on a

i+l < C E Bi(X K2-" E)??~’ (2.51)
*Aferl

* 4+1 est la “longueur totale perdue” par I’'insertion de points de
E suivant la transformation B (sans compter les segments crées
dans le cas B Il du paragraphe 2.4), lorsque le j3" est petit.

o ZtcH est la “longueur totale perdue” quand on remplace /*(#) par
fk+i(x), x € A*.

'Si o= i(re+i) - C(F*).

A estla “longueur totale perdue” quand on insére un segment
dans le cas B Il du paragraphe 2.4.

Il est clair, d’apres le choix de I’'ensemble Ak+1, que r*+i vérifie les
mémes propriétes que T* a |’échelle 2~(h+1)N .

2.6 Fin de la construction de T

Soit r I’ensemble connexe obtenu en itérant la construction précédente.
On a, d’apres (2.19), E G T.

Nous allons maintenant évaluer 1{T).

On a, d’apres (2.50),

- 2
I(H - ) <E I >E "I+ E + E 4°. 2-52
(H-Ar)<ET>EB+e +E (2-52
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Or, d’aprés (2.51),

E'™m <C'YY E A(x,If2-B)22-° (2.53)
k k zGA*

1 nous faut maintenant évaluer les trois autres sommes.
Commencons par quelques remarques.

e r contient des segments [x,y] ou x et y sont dans un A* pour un
certain k. Donc, pour toutj > k, [fj{x),fj{y)\ C Tj.
On note S*1) cet ensemble de segments.
Ondiraqu’un tel segment est de la k-ieme génération si [/*(x), fk(y)]
est un segment de T* et un des deux points x ou y n’est pas dans
Afc .
En fait, ce segment a subi, a partir de la k-ieme étape, que des
transformations B, et a chaque étape, le nombre de transforma-
tions B est borné (si /200 est petit).
Remarque : Sile segment [/*(x), fj,(y)] , x ety dans A*, a subiune
transformation B, alors aucun de ses “successeurs” [/¢(x), fj(y)},
J > k, ne subira A.

On a, alors d’aprés (2.41),

[dist(x,1/) —dist(/*(x),/*(1)))] < 2A"™ 2~({+DAr (2.54)
3>k

< 2A2~kN (2.55)
donc, d’apres (2.20),

|dist(x,y) - dist(/*(x), fk(y))\ < 2AK21dist(/*(x), fk(y))
(2.56)
d’ou
dist(/jt(x), fk(y)) < 1 _ 2 r idist(x,y) (2.57)

e r contient de segments [x, a«,™)] pour lesquels il existe k tel que

- Xe A*

—aoo(x) et le point limite d’une suite (0,j(x))j>k ou
1//(x), aj(x)] C Tj- et aJ+i(x) est construit & partir de aj(x)
en suivant le procédé décrit au début du paragraphe précé-
dent (Pour toutj > fc, Aj{x) £ Aj).
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Soit S I’ensemble de ces segments.

On dira que [x,a”x)] est de la k-ieme génération si k est le plus
petit indice pour lequel les propriétés précedentes sont vérifiées.
Pour un tel segment, pour toutj > fc, on a

distrarx)) = dist(/,(x), a,j(x)). (2.58:

Soit [x,y\ G Sto de la k-ieme géneération.
La somme totale | des longueurs des segments construits au cours des
différentes étapes selon la transformation B et ayant pour extrémité
fj(x) ou fj(y) avecj > k (lorsque /?00(x, K2~kN,E) < £9 ou
Pooiy, K2~kN, E) < £o) vérifie, d’apres (2.28) et (2.29),

/| < C(KI+1)g81E dist{f* - J i(,j)) (2.59
< 2C(K\ + 1 I<3dist(/*(x), fk(y) (2.60
donc, d’apres (2.57),

oc{K\ 1]Ag!

|
1. 2i,1k?

iist «,y) (2.61

d’ou, si A est assez petit et si K% est assez grand par rapporta K2i

[ W (2.62;
On en déduit 1
" e 1_060 r (2.63;
D’aprés (2.36),
E '|4 < CEE i3x{x,CK2-kN,E f2 - kN
k k aGA*
+ E (C(!+(1+K 1)K ') ICTilIK i' + Z'y(l_)(264)

Lesw
Donc, Jvs, N sont assez grands,
(ql +(1+|< VK:1)K ~K i* T9=n }ngwﬁm) < &606 r. (26)

Remarque : On n’a pas tenu compte dans (2.36) de la somme en i et i’
qui a deja été comptabilisé dans y] /j*.
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Il nous reste a évaluer 1k .
k
On a d’aprés (2.40), (2.44) et (2.49),

Ei3)<CEE &(*CIC2-kN,E)22~kN + £~ (2-66)
k K zCAlc B

ou zI3) est la “longueur totale perdue” quand on remplace /*(x) par
[*+i(x), x € A*+i, lorsque (3o00(x, K2~kN,E) < £o (en dehors du cas B
| du paragraphe 2.5).

Notons T = Tk. 3",

Si [X,y] est un segment de SW de la k-ieme génération, sa “contri-
bution” A a / est majorée d’aprés (2.39), (2.42), (2.43) et (2.47) par

(;Aft'l dist(/fc(x), fk(y)) 2CAK~x2~n dist(/fco(x), fkpjy))

1 7o 2U~k)N ;5% 20 -fco)
(2.67)
ou & < &est le plus petit indice tel que
dist(/*0(x), fko(y)) > K2~hoN. (2.68)

Remarque : Le second membre vient du premier cas du cas B Il du
paragraphe précedent. A chaque étape, le segment [/*(x), fk{y)] n’est
pris en compte qu’un nombre borné de fois. De plus, A est assez petit,
pour toutj > ko,

dist(/y(x),fj(y)) > K2~iN.

Par un calcul identique a (2.57),

dist(/x!0(x), fko(y)) < i_2 AK TlI*X"y*! 27697
Donc, d’aprés (2.57),

. ( CAKil 2CAK~2~-n\ n N -
- (A -2<:1+ 1-2AKil) 6 )

donc si Ku K et N sont assez grands, A est assez petit,

$2.71

a -t M T(li’!)- 2.71)
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Si [x,a”x)] est un segment de de la k-ieme génération, sa
contribution A a Zest majorée d’apres (2.48) par

A < CAY Z~kN
i>*
< 2CA2~kN
< 2CAKIZK Tldist(fk{x),ak(x)) d’apres (2.21)
< 2CAK22K ildist(x,a00(x)).

Donc, si K2 est assez grand par rapport a K\ et A,

A-T7206"(Ix°~(o)]- (2-72)

On a donc d’aprés (2.71) et (2.72),
1 :
J: 1000 T) (2.73

Donc, d’apres (2.52), (2.53), (2.63), (2.65), (2.66) et (2.73),

'(r)- I(r))<CE E fKxx,K2-+t8f2—+ + -1 KH

* se€EA*
i i
+ 7d60Y + 1<S>0'™2-74>
d’ou, d’apres (2.3) et la construction de rQ,
Z(r) < CdiamE. (2.75)

Remarque : On peut utiliser ce qui prédede afin de construire la courbe
rectifiable T du théoréme 2.1.2.

Alors, d’apres (2.4) et (2.74), on a
Kr) <G CO(E)2+ diami?) . (2.76)

I nous reste a montrer que pour tout x G T, tout R G ]0,diamT],
(2.1) est vrai.

Notons que, pour toute courbe, I'inégalité de gauche de (2.1) est tou-
jours vérifiée.

Soient x GE, 0 < R < diamT.

On consideére I’entier k tel que < iT < 2~kN.

On note r(x,JR) = Tfl B(x,R) et pour toutj > 0, Tj(x,R) = Tyn
B(x,R).

Pax un calcul identique a I’évaluation de Z(r), on a

i(r(z,R)) - I(rk(x,R)) <CE E O0i(x,K2~N,E)22~iN. (2.77)
j>k*6Ay
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D’ou, d’apres (2.3),
I(T(x,R)) - /(r*(x, H)) < CR. (2.78)

Or d’apres (2.20) et (2.16), il est clair que le nombre de segments de
intersectant B (x,R) est borné, et donc /(r*(x, ii)) < CR .
D’ou pour tout x £ T, tout R > 0,

H1(r nB (*,fi))< CE. (2.79)

Donc r est une courbe Ahlfors-réguliere.
Ce qui termine la preuve du théoreme 2.1.1.
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Chapitre 3

Un probleme geometrique du
voyageur de commerce en
dimension 2

3.1 Introduction

Nous allons dans cette partie énoncer une version en dimension 2 du
theoréeme 1.2.5 de Jones, c’est a dire donner des conditions en ter-
mes de poo pour qu’un ensemble E C Hn soit inclus dans une surface
r = /(JR2) ou/ est un paramétrage “sympathique”.

En dimension d = 1, la connexité joue un role important en ce qui
concerne les propriétés de rectifiabilité : tout ensemble connexe de H 1-
mesure finie est rectifiable (voir le chapitre 3 de [Fa]), tout ensemble
connexe Ahlfors-régulier de dimension 1 est uniformément rectifiable
(voir le chapitre 1 de la partie Il de [DS2]).

En dimension supérieure, il n’en est rien, ce qui rend le probléme plus
compliqué.

Soit E C IRn-
Avant d’énoncer le théoréme principal, nous allons donner quelques
définitions (la plupart sont motivées par le fait que nous ne supposons
aucune hypothése de régularité pour E).
On se donne une constante positive &tres petite.
Pour tout x G]Rn, tout t > 0, on définit

- roo (X,1,E)
Si EnB{x,t) "0,

A»0e,t,E) = inf ( sup dISt"" — (3.1
P \YEEr\B(*,t) t /
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ou I’inf est pris sur tous les 2-plans P de IRn,

sinon (3o00{x,t,E) = 0.

On considere P(x,t) 1M1 2-plan minimisant /2«>(£, f, E), c’est a dire
tel que

@oix t.E)= sup 0w @ (3.2)

YEENB(X,t) z

et on appelera ce plan par la suite le bon plan approximant de E
dans B (x,t).

e G(x,1)
SiEnB(x,t)y£0,

O(x,t) = su angle(P,P* 3-3
()pppEl,)g() (3-3)

ouP(x,t) = jP: sup  <ist(y>P) < 2/300(x,t,E)I,
t yCENB(x,t) * )

sinon 0 (x,t) = 0.

Quelques commentaires sur 0(x, i) :

1. Si PAXx™MME) est grand, 0 (x,t) n’a pas de signification.
2. Si Poo(x,i, 1?) est petit, alors
a. soit 0 (x,t) estpetit, donciln’y a pas beaucoup d’imprécision
dans le plan approximant P (x,i);

b. soit 0(x,t) est grand, les points de E N B(x,t) sont
proches d’une droite.

Ce qui impligue que la densité de E dans Z?(x,t) est

faible.
Ainsi, si on suppose que E est régulier, si P+ et jP2 sont
deux plans tels que pour i = 1,2, pourtouty £ E QG
£(x,f),

dist(y, Pi) < et (3-4)
alors angle(Pi, P2) < Ce.
Ceci est une conséquence du fait qu’il existe un plan
de référence formé de points de E N 2?(x, t) affinement
indépendants, car la regularité de E empéche les points
de E N B{x,t) de s’accumuler prés d’une droite (voir
lemmes (5.8) et (5.13) de [DSI] ).

e Moo(x,i, E)
[?00(x,1, E) = [?00(x,t,E) + O(X, t).
Remarque : Si /?00(x,t,E) est petit, on est dans le cas 2a précé-
dent. Si /?00(x,i, E) est grand, on est dans le cas 1 ou 2b.
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- ) A
Si /?00(a;,I,E) < e0et A»(x,t,E) > I00e0 alors rj(x,t) = 1
(on est dans le cas 2 b précédent),
sinon rj(x,t) = 0.

 'On)
Si PAXMAME) > €qgalors fj(x,t) = 1,
sinon fj{x,1) = 0.

De plus, on définit P2(E) par
t fdiamE J*

E) ::)GTI'JO ’(X’\’S tn~1

Remarque : Soit A la famille des cubes dyadiques usuels de Hn.

Alors, P2(E) ~ Y P(Q)\aiamQ)2ousiQnNE ~ 0,
Q€A

i disi  F

0 = inf
(Q) IB ygl'illﬁlQ diamQ

I’inf étant pris sur tous les 2-plans de IRn, et si Q flE = 0, P(Q) = 0.

Le résultat de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 3.1.1 Soit E un sous-ensemble compact de IRn.
Si P2(E) < oo, alors il existe un paramétrage f : IR2 — ) JRn tel que,
si on note T = /(IR2), on ait

(i)ecr;
(i) H2{r) < C(P2(E) + (diamE)2);

(ii1) pour tout w £ ]Rn, tout t > 0,

H2 rH Blw,*))) <Cexp( Y  Cfi(vjK2-")[}m(w,K2~",E):

{n:2-n>t}

(iv) il existe €> 0 tel que f soit localement e-holderienne
ou C et K sont des constantes positives.

Nous allons maintenant donner les grandes lignes de la construction
deT.
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3.2 Breve description de la construction
de T

L’esprit de la construction de T est essentiellement le méme que celui
de la courbe rectifiable du théoreme 1.2.5 de Jones ou de celui de la
courbe Ahlfors-réguliére du chapitre 2.

Ainsi, T sera limite d’une suite de surfaces (r,) construites par récur-
rence et formees de triangles (quijouent le rle des segments du chapitre

2).

Donnons quelques détails.

Supposons que I’on ait construit des surfaces To, Ti, ** Tj formées
de triangles telles que

e Tous les triangles de T* ont des cotés de longueur de I’ordre de
2"\

 Tout point de E est a une distance inférieure & 2~* (a une con-
stante multiplicative pres) d’un sommet d’un triangle de

 rtadmet un paramétrage fi qui est une application de IR2 dans

*
JRn dont on contrdle la distorsion, c’est a dire lerapport If(Z\) /g o)
Z-12

en terme, entre autre, de j3”.

La description compléte des propriétés des Tj se trouve dans les
paragraphes 3.3 et 3.4.

Pour des raisons techniques, les sommets des triangles de Tf ne sont
pas tous dans E, ce point est plus particulierement discuté dans le
paragraphe 3.5.

Soit M le point de E le plus loin des sommets des triangles de Ty.
On souhaite construire a partir de Tj une surface ri+i contenant M
(paragraphe 3.6).

Sot T = (MIM2M3) le triangle de Tj le plus prés de Af, c’est a dire
réalisant infdist(M, S) ou I’inf est pris sur tous les triangles S de Tj.

Evidemment, I'insertion de M dépend de la position de M par rapport
aT.

Le cas de référence est le suivant.
La projection TIt(M) de M sur le plan engendré par Mi, M2, M3 est
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au “centre” de T.

K, - Sl
- Vh
Tj est obtenu en remplacant dans Tj le triangle T par les triangles
MMXM2, MM2Mz, MM zMx.

Il est est facile de construire un paramétrage fi+l de Ty+i a partir du
paramétrage fj de Ty.

I nous faut maintenant estimer la surface S “perdue” par ce détour
(S = H2CTj+1) - HATj)) et la distorsion de fj+I.

Donnons un apercu de ces calculs.
Soit €gune constante positive trés petite.
On note
e Tx= MM2Mz,T2= MMxM3, Tz= MM XM 2;
e T GIR2tel que fj(T)=T;
o Ti C IR2 tel que fj+x(Ti) = Ti, 1 = 1,2,3.
On suppose que MX.M2et Mz sont dans E.
Premier cas : P"M , K2-J,E) < IOCeo-
On a alors (0{M,K2~1,E) < 10Ce0i donc dans B(M,K2~*), E est
“plat”_
D’apres le théoreme de Pythagore, on a
H*(rj+1) - JiAr,) <COUM ,K2-i,E)\2-i)2, (3.5)
et
ir jdiamT _  diamTi
diarti diamT
< p CA* M K2-i E)2

(1 -cemM, K

diamT
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Deuxiéme cas :goo tv. K2 *,E) > 100e0 et /200(Ai’, U2 *,E) < €q

On a alors ¢(M,K2~*) = 1.
Les points de E dans B(M, K2~*) sont alors proches d’une droite.

On peut alors associer 8 M un “trou” 7'(Af) qui un triangle inclus
dans un triangle de Tj tel que

« #*(*(Af) ~ (25)25

o \E(Af) est loin de E, ce qui fait que “(Af) ne sera pas altéré lors
des étapes suivantes de la construction de T. Ainsi, M) C T.

On alors, si e0 est assez petit,
ifi(rd+D) -i72(r,))< |[ff2('I"(M)). (3.6)

On a de plus, puisque les diametres des triangles de Fj sont de I’ordre
de 2-7,

A diamTj < diamTj < diamT-
diamT ~ diamT — diamT

Troisiéme cas : Roo M,K2~3.E) > &et poo(MAK2~"E) > &>

Puisque le diametre des triangles de Tj est de I’ordre de 2-J, on a
H2(fiH) - H2(Tj) < C(2~'f. (3.8)
Or, f3ao(M, K2~3 E) > €0, donc
H2(rj+1) - H2(Tj) < Cgo. K2-AE)\2-if. (3.9)
Pour les mémes raisons, on retrouve I’inégalité de distorsion (3.7).

Dans les autre cas (en ce qui concerne l’'insertion de Ai), on aura
des estimations de surface et de distorsion semblables. D ’ailleurs, on
essayera souvent de se ramener a ce cas de référence.

En utilisant I’algorithme décrit au paragraphe 3.6, on construit Tj+i a
partir deTy en insérant le maximum de points de E, tout en préservant
les propriétés de récurrence du paragraphe 3.4.

En passant a la limite, on obtient une surface T = /(1R2) avec
E C T. Il nous reste a vérifier les propriétés (ii), (iii) et (iv) du théoreme
3.1.1 (paragraphe 3.7).
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Les différentes estimations de surface donnent

h\r)-irrg < ~(~(r,) - HAr)
< CEE roMK2 sgH2 ozﬂy, E H2
0 7] "MeM;j

) MZA)

ou Aj est un ensemble de points de E presque 2-J dense, et Adj est
I’ensemble des sommets de Tj auxquels on a associé un “trou” J'(M)
(voir le deuxieme cas précédent).

Or,X; E Poo{M,K2-i,E)\2-1)2 <C(3\E).
] MeAj
Comme on peut choisir les \P(Af) d’intérieur deux a deux disjoints,

;?MEASHz [M) §Hz N

De plus, on construit To avec iPCPo) < C(diamE")2.
On obtient donc (ii)
H2(T) < C((diamE)2+ i®(E)).
Les inégalités de distorsions successives sur les paramétrages fj don-
nent (iii) et (iv).
3.3 Notations et remarqgues préliminaires

On se donne des constantes positives a, a0 et Ko, Ku -*2, * 3, K4, K5
dont on explicitera plus tard le choix.

3.3.1 Quelques définitions simples
Soit T un triangle de ]R” de sommets Mi, M2, M*.

On dit que T est un bon triangle si la mesure de chacun de ses
angles est supérieure ou égale a a.

Un angle (d’un triangle) est critique si sa mesure © vérifie
<< © < Koa.

Si T est un bon triangle, on dit que

o T est de type 0 si aucun de ses angles n’est critique;
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o T est de type 1si un et un seul de ses angles est critique;

T est de type 2 si deux (et seulement deux) de ses angles sont
critiques.

Remarque : on suppose K oor assez petit pour qu’un bon triangle ne
puisse avoir trois angles critiques.

Soit M un point de IRn.
On note ILr(M) la projection de M sur le plan contenant T (c’est a
dire engendré par Mi, M2, M3).
On dit que M est bon pour I’'angle M2M xMz de T si I’angle M2M xM 3
n’est pas critique et si mes(M2MxM ) > o et mes(M M xMz)J". a.
Dans le cas contraire, on dit que M est mauvais pour M 2M XV$.

Remarque : une condition suffisante pour que M soit bon pour

M2M IM 3est que IIr(M) soit & I’intérieur de T et que TLt(M) soit bon
au sens précédent pour M2M\Mz.

3.3.2 Segments de sécuritée et zones de proximité

Soit S un ensemble de bons triangles.
Pour tout triangle T de «Sde sommets Mi, M2, Mz, on définit les points
Oi, 02,03, Pi, P2, P3de la maniére suivante:
tous les points O», Pi (i=1,2,3) sont sur les c6tés du triangle T et
vérifient

1 OiMi P2Mz  OxMz P\ E2 OzM2 P3M1

3 M xMz M xMz M 2Mz M2#lz MxM2 MxM2
Les [Oi,Pj], i = 1,2,3, sont les segments de sécurité de T (voir figure).
n Q,
o r
y
O
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Quelque soit le type de T, a tout sommet de T, on associe une mau-
vaise zone de proximité (voir figures 3.1, 3.2, 3.3).

On a ainsi défini des points Oi>2 0Oi)3 023, P\,2, -Pi,3 " 23-

D’aprés le théoreme de Thales et les constructions des zones de
proximité, on a

Lemme 3.3.1 Pour tout triangle T de S (de sommets M\, M% ,Mz),
pour i,j, k G{1,2,3} distincts, les points Oij et Pij sont en dehors du
segment [O*, -P*]e

Pour tout triangle T (de sommets Mi, M2, M3), on definit pour
tout i —1,2,3,

rn—r(Mi,T) \3{i€{l,82lf§:i*i}d|5t(“”’ Afy).

D’apres le lemme (3.3.1), la boule jB(M<,rf) contient la mauvaise zone
de proximité associé a Mi (dans T).

Si tous les triangles de S sont munis de segment de sécurité et de zones
de proximité verifiant les propriétés précédentes, on dit que S verifie la
propriété (A).

Soit M un point de Hn.
Soit Sun ensemble de bons triangles vérifiant la propriété (A).
On dit qu’un triangle T de S (T de sommets Afi, M2, M3) vérifie la
propriété (*) pour M si IIt{M) est a I'intérieur de T et en dehors des
boules jB(Mi,r<), i = 1,2,3.
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Ha

Figure 3.1 : T de type 0.
Les mauvaises zones de proximité associées a chaque sommet sont en
sombre.

kOi,i

rT" Yva
______ LJ_____________________________l | VE*?4r W

O /.i.
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Figure 3.2 : T de type 1.
Les mauvaises zones de proximité associées a chaque sommet sont en
sombre.
Remarque : les droites (Oi"Pi*) et (Af2M3) sont paralleles, de méme
que les droites (Oi"P”"s) et (M\M$).

H,
Ta,i @)
<Ol.i
iot
Cu3 7 \ N
H*
Ul
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Hx

Cu

Figure 3.3 : T de type 2.
Les mauvaises zones de proximité associées a chagque sommet sont en
sombre.

% a

p=>7



3.3.3 CoOnes de sécurité

Soit S un ensemble de bons triangles.

On dit que S vérifie la propriété (AA) si a tout coté M\M2 de deux
triangles MxM2Mz et MiM2Mt de S adjacent a un angle critique, on
a associé un cone de sécurité de la maniere suivante :

e sil’angle MzMiM2 (ou M2M 1M 4) est critique alors que MzM2Mi
et M\M2Mx ne le sont pas, le cbne de sécurité est un vrai cone
issu de Mi d’angle au sommet compris entre a0 et 2ar0 (on sup-
pose a0 << a);

h3

* si les angles MZM\M 2 et M3M2Mi (et/ou M2MiMz, M2MiMs)
sont critiques, alors le cone de sécurité est I’'intersection de deux
cones issus de Mi et M2 d’angle compris entre ao et 2c*o;
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L’angle d’un vrai cone issu de M\ et faisant partie d’un cbne
de sécurité a pour mesure 2ao si et seulement si M2M\Mz (ou
M2M 1M 4, mais pas les deux) est critique, sinon, si les deux angles
sont critiques, lI’angle du c6ne a une mesure comprise entre o et
20'0- La méme regle s’applique pour M2.

3.4 Premiere etape de la construction de

r

On peut, sans perte de généralité, supposer que diamJS1= 1.

On suppose que l'on a construit To, —, ly des ensembles de bons
triangles vérifiant

(P1)

(P2)

(P3)

(P4)

To est un triangle dont les cotés ont pour longueur I*diamjE tel
que la projection de tout point de E sur le 2-plan contenant r 0
est a I’'intérieur de r 0.

si T est un triangle de T* pour toute longueur d d’un cété de T,
on a

Kil2-* <d< Kx2~i\ (3.10)

tout triangle T de Tf est muni de segments de sécurité, de zones
de proximité et (si nécessaire) de cones de sécurité de sorte que
T* vérifie les propriétés (A) et (AA);

on note Af I’ensemble des sommets des triangles de T.- et

Ai= {N GAf:N GE}

Ai= {N GAi:N £ E},

Remarque : Les sommets de Ay ne sont pas dans E. Leur exis-
tence est rendue obligatoire par le fait que E n’est pas supposé
regulier et donc peut étre rempli de “trous”.

On a alors

« Ai C Ai+i.

« SiMe Atmais M 0 Ai i, et
s’il existe r tel que

in212 i+1 < r < 1<22-i+1 (3.11)

avec de plus E fiJB(M,r)"flet /*»(M,r>E) < e0alors
dist(M, P(m,t)) < C/300(M, r, E)t, ou P(m,t) est le bon plan
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approximant de E dans J3(M, r) (voir paragraphe 3.1).
Remarque : La proprieté précédente signifie que le sommet
M se comporte comme un point de E. Il apparait essentiel
ici d’utiliser j3au lieu de /3, car on a déja remarqué que méme
si Poe(M, r, E) est petit,si ‘M t,E) est grand, il y a une
forte indétermination sur P(m,t)-

* Pour tout M dans E, si T (de sommets Mi, M2 ,Mz) est le
triangle le plus prés de M, alors, pour toutp = 1,2,3,

dist(M, Mp) < Kz sup dist((M*,M*»).  (3.12)
{**'€{1,2,3):***1}

(P5) On définit
Mi = {M GAIi/Ai-i :r}(M,K2~i) = 1} .

Pour tout *< j, a tout M GM,, on a associé un “trou” 'Sf(M)
qui est un triangle inclus dans un triangle T de Tj tel que

(i) dist(M,Tf(M)) < K2~*\
(ii) dist(r,£) > C-1K2~i;
(iii) HI(V(M)) > C-1(2-%)2,

et, de plus, si M GAI,-, M' GM.y avec M * M", alors
int(tf(M)) n int(tf(M")) = 0,

ou int désigné I’intérieur du triangle.

(P6) Il existe /» : EI2 — *IRn tel que

. I, c (IR

e pour tout 2, zq de 1R2, si /j(z) et fi(zo) appartiennent au
méme triangle T de I\, on a

C-'exp (- p C~h(z0),K2-")poo(h(z0),K 2-\E)* < l/i(» ~ ~ o)l

IA(® ~ A o)l < Cexp ( pCv(h(za),K2-Ky3a{ft(zli),K2-kE)" .
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Les Ti sont donc des surfaces paramétrées par les /,» (ce qui sous-entend
que les triangles doivent étre vus comme des élément de surface). Pour
toute surface Tf, sauf aux endroits ou. celle-ci se recoupe, toute intersec-
tion entre deux triangles se fait par un c6té commun. De plus, aucun
triangle de ne peut étre isolé, c’est a dire sans aucun contact avec
un autre triangle de I\.

On va alors essayer de construire a partir de I'y un nouveau réseau
de bons triangles r j+1 vérifiant les propriétés (P1), (P2), (P3), (P4),
(P5) et (P6) préecédentes en insérant le maximum de nouveaux sommets
(qui ne seront pas obligatoirement dans E).

3.5 Quelques regles pratiques

3.5.1 Reégle du cdne

On suppose que I’on veut insérer un nouveau sommet N sur un coté
d’un triangle de Tj muni d’un cone de sécurite.
Soit dj un réel positif tel que

0<dj< KZx-K

Notation : N est sur le c6té M\M” M$ et Ma sont les autres som-

mets.
VA

H,

On appelle T\ le triangle M\M 2Mz et T2 le triangle MiM 2M".

On suppose dans un premier temps que B(N,2“*)n E 0.
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Premier cas : Il existe r, K212 *< r < K22 i, tel que
Poo(N,T,E) < e0.

Le choix de N n’étant pas aléatoire, on note C(N) les conditions
imposées a N.
On cherche N tel que

1. N proche de N ou vérifiant les mémes conditions C(N) (les condi-
tions C(N) sont stables par léger déplacement : si K+ est suffisam-
ment grand, c’est a dire dj assez petit, tout point N G B(N,dj)
vérifie les conditions C(N); on reviendra plus tard sur les condi-
tions C(N));

2. N dans E ou proche de P(jy>).

On souhaite évaluer la surface ajoutée S lorsque on remplace les tri-
angles Ti et T2 par les quatre triangles NM\M2, NMzM2, NM 1M 4 et
nm 2m4.

Cas la : Il existe un point N de E tel que

e 11" (N) ounTj(N) est dans le cone de sécurite de M\M 2\
o dist(N,N)<dj;

e &< Kspoo(N, r,E)2r2.

On considere alors N comme nouveau sommet au lieu de N.

Cas Ib : Il n’existe pas de point de E comme précédemment, mais
il existe lin point N de IRn/E tel que

o 1(2D)(V) ou 1L(7N(TV) est dans le cone de sécurité de M\M 2\

L dt
dist(jV,E) > 10

« N e P(nt)n B(7V,rfi);
. 5 < KsO~(N, t,E)2t\

On considere alors N comme nouveau sommet au lieu de N.
Sinon
Cas le : PACNJCtf-~E) > 100e0.

En effet, si /7AqiV,K22~* E) < 100eo, tous les sommets de Tj hors de
E, proches de TV a I’échelle 2-J, sont dans un bon plan approximant
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d’apres la propriété 4 des r,-, et on pourrait alors considérer N comme
dans les cas la ou Ib.

On considére dans le cas le comme nouveau sommet un point N soit
dans jB soit dans JRn/E mais alors vérifiant

N £ ~en,n)i
dist(iV,E) > i
tel que
o dist{N,N) <
* N vérifie les conditions C(N).
Si Poo(N, K22~5,E) > e0 alors
S < C(2~))2 (3.13)
< KMN,K 22-i,EY(2-i)2 (3.14)

Si fioo(N,K22~i,E) < e0 alors on pose S = a(iV, 2-J).

On a alors i){N, K22~*) — 1. Donc, les points de E n B(N, K 2%*) sont
proches d’une droite. On peut associer a N un trou */(iV) vérifiant les
proprietés (i), (ii), (iii) de (P5). Ceci est possible si K2 est assez grand.
On a alors, si eo est assez petit, d’apres (iii),

a(.N,2->) < | H2(*(N)). (3.15)

Remarquons que le nouveau sommet N s’il n’est pas dans E vérifie la
propriété (P4) (voir paragraphe 3.4).

Deuxiéme cas : Pour toutr, K2X2~* < r < K22~*,0n a
PooiN, r, E) > eO.
On considére alors comme nouveau sommet N dans B(N, dj) et le cone
de sécurité avec soit N est dans E, ou sinon N choisi arbitrairement
dans le plan de Ti ou de T2 tel que dist(iV,E) < i'o
.S est controlé comme dans le cas le.

Si E (~\B(Ny2~J) = 0, on considere bien N comme nouveau sommet
(etona$S = 0).

Si on souhaite insérer un nouveau sommet N sur un c6té d’un trian-
gle de Fy qui n’est pas muni d’un c6ne de sécurité, on applique quand
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méme la regle précédente sans tenir compte des conditions sur le cone
de sécurité.

Dans ce qui suit, on appliquera implicitement la regle du cone a chaque
fois que I’on voudra créer un nouveau sommet sur un cété d’un triangle
déja existant.

3.5.2 Lemme d’6limination

Soit T un triangle de Ty (de sommets Mi, M2, Mz) de type quelconque.
Soit M un point du segment de sécurite de M2Mz (par exemple).
Alors d’apres le lemme 3.3.1 et la construction des points Ot et Pfj, il
est facile de voir que I’on peut faire subir a T une des transformations
suivantes:

e Transformation A
Si M Mi coupe I’angle M2MiMz en deux angles de mesure supérieure
ou égale a a, on remplace T par les deux bons triangles M2M M 1
et MZMMii.

* Transformation B
On considere N appartenant au segment de securité de MiM 2 ou
MiMz tel que les triangles M2M N, MNMz, NM zMi soient bons
et on remplace T par ces bons triangles.

Remarque : On retrouve ici la condition C(N) et il est clair que tout
point N € B(N,dj) vérifiera les mémes conditions si dj est assez petit.

On parlera de transformation B classique (celle qui peut étre util-

isée pour tout point M du segment de sécurité de M2Mz d’aprés le
theoreme de Thaies) si M N est parallele a MiM3 (ou a M 1M 3).
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Remarque : Dans le dessin ci-dessus, on a suppose

mes(MIM2M3) < mes(M2M 3M ),

dans le cas contraire, on construira N sur [Mi, Mz\.

On définit la transformation B’ par :
A partird’un point M appartenanta un segment de longueur Z on con-
struit par une transformation B un point N appartenant a un segment
de longueur L avec L > rjl et on remplace T par les trois bons triangles

ainsi obtenus (77 est une constante positive strictement supérieure a 1
que |’on fixera plus tard).

Si I'inégalité L > rjl n’est pas vérifiée, on parle de transformation B”.
Remarque : Par une transformation B’, on va “d’un petit cOté vers un
grand cote”.

Lemme 3.5.1 Soit M un point du segment de sécurité d'un coté dun
triangle de Ty.

Alors, a partir de M, on peut utiliser soit la transformation A, soit la
transformation B .

Preuve du lemme 3.5.1

Soit M un point du segment d’un coté d’un triangle T de Ty.
On note Mi, M2, Mz les sommets de T.

On va montrer que si 4 est bien choisi, on peut, a partir de M, utiliser
soit la transformation A ou la transformation B’.

Premier cas : T est de type 0.
M étant dans un segment de sécurité de T, d’aprés la construction de

ce dernier quand T est de type 0, on peut ici utiliser la transformation
A.

Deuxiéme cas : T est de type 1.
On suppose que I’angle critique est MiM 3M 2.
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T a donc un “petit coté” M\M2 et deux grands M\M Zet M 2M3.
On suppose M\Mz > M2Ms$.

Cas 2a : M appartient au segment de sécurité de M\M 2.
On suppose que I’on ne peut pas utiliser la transformation A.
On utilise la transformation B en construisant un point N dans le
segment de sécurité de M\MS$.
On va montrer que I’on peut choisir 7> 1 tel que

tiM\foi2 ‘C ATiAI3.

., . M m2 )
Pour cela, considérons le cas ou est maximal.

MiMz
H
K K

W

MXV, _ = \-1
On a al_ors Mil\'/I];_ = (2coslia) ™.
On choisit donc 1j tel que

1 v 2c0 Kc < 77< 2cosKa.

On utilise alors la transformation B’.

Cas 2b : M appartient au segment de sécurité de M2iV/3.

(i) M.:M: > tjM: Mz
on peut, si la transformation A est impossible, utiliser la trans-
formation B".

(i) MxMz < tjM. Mz

77 étant choisi proche de 1, les cotés M\M2 et M2Mz sont compa-
rables, on peut donc utiliser la transformation A.
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Cas 2c : M appartient au segment de sécurité de M\Mz>
D’aprés la construction des segments de sécurité, on voit que I’on peut
utiliser la transformation A.

Troisieme cas : T est de type 2. . .
On suppose que les angles critiques sont M\M 2Mz et M2MzM\.

H

T a donc un grand cété M2M 3, et deux petits M\M 2 et M2M 3.

Cas 3a : M est dans le segment de sécurité de M2Mze
D est facile de voir que I’on peut utiliser la transformation A.

Cas 3b : M est dans le segment de sécurité de M\M 2 (le cas M 2Mz
est identique).

Supposons que I’on ne puisse pas utiliser la transformation A.
On va montrer que I’on peut choisir § > 1 tel que

Al2 »~ M 2M 3.

Pour cela, considérons le cas ou le rapport M xM 2 est maximal
» PROTL torrs '

h5

On a alors
M 2M x o 1 1 -t

Mamz oM@ ana Yian oo
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On choisit donc 77 tel que

A~

1 < 77 < sinor - —1— ) .
\tana tanival
Remarque : a étant trés petit, le choix de 7 vérifiant I’'inégalité
précédente est possible.

On peut donc utiliser la transformation B’.
Ce que termine la preuve du lemme 3.5.1.

Considérons la procedure suivante:

M -2U Ni N2 el

c’est a dire, M subit une transformation B’, soit A le sommet artificiel
crée. Ce point subit une tranformation B’, soit N2 le sommet artificiel
obtenu qui subit lui méme une transformation B’, et ainsi de suite.
On a supposé, en outre, qu’a chaque étape, on ne peut pas utiliser la
transformation A.

D ’aprés la propriété (P2) de Tj (voir paragraphe 3.4), on a

Lemme 3.5.2 Soit M un point du segment de sécurité dun c6té dun
triangle T de Tj.

Alors la procédure décrite précédemment est finie, de plus le nombre
d etapes est borné par nQle plus grand entier verifiant 7’° < 2A'2.

Des lemmes 3.5.1 et 3.5.2, on peut déduire le résultat suivant.

Lemme 3.5.3 (Lemme d’élimination) Pour tout point M appar-
tenant au segment de sécurité d’un cété dun triangle T de Tj, il est
possible de considérer la procédure suivante

R * 1%

v H=

et cette procédure est finie.

le lemme d’élimination 3.5.3 sera tres utile dans la suite, il nous
permettra, au cours de la construction de £;,+1, de créer de maniere
artificielle de nouveaux sommets appartenant a des segments de sécurité
de cotés de triangles de Tj.
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3.5.3 Création de cdbnes de sécurité

Soit T un triangle de Ty (de sommets Mi, M2, M3).

Soit M un point du segment de sécurité de M2M 3.

On vient de voir que I’on peut faire subira T, a partir de M, la trans-
formation A ou la transformation B, on obtient de nouveaux triangles.
On va maintenant montrer comment, si besoin est, munir ces nouveaux
triangles de cbnes de sécurité tel que le nouveau réseau de bons trian-
gles ainsi obtenu vérifie la propriété (P3) (voir paragraphe 3.4).

Remarquons d’abord que I’on ne crée pas par ces transformations
de nouvel angle critique en M.

e Supposons que T subisse A.

A
H./ / \
H
Supposons que l’on crée ainsi un angle critique en M2M\M (par
exemple).
Le cbne associe a MM\ est le cone issu de M\ d’angle 2oro d’axe
MiM.

Le cone de sécurité associé a M\M 2 est I’intersection du cone issu
de Mi d’angle 20q d’axe MjM 2 et de I’ancien cbne de securité
associé a M\M 2 (si celui-ci existe).

e Supposons que T subisse B.
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Si on crée un angle critique en M$, on utilise ce qui précede con-
cernant la transformation A.

Si on crée un angle critique en N, supposons que cet angle cri-
tique soit M2N M, le cone de sécurité associé a M N est le cone de
sommet N d’axe M N d’angle 2g0. Le cOne de sécurité associe a
M2N est I’'intersection du cone de sommet N d’axe M2N d’angle
2go et de I’ancien cbne de sécurité associé a M\M2 (si celui-ci
existe) issu de M 2.

Remarquons que si un coté M\M2 a un cone de sécurité formé en
partie d’un céne de sommet M\ d’angle compris entre <o et strictement
2aro, cela signifie que les deux angles en M\ adjacents a M\M 2 sont
critiques.

H K
N -« L .- >»Ty RN

o JJ C V*cvVenrV G

Ainsi ces deux angles ne seront plus coupés (on ne peut pas transformer
cet angle, sinon les triangles obtenus ne seraient plus bons) et ce cone
ne sera plus modifié.

D’apres cette remarque, il est facile de voir que le nouveau réseau de
triangles munis de cones de sécurité construits comme precédemment
vérifie la propriété (P3) (du paragraphe 3.4).

3.6 Insertion d’un nouveau sommet

Soit Tj un ensemble de bons triangles vérifiant les propriétés (Pl),...,
(P5) et (P6).

Soit M un point de E.

On souhaite construire un ensemble de bons triangles dont M serait un
des sommets en “déformant” un ou plusieurs triangles de Ty.

Pour cela, on distinguera divers cas suivant la position de M par rap-
port a I’ancien réseau Tj.

Remarque : Les premiers cas (cas | A 1et I A 2) sont les plus impor-
tants. Dans les autres cas, on essayera de se ramener a ceux-ci.

On cherchera a chaque fois a
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« contrbéler I’'augmentation de surface en termes de

e paramétrer les nouveaux triangles par I’intermédiaire des anciens
et contrbler la régularité de ce paramétrage en fonction de (3"

On notera r j+1 le nouveau réseau de bons triangles obtenu en insérant
M.

Soit T, de sommets Mi, M2, M3 le triangle le plus prés de M (c’est
a dire réalisant dist(M,T) = irJ1Sfdist(M ,S) ou I’inf est pris sur tous les
triangles S de Tj).
Remarque : Si plusieurs triangles réalisent I’inf, on choisira celui qui
vérifie le cas le plus favorable dans I’ordre d’6numération suivant.

Premier cas : I1t(M) est a I'intérieur de T.

Cas A : T vérifie la propriété (00 pour M.
(pour la propriété (0, voir le paragraphe 4.2.2)

Cas | A 1:M estbonpourlesangles MIM2M 3, M2M3M1let M3M 1M 2.

ri+i est obtenu en remplacant T dans Fy par les trois bons triangles
MMiMk (i=1,2,3, k= 1,2,3, ** k).

On définit une application affine <$:

T —>MMIM2UMM1IM3U MM 2M3
N —» ¢(N)

tel que n T(<?(iV)) = N.
On définit fj+i par:
1IR2 % IRN
2 - fj+i(2)
tel que
o sifj(z) &T, alors fj+i(z) = f,(2);
. sifi(z) € T, alors fj+i(z) — €0 fj(z2).
On a alors fJ+1C /i+,(IR2).

De plus, on note
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« TC IR2tel que fj(T) = T\

e Tz= MM,aAf2f T2= MM xMi, Tx=JlIMjM, _
et pour tout i = 1,2,3, 7 C IR2 tel que /y+1(Ti) = Ti.

On suppose dans un premier temps que p* (M, A'2-J, B) < €0 et
i00(M,K2~i,E) < I00e0 (le cas poo{M"K2~i"E) > €0 et
/300(M, K2~*yE) < 100e0 se traite de la méme facon car alors
PoolMJtt-"tE) < 100e0).
Pour tout i = 1,2,3, soit Mi est dans E, soit M- vérifie (P4).
Donc I’angle entre le plan de T et le plan de MMiMk (i = 1,2,3,
k =1,2,3, 1™ k) est au plus de I'ordre de /*(M , K2~k, E).
On en déduit alors, d’apres le théoreme de Pythagore,

i12(f,+1) - H2(Tj) < C/3,,(M, K2-" E)\2-")\ (3.16)

De plus, si j>(N) et <f>(\b) sont dans le méme nouveau triangle MMiMKk,
alors

: . iist & No:  N)'
(|+<0/0.(*,*2 -Wr"* iist( No, /V) (3-i7)
< \+CpOO{MJI<2-"Ef
d’ou, pour tout i = 1,2,3,
diamj diam! diamTf
diam!i < diam! <@+ CM M, K7T» ET) diamT’
(3.18)

(1+ COUM, KT* Ef) -«

On suppose maintenant que
Poa(M,K2~3E) < €0et 100e0 < POO(M,K2~i,E).

Remarquons alors que 1](M, K2~*) = 1, donc M G Adj.

On note a(M, K2~>) = H2(Ti+1) - ¢/ (r,).

Les points de E n B(M, K2~J) sont trés proches d’une droite. Il est
clair qu’alors il existe, si A'i est trés petit devant A', beaucoup de
triangles de Ty dans B(M,K2~*) vérifant la propriété (ii) de (P5).
Donc, si li' est assez grand, on peut associer a M un triangle \P(M)
inclus dans un de ces triangles de Tj- vérifiant (i) et (iii) de (P5) et tel
que in*"M )) Hin*JV)) = 0 pour tout W(n) déja existant.

On a alors, si e>est assez petit,

a(M K2~) < AH2(V(M)). (3.19)
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D’aprés (P2), il est facile de voir que, si <(No) et FXN) sont dans le
méme nouveau triangle MM{M*, alors

<7->(I+C/M«.*2-'"E)*)-* < diStifsS ~ y )2 (3-2°)
< C'(l +COm(M ,K2-\Ef)
De méme, pour touti= 1,2,3, on a
diam£  di_am7S .diam! (3.21)
diamT “ diamT ~ diamT v o

On suppose enfin
e0 < P<»(M,K2~j,E) et /(M , K2~\E) > 100€0.
Alors d’aprés (P2), on a

ff2(fi+1) - H2(Tj) < C(2~")2
< C/3«(M, 1<2~\E)2(2~if,  (3.22)

et, si IXN) et <<{No) sont dans le méme nouveau triangle AIMiMu,

(I+CMM ,K2-i,Eryl < diS* 1 "'$ y )l (3.23)
< | +Cpoa{M,K2-\ET.
De plus, pour touti = 1,2,3,
.diamTi diamX1 diamT; .
N - e N
diamT 2 diamT = CdiamT' \(/3'24)

Cas 1| A2:Ht(M) est bon pour M2M\Mz et MzM2M\, mais est
mauvais pour M *MzM 2.

Supposons T de type 0 (voir figure 3.4).

On suppose que Ht (M) est plus pres de M\ que de M2 (comme sur la
figure 3.4).

On considere alors R G [Mi, M 2] tel que

a <mes(HT(M)R, M2Mi) < 2a,

puis S G [M\M?\ tel que (RS) et (M\M 2) soient paralléles.

Remarque : On applique pour R et S la regle du cone. A chaque fois
que l’on créera par la suite un nouveau sommet sur le c6té d’un triangle
déja existant, on utilisera la régle du cone sans toujours le préciser.
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Figure 3.4 : Cas | A 2 (T de type 0).
Tt (M) se trouve dans une des zones sombres.

c<
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A partir de R et 5, on utilise des transformations A ou B suivant la
procédure décrite au paragraphe 3.5.2.

On note (TK)ke>c les triangles de Tj ainsi transformés. D’apres le lemme
3.5.3, cardK est borné.

Pour tout K € /C, on note 7*, i € /*, les triangles obtenus a partir de
Tk par des transformations A ou B, et M k le centre de T*.

On note T1, T2 T3, T4, T5les cing bons triangles MXMS, M\M2M,
MM2R, MRS et SRM3.

rv+i est obtenu en remplacant T et les (Tu)keK dans Tj par les T*,
*= 1,2,3,4,5, et les (ThHkeK,i€ike

On suppose dans un premier temps que
[200(M,/iT2-,£?) < €0 et K2~\E) < 100e0.

(le cas /?00(Af, K2~* E) > €0 et j30O(M,K2~*,E) < IOOe0 se traite de
la méme facon car alors (300 ,K2~*,E) < 100e0). On construit alors
de maniére naturelle une application $

4:TU (13Ji) —. (U T>U(1J U~
\ke/c / \t=i  / \KEK ieiu J

verifiant
o Si t>(N) et g>(Nb) sont dans le méme T* alors
. . . 1] disi (N <> No
(I+cMv.itrtif)™ < ™K <p>
< 1+Cj300(M,K2~JE)?2
o Si (N et <X(\D) sont dans le méme T*, alors suivant la valeur de

PooCM, K2~*,22), on obtient des inégalités de distorsion de type
(3.17), (3.20) et (3.23).

On définit alors fj+1 : IR2— JRn par
e sifj(z) GT oufj(z) GTk pour un certain k G JC,
fi+1(2) = <(fi{z))
e sinon fj+i(z) = fj(z).
Pour les mémes raisons que (3.16) et (3.22), on a
H2(tj+1) - H2Z(Tj)) < COUM , K2-i,E)2(2-°)2

+ CE 9(M\2-i) (3.26)
hEK

ou
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e si flOO(Mk,K2 *E) < elet j3=Mk,K2 * E) < 100e0
ou si €g< POO(Mk, K2~* E),

g(Mk,2~") = 0oo(MkJ<2~\E)2;

* si Ooo(Mk,K2~",E) < €0 et 100e0 < /00(Mk,K2~i,E) (donc
rj(Mk,K2~J) = 1), alors

g(Mk,2=*) = a(Mk, K2~*).

Si K est assez grand, on peut alors associer a tout Mk un trou
ty (MK) vérifiant les propriétées décrites en (P5) (voir la discussion
plus détaillée dans le cas | A 1) et on a, si €0 est assez petit,

a(Mk,K2~i) < i H2(V(MK)). (3.27)

De plus, si on note,
T C H2tel que fj{T) = T;

Tu C IR2 tel que /¢(T*) = 2*;

'T C IR2 tel que fj+iif*) = "JT;

T" C R2tel que !'j+I(Tk) = Tk,
alors, on obtient d’apres (3.25),

-1 diamT>* diamT*

(I+CO00(M,K2~1E)2) diamT diamT

diamT* , / 5 diamT*

diarnT - ( + CA~(M’" ~ " 5) diamT (3 8)
De méme pour T*, Tu, TE, T*, on obtient, suivant la valeur de Bs{M kiK2~k,E),
des inégalités de type (3.18), (3.21) et (3.24).

Remarque 1 :SiR et S, a cause de la regle du cbne, n’appartiennent
pas aux cotés des triangles, il est facile de modifier ce qui précede et on
obtient les mémes résultats.

Remarque 2 : Dans les cas suivants, a chaque fois que I’on sera
amene a considerer des sommets artificiels comme ici R et S (c’est a
dire des points qui permettent I'insertion de M), on gardera les mémes
notations que precédemment et les résultats (estimations de surface,
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inegalités de distorsion) s’obtiendront de la méme facon.
On suppose maintenant que
/300(M, K2~\ E) < & et 100e0 < Ax>(M, K2~},E).
Il est facile de construire £

eru(uTk (O u(u ud

\kekK \t=1 / \kKkEK i€lk
tel que
 si N estdans T, <X(N) est dans un T%*;
* si N est dans un T*, <X(N) est dans un TE;
o si >(N) et d>(N\o) sont dans le méme T *alors

diari [N No)
diam N NO)
< c ce, [M K2 Er

C-{l +CM M,K2-1,EY)-’ (3.29)

o si >(N) et g>(N\o) sont dans le méme T£, alors, on a, suivant la
valeur de ({Mh,K2~i,E), des inégalités de type (3.17), (3.20),
(3.23).

On en déduit alors, pour touti = 1,2,3,4,5,

diamT~ diaro < ¢ dia
diamT “ diamT ~ diamT \93'3('
De la méme facon que danslecas | A 1,
tf2(fi+i) - H2(T)) < a(M,K2~i)
+ E s(M-*.2-i 3.31
% ( ) (3.31)

ou g est défini, suivant la valeur de /200(M*!, K 2-J, E), comme précédem-

ment, et on peut associer a M € Aij un triangle \I/(M) de Tj. On a

alors 1
a(M,K2-") < UH (* [M (3.32)

On suppose enfin

«@ < 0ao(M,K2-*E) et 100e0 < A»(M, K2~",E).
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On définit £comme au dessus et on obtient comme précédemment

ff2(fi+1) - H\Ts) < CPUM,K2-~ Ef(2-if

+ Ya(M h 2e), (3.33)
kEK

alors que les inégalités (3.29) et (3.30) restent vérifiées.

Supposons T de type 1 (figure 3.5).
L’angle critique est alors obligatoirement; Af, m 3m 2.
On considere

* R G [M2,M 3] tel que mes(lIr(M)ii, M2M\) = or;

* S G [Mi, Mz\ tel que mes(lIr(Af)S,MXM?2) = a.

Puis on choisit parmi ces deux points celui qui est le plus loin de Ili*ildf).
Supposons que ce soit R.

On construitalors R" G [Mi, Mz] tel que (RR") soit parallele a (MiM2).
Les triangles T * c’esta dire MXM R\ MiMM2, MM 2R, MRR"', R'RMz
sont bons.

Tj+i est obtenu en remplacant T et les (Tk)kefc dans Ty par les (T*) et
les (THKEK,ifihe

4>et fj+i sont construits comme dans le cas précédent (cas | A 2 T de
type 0), et on obtient les mémes estimations de surface et de distorsion.
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Figure 3.5 : Cas | A 2 (T de type 1).
Ut (M) se trouve dans la zone sombre.

c<

*2
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Cas | A 3 : Tl<r(M’) est bon pour M2M\Mz, mauvais pour MzM 2M\
et M1IM3M2.

Supposons T de type 0.

ex

On considére T' le triangle de Tj de sommets Af2, M3, M4, T' est un
voisin de T dans Tj.

Remarque : Si T’ n’existe pas, Tj+i est obtenu en remplacant T dans
Tj- par les bons triangles MMM7Mx et MM 1M 3.

On suppose que M est bon pour M2M4M 3 (dans T').
En effet, on peut toujours se ramener a ce cas, en construisant le point
N tel que

* les triangles M2N M 3 et NMzM= sont bons;
* M est bon pour I’'angle M-".Niw3:
N est dans le segment de sécurité de Af2M4 ou M2M 3.

On considere alors NM*Mz a la place de T".

Si ILr'(M) est en dehors de T' ou si IIt'(AO est dans T' et est dans
le cone de securite de M3M4, alors TV+i est obtenu en remplacant T
et T' dans Fy par les bons triangles MM\M 2, MM\Mz, ATM3M4 et
MM 2M4, que I’'on notera (T *).

Il est facile de construire £: T UT* — *(T*) en s’inspirant du cas | A
1, puis fj+1.
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On obtient les mémes estimations de surface et de distorsion.

Supposons T de type 1 (voir figure 3.6).
On suppose que I’angle critique est M\MzM 2 et que

m.esCMsMiA'fi) > m.es(MiAf2Mz).

Premier cas : mes(MiM2Mz) < QKoCx.
On considéere N G [M2, M3\ tel que

NM3 _ 1
3

puis on construit P G [M\Mz\ tel que NP soit parallele a M\M 2.

On a alors
mes(M2MiM 3) < 180 —\OKoa.

On suppose que Kqget a ont été choisis tels que

_ A
180 - IOAToa S koar
20

Les triangles MXM 2N, MXN P, PN M 3 sont bons. Les triangles M XN P
et M1IM2N sont méme de type O.

Donc, que Ht (M) soit dans la zone 1 ou la zone 2, si or est assez petit,
on est ramené a un cas préecédent.

Deuxieme cas : mes(Mi  Mz) > 9Koa
(et donc mes*MzMxMz) > 9Koa).
Supposons par exemple que Tle (M) soit dans la zone 1 (le cas ou TLt (M)
est dans la zone 2 est identique).
On se rameéne au cas précédent en considérant N G [Mi, M3] tel que
m.es(NM2M 3) = 5KqCx.
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Figure 3.6 : Cas | A 3 (T de type 1).
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Figure 3.7 : Cas | A 3 (T de type 2).
I1t(M) est dans la zone sombre.
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Supposons T de type 2 (voir figure 3.7).
Les angles critiques sont donc M3M2M\ et M\M 3M 2.
On considére R et S tel que

M2R 1

Af2A13 3
*

Se[M2M3e tM'V'ZI\f = i
zZ

R G \M2)AJ] et

On a déja supposé que

180 - 2:)OAT0ar > Ko

Donc, les triangles M\RM 3 et M2SMi sont de type 1, les triangles
M2RM\ et SM\Mz sont bons.

De plus, pax hypothese, I1t(M) est bon pour I’angle M 2M\M 3, donc il
est bon soit pour RM\M 3, soit pour M2M\S.

On peut se ramener au cas précédent “T de type 1”.

Cas I A4 :1Ir(M) est mauvais pour tous les angles de T.

Supposons T de type 0.
Ce cas est impossible, 1Ir(M) serait dans une boule jB(jlii, r*), ce qui
est exclu (car T vérifie la propriété (*) pour M).

Supposons T de type 1 (voir figure 3.8).
On suppose que l’angle critique est M\M3M2 et que I’'angle M3M\M 2
est de mesure supérieure a I’angle M\M 2M 3.
On suppose Ko et a choisis tels que

_ N
180 - K02 7 gy

Donc mes(M3aMIM2) < — ~ R°a < KO0a.

R M R 1
On considere R G [M2,M 3] tel que M2Mz 3

Il est facile de voir que le triangle M\RM 3 est bon, et que le triangle
M xM 2R est de type 0. On est alors ramené a un des cas precédents.
Remarque : Ce cas est impossible si

Asup(MiM3,M3M2) < MxM 2.
(0]

Dans le cas contraire, si a est assez petit, ILr(JW) est bon pour MXRM 2,
on se ramene alors au cas | A 3 “T de type 0”.
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Supposons T de type 2 (voir figure 3.9).
On suppose que I’angle non critique est M2M\Mz.
On considére R et S définis comme au cas | A 3 “T de type 2”.
On suppose (M plus proche de Mz que de M2 (comme sur la figure
3.9).
On a déja vu que M2SM 3 est de type 1 et que SM1M2 est un bon
triangle. On se raméne alors a un des cas précédents.

Remarque : Si a est assez petit, puisque dist(ILr(M),M 2) > gdist(AfZM 3),

Ht(M) est bon pour I'angle M1SM 3. On est alors ramené au cas | A
3 “T de type 1”.

Cas B : T ne vérifie pas la propriété (O pour M, mais
dist(M,nr(M)) > sup dist(Mi, M*).

(Si ce n’est pas le cas, M est trop prés des anciens sommets et on ne
peut pas I’'insérer a cette étape)
Remarquons qu’alors

poo(M 1K 2~\E) > 100e0 et /A (M , K2~*, E) > e0.

Si Kz est bien choisi, alors les triangles MM 1IM2, MM\M$ et MM 2M3
sont bons, fy+i est obtenu en remplacant dans Tj T par ces trois bons
triangles, fj+i et $sont définis comme dans le cas | A 1 et on obtient
les estimations de surface et de distorsion (3.22), (3.23) et (3.24).
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Figure 3.8 : Cas | A 4 (T de type 1).
n T(M) est dans la zone sombre.

oi -\
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Figure 39 : Cas | A4 {T de type 2).
I1t(M) est dans la zone sombre.



Deuxiéme cas : YIT{M) est extérieura T.

D’apres la propriété (P1) (construction de r 0, voir paragraphe 3.4),
on peut logiguement supposer que

pO0O(M,K2~3E) > 100e0 et Ax>(M, K2~>,E) > €0
et que, pour touti = 1,2,3,

dist(M, Mi) > sup dist(M*.M*»).
{*,*':1’2,3:***'}

D’ou, d’aprés la propriété (P4) de Ty, on a
<
{*,*':?LUZ%:***'} dist(Mi, My) dist(M, MA
< Kz sup dist(M*, My)-
{*.*'=1,2,3:***"}
Cas Il A :dist((MTIr(M)) > sup dist(Mi,M*).
{t,*=1,2,3:i*}
Avec le choix précédent de K 3, les triangles (MMiMk){i,k=i,2,Ziji;K} sont
bons. r,-+i est obtenu en remplacant T dans Tj pax ces trois bons
triangles.
Soit O le centre de gravité de T.
On construit $ : T —)» (MMiIMM) {ti*=i2 3:t**} de la maniére suivante :

« KO)=M;
* I'image du triangle OAffAf* par £est MM {MKk;
* si 4>(N) et <\(/Vo) sont dans le méme triangle JWMfM*, alors

4 _ disi [N Na
(I+Cfr=mKk 29 2 < gy no 3.34

< 1 cpc M K2~ E)2
(3.34; découle de A» M, K2 \E\  ¢0).
On définit alors fj+i : 1IR2 ----» IRn par
. sifj(z) e T, fj+1(z) = *(/,-(*));
e sinon, fj+i(z) = fs(z).

On a alors ri+i C fj+i(JR2) et on obtient les estimations de surface et
de distorsion (3.22), (3.23), (3.24) ducas | A 1
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Cas Il D : Dist(M, lIr(M)) < suzp dist(Mi. MKk).
{i,*=1,2,3:#*}
On va essayer de se ramener au cas précédent. Pour cela, on distingue
deux cas.

Cas Il B 1 :Soit M\M2le coté de T le plus prés de Ht (M).
On suppose que la projection de ILr(iIW) sur M:M: est dans le segment
[ ™

X TS (v™)

On considéere N tel que

* le plan engendré par M2, Mi, N et le plan engendré par Mi, Af2,
Mz sont orthogonaux;

. sup dist(Mi,Mj.) < dist(Mi,Ar) < Ji3 sup dist(Mt, Mk),
Kib=1,2,3: £}
et dist(M2,iV) vérifie la méme inégalité;

e la projection de M sur le plan engendré par Mi, M2, N est a
I’intérieur du triangle NM:M:.

Les triangles (NMiMk){i,k=\%z-i"K} sont bons. On considére alors
le réseau de bons triangles obtenu en remplacant T dans Tj par les
MiMKN.

On est alors ramené pour M au cas Il A.
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Cas Il D 2 : nr(Af) est dans la zone hachurée.

s\

\h

On considere N tel que A
e M2N est perpendiculaire au plan engendré par M\, M 2,
e dist(M,nr(A/)) < dist(A2,N) < K3 sup dist(Mi, Af*).

On considére le réseau obtenu en remplacant T dans Tj par NM XM 2,
NMxMz, NM 2Mz et on s’est ramené a un cas déja traité:

o cas Il A siladistance separant M du plan engendre par Afj., M2,
N ou de celui engendré par M2, m3 N est assez grande;

e cas Il B 1 sinon.

Remarque : Soit Tj+i le nouveau réseau construit a partir de Tj
par I’insertion de M suivant le procédé décrit dans ce paragraphe. On
peut munir les triangles de Tj+i (si besoin est) de cones de sécurité en
utilisant le paragraphe 3.4.3.

3.7 Fin de la construction de T

On suppose que I’on a construit r 0, *-, Tj des ensembles de bons tri-
angles vérifiant les propriétés (P1),..., (P6) du paragraphe 3.4.

On souhaite alors construire 1j+1 Vveérifiant les mémes propriétés, mais
a I’échelle 2-J_1.

Soit M x le point de E le plus loin de Tj.

Supposons que l’on puisse insérer Mi suivant l’algorithme du para-
graphe 3.6, et que tous les triangles du nouveau réseau (Y. ainsi obtenu

X s . o F+1
possedent des cOtés de longueur supeéerieure a ii{*12-7-1.

Puis, on considére M 2le point de E le plus loin de 3@ et on construit,

si on peut, r$ 2par la méthode du paragraphe 3.6 par insertion de M 2.
Et ainsi de suite, on insere des points de E comme nouveau sommet
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tant que I’on ne crée pas de triangles dont un c6té a une longueur in-
férieure a K 112~*~1,

Soit fi+i le nouveau réseau de bons triangles ainsi obtenu.

Nous allons maintenant montrer que Tj+i (ou une légére variante) veéri-
fie (PD),.., (P6).

Par construction, si T est un triangle de ly+i, si d est la longueur
d’un cote de T, on a

12~3-1 <d< KJTK
Si on a de plus, pour tout T, tout d,
uff12"i“l< d< 7M2_, 1,

alors on pose Ty+i = ri+x.

Sinon, on considere T = MiM2M3 et T’ = M) M2 les triangles de
fi+i qui possedent le coté le plus long M\M 2.

Soit | le milieu de [iMix, I\tl’q

On pose 4,, le réseau obtenu a partir de fy+i en remplacant T et T'
par M1UIM 2, M1IM 4, M\IM 3 et

Remarque 1 : Si K\ est bien choisi par rapport a or, on ne crée pas de
cOté dont la longueur est inférieure a A'f12-J 1.

Remarque 2 : Il est facile de paramétrer Tj+i en utilisant le cas | A 1,
et on obtient alors les mémes inégalités de surface et de distorsion.

Si fi+i vérifie (P2), alors on pose rj+i = fy+i, sinon on recommence
I’opération précédente sur le plus long c6té jusqu’a obtenir un réseau
de bons triangles r j+i vérifiant (P2).

Remarque : La procédure précédente est finie car on ne modifie pas les
petits cotés.

Il est est facile de munir tous les triangles de r j+1 de zones de proximité
et de segments de securité vérifiant (P3) en utilisant les construction
du paragraphe 3.3. De méme, on a vu comment créer des cones de
sécurité lorsqu’on insérait un nouveau sommet (voir la remarque a la
fin du paragraphe 3.6).
Donc ri+i vérifie (P3).

Par construction, Ty+i vérifie (P4) et (P5).
Remarque : Il faut choisir K assez grand pour que l’on puisse choisir
des M) pour M G (J Ai*, d’intérieurs deux a deux disjoints.
k<j+l

On peut aisément construire, en utilisant le paragraphe 3.6,
fi+i : 1IR2— IRn tel que rj+1 C /j+i(IR2).
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On notera 3 I’application construite au paragraphe 3.6 telle que

fi+1 ~ 43 ®fj1

De plus, en utilisant les inéegalités de distorsion (3.17), (3.20), (3.23),
(3.25) et (3.34) vérifiés par €, on a, pour tout 2, zq de 1R2, si fi+i(z)
et fj+i(z0) sont dans le méme triangle T de r j+i, alors

- 3 ) INZT I/j+1 >0) _ *
C~I J20v(fk K 2-K)/37(fi(z0),K2-“E)2) < W I
exp& k:OV( (zo) )37 (fi (z0) ) 3 7o )

et

fj+120  ji+1* 2) |

20 < Cexp A EC>j(JIU ),H -9)if, (/1(i0),12-* £)!] .

Donc fj+1 vérifie (P6).

En passant a la limite, on a donc construit / : 1R2 — ) IRn et
T=/(IR2) tel que E C I\
Nous allons maintenant estimer H 2(I’).

Pourto u t€ IN, d’apres les estimations (3.16), (3.22), (3.26), (3.31)
et (3.33), on a

H\riH) - HH(r) < ¢ Y. OUMK2-KEp(2i)*

+ X a(M,K2~i 3.35
mg.|\)|i+l ( ) ( )

ol a-j+1 est un ensemble de points de IR" veérifiant

e si M et M' sont deux points distincts de Aj+1alors
dist(M, M") > K§12-J"1;
e pour tout M de Aj+, B(M,K\2~3)n E * 0.
(les points de Aj+i sont les points insérés a I’étape j + 1)
On en déduit

H2(r)<H 2(TO) + Cp(E)2+J2 Y, a(M,K2~i). (3.36)
I MeM-s

D’ou, d’apres (PI),

# 2(r) < C (p{E)2+ (dianxE)}2) + M£ a(MJC2~j). (3.37)
J
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Il reste a estimer le dernier membre.

Soit M GAij.
On a vu qu’alors on peut associer a M (propriété (P5)) un triangle
AM(M) tel que a(M, K2~*) < OH 2 M Or d’aprés la propriété (ii)
de (P5), 'ff(M) n’est jamais modifié lors des différentes étapes de la
construction de T, donc *(M) C T. De plus, si TVGAIij, avec M * N,
alors int(*(M)) n m~"iVv)) = 0.
On en déduit

EE Mk < ~E E ffX*M) @33

j MeMj ° 1 MeMj
< | ff2(r)- (3.39)
Cette derniére inégalité avec (3.37) nous donne (ii)
H2(T) < C (0(E)2+ (diam&)2) . (3.40)

On va maintenant montrer que / vérifie (iii) et (iv).
Soitw G 1IR’, k G IN. On veut tout d’abord évaluer le nombre de tri-
angles de r* rencontrant B(w,K2~k) (ou K est une constante positive
superieure a A\).
On note Cj, ce nombre.
Soit n> k.

e SifA0(w,K2~n,E) < €get "«»(tt;, AT2-n,E) < lOOeo, on considére
toutes les echelles succesives pour lesquelles (3 est petit.
Soient n0et ni (n0< n < ni) tels que

—pour tout m GINavec n0< m < ni
POO(w,K2~m,E) < €0 et Pcoiyj-, A'2-m,E) < 100€0;
- J0(w,K2~ns*1,E) > 100e0 et /*»(u;, AT2*”1“1, E) > 100e0.
Alors il est facile de voir que

Oni < On < Ono.

* Si Ooo(w,K2~n,E) > €0, tous les triangles de Tn rencontrant
B(w,K2~n) vont étre transformeés en un nombre borné de nou-
veaux triangles qui risquent de rencontrer B(w,K 2-n_1). Ce sont
les seuls si K est suffisamment grand par rapport a K\.
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On en déduit
Ck< Il C*WK2~*K (3.41)

n<k
D’ou

H2(f~x(B(W,2~K))) < (13 C*WK2~") H2{n <j>j\T")) (3.42)
\n<k Y

J<k
avec
. <t est I'application définie au paragraphe 3.6, c’est a dire telle
que 4>j(Tj) = ly+i, et on a alors, si <f>j(N) et <f>j(No) sont dans le
méme Ti de I'H,
Si rl(7Vo, K2~i1) = 0, alors
: distim (N) Oi AqJ
_ *
(I + Ct3UXo,K2-1,E)*y"' < dist(iV, NO) (343)
< 1+ 300(N(hK2-’,E)2.
Sirj(No,K2 * = 1, alors
c'1(l + c3,(NoK2-1,Ef) 1 98 NI (N g
T ’ list NO '
< C(l +Cp,, NO.K2 Ef)
Remarque : On a alors fj+i = Jjofj.
« r(®estuntrianglede T*telquejF2 | (XIn [T j= SWPH2 x| X

. ) \ ><* J V ><*
ou le sup est pris sur tous les T de T* tel que T rencontre

B(wyK2~k) et (I1J 1) = sl ofelo..ofol
i<*

Des inégalités (3.42), (3.43) et (3.44) et de (P6), il vient (iii)

Y, Cv(™, K2~n)poo(w, K2~n,E)2
H2{f~xB{w,2~k)) < Ce n*h (2_fo)2

+l?oit 7* un triangle de T* et Tn+k un triangle de ]?,,+* tel que
(1 |k £0)(T ) CT, @) et (NJ] sont définis comme précédem-
J:

ment).
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On considére alors
Nt C IR" tel que /k(T*) —T%*,

f nifc C Hn tel que fn+k(fn+i) = Tn+k.
Remarque : /* et /n+* sont les parameétrages respectivement de T* et

rn+*'
D’aprés la propriété (P2) des Tj, on a

2-n < diamriv/+L< K\T~n. (3.45)
1 “ diamT* ~ 1 v

De méme, si on note,

o 2fcti G TfcH, ««* TnHt+x Gr nHcti une suite de triangles telle que
pour tout *= 1, eee n,

£H-I(T'k+H) C Tke+i-li

e Mk+i le centre de Tk+i, 1 = 1 eee n.

et soit
J={ g {fe...,n+ fc} :./"(M,-, A'2'i+1, B) > 100e0 et /(M ,-, A2~J+1,£) >
alors d’apres les inégalités (3.18), (3.21), (3.24), (3.28) et (3.30), on a

¢ -(r-card]) jj (1+cpx (Mj,K2-i+\E ff 2. < diell,
j€J alamin

(3.46)
et

diamTn+t A ~,-cardj JJ (i + cR M K2~i+1,E)2) 2"n. (3.47)
diamT,, jeJv

De plus, d'aprés la propriété (P2) des Ty, si kest assez grand, ' /"0

est effectivement divisé par une certaine puissance de 2 (a une constante
pres).

On en déduit qu’il existe € > 0 tel que, pour tout zg G IR2, si z est
suffisamment pres de zo, alors

If(z) - /(20)I < CI* - Z|. (3.48)
Ce qui demontre (iv).
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Chapitre 4

Conditions quantitatives de
rectifiabilite

4.1 Introduction

Nous allons dans cette partie donner une version en grande dimension
du théoréme 1.2.6 de Bishop et Jones (voir chapitre 1).

Soit E C Hn, d désignera toujours par la suite un entier positif
inférieur a n.
On consideére les fonctions (3y de Jones définies comme suit.
SIEnB(x,t) ~ 0

fa00{x,t,E) = inf sup (-—y’ (1)
p yeEnB(x,t) \ t )
, sinon,
000(x,t,E) = O. (4.2)
De plus, si 1 < q < +00
R=.., t,E): inf ” l (43
>1 4 D >y€.EU3(«_,__(ss¥ a ) *)r- .

ou les inf sont pris sur tous les d-plans P de IRn et dy est I’'intégration
par rapport a Hd.

Les fonction /3gmesurent en tous points et a toutes les échelles la qualité
de I'approximation de E par des d-plans.

On note Hd la d-mesure de Hausdorff.

Soit q tel que

e sid=1
1< qg<oo0 (4-4)
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e sid>2

2d
l<g<”™ 2- (4.5
Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 4.1.1 Soit E C 1R" compact avec Hd(E) < +o0o0.
On suppose qu’en Hd presque tout point x G E, on a les propriétés
suivantes:

. .. E B(x r)) -0

(i) @i(x,E) = liminf (2ry (4.6)
(n) [*. M £)2*<o0o0 4.7)
alors E est d-rectifiable.
Remarque : La condition (4.6) n’est pas inutile. Il existe des ensem-

bles compacts de JRn de d-mesure de Hausdorff finie dont la densité
inférieure en presque tout point est nulle (voir la remarque aprées le
théoréeme 1.2.1 dans le chapitre 1).

La réciproque de ce théoreme est en général fausse, comme le mon-
tre le contre-exemple suivant.
Soit (an)neiN une suite d’entiers positifs.
On considere T le segment d’extrémites (0,0) et (0,1) et pour tout

n G 1IN r, formé de an segments de Iongueur—-_—}—_-z regulierement ré-
cinii
partis dans le segment d’extrémités (0,2-n) et (1,2~n).
SoitE = Tu ((J rn).
nCIN
Alors E est compact, rectifiable, vérifie (4.6) et de plus

H'(E) <1+ £ 4 < +°°-
Si pout tout n G 1IN, an est suffisamment grand ( de I’ordre de 2”) alors

pour tout x GT,
B{x,2 )n Pn+l 7 O*

On en déduit P Ax""AE ) > 2 et donc J'cf) P"x"t"E)lT = 00.
On a ainsi

H1({x€E £ @(x,t,E) =o00}) > H\T) =1
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Cependant, la réciproque du théoréeme 4.1.1 est vraie pour les en-
sembles Ahlfors-réguliers.
On rappelle qu’un ensemble E C IRn est Ahlfors-regulier de dimension
d ou d-régulier si et seulement si E est fermé et s’il existe Co > 0 tel
que pour tout x £ E , toutr avec 0 < r < diaml?,

co SHA(EHB(X ) < Cord (4.8)

La plus petite constante Co vérifiant (4.8) est appelée la constante de
régularité de E .

Théoreme 4.1.2 Soit E C IRn un ensemble d-régulier avec Hd(E) <
+00.
Alors E est d-rectifiable si et seulement si en Hd presque tout x £ E,
on a

df
jo Ptix"E)2— < oo. (4.9

Les démonstrations des résultats sont données dans la section 4.2 (theoréme
4.1.1 pour les ensembles réguliers), la section 4.3 (théoréme 4.1.1 dans

le cas général) et la section 4.4 (théoreme 4.1.2). En particulier, la
partie 4.3 contient la démonstration la plus délicate.

4.2 Preuve du théoreme 4.1.1 pour les en-
sembles reguliers

Nous allons dans cette section démontrer le résultat suivant.

Soit g vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d.
Théoréme 4.2.1 Soit E C @w un ensemble d-régulier tel qu’en Hd
presque tout x £ E, on a
1 f
10 @(x.t,E)2f < oo (4.10)

alors E est d-rectifiable.

Commencgons par énoncer une conséquence facile d’une version locale
du théoreme 1.2.9 (que I’on ne démontrera pas).

Proposition 4.2.2 Soit E C IRn un ensemble d-régulier tel quil existe
M > 0 pour lequel en Hd presque tout x £ E , on ait

Jri dt
'o,0,t,E)28 <M (4.11)
0 T

alors E est d-rectifiable.
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On en déduit que pour démontrer le théoreme 4.2.1, il nous suffit
d’etablir le résultat suivant.

Proposition 4.2.3 Soit E C U n un ensemble d-régulier tel qu®en Hd
presque tout x GE , on ait (4.10), alors

sc|U £I7)U£o

ptIN-
QU
e Hd(Eo) = 0
e pour tout p > 0, Ep est d-régulier et il existe une constante posi-
tive M(p) tel qu’en tout x G Ep on ait
£ 0q(X,t,EP)2j < M(p). (4.12)

Preuve de la proposition 4.2.3

Soit E C IRn un ensemble d-régulier tel qu’en Hd presque tout
X G IRn, (4.10) soit vérifié avec q = 1. (la proposition 4.2.3 pour q
quelconque s’en déduit d’apres les inégalités de Hdblder).

Nous allons commencer par rappeler quelques propriétés des ensem-
bles d-réguliers.

Lemme 4.2.4 (Partition en cubes dyadiques) Soit F C @&n un
ensemble d-régulier.

Alors il existe une famille Aj, j G ZZ de sous-ensembles mesurables de
F avec les propriétés suivantes

1 Chaque Aj est une partition de F dans la mesure ou 1= U L

Q6AY
ethQ, SI Q,Q'GA;_aQA Ql'
2. SiQ GAj, Q' GAfe avec k >j alors
soitQ C Q' soitQnQ' =0.
3. Pour toutj G 2Z tout Q GAj,
CxX? < diamQ <C &. (4.13)

4- Pour toutj G 2Z tout Q GAj, Q contient l'intersection de E avec
une boule que I’'on notera Bq = B(xQ,rQ) de rayon tq > C"12]
avec xq GE.
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(La constante C\ dépend seulement de Cq n et d)

Remarque : D’apres les propriétés 3 et 4 précédentes et la régularité de
E, on a pour tout Q GAj

C~x2id < Hd{Q) < C2id. (4.14)

(pour une preuve du lemme 4.2.4, voir I'appendice 1 de [Da2])

On peut remarquer que A = [J Aj a le méme comportement que la
i€IN

famille usuelle des cubes dyadiques de IRd.

On supposera dans la suite que E est muni d’une telle famille A de

“cubes dyadiques”.

Lemme 4.2.5 soit Q £ A.
Il existe (d+ 1) points y0, ¢+* y& dans E n B(xq,—r¢) tels que
pourj = 1, eey, d

dist(yj, Lj-i) > —diamQ (4-15)
ou Lj est le j-plan de IRn passant par y0, ee-, yj

et A est une constante positive dépendant de d et de la constante de
régularité Cq de E.

L’existence de d + 1 points dans Q veérifiant (4.15) est demontrée
dans [DSI] (lemme 5.8). L’idée est que la regularité de E empéche les

points de E n B(xqg,—r”") de s’accumuler prés de Lj-1 avec ] < d.

Pour tout Q G A, on définit

wo-¥(w L 49

ou I’inf est pris sur tout les d-plans aiiines P de IRn et
2Q = {x GE :dist(x,Q) < diam Q}.

On pose Pi(Q) = X) Pi(R)2-
RD%

Soit N G JN*.

On considere alors

g={Q6 A:0i(Q) <N}

B. Gb :siQ GAj, ilexiste R GAy_iavec R C Q et Pi"R) > N}
B={Q£f &e<pourtout R GA telque Q CR alorsR £ G/&} .

Les cubes de G sont les bons cubes, ceux de B sont les mauvais dans la
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mesure ou la somme de leurs (3 est trop grande. Les cubes de B sont
les mauvais cubes maximaux, car leurs “ancétres” sont tous de bons
cubes, on va dans la suite les remplacer par des morceaux de plans de
taille comparable.

Soit Q € B.
Soient y0, «* 2dles (d+1) points de Q donnés par le lemme 4.2.5.
On suppose Q € AyOou jO € IN et on considérej = jO—I (ou ZG IN
sera choisi plus tard).
Pour tout i = 0, *+-, d, on note Qi le cube de Aj contenant ytt
D’aprés le lemme 4.2.4, on a, si Zest assez grand,

e pouri=0, - d

QICENnB(xq,jrQc Q (4.17)
e sii %(ii =0, oted)
QinQ>=0 (4.18)
e pouri=20,e--d
Cx22 MiamQ < diamQ< < C\2 ~diamQ (4-19)
C~22~ldH d(Q) < Hd(Qi) < Cf2~IdH d(Q). (4.20)

De plus, tout (d + I)-uplet (zqg, *** zj) 6 (QoX — *Qd) vérifie les
conclusions du lemme 4.2.5 avec une constante A différente.

Soit yi le centre de masse de Qi, i = 0, *ee, d.
. : (4.21)
= W (Q-)LydHi(y)-
On note Pq le d-plan contenantyi, i = 0, —,d, et Cq C Pq l’enveloppe
convexe des Vi, i = 0, oe¢, d.
On a alors
I<~xHd(Q) < Hd(CQ) < KH d(Q) (4.22)
CQCB(xq,|rQ (4.23)
dist(Cq,E/Q) > UL-1diam<3 (4.24)

ou K est une constante positive dépendant de la constante de régularité

Co de E, de la constante A du lemme 4.2.5 et de la constante C\ du
lemme 4.2.4.

04



((4.23) découle de (4.17), et (4.24) vient de (4.23) et de la propriété 4
du lemme 4.2.4)

On définit alors I’ensemble En par
En=ENU (U Cql 4-25
Vs~ 429

avec En = {x GE : pour tout Q GA avec x GQ , Q G G/B}.
Remarquons que pour tout x E E vérifiant (4.10), il existe M E IN* tel

que Xx GEm donc E G EOU I (J Enj ou HA(EQ) = 0.

\Neis*
Pour terminer la preuve de la proposition 4.2.3, il nous reste a montrer
que En, pour tout N G iN*, est régulier et vérifie (4.12).

Montrons donc que En est d-régulier et considérons pour cela
X GEn etR > 0.
Commencons par quelques remarques.
Six GEn etsi CqHB(x,R) ~ 0, alors d’aprés (4.24)

diamQ < CKR (4.26)
Six GCqgetsiCqg> R) ~ 0 pour un certain Q' * Q, alors d’apres
(4.23) et (4.24),

diamQ' < CKR (4.27)

Notons /(x,R) = {Q GB :Cq PiB{x,R) ™ 0}.
On déduit de (4.26) et (4.27) que si Q G I(x,]R),

QCB(x,CKR)nE
donc d’apres (4.22)
HAd{ENNB(x,R)) < CKHd(E N£(x, CICR))

donc
Hd(ENn B(x,R)) < C(K)CoRd.

Démontrons maintenant I’inégalité inverse.
Premier cas : X GEn
SoitQ GA

On peut écrireQ = (QNEn) Ul U~ J
\xcq /
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ou toutes les unions sont disjointes.

it Q - E C
Soit Q-(Qn I\I)U(IEEE]B r

rc
ou toutes les unions restent disjointes d’apres (4.23) et la propriété 4

du lemme 4.2.4,
Il est évident d’apres (4.22) et (4.23) que

HA(Q) > K~IHd(Q) (4.28)

Q C B(zq, diamQ). (4-29)
On considére alors Q € A tel que

Qc B(x,£) (4.30)
Q€ A» (4.31)
R
ou 2* < 2qq9" — n~'1es™  constante du lemme 4.2.4).

Donc Q C B(x,R) QE*,
d’ou d’apres (4.28)
Hd(EN n B(x,R)) > Hd(Q) > K~1Hd(Q), (4.32)
soit d’aprés (4.14)
HA(EN n B(x}R)) > K~IC 112k (4.33)
donc d’apres (4.31)

H\E k nB{x,R)) > KA )d'R*. (4.34)

Dans les cas suivants, x £ En, donc il existe Q G B tel que x GCq.

Deuxiéme cas : R > 2diamQ

D’aprés (4.23), dist(x,E) < diamQ < R—donc il existe y G E tel
que

B(y,j)cB(x,R).
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On peut alors utiliser le cas précédent en remarquant que la démon-

stration reste valable pour tout point de E.
Troisiéeme cas : R < 2diamQ et Cq C B (x,R)

On a alors HA(EN NB(x, R)) > Hd(Cq)
donc d’aprés (4.22)

HJ(EN NB(x, R)) > K~IHd(Q)
puis d’aprés (4.14)

Hd(ENNB(x,R)) > K-ICrd\aiamQ)d

B*(E,, n B(x,R)) > ?}:

Quatrieme cas : R < 2diamQ et Cq € B (X,R)

d’ou

Hd(ENNB(x,R)) > Hd(CQN B (x,R))
donc comme Cq est localement régulier
Hd(EN NB(x, R)) > C~xRd.
Ce qui termine la preuve du fait que En est d-régulier.
Soitx € Ene

On souhaite évaluer

dt
|{X i. x,t’En

Premier cas : X € En

On a alors )
rn_ . rif
Jfo Pl(x,t,E)ZT < CN.

Soit P(x,t) un d-plan de IRn pour lequel

1 . , y
- # distfa’p (».«))dy.
O B tasEnBx) t
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On a alors

M*t,EN) <1/ B a~ f ™~ dy (4.40)
t JEifriB(x,t) t
< a(x,i) + bq(x,t) (4-41)
QeJ(**pe
avec
«e»-itU _Tm,rm S
1
d 4.43
0¢ XU id carg = t y [
7(x,1) = {Q £ £ :Cqgn B(x,t) » 0} (4.44)
On a déja vu que si Q £ I(x,t), alors
diamQ < CKt. (4.45)
 Majoration de a(x,t)
Puisque -Ejy C 2?, on a
a(x,t) <Pi(x,t,E). (4.46)
* Majoration de 6q(x,t)
Soit lI-1: IRn —# : la projection orthogonale sur
Soient yo, —, yd les points de Q définis par (4.21) (on utilisera ici les
mémes notations que précédemment).
Pour touty 6 Cqgn B(x,t)
aist(y,P{lIA) = jn-3")) < C'Y in-"-i0.)! (4-47)

t=0

car y est dans I’enveloppe convexe des Vi.
Or pour tout i = 0, —, d, d’apres (4.21),

|I’XS)| _ Cﬁ:/\qj L n-1, ||dH d *),
On en déduit, d’apres (4.19),

in--iSOl < C(diamQ)-<iJEi In-L(j)|d fI"i(i).
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On a ainsi, d’apres (4.47) et (4.49),

dist(y,P<1,0)<C(diainQ)-“£ f |nJ(2)di/",(2) (4.50)
1=0 JQIi

d’ou, d’apres (4.17) et (4.18),

dist(y,P(l,,)) < C(diamQ)-' jq [nx(2)|<iil, (2) (4.51)

ainsi
&<?0M) < Ct~d(aiamQ)~d f (/ dist(z, P(g)hdz\ dy
- v JyECQnB(*,t) Jz£Q t
< de'St(Zép(*-*) dz (4.52)
((4.52) vient de (4.22)).
On obtient finalement d’aprés (4.45)
E 6<?20M) < ~ f aist{z PM )dz 4.53)
N, 1) t'Ji.eomiMlI t
< Cfii(xyCKt, E). (4.54)
donc si x Gi?jy, d’aprés (4.39), (4.41), (4.46) et (4.54), on a
jolpl{x,t, ENf °<c/) < CN. (4.55)
Deuxieme cas : il existe Q € B tel que x GCq
On a alors si diamQ < 1
JaaLQUCXUEAT ~CN' A 56)

On peut refaire la méme démonstration que dans le premier cas,
(4.56) jouant le réle de (4.38), en remarquant que si t > 0 est assez
petit,

En HB(x,t) = Cq NB(x,1).

Si diamQ > 1 alors, il est clair que
Jf/;!"(x"E nYI_Tlt KCN.
Donc pour tout Xx GEn
jolhix"EU\"(’\EKCN. (4.57)

Ceci termine la preuve de la proposition 4.2.3 donc du théoréme
4.2.1.
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4.3 Preuve du théoreme 4.1.1

Soit q vérifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d.

Nous allons dans ce paragraphe démontrer le résultat suivant.

Proposition 4.3.1 SoitE C IRn compact avec Hd(E) < +o00 tel qu’en
Hd presque tout x GE, (4-6) et (4-V sont vérifiés pour g. Alors

ECEoU ((JET
\j»0

oit
e HA(EO) =0

pour tout p > 0, Ep est d-régulier et en Hd presque tout x £ Ep,
on a

if /12, (*, < 00. (4.58)

On peut déduire de la preuve de la proposition 4.3.1 les résultats
suivants.

Corollaire 4.3.2 Soit E C Hn compact avec Hd(E) < +o00 tel qu’en
Hd presque tout x GE, on ait Od(x, E) > 0. Alors

ECEoU((Q{ Ep
$>0
ou
« Hd(Eo) =0
e pour tout p > 0, Ep est d-régulier.
Remarque : Le corollaire 4.3.2 n’est pas aussi évident qu’il n’y parait.

Tout ensemble F C Hn compact et s.r.s. n’est pas toujours contenu
dans un unique ensemble Ahlfors-régulier.

On dit qu’un ensemble F C IRn est s.r.s. (semi d-régulier supérieure-
ment) s’il existe Co > 0 tel que pour tout x E F, tout r > 0,

Hd(F n B(x,r)) < Cord. (4.59)
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Corollaire 4.3.3 Soit E C IRn compact, purement non d-rectifiable de
d-mesure de Hausdorfffinie.

On suppose en outre qu’en presque tout x GE, Qd(x,E) > 0.

Alors,

E CEoU (U Ep
) \p>o0
aJ
e HA(EO) = 0;
e pour tout p > 0, Ep est d-régulier et purement non d-rectifiable.

Ceresultat permet d’étendre le théoréme de Mattila, Melnikov et Verdera
sur la capacité analytique aux ensembles de H 1-mesure finie et de den-
sité inférieure en presque tout point positive (voir I’appendice).

Le théoréme 4.1.1 est une consequence du theoréme 4.2.1 et de la
proposition 4.3.1.

Commencgons par

Proposition 4.3.4 Soit E C IRn compact avec Hd(E) < +o0o0 tel qu’en
Hd presque tout x GE, (4-6) et (4-7) soient vérifiés pour g. Alors

E CEoU ((J Ep
\p>0

ou
« HA(EO) =0

e pourtoutp > 0, Ep ests.r.s, ferme, et en Hd presque tout x G Ep,
(4-6) et (4-7) sont verifiés pour q.

Preuve de la proposition 4.3.4

Pour tout N G 1IN, on definit
En= {x GE :pourtoutR >0,Hd(EHB(x,R)) < NRd}.

Remarquons que s’il existe N G IN tel que E = En, alors E est
s.r.s. et la proposition 4.3.4 est demontrée. Supposons donc que 1’on
ne soit pas dans cette situation.

I est clair que En est s.r.s., et qu’en Hd presque tout x G -EW, (4.6)
est verifié (car la densité supérieure de E/E n est presque partout nulle
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sur En) ainsi que (4.7) (cax En C E).
De plus, d’aprés le théoréme 1.2.1, pour Hd presque tout x £ E, il
existe N € INtel que x £ En

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.4.

La proposition 4.3.1 est alors une conséquence immédiate de la
proposition 4.3.4 et du résultat suivant.

Proposition 4.3.5 Soit E C IRn un ensemble s.r.s. et compact tel
qu’en Hd presque tout x £ E, (4-6) et (4-7) sont veérifiés pour g. Alors

ECEoUI Ep
\p>o

ou
« HA(EO) = 0

e pour toutp > 0, Ep est d-régulier et en Hd presque tout x GEp>
on a

£ P {x,tErfj< oo. (4.60)

Preuve de la proposition 4.3.5
Soit E un sous-ensemble de IRn s.r.s. et compact tel qu’en Hd presque
tout x £ E, (4.6) et (4.7) soient vérifiés pour q.

Pour tout p G IN*, on définit
Fp = { x GE :pour toutr GJO,diami?[, Hd{E n B(x,r)) > ~rd }.

Remarquons que s’il existe p G IN* tel que E = Fp, alors E est

d-régulier, et la proposition 4.3.5 est démontrée. Supposons que I’on
ne soit pas dans ce cas.

D’aprés (4.6), on a

E :FO (4-61)

ol Hd(F0) = 0 .
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Fixons donc un p £ IN* tel que Hd(Fp) > 0 .
On va recouvrir Fv par des ensembles d-réguliers.

Fp est fermé, donc on peut considérer une décomposition de Wh.it-
ney de Gv = IRn/Fp.

Théoréme 4.3.6 (Décomposition de Whitney) Soit F un fermé
non vide de IRn. Alors son complémentaire G est I'union dune famille
de cubes Q, Q £ B, dont les cotés sont paralleles aux axes telle que

1. G¢c U Q;
Q€B

2. int(Q) n int(Q") si QM Q" (int désigne l'intérieur du cube);
3. on apourtoutQ £ B

diamjQ < dist(Q,F) < 4diamQ. (4.62)

(pour une preuve de ce théoreme, voir le chapitre | de [St])

Soit Bp une décomposition de Whitney de Gv.
On consideére, pour tout s £ IN*,

Qw={QEf Bp:Hd(En Q) > is(diamQ)q}.

Lemme 4.3.7 SoitQ £ GR,
Alors il existe (d 4-1) points yo, «ee, yd de EC\Q tels que

e pourj =1,+¢¢ d
dist(yj,Lj-1) > i’;rdiamQ (4.63)
ou Lj est le j-plan passant par yo, -<-, Vyj;

e pour toutj =0, —, d

T~I(diamQ)d < Hd (e n B(yj,-*-"diamQ) \ < r(diam)Qc
(4.64)

ou A, t sont des constantes positives indépendantes de Q, mais qui
dépendent de p ets, et C est une constante positive assez grande.

103



Preuve du lemme 4.3.7
La preuve est similaire a celle du lemme 5.8 de [DSI].
Soitj < d.

On suppose que I’on a construit y0, ««* yj vérifiant (4.63) et (4.64),
mais que I’on ne peut pas construire yj+i, donc

pour touty GQ* = {E n Q :dist(y, Lj) > —diamQ}
Hd(e NB(y,"-diamQ)) <r'1(diamQ)d. (4.65)
Considérons un recouvrement de Q*par des boules B *y, —2diam
y GQ™* Il en faut au plus (A + 1)n, donc, d’aprés (4.65),
Hd(Q*) < (A + I)nr" 1(diamQ)d (4.66)
d’ou puisque Q G CRM
Hd "y GEn Q :dist(y,Lj) < v™diamQ}* >

(s -(A + 1)nr-1” (diamQ)d. (4.67)

Considérons un recouvrementde {y GEnQ :dist(y, Lj) < ~-diamQ}

par des boules de rayon “"diamQ centrées sur E. Il en faut au plus
(A + 1)J, donc

Hd ({y GE HQ :dist(y, Lj) < idiamQ}) < (A+ 1)>C0 d'a;\n
(4.68)
ou Co est la constante de régularité supérieure de E.
On choisit A assez grand pour que
(a +1iy 7 : :
Co Ad - 10» ( )
puis r tel que
r-1< 103(,61(Tl-s_n' \(/4.70)

(4.67) et (4.68) sont alors incompatibles. Donc yj+i existe, et on
peut construire (d + 1) points y0, eee, y& dans E n Q verifiant (4.63) et
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(4.64). Ceci termine la preuve du lemme 4.3.7.

Si A est suffisamment grand, tout (d + I)-uplet (z0, *** zj) formé
de points Z G B(yj, g?/;rdiamQ) vérifie aussi (4.63).

De plus, pour tout z GB (yj, =<3-"diamC*,j = 1, +--,

T- 1(diamQ)d < Hd(e nB(z, *diamQ))

2 :
< CO CA) (diamQ)d (4.71)
Pour tout j = 0, eee d, on considere le centre de masse de Eln
B (yj, — diamQ~
~ Hd(E n B{yj, ¢jdiamQ)) fyeEnBiyj~aiaimQ) ydH M 72N

On note Pq le d-plan contenant yo, e+, yd et Cq C Pqg n Q I’enveloppe
convexe des yj, ] —0, —, d.

On a alors
fl-*diamQ)* < Hd(CQ) < 0(diamQ)d (4.73)
ou 9 est une constante positive indépendante de Q.

Remarquons que siy G Ep, pour tout r > 0, on peut construire une
plaque CVAC B(y, r) de la méme fagon que précédemment avec

0-V < Hd(Cy#® < Ord. (4.74)
(Ainsi, le lemme 4.3.7 reste vrai quand on remplace Q et diamQ par

B(y,r) etr. D’ou I’existence de points yj GB(y,r) vérifiant (4.72), et
donc de la plagque Cy<)

Pour tout x G Hn, tout r > 0, on note GR$(x,r) I’ensemble des
Q GGPR, tel que

 QnB(x,r) 0
e diamQ < dist(rc,Q) < psdiamQ.
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On définit

FR, = j x GPp :pourtoutr > 0,Hd(Fpn B(x,r)) + A Hd(Q DE n D
>(*r

Soit GR = FT/FR.

Pour tout x € GHR,, on définit d(x) = —dist(x, Fp).

Rappelons un résultat classique (voir [Ma], théoreme 2.7).

Theoréeme 4.3.8 (Recouvrement de type Besicovitch) Soit A un
sous-ensemble borné de IRn et B une famille de boules telle que tout
point de A est le centre dune boule de B.

Alors, il existe une famille dénombrable de boules Bi de B telle que

(i) A c\jiB i
i

(H) tout point de IRn appartient au plus a P{n) boules Bi, ou P(n)
est un entier dépendant seulement de n.

On considere un recouvrement de type Besicovitch de Gf@p par des
boules B(x,cZ(x)), x € CPB
Soit Q G Gomet x GCR, tel que QfIB(x, d{x)) 0. Alors
diamQ < dist(Q, Fp) < dist(Q, x) < d(x).
On en déduit que Q C B (x, 10d(x)).
Donc, si on note Cx la plague CXd(*), on &
Hd(Cx) > 9~1(d(x))dd’aprés (4.74)
> 0~1C06110~dHd(E n B(x, 10cZ(x))) car E est s.r.s.
> O-'Ci'lO-* {Hd{Fpn B(x, 10d(x))) + Hd(E/Fpn B{x, 10d(x)))
D’ou, d’aprés la remarque précédente,
Hd(Cx) > C~IHd(FpnB(x,d(x)))

+ C-1 X) HdJ{EC\Q). (4.75)
{QZGp,. -.Qr\B(x,d(x))it9}

(la constante C est indépendante de p et s)
On dit que Q G GPRi vérifie la propriété (*) s’il existe x G FR, tel
que
diamQ < dist(x,Q) < psaiamQ,
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c’est a dire s’il existe x GFR, etr > 0 tel que Q G Gp,,(x, r).

On dit que Q G GPt vérifie la propriété (**) si Q vérifie la propriété
(*) et si pour touty GCR,, Qn D(y,d(y)) = 0.

On définit alors
ot = {<Q € GR :Q vérifie la propriété (**)},

Gj$ = {Q G« :Q vérifie la propriéte (*) mais pas la proprieté (**)}.
Ainsi, si Q GCjy, il existe y G CPt tel que Q DB (y,d{y)) * 0.

Soit ER, —FPttUk !J Ajulo U CQ
v \Qeg$
Comme pour presque tout x G E, d’aprés (4.6), il existe j? et s tel que
X G jPjpji, on a
£c(\jUE, )uEo

avec Hd(Eo) = 0.

Il nous reste a prouver que ER,, pour tout p, tout s, est réegulier et
vérifie (4.7) en Hd presque tout point.

Commencgons par montrer que EPR, est d-régulier et pour cela, consid-
érons x GEPttetr > 0.

Supposons dans un premier temps que x G FPtt.

Remarques préliminaires :

o Soity GCR tel que B(y,d(y)) n B(x,r) ~ 0. Alors d(y) <'r.
En effet, sinon,

dist(x,y) < d(y) +r
< d(y) +d(y)
< |dist(y,FPt),

ce qui est absurde.
Donc Cy C B(y,d(y)) C B(x,10r).

» SoitQ G Gp«tel que Qf\B(x,r) ™ 0, alors diamQ < dist(Q, Fp) <
r.
Donc cq ¢ Q G B{ir, IOr).
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On déduit alors de (4.74), et du fait que, siy GCR, alors y G Fp,

| Hdcy 2 E H*“(c V)
{yeCj,...cynB{z,r)i9} {yeCp,.1.B(y,d(y))nB{*,T)&}
< e E (<*())
{yECp,, :B(y,d(y))nB(x,r)"9}
< 9 E pHA(EnB(y,d(y))

{y€Cp,, :B(y,d(y))nB(*,r) 7t}
< CpOP{n)HdA(EnB(x,\Qr))
< Cp9P(n)ColOdrd car E est s.r.s.. (4.76)

ou P(n) est la constante du théoreme de recouvrement de type Besi-
covitch.

De méme,
2 Hd(CQ) < E &*(7<>)
{Q€QilbcQnB(z,r)*0} {QesW :QnB(x,r)*0}
< e X) (diamQ)d
{QeQ$.Qr\B[ztT)&}
<9 Y sHd(Q NE)

{QeGELQNB{*,T)&}
< sOHd(E HB(x,10r))
< s9ColOdrd car E ests.r.s.. (4.77)

De plus, Hd(FRgN B (x,r)) < HA(E N B{x,r)) < Cordou COest la
constante de régularité supérieure de E.

Donc
Hd(ExnB (x,r)) < Hd(Fp,.n B(x,r)) + 1T Hd(C,)
{y€Cpf#t:CynB (*,r)~0}
+ E b *(Ca)
{Q€Gi)}-.CQNB(x,T)jio}
< Crd. (4.78)

Passons a I’inégalité inverse.
Pour les mémes raisons que précédemment, on a

r
« Soity GCH, tel que B(y,d(y)) N£(x,~) ~ 0, alors d(y) < 10
Donc, Cy C B(y,d(y)) C B(x,r).

T \%
* Soit Q G (P, tel que Q N£(x, —) N 0, alors diamQ < —.
Donc, cq C Q C B(x,r).
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On en déduit

S'(iwn% r)) > HdA(Fr,.nB(x,r)) + £ Hd(C,)
{y€Cp,,.B(y.d(y))nB(x, 1, m

+ £ H\C q). (4.79)
£aiphQ B )&}

Or, d’apres (4.75), on a
'E&ICy) > C-iE H d(FpnB(y,d(y)))

+ C-1Y, E Hd(EnQ)).
V {Q€Sr,q:QnB(y,d(v))&}

ou les sommes en y se font sur  GQR, :B(y,d(y)) HB{x,—) "
De plus,

53 ANCqQ) > c~xe-x Y, HA(EnQ).
{Q€ci\}:QnB(x,")") {QesithQnBi*,A)**}

Or, si Q GOp,.(x, ), alors

e s0it Q GC$;

 soit il existe y G (Pt tel que Q n B(y, d(t/)) ~0.
Alors £(y,1%)) nB(x,”) 770, car diamQ < —.

On en déduit
£ £ fl'(Eng)) + £ HA(EnQ)
y {Q&Qp,.-QrtB(y,d{y))jt9} {QecyJ-.QnBi*,M""}
> Y Hd(EnQ). (4.80)
QBOC]i)}

De plus, si z £ EPOB(x,l), alors

e soitzGFR, nB(x,”) CPp,nB(x,r);

» soit il existe y GCR, tel que 2 G ¢2(7, d(i/)).
Alors B(y, d(y)) nB{x,”~) 0, car d(y) < —.
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D ’ou,

H\Fr<M3{x,r)) + "EH*(ErnB(y.d(y)))
y

> HA(Er n B(x, 7). (4.81)

(ou toutes les sommes en y se font toujours sur le méme ensemble)
Donc, d’aprés (4.79), (4.80) et (4.81),

Ha{Eft, n B(x,r)) > C~'Hd(Fp.nB(i,r))+ C-‘E H\E,, n B(y,d(y)))
y
+ C~I E Hd(E n Qn B(x, -))
<jes,,.(.,6)
> C~IH\EtnB(x, "))

+ C-* E HA(Er\QnB (x,M-))
Q€S p-*(alzo)

C~Iﬁ~:2Q~drd car x GFp, . (4.82)

Supposons maintenant que x GCyou y € CH.
Donc, x GB(y,d(y)) et il existe 2 G FR, tel que dist(x,z) < 11d{y).

e Sir > d(y), alors B(x,r) C B(y, 30r). Donc,
Hd{ER, NB(x,r)) < HA(ERNB(y,30r))
< C30 r d’apres le cas précédent “x G Fj,«
e Sir < d(i/), alors on a

—Siyl1G R, tel que G>D B (x,r) ~ 0, alors

4) > 5y (4.83)

Sinon, on aurait

dist(z,y’) dist(ylx) + dist(x, z)
d(y") + r + lld(1/)
d(y') + 12d(y) par hypothése

§d(y’)
< |dist(y',F,,)- @~4)

Ce qui est absurde.

N N NN
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—Si Q G GPt tel que Cgn B(x,r) ™ 0, alors pour les mémes
raisons que précédemment,

d(y) > ~-diamQ. (4.85)

Ainsi, 53 Hd(Gvn B(x=f)) = &+ £2 avec
ye&pe

S,= £ H*(C,) < S E (d(y))d
{VeEpe"yCB(a, )} {yECpfy CyCB(@!, )}
<9 £ pHJ(EnB(Y,<i(y)))
{Hep#  CB(2N}

< Cp9P(n)HA(EC\B(x,r))
< CpOP(n)Cord

(ou P(n) est la constante du théoreme de recouvrement de type
Besicovitch et Ccq est la constante de régularité supérieure de E)

et S2= Y Hd(B(x,r) n Cv).

- EpiCyIB(N}F o
D apres les remarques initiales (inégalités (4.83) et (4.85)), le
nombre de tels cubes est borné et donc S2 < Crd.

D’ou,
53 Hd(Cyn B(x,r)) < Crd. (4.87)
Y.
Pour les mémes raisons,
53 Hd(CQnB (x,r))<Crd. (4.88)
Qec$
De plus,
Hd(FR. n B(x,r)) < Hd{En £(*,r)) < COrd (4.89)

ou Cqest la constante de régularité supérieure de E.
Donc, d’aprées (4.87), (4.88) et (4.89),

Hd(EPt HB (x,r)) < Crd. (4.90)
Passons a I’inégalité inverse

Premier cas: r > 30d(y).
r
On a déja vu qu’il existe 2 G FR, tel que dist(x, z) < lld(y) <
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Donc, B(z, C B(x,r).
On en déduit alors

Hd =y, \B x,r) > H ¢ nB|Zr2
> C2~drd. (4.91)

Deuxiéme cas : r < 30d(y) et Cy C B(x,r).

Alors d’apres (4.74)

Hd(ER, HB(x,R)) > Hd(Cy) (4.92)
> 9-xd(y)d (4.93)
> (4.94)

Troisieme cas: r < 30d(y) et Cy € B(x,r) .
Alors comme Cy est localement d-régulier, on a

Hd(ERA,nB (x,r)) > Hd(CynB(x,r) (4.95)
> Co'r*. (4.96)

On suppose enfin que x GCq avec Q G
Alors, il existe z G FR, tel que

diamQ < dist(z, Q) < psdiamQ.

On peut donc faire la méme démonstration que dans le cas ou a; G Cy,
y € Ch..

ER, est donc d-régulier.

Remarque : Il est clair que la démonstration précédente donne le
corollaire 4.3.2. On peut adapter la construction afin d’obtenir le corol-
laire 4.3.3.

Si, au lieu des plagues Cq C Q ou C(*r) C B(x,r), on avait utilisé
des ensembles localement réguliers (inclus dans Q ou B(x,r)) vérifi-
ant (4.73) ou (4.74), les ensembles EPt,, que I’on aurait ainsi obtenus,
seraient réguliers.

Pour prouver le corollaire 4.3.3, il nous suffit d’utiliser des ensembles
de Cantor (qui sont purement non rectifiables) Ahlfors-réguliers (en di-

mension 1, I’exemple type d’un tel ensemble est le Cantor 4 coins, voir
chapitre 1).
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La demonstratlon du fait que pour Hd presque tout x G ER,

/3q(x t, EPtS)Z— < 4-00 est identique a celle dans le cas régulier de

(4 12). La non- regularlte de E est compensée par le choix des yj (voir
lemme 4.3.7 ainsi que (4.72)) qui sont des points de E au voisinage
desquels la masse de E est non negligeable (inégalités (4.64) et (4.71)).

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3.5 et donc du théoreme

4.1.1.

4.4 Preuve du théoreme 4.1.2

Soit E C IRn un ensemble d-régulier d-rectifiable avec Hd(E) < 4-o0.
Soit g verifiant (4.4) ou (4.5) selon la valeur de d.

Nous allons montrer qu’alors en Hd presque tout x G E, on a

rl - .
Jf0 (Bq(jx, i E).T <oc"

Remarquons que, d’aprés le théoreme 1.2.9, si E est uniformément
rectifiable, donc, en particulier, si E est une union finie de graphes lip-
schitziens, le théoreme 4.1.2 est veérifié.

Afin d’utiliser cette remarque, on va recouvrir E par une union de
“bons” graphes lipschitziens.

Fixonse> 0

Proposition 4.4.1 Soit E C IRn un ensemble d-régulier d-rectifiable
avec HA(E) < 4-00. Alors il existe

* des d-plans (-P*)fcéIN de G(n,d)

o deuxfamilles de d-graphes lipschitziens [Tk A d+l<I<n et (r*-J foN
ou pour tout k GINY tout j = d 4-1, »=- n
IPV = 4- Akj~(x) :x GPfcj avec Akj~ : P* — Pjj-est lips-
chitzienne

o des réels strictement positifs (r*)*ejn
de sorte que pour Hd presque tout x G E, il existe ft G IN tel que
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(i) pourtoutj =d+1,” *n,i£ Tkj HTkj et
EnB(x,rk) =E n C(x,rk,e,PKk); (4.97)
(le cone C(x, r, e, P) est défini dans le chapitre 1);
(i1) pour touty GE DC (i, rk,6,Pk), toutj = d+ 1, e~ n,
((n4(»),Adif(n4(»)))i < (y),
< ((n4(y).At..(n,(y))))i (4.98)

ou IlI* est la projection orthogonale sur Pk et (u)jest la j-ieme
coordonnée de u GIRn = Pk © Pk -

En dimension d — 1, cette construction est due a C.J. Bishop [Bl]
(voir figure 4.1).

Ir

Figure 4.1 : Dans B{x,rf), les points de E appartiennenta T HT*
ou sont dans le cone hachuré (propriéte (4.98) pour n = 2, d = 1).

Preuve de la proposition 4.4.1
Commencons par quelques rappels sur la Grassmanienne G(n, d).

Pour tout P G C?(n,d), on note Ilp : IRn — P la projection orthog-
onale sur P. On peut alors définir sur G(n,d) la distance

dist(p,p’) = [[nP - n pf]|

ou || || est la norme usuelle sur I’espace des applications linéaires con-
tinues.
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Muni de cette distance, G(n,d) est compact (voir [Ma] chapitre 3).0On
peut donc considérer |4 )iein Une famille de d-plans de G(n,d) dense
dans G(n,d).
Pour tout P G G(n,d), tout r > 0, on note
F(r,e,P) —{x GE :EnB(x,r) = En C(x,r,e F)}.

Alors d’aprés le théoreme 1.2.4 et le lemme 1.2.3, en Hd presque tout
point x GE, il existe F G<2(n,d), r > 0 tel que x GF(r, e F).

Donc si on considére une suite de réels (rt)ieiNdécroissante tendant

e=(Uym,q)))u @)

ol Hd(EQ) = 0.

Pour tout k G 1IN, tout i G IN, on considére un recouvrement
de F(r*f,e, F*) par une famille dénombrable de boules B x I oy
X GF(rte F*).

On a donc
Ffc.e.P*) = U (F(r,,e,PH)ns(x*,M)) (4.100)
= U N(**,r(i,P4). (4.101)
hein

Compte tenu de (4.101), (4.99) peut s’écrire
£ = (y (*»>r», € Pu)) U Ea (4.102)

ol Hd(E,) = 0.

Pour terminer la preuve de la proposition 4.4.1, il nous suffit de con-

struire pour tout k des d-graphes lipschitziens FHISI<r et (r*ti) d+li<i<n

qui contiennent F(xjfc,r*,e, F*) et qui vérifient (4.98).
Considérons donc F* = F(:r*, r*, € F*) ou AGINL
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On note C(x,r*,e,Pife) = C'(x,ric€,P*)fl ( U C(y,rt,£,Pi) et
\yeFk )
n = U C(x,rk,e,Pk).
xeh

Soit llfc la projection orthogonale sur P*.
Pour tout u G II*(F£), pour toutj G {d + 1, *=-,n}, on définit

ak,j(u) —sup{fwj- G 1R : il eX|ste g uj+I1 un) G
Ud- jl’*

jp~An-d-i te~ qUe ~ N ou N

Soit AEtj(u) = («¢, *ee af[¢(u), eo° ,«,,) GIRw< pour lequel le sup
précedent est atteint .
On définit de méme ak - grace a I'inf puis Akj.

Pour tout] G{¢+1, *-, n}, A" - (respectivement Aj~j) est une ap-
plication lipschitzienne de II* (F*) C P* sur P*-, on peut la prolonger en
une application lipschitzienne de P* dans P*-, soit (respectivement
Fa,j) son graphe lipschitzien.

Il est clair qu’ alors pour toutj G{d-|-1, —,n} on a
-h citjnr-
e siy GFc
((IL,(y), AZjty))). < (y), < ((1U(y), ATj(.y))f  (4.103)
ou (w)j-est la j-ienje coordonnée de u GIRn = Pk © P*"-

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.4.1.

Appliquons la proposition 4.4.1 a I’ensemble E.

Soitr*= ( (J rtj)u( U rzj| ,ken.
\i=d-f1 / \Vi—d+] /
Tk est un ensemble uniformément rectifiable, donc pour Hd presque
tout y G Tfc, on a

fQPq(y,t,Tk)2Y < 00 (4.104)

donc pour Hd presque tout x G F(x*,r*, g, P*)

3, dt
p,(x,t, TkK)2— < oo0. (4.105)
0] t
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Or pour Hd presque tout x G F(xifc,r*,e,P*), d’aprés (4.97) et (4.98),
on a

JT*p.(X,t,E)2j <c £ kp'(x,t, r4)2Y (4.106)
d’ou Ti "
], @(x.t,E)2— < 00 (4.107)

donc d’apres (4.102), pour Hd presque tout x GE

fipJdx,t,Ef*-<o0o0. 4.108
Jo P Ix ; ( )

Ce qui finit la preuve du théoreme 4.1.2.
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Chapitre 5

Décomposition de la
couronne d’ensembles semi-
reguliers

5.1 Introduction

Nous allons dans cette partie etablir une condition de “rectifiabilité
uniforme” pour des ensembles que I’on ne supposera pas régulier.
Commencgons par quelques rappels.

Soit E C Hn un ensemble Ahlfors-régulier de dimension d.

On a vu que E est uniformément rectifiable si et seulement si E est
inclus dans une surface o;-réguliere (voir fin du chapitre 1).

Nous allons donner une définition équivalente en termes d’approximation
par des graphes lipschitziens.

On suppose que E est muni d’une famille A de cubes dyadiques (voir
théoreme 4.2.4).

Une coronisation de E est un triplé (23, A4, G) ou B et G sont des sous-
ensembles de A, » est une famille de sous-ensembles S de Gtel que

() A=BUGetBn G=0;

(ii) B vérifie une condition de packing de type Carleson, c’est a dire
qu’il existe C > 0 telle que pour tout R E A,

£ H\Q) < CH\R); (5.1)
{QeB:QcR}

(ili) G est la réunion disjointe des S, S G

(iv) pour tout 5 6 F, il existe un cube maximal Q(S) tel que, pour
tout Q G5, Q C Q(S) et si Q G A est tel qu’il existe Q' G S
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avec

Q'CQ CQ(S)alorsQ € S;

(v) les cubes maximaux Q(S), 5 € T, vérifient une condition de
packing de type Carleson, c’est a dire qu’il existe C > 0 telle que,
pout tout R G A,

£ Hd(Q(S)) < C tfd(if); (5.2)
{Sen:Q(S)Cu}

Remarques :

1. Les éléments S de T sont appelés régions de temps d’arrét.

2. La propriéte (iv) est une propriété de cohérence des régions
Se J=

3. (i) signifie qu’il n’y a pas trop de mauvais cubes, c’est a dire des
cubes de B. (v) signifie qu’il n’y a pas trop de régions de temps
d’arrét.

On dit que E admet une décomposition de la couronne si pour tout
7> 0, tout 0 > 0, on peut trouver une coronisation (23, (7,J7) avec la
propriété suivante : pour toute region S de F, il existe un d-graphe
lipschitzien T(S) de constante inférieure ou égale a 77tel que, pour tout
Xx G2Q ou Q € «<Sona

dist(a;,r(5)) < AdiamQ. (5-3)

Remarque : Cette notion est différente (méme si elle s’en inspire) de
celle introduite par Carleson pour traiter le probleme de la couronne
(voir [C], [GJ] ou la discussion dans [Ga3] chapitre VIII).

David et Semmes ont prouvé le résultat suivant.

Théoreme 5.1.1 ([DSI], [DS2]) E est uniformément rectifiable si et
seulement si E admet une décomposition de la couronne.

Ainsi, si E est uniformément rectifiable alors E xR + peut étre divisé
en une bonne et une mauvaise partie. Celle-ci n’est pas trop grande
d’apres (5.1), et la bonne est divisée en régions de temps d’arrét sur
lesquelles E est bien approximé par des graphes lipschitziens (inégalité
(5.3)), ces régions etant contrbélées par (5.2).

Au vue de ces définitions, on voit que la rectifiabilité uniforme implique
la rectifiabilité. En effet, d’apres (5.2), pour presque tout x E E, tous
les cubes Q € G suffisamment petits tels que x G 2Q sont tous dans
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une méme région S, d’ou d’aprés (5.3), X £ T(S).

La décomposition de la couronne d’un ensemble uniformément rec-
tifiable E permet de contrbler le comportement d’intégrales singulieres
définies par des noyaux standards. Sur chaque région de temps d’arrét
S, comme I’ensemble est bien approximeé par un graphe lipschitzien, on
peut utiliser les résultats classiques sur le comportement d’intégrales
singulieres définies sur des graphes lipschitziens.

Nous allons dans cette partie donner un analogue de la décomposi-
tion de la couronne pour les ensembles non réguliers. Remarquons que
dans ce cadre, la condition de packing de type Carleson n’a plus de
signification.

Soit E C IRn, d un entier.

On supposera seulement que E est fermé et semi régulier supérieure-
ment (s.r.s.) de dimension d, c’est a dire qu’il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout x £ E, tout R > 0,

HJd(EnB(x,R)) < CRd.
Nous avons besoin, avant d’énoncer notre théoreme, de quelques
définitions.
Pour tout x £ 3Rn, toutt > 0, on considere, si Hd(E HB{x,t)) * 0,

0 td
N HAE N B(XDY
sinon, r(x,t) = 0.
On peut associer a r une fonction maximale :
f(x,t) = sup r(y,s)
{(¢,»)€ExIR.+:B(y,a)CB(x,t)}

— sup L (5.4)

(@, QeExIR+:BEYIEB@LDY A~ (E H B{y,s))
Remarque : E étant s.r.s., pour tout x £ E, toutt >0, r(x,t) > C.

On définira de méme pour tout ensemble borné A C IRn,

-1 = (dianLB)d
r( )= sup-lffd¢Er*B)

ou le sup est pris sur toutes les boules B de IRn centrées sur E telles
que B n AM 0etdiamB < diamA
Pour tout x € IRn, tout t > 0, on définit,
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. disi o :
« A*(X, E) =inf sup 2/'P) si£ H A,
p yeEnB{x,t) *
ou I’'inf est pris sur tous les d-plans P de IRn,
sinon, /?00(a;,f,1?) = 0.
.. P,
On choisitun d-plan P(x,t) tel que Poo(x,t,E) = sup —— M))
yEENB(x,i) t
et ce plan est le d-plan approximant de E dans B (x,t).

e O(x,<) = (sg*%angle(P(est),P(*/iir))

ou le sup est pris sur tous les (x',*1) GE x IR+ tels que
dist(x,x) < Kt et K~H < t” < Kt, ou K est une constante
positive.

. I,E) = (Boo{x,f,E) + 0(x, t).

Les fonctions © et /x> sont légerement différentes de celles définies
au chapitre 3, cependant leur interpretation est la méme. Ainsi, si
Poo(x, t, E) est petit, alors E est bien approximé dans B{x, t) par une
droite P(x,t) (car /~(x,t, E) est petit), et toutes les droites “approxi-
mant bien” E dans B (x,t) sont proches de P{*t) (car ©(x, t) est petit).

SoitP(E) = f Jr0 fivoix, t, Eff{x, t)dx%t
On a alors

Theéoreme 5.1.2 Soit E C Hn compact, s.r.s. de dimension d.
Si j3(E)2 < oo, alors pour tout 4 > 0, tout 6 > 0, on peut trouver une
famille T de sous-ensembles S de E x 1R+ avec les propriétés suivantes.

 Pour toute région S de T, il existe un d-graphe lipschitzien F(S')
de constante inférieure a rj telle que pour tout (x,t) G S,

dist(x,T(S)) < 8t. (5.5)

e PourHdpresque toutx GE, card{S GT : il existet >0, (x,t) G
S} est fini et il existe S G T, t(x) > 0, tels que, pour tout
t G]0,i(x)], (x,7) GS.

Remarque : Il est clair qu’alors E est d-rectifiable.

La preuve est similaire a celle de David et Semmes dans [DSI].
Dans le paragraphe 5.2, on construit les régions de temps d’arrét S en
les munissant des bonnes propriétés (en particulier, E sera bien approx-
imé par des plans dans ces régions), puis, dans le paragraphe 5.3, on
construit le graphe lipschitzien r(S') associé a chaque région S.
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Dans le paragraphe 5.4, on montre que larégularité de I’application lips-
chitzienne A dont le graphe est r(S") dépend de la qualité de I’approximation
de E sur S par des d-plans, donc des /j«,.

Le paragraphe 5.5 est consacré au contréle du nombre de régions de
temps d’axrét.

Enfin, la derniere partie contient la fin de la preuve du théoreme 5.1.2.

5.2 Construction des régions de temps d’arrét

Soit A la famille usuelle des cubes dyadiques de IRn.
On note Ae = {Q:Q GAetH4&QOQGE) 0}

On se donne des constantes positives 60 et 6 (6 étant tres grande
par rapport a e0)-
Pour tout Q G A#, on définit

3(Q) = |nf z%g:aQ cuach (5.6)
ou I’inf est pris sur tous les d-plans P de IRW
On choisit un d-plan Pqg tel que (3(Q) = dist@]j Po et ce plan

V(}EIPZQ diamQ
est appelé le d-plan approximant de E dans Q.

On considére 0(Q) = sup angle(PQ, Pg>) ou le sup est pris sur les

Q' de Ae tels que dist(a:<2, Xq% < Kdi&mQ (avec Xq et Xg>les centres
de Q et Q' respectivement) et J<’_1diamQ < diamQ' < Ji'diamQ.

Enfin, j3(Q) = f3(Q) + Q(Q).

Remarque : Les fonctions 0(Q) et O(Q) sont les analogues des fonc-
tions goo¢x, t,E) et Q(x,t) définies au paragraphe précédent.

Soit k une constante positive assez grande.
On definit alors
&e —\Q € Aj5:PkQ < £o}

M.e —{Q G Ae 1PkQ > £0}

(kQ est le cube de méme centre que Q, de diametre fcdiamQ, a cotés
paralleles aux axes)
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On a alors Ae —Be U M-e et Se HJAe —0-

SiQ, Q GAMet Q' C Q, on dit alors que Q" est un descendant de
Q et que Q est un ancétre de Q'. Si, de plus, diamQ = diamQ , on dit

que Q1est le fils de Q et Q est le pere de Q .

On construit les régions de temps d’arrét de la maniére suivante.
Soit Q° le cube le plus grand de Be-
On supposera que, si Q est un fils de Q°, E n’est pas inclus dans Q.
La région de temps d’arrét S de cube maximal Q° est formée des
cubes Q de Be tels que

(PI) QCQ°;
g
(P2) le pere Q de Q est dans S et vérifie angle(Pfg, PkQ°) <

(P3) angle(P*Q,P*Qo) < 6;

(P4) tous les freres (les fils d’'un méme pere) de Q verifient (PI) et
(P3).

Considérons le plus grand cube Q1 dans Be/S . On peut alors

construire comme précédemment une région de temps d’arrét de cube
maximal Q1

En itérant cette construction, on obtient une famille T de régions de
temps d’arrét.

Remarque : Les propriétés (PI) et (P2) donnent aux régions S une
propriété de cohérence semblable & (ii) de la coronisation (voir le para-
graphe précédent).

Si SGT, on note S le sous-ensemble de E x 1R+ suivant
S=|(x,t) GE x IR+ : ilexiste Q GS telque s GQ et -—— <t< diamij

Si (x,t) GS, alors
1. pour touty GE n B(x,kt), dist(i/, P(*,kt)) < ke”t ;
2. sl (x\t') GS avec dist*x") < Kt et K~It < f< Kt alors,

angle(P(*ifd),P(«»ljfeii)) < e0.
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(P(*,kt) est le bon plan approximant de E dans D (x, kt))

Pour tout S GT, tout x E E, on définit

d(x) = ds(x) = inf (dist(x,i/) + t). (5.7)

Si (x,1) G5, on considéere Q C -Stel quex GQ et d|a; < i< diamQ,

et on pose P(x,t) = Pqg-

Soitm(S) I'ensemble des cubes minimaux de S, c’est a dire les cubes
Q de S tels qu’ aucun des fils de Q n’est dans S.

Pour tout x dans le cube maximal Q(S) de S, si d(x) » 0, on note
Q(x) I'unique Q Gm(S) tel que x G Q.
Soit ts(x) = diamQ (x).

On note
Bi(s) = | A Q) nj2:angle(PjfeQ(a.), P*q0) > 1] ;
AS) = {xGQ(S)NE : un des fils Q' de Q(x) est dans Ad#}
Bs(S) = {x GQ(S)DE :d{x) = 0}.

OnaalorsQ(S)YNE = "(S) uB2(5) uB3(S).

De méme, on consideére,

Txl = \s G HA(Bi(S)) > | HA(E n «(S))};

T = |»SGJ1:HdA(B2(S)) > | HA(E D Q(9))};
Fz = ~ iU f2).
est I’ensemble des régions de temps d’arrét de type i. Pour une

région de type ¢, I’ensemble Bi{S>) est “grand”.

5.3 Construction du graphe lipschitzien ap-
proximant

Soit S GT une région de temps d’arrét de cube maximal Q°.
Soit Pgqun d-plan minimisant /?*qo.
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On notera Il (respectivement Il-1) la projection orthogonale sur PO (re-
spectivement Pq).
On définit D(p) = inf d(x).

On souhaite construire une application lipschitzienne A : Po — * Pa-
telle que les points de Q° soient “trés proches” du graphe G(A) =
{x+ A(x) :x £ PQ} de A.

Soit ko une constante positive.

Commencons par un lemme fort utile par la suite.

Lemme 5.3.1 Six, y £ koQ° HE vérifient
& —y| > 10~zmin(d(x),d(y))

alors

IHX) - Nx(y)| < 2«<|n(i) - n(y)!.

Preuve du lemme 5.3.1 :

Supposons \x —y\ > 10-3d(x).

Soit C une constante positive assez grande avec 2Ckeo < 6.

Alors, par définition de d, il existe (z,t) G S tel que dist(x,z) + t <
C\x —y\ett~ \x—y|.

De plus, puisque (2,t) G5, il existe un d-plan P(zk) due>

pour tout a £ E AB{z, kt), dist(a, P(z,*t)) < keot.

Or pax choix de (z,i), dist(x, z) < kt et dist(y, z) < kt (si k est choisi
assez grand).

D’ou,
dist(x, P(2f)) + dist(y,P(2*1))) < 2keOt (5.8)
< 2CKE£0\x —y\ (5.9)
< 8\x —y\ (5.10)

De plus, par construction de S, angle(Po, P(z,kt)) < a.
Donc, [n-*-(x) - nx(2)| < 2<5|1I(x) —u(y)].

Passons maintenant a la construction de A.
Définition de A sur 11(2)
Siz £ Z, on définit

A(n@2)) = ~ (2). (5.11)

Verifions que A est bien alors une application lipschitzienne sur 11(2).
Soient 2, 7' G Z.

Pax définition d(z) = 0, on peut donc appliquer le lemme 5.3.1,
M(n(z)) - AN = In-K¥) - nV)1 <2«n(*) - n(*)|.
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A est donc lipschitzienne sur 11(Z) de constante inférieure ou égale a 28.

Construction de A en dehors de U(Z)

On peut assimiler Po a IR* En particulier, on peut munir Po d’une
famille de cubes dyadiques (ce sont ici de vrais cubes dyadiques).
Pour tout x G Po avec

e D(x) > 0;
* X n’est pas dans la frontiere d’un cube dyadique;

on définit Rale plus grand cube dyadique dans PO contenant x et véri-
fiant 1
o .
diami?* < 20 «IQI. D(/u).
Soit Ri, i G/, I'ensemble de tous les cubes Rx sans répétition. Alors
les R{ sont deux a deux disjoints, recouvrent PO/TL(Z) et ont une inter-
section vide avec TI(Z).

De plus, on a
Lemme 5.3.2 Si 10R*n 10Rj ™ 0O, alors

:jp"diaij < diamRi < CdiamRj.
En fait, pour tout y G 10P,-,
10diamRi < D(y) < 60diamRi. (5.12)

Preuve du lemme 5.3.2 :
il suffit de montrer (5.12).
Soity G 10-R-.
Puisque D est lipschitzienne de norme 1, pour tout u G Ri,
\D(y) - £5(u)] < \y-u\

< |OdiamPi. (5.13)
D’ou, D(y) > HHEIE)(W) —10diami?i.
Or, par définition de Ri, L%H}D(W) > 20diamPi, donc D (y) > IOdiamPi.

De plus , le pere R de Ri n’est pas un des Rx, donc il existe z £ R tel
que
D(z) < 20diami? = 40diamPt

D étant lipschitzienne de norme 1,
D) - D(z) < V- z\
< |OdiamP
< 20diami®f.
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Donc,

D(y) < Df{z) + 20diami?i
< 60diam.R*. (5.14)

Ce qui termine la preuve du lemme 5.3.2.

On va alors construire A sur Uo = Po H -B(n(x0)> fco™) °u est un
point fixé de Q%, to = diamQO.
Remarque : On pourra alors étendre A sur POen considérant un recou-
vrement de type Whitney (voir théoreme 4.3.6) de Po/TL(Z) (voir les
theorémes d’extension dans [St] chapitre VI).

Pour cela, on considere Igl’ensemble des i £ | vérifiant
RinWw” 0.

Pour tout i €/Q on choisit #*, GS tel que

4-diamiii < U < Cdiam.Ri: (5.15)
dist(l1(xi), RT) < CdiamPi. (5.16)
Remarque : Un tel (x,,i,-) existe bien. En effet, si p G Ri, il existe

(x,t) GS tel que

dist(p, I1(x)) + t < 2D(p) par définition de D
< 120diamPi d’aprés (5.12).
Pour tout i G /o, on définit Bi : Po — Pqg- la fonction affine dont le

graphe est P(XiMi)-_

Comme (xi,ij) G S, par construction de S, angle(Po, P(xitkti)) < 8, et
donc Bi est lipschitzienne de norme < 26.

Pour tout i G /o, soit €tune fonction test C2 tel que
e 0< &< 1

o &i= 1 sur 2R%

. = 0 en dehors de 3Ri]

e IVAI < C(diamPi) 1pour/ = 1,2.
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soit V= u 2RI.
tElo ) )
On pose alors pourpGV,IGIO|

Mp)- Mp)| £ hip)| - (5-17)

Les ﬂIG Io,form ent une partition de l'unité sur V.

Rem arque : D "aprés le lem me (5.3.2), pour tout |G /o, pour 7 = 1,2,

IV V i| < C(diam i2i) _ /.

O n définitAsur Vpar

ACp) = X ) <t>|{p)B|{p) (5.18)
€10

n peut noter gque Vn TL(Z): 0 daprés (5.12) et que UO/TL(Z) C V.

Donc, (5.11) et (5.18) définissentAsur Uq.

o

V érifions m aintenant que A est lipschitzienne sur Uq

Commencons par étudier la restriction de Asur ZRJ,J G /o -

our P, e ZRj,on a
AG-AD| < |E 639 Big) B}

+ ]ié%{l\/lp) - Mo)} Bi(g)\+ (5.19)

o

On a déja vu que B{est 25 -lipschitzienne, d 'ou

£ M p){Biip) ~Bi(q)}| < 26 . Mp) >\p-q\ .20
*€lo

*elo
< 26 |p-9]|- (5.21)
Puisque £ {&(p)—Mq)}: 0, on a
*€io
£ {Mp)- Ma}bi(adl= 1X) (&(p) - &(?)Mb<(p) - £*(?)} I
ielo i€/o
(5.22)
Si 0*(p) ~ O o0 u & (<?) 7~ 0, alors p ou g est dans 2i”~, donc 2jR -H 2Rj/\0,
d > ou, d’'aprés le lem m e (5.3.2), diam i~ -~ diam ify .
De plus, |V ~i] < C(diami?,-)-l pour 7 = 1,2.

O n en déduit

‘M p)- |\/|q| » Cdiam RJ)'l\p q\ (5.23)
Pour estimer Bi(p)— Bl(q) on utilise le lem m e suivant.
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Lemme 5.3.3 Si IORi n 10Rj] A 0 alors distCx"Xj) < CdiamRj et
pour tout g G 100Qiij,

IBi(p) —Di(q)| < CSdiamRj. (5.24)

Preuve du lemme 5.3.3 :

Supposons |xf — Xj| > —tj (sinon la premiére partie du lemme est
vérifiée).

On a alors |xf—xj\ > —d(xj).

On peut alors appliquer le lemme 5.3.1,

[urxi) - NHO! <\uxi) - NCY)|. (525)
Or,

In(*i) —n(*y)| < dist(n(a:i),iii) + sup dist(y,z) + dist(i2jtll(a;<))
y€RI,zeRj
< Cdiam-Rj- (d’apres (5.16) et diam/® ~ diamRy)

D’ou |x- —Xj\ < CdiamRj.
Donc, si K est assez grand,
ailge(-F»*i)iP (a:j)) — OooktjiE)
< Cel0< 6. (5.26)

Soit pour tout g G 100i?/,
J3i(?) - Bi(p)\ < CddizmRj. (5.27)

Remarquons que, pour-.j fixé, les i vérifiant TO-R, HRj ~ 0 sont en
nombre borné. Donc d’apres (5.21), (5.23) et (5.24),

|A(p) —A(q)| < 26\p —q\ + C (diamRy)-1 b —qg|sdiamjRj*.  (5.28)

Soit

|A(p)-A(Q|<C*[p-g]. (5.29)
Ce qui prouve que A est lipschitzienne de norme < C6 sur 2Rj, pour
toutj Gio-
On a, en outre, pour tout pOGTL(Z),p G Rj

I€io
|A(p) - A(pO)\ <C6\p-po)\. (5.30)

Prouvons (5.30).
Soitj Gio-
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On considéere alors p G Rj, (xj,tj) G S associé a ifj.
On a

IA(p) —A(po)| < i + «2+ B+ U4 avec

a, = |A(p)-B:(p)l, (5.31)
“2 = |B,(p) - B.,-(lI(*)))l (5.32)
a, = IBAnCx”"-nnr*))! (5.33)
at = in™i*,-) —A(p»)|. (5.34)

Remarque : po G T1(Z), D est 1-lipschitzienne, donc D(p) < \p —pO\
Soit par définition de Rj,

dianxRj < ~ inf D(u) < \p —po\.

ai < |A(p) - Bj{p)\ (5.35)

< |s:€/) <SiBi(p) - bAp)l (5.36)

< | Mp)(Bi(p)- bi(p)) k (5.37)
*€/0

Si p O, alors p G 3Ri, donc 3Rin ZRj * 0.
D’ ou, d’apres (5.24), |Bi(i>) —Bj(p)| < C/dianuRy.

Soit
ai < CSdiamR,-
< C6\p-po\. (5.38)
De plus,
02 = |Bi(p)-BJI(n(i))l
< 26\p —n(xJ)| car Bj est 25-lipschitzienne
< CkdardR; par définition de (xj,tj)
< C6\p-pO\ (5.39)
(5.40)
a3 = iBAn"))-n-1")!
< 2dist(xi,P (ali)fdj.))
< 2keOtj par définition de P(xitktj) et car (xj*j) € S
< CeodiamRj d’aprés (5.15)
< CeO\p-Pol (5.41)

= [nx(x,) - A(po)| = in-"-i%,) - NX(X)|
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ou. x — (po, A(p0)) G Z.
On peut donc utiliser le lemme 5.3.1 appliqué a g et Xj
in-1) - n-~-)! < 26|n(x) - nfo)!- (5.42)

Donc,

260 — n(xy)|

26 (\p0- p\ + \p- H.(xj)\)

C6 (Jp0—p\ + diamRf)

C8\pg—p\ (5.43)

a4

N

AN NN

Les 4 estimations sur oi, g, az et a4 nous donnent (5.30).
Ce qui finit de montrer que A est lipschitzienne de norme < C0.

Nous allons maintenant évaluer dist(x, (0(x), A(ll(a:)))) pour
x Gk0Q° n E.
Remarquons que si x G Z, dist(x, (ll1(:c),.A(ll(a:)))) = 0.

Essayons d’évaluer dist(a;, (11(x), A(i(x)))) pour x # Z et pour cela
démontrons le résultat suivant

Lemme 5.3.4 Soientp GB(ll(a;0), 2k0to) HPO et r > 0 tels que
D(p) <r< KkO0tO.
Soit (y,t) GS tel que
o dist(p, n(i/)) < Cr;

e t** < A< Cr.

Alors 11 _1(B(p,r)) n 2k0Q° est contenu dans COB(y,t) (ou Cq dépend
de C et k0).
Par conséquent, pour tout z G koQ?°,

i d(z) < D(IL(2)) < d(2). (5.44)
Co
Preuve du lemme 5.3.4 :
SoitqGn-\B(ptr)) n 2k0Q°
Si \y—q\ < talors g GB(y,t), la premiere partie du lemme serait alors

démontrée.
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Supposons donc que [y —q\ >t > d{y) (cax (y,i) GS).
Donc, d’apres le lemme 5.3.1,

IrH) - Nx(@) < n) - (|- (5.45)
Or, par hypothese sur (y, i),
dist(p,n(i/)) < Ci, (5.46)
et, puisque g Gn _1(.B(p,r)) et r < Ct,

dist(p,11(g)) < Ct. (5.47)
On en deduit
|i(y) - 1I(g)| < dist(n(y),p) + dist(p,ll(g)) < Ci, (5.48)
d’ou, avec (5.45),
\y-q\< CO0t. (5.49)

Ce qui demontre la premiere partie du lemme.
Passons a la seconde partie.
Soit z G lodQ™".

e Sil11(2) G n(Z), alors, n -1(n(z))nfcoQOcontient un unique point.
En effet, supposons qu’il existe z G 11-1(13(2)) fl koQ° avec z *
z. Alors, 11(2) = 11(5), et, puisque d{z) = 0, d’aprés le lemme

(5.3.1), _
i) - MO <2s\n(z) - NH).

D’ou, n-L(*) = n J-(5), soit z —z.
Donc I’inegalité (5.44) est triviallement vérifiee.

« SiU@G2) £ u(™), posonsp = 1I(z) etr = D(p) (D(p) > O car
P*H(Z)).
H existe alors (y,t) GS tel que

- dist(p,n(y)) < Cr;

— <t<Cr.
G

Donc dist(n(2),l1(y)) < Cr, d’ou, d’apres la premiére partie du
lemme, 2 GCOB(y,t).
Or, par définition de

d(z) < dist(y,z) +t
< Coicar z GCo-B(y,i). (5.50)
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De plus,t < CD(p) = CD(U(z)), donc d(z) < CD(U(2)).
L’inégalité inverse est vérifiée par definition de D et d.

Considérons alors x 6 koQ° HJE et x QLZ.
Posons P= N(X).
D’apres le lemme 5-3-4,

D(p) = £>(]1(*)) > Co1d(x) > 0.

Donc, il existe i G| tel que p G JR~

On peut appliquer la premiere partie du lemme 534 ar = D(p)
et (y,t) = (Xi.U).
En effet,

dist(p, Il (&*) < Codiami?*
AL
< C% Jaf Du)
< " d(p)> (s*51)

et d’apres (5.15), U ~ diami”®. D’ou d’aprés le lemme 5-3.2, et
puisque JD(p) diami?*,

AD(P) <U< CD(p). (5.52)

On aalorsx € B(xiiCoU)idonc, si k » Co, puisque (x;,") € S,
dist(x,P (B,**.)) < keoti.
D’ou, puisque P(Xi,ku) est le graphe de J3-,

InJ-(x)-B i(n(ar))] < 2KE£Oti
CEoD(p) d’apres (5.52)
Ceod(x). (5.53)

(La derniere inégalité découle de la définition de d et de D)

De plus, sip G i2»,

IBi(p) - A(p)| < |_£I "(p)(Bi(p) - Bj(P)\. (5.54)
ielo

Si &j(p) ™ 0 alors 3R*n 3Rj ~ 0, donc d’apres le lemme 5.3.2,
diami?,- diamRj.
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D’ou, angle(P(z ;t),P(ajt )) < £0 (a condition que K soit assez
grand).
On en deéduit

IBi(p) - Bj(p)| < CeOlti
< CEdD(p) d’apres (5.52)
< CEod(x). (5.55)

(La derniere inégalité découle de la définition de d et D)

Or le nombre de telsj G lo est borné, donc
IBi(p) - A(p)| < Ce0d(x). (5.56)

Donc, si & G koQQDE et x £ Z, alors n(x) G Ri pour un certain
i etona

dist(*,(n(*),A(N(*)))) < [nF(x)-Bi(n(@)| + [BI(n(x))-A(n(i))|
< Ce0d(x) (5.57)

5.4 Régularité du graphe lipschitzien et
fonctions Poo

Soit S une région de temps d’arrét de cube maximal Q°.

Soit A : Po — ¥ Pg-I"application lipschitzienne construite au para-
graphe 5.3 et associée a 5 (on conserve ici les notations du paragraphe
5.3).

On va montrer dans cette partie que la qualité de lI'approximation de
I’'application lipschitzienne de A par des applications affines est liée a
la qualite de I'approximation de E (dans S) par des d-plans.

Pour cela, on considére, pour tout p GPo, t > 0,

inf N A/ 0/ q
r(p 0 I% \/**'Jb (jp,.')nPO [ y

ou I’inf est pris sur toutes les fonctions affines a : PO — ) Pq-.
On définit de méme,

3 . 1 dist «, A(-ti), M)
N y Im ¥ (P, inPo (

135



ou I'inf est pris sur tous les d-plans affines M de IRn.
On a alors

7(iM) < Cy{p,1). (5.58)

On souhaite majorer _ 7(p, tYdp— par une in-
dveBil oo Jogp t
tégrale en 3oo (ici, x0 est un point de Q° R E, ttg = ’édiamQO).

D’aprés (5.58), il suffit de majorer

f . F 7P, tfdp—.
JvGBOKXoi.koto) Jd (p) t

Commencgons par majorer 7.
Soitp GPo, t > D jp)-
Il existe alors un z G E tel que

* zeQ°;
e b—11(21 < Ct.

(on supposera dans la suite que pour un tel (p, <), z = z(p, t) est fixe)
On considere Pj=k) un d-plan minimisant fii(p, kt, E).

DO (0 1t AisL((u,A(u)),PirM)) d»
td JB(=i)nPo t
On en déduit
7(P»i) <a+ E h (5.59)
avec
= — ( dist((tf, >I(u)), P(p,tf) »
JB(p,t)nn(z) t ’
pour tout 1 E J(p,i) = {1 €/ :-B(p»i) H.R* TE0},
b.= L [ dist((m, A(1Q), P(p,fcf)) ~
JB(j=>H)rRi t

Majoration de a

1 dist((M,A(M)),P(p,fct))au.
"‘B(p,i)nn(2r) [
Soitu € -£2(p,t) HII(Z), alors x — (w, A(w)) G Z.
Donc, \x —z\> 10-3min(d(x),d(2)).
D’aprés le lemme 5.3.1, puisque

dist(n(x),n(2)) < dist(u,p) + dist(p, 11(2)) < Ct,

a

136



dist(x,z) < Ci,

et x est I'unique point dans I1-1(it) fl kOQ°.
On obtient alors

dist(x,P(?M))dx

« < h I "(B(p,t))nkoQ°nE t
< 1/ dist (WA () >pm) o (5.60)
td JB(p,Ct)nkoQ°nE t

D’ou, si k est choisi assez grand par rapport a &o,
a<Coi(z,kt,E). (5.61)
Majoration de  (pour i GJ(p, 1))

b::! f dist (u A PEM),g;
d JB(p,i)nRi t

Pour u GB(p,i) Hi?,

dist((t/,>1(M)),P(p, ) dist((M,A(u)),P(, V)
t ~ t
+ e Sne\/—'x;|<ct) M s”~5 .6 2)
Or, on a
sup 41st(~ffg x> < Cfiooiz, ht, E). (5.63)
["eP( :t"—

Preuve de (5.63) :

Montrons que \z —Xi\ < Ct.
Si \z —Xi\ < d(xi) alors \z —Xif| < i, car d(xi) < *< 1.
Supposons donc, |z —x* > d(xi), alors, d’aprés le lemme 5.3.1,
InJ(2) - N-"*)! < 26|n(z) - n(xt).
De plus,
[11(z) —n(xf)| < [II(z) —p\ + dist(p, Ri) + sg}g dist(<7,n(xf)).
CERI

or, n(z) GB(p,Ci), B(p,t) nRi ~ 0, et dist(jrRj, 11(X])) < Cti < Ct,
donc
lii(z) - n(x«)| < Ci,
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soit |z —Xi\ < Ct.
On en déduit, si K est assez grand, par définition de /*»(z, fci, B, il
vient

angle P(* *0>P(> N Poo(z,kt, E),
d’ou (5.63).

Montrons maintenant

dist((it, A{u)),P{xiM)) ~ ¢ "2 21ip00(xi,k2iti,E). (5.64)
1 {y-U< 2 t

aist((u,A(u)),Pixiv) < dist(ti,  (ti)),","))

t t
+ Su 9.[5_'&(9_/_’_?(?4,“))
Siged) t-Xi ca.\ '
Or,
dist((u, A(u)), P(&ittt) ~ ¢~ (lj) ku E) (5 65)

i t
En effet, par définition de A et des Bj,

dist((u, A(u)),P(,ittt)) . \Bs(u) - Bi(u)]
t - Y t

ou la somme est sur les indices j tels que u 6 3jRj et ZRi DZRj ™ 0.
Soit j un tel indice.

Puisque 3Ri H3Rj ™ 0, on a d’apres le lemme 5.3.3, dist(xi, Xj) < Ctj
et, d’apres le lemme 5.3.2, U ~ tj.

Soit, si K est assez grand, par définition de /%>(#*, hti, E), il vient

angle(P(Tﬁi), PA*N)) < AM(x Mkt E).
Donc,
|Bi(u) - Bj(u)\ < Cjj3oo(xi, kti,E). (5.66)

De plus, il y a un nombre borné de Rj tel que 3Ri H3Rj ~ 0.
On obtient donc bien (5.65).
Montrons

; ok N i ~ i o N
U Cdistw, ROTIR) X o 230 sl Ao B
[voti *il: [Cti] v-ti I<t)

(5.67)
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SUp dist(w P (z.tit) distw, FELA)
{WeP(.itfi):[i»-*i[<C<i} t (AN} t

o1
-f _osup B = .
{wsEP(.i dai):|w-*i|<2CTii}

Pax un raisonnement identique a la preuve de (5.65), on a

sup dist(~ P(Mi2if) A (’f\-j3):()i,2|<ﬁ,5. (5.68)

{to€l I<cu.

Puis par itération, on obtient

wp G- 7 I0@X @B,

{weP(«i kt):|w-*i|<2Cii} t UU: S

Ce qui prouve (5.67).
(5.65) et (5.67) nous donnent (5.64).

GSZHS 63) lcza\)ti (5.64) nous donnent I’'inégalité suivante, pour tout
n K,

disg [WATW)  fep) o ., (z. kt E)
t
+ e Mo ke E (569
{r_U<23i<*} t
On en déduit
) d
diam.Rj
h < C tRI {Po (» R E)
2+
+ E_ —p/TOOOC*,***,A)}- (570)
On a donc

7(p,i) < Cfii(z,kt,) +C E fdiamPi\ p "z kt E}
felPQV r |/

dia ‘ 2jU _
c i J Ao Xy kZJ;U >E)
€2 | i< su<t t J
Or [J jRi C B(p,Ci) et les (ili)i6j(p,t) sont disjoints. Donc

ici (0%)

E (diamPi)d < Ci*.
»/(?<)
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On en déduit

7(p,t) < CPi{z, kt,E) + ™ 00(2,kt,E)
. C . Vdiay E P\
> A U " friewsty Z )
D ’ou,
7(p,i)2 < Cpl(z,kt,E)2+Cpoo(z,kt,E):
vdiary E N Y12
+ C \*Y(pt) t 4 H* <Vi <4 5
Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que

E ?‘.L?ED__I_QI\d <C , on a

*lpEH)\N r ]

[@%q {\;/\ 7/\)* <«} 1 oy tu E)J

<CE (MNIAVT E 240-(akVUE)
M) 2>U<*}

2

<cE "™ E 28u*M E)\

te.rp< {i-u<23ti<t)

Cette derniere inégalité découle de la précédente par I'utilisation de

2Jfi
I'inegalité de Cauchy-Schwartz et de £ —-< C.

{i*i<Vi <)
On obtient donc

7(p,t)2 < CPi(z, kt, E)2H Cpoo{zyht, E)2
AR ~P-{r* & Ef
%U<O 3[ '{ u,crt.

t
Cette derniére inégalité reste vraie si on remplace z par tout w £
B(z,t) HE.
On obtient alors

+ C

e
KUrA \ > {ru

7(p,t)2 < C\E nB(z,t)\ 1JV\CEr\B{Z%i3i(W,kt,E)2dW

+ C\EnB(z,t)\~I X(w,kt,E)2d
nB(z.0) J[€EC\B( t)( (w ) 2dw
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| diam.rj" d

+cE ™ E  &if*<kvt,E)%b.n)
€(*«) {i-u<Zii<t}

(5.72) reste vraie si on remplace, pour tout j, Xf par
106 B(x{ 2)¢) HJE.

D’ou,
7(p,)2 < I"nB " i)I"1f M,E)2
(p,l) ¢ n I) JweEnB(z,t) CSX(W ’ )dW
+ ClEHB(z,t)\~1f j300(w,kt,E)2dw
JWEENB(z,i)

di i L2t .
+ ¢ E (diamRi\ e 1Bis< 2, [ f p~r(w,kvu,Efdw.

KiM v 1 / i * I

(ou la derniére intégration en w se fait sur E n 2?2(xt, 2Jit) et la somme
enj se fait sur {j : < 2" < i})
Soit, en intégrant,

di
d i .
‘ .[p%(n(zo)lfcm) th:D(P)l(P,l Ot—< C {Ji + J24-13}, (5.72)
U
dt
X = \En B(z,t)\ 1f _ . ,E)2d —
]p/L (z,1) meea(vwm ) 2dwaip—
32 = f F\ENB(z,0)\~I f A(WAKEAEAdwd A
Jp Jt JweEnB (zti) t
et
a
J , £ /diam B A £ ?7ilEnB (xii2>t()[-i T jja>(w,k2iti,E)idwdp”.
P e O <!

(Iintégration en p se fait sur J5(nN(x0), kOtQ)nPO, celle en t sur [D(p), i]]
et celle en w sur E n B(x{, 2Hi) )

On laisse de coté J\ car il est majoré par J2 (E étant s.r.s., Pi est dom-
iné par Poo).

Ona

' v PooIWIKHE) 12— 9 rreudp "
JpeB(n(x0) koto)nPo Jt=D(p) IMENB(z,1) \EnBGE YL P

< C fekogene T PRRWKVERTONK (o mmig o 3 MW en 1
dt
- ¢cJ r™ A ~ {wkt'E)H{w'kt)dwi (5-73)
car Po est d-régulier.

J2
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De méme,

o
J < f [%o diamii\

JpeB(ilz0)koiogrPo JDb) i€* H\ t J

- d
I s e .
ﬁl l : « f fv\(;B ti,2>i;)nEP0dW’ k2*ti, E)2r(w, k2*ti)dwdp

< CY . rinAx(( n
icjors \ n [ VpEB(n(*i),Cot)n.Po [/
(2 \i-d
E T f J3oo(w,k2Hi E)r (w k2i ti)dw—
{y.u<fu<t} t JveBimtjfuynB* Vv Y/ * *

ou 70= {«e 7;B(n(x0, &*0)) Niif ~ 0}.

Donc, puisque PO est d-régulier,
¢><Qg%-{_ \QI)ZI-T (AYdf -, i)%E 0co(v>,ia*t, E)*f(w k2 ttt)dw'
(La somme enj se fait sur {j : U< 2Hi < i})

Discrétisons U = 22 t0 = 2K,2V = 2>t = 2H..
On obtient alors

K 2*+1 okid CjJ- T
o < CJ2Y, L — 2"<-J+1>/ Poo(wyk2v, E)2r(w, k2v
e i£l.,=hJV 2 E* J«,1B(*;,2-)nE (wy )2r( X
K p+1 okid
< C E E E t "™ "L . JN k2" Eff(w,k2')dw. (
*€lo P=ki v=ki JWEB(Xi,2*)nE
Or,
K 9+1 1

292 +l) WCB *-2v)nE ooo(VWW  Efr(w. 2 dv

PR % Al §* 1)

VEB (** ANJNE

AN

v=if > AiseRs g (W K2\EFf(w krydw. (5.75)

Donc,

K r
J3 < C E E 2M2-" i3etw,k2v,E)2r(w,k2v)dw
te/ot>=Tei NEB (*it2)nE! 3 )2r( )

o :
< \1;\/ - {KaAEéoft}( -E-!)<<c2 2kidpoo(w ,k2v,E ) 2r(w
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Or, £ 2m < C2wvd.
{*:|to-*,|<C2»}
Donc,

J2 < Cf Y, i00(w,k2v,E)2r(w,k2v)dw
JAKoQONE {v £i™ 01N v/io}

_LAE  PUNHEFRWIKIAT .. ..

(5.73) et (5.76) donnent donc

f .7 (P 1 <Cf f 0oo(x,kt,E)2r(x,kt)dx”"-.
JpeB(U(x0),koio) Jd (3 t JIx€koQ°nE J VU&H t
(5.77)

5.5 Contrdle des régions de type 1

Nous allons dans cette partie montrer que pour une région de temps
d’arrét S pour laquelle la plupart des cubes minimaux Q ont un plan
approximant pq tel que I'angle entre Pq et le plan approximant PO du
cube maximal Q (S) est grand (S est une région de type 1), I’application
lipschitzienne A (construite au paragraphe 5.3) est mal approximée par
des applications affines, ce qui se traduit par le fait que les fonctions
7(p, t), définies au paragraphe 5.4, sont souvent “grandes”.
L’ingrédient principal est la théorie de Littlewood-Paley.
Commencons par quelques rappels.

Soit V une fonction a valeurs réelles, C°° a support compact, radiale,

non identiquement nulle et satisfaisant / v 0.

. X
Posons #tpt(x) = t~n|p(|—).
Alors toute fonction f peut s’écrire

f=cf f— (5.78)

ou C est une constante positive.
Une telle formule est appelée une formule de reproduction de Calder6n
(voir [Se]). Elle permet d’avoir des renseignements sur la régularité de

la fonction /.
Démontrons une formule classique.

Jan \N2=C Jo £ 1M I(D)|24T7- (5-79)
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Pour cela, on utilise un argument de dualité.

IK- 12 = °L {P) (/0" VW ,*/(p)y)rfp

= IFo 7p(/ 7 p~™ () Tap

c fqf0 (I$t(p-q)f(p)dp)if>t*f(p)YdQ

— H * N_
= C ijano \I>t f(q)\2dqt.
(5.80)
Soit S une région d’arrét de cube maximal Q° vérifiant
f e Nix, kt,E f JKDF(E)dx— < e2r(Q°)HA(EnQ°),
JxekoQ°r\EJ[c-ID{n{x))p " r(x JH(E) Xt e2r(Q°) ((5 ;1()2 )

Soit

Poo&x, kt,Eff |\}< ,fC|)<teT < e2H dSE n Q(§i82)

FikoqonE Jo-D(n(x)

Dapres (5.77), on a

B © > tTdPy < Ce2H(EnQ"). (5.83)

On va commencer par donner une formule de reproduction de Calderon,
puis I'appliquer a A. Pour cela, on définit la fonction v de la maniére
suivante :

Soit Pget Pg- les translatés de PO et Pg passant par |’origine.

On considéere alors v G C%°(Po) radiale, non identiqguement nulle, sup-

portée dans J5(0, —3, nulle au voisinage de I’origine et satisfaisant pour
toute fonction / polynomiale de dégré < 2,

L v(m)f(p)dp = 0 (5.84)
On définit de plus pour toutj = 1, ee-, m0—1,
<jp{x) = s*d(f>(s*x) (5.85)

. 1
ous=2no.

ra0 est une constante positive entiere tres grande .
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Notation: F¥A = JIP0 FH—0a)A(g)dqg pour p G Po-
On a alors, si 2i_ 1 <t< 2* pour tout ] —0, *=-, m0—1,

2_ilia * AP\ <Cj(p,1). (5.86)
Donc d’aprés (5.83),

f 53 2~A\ *A(p)?dP < Ce2Hd(E n Q°) (5.87)

V 2»<to
ol V = {x GPo «dist(x,x0) < l100io}*
On a, pour toute fonction / G L2(Po),

mo —1 -4-00

| = Zogs 53 E ~ W*T au sens des distributions. (5.88)

i=0 /=-o00

On peut appliquer cette formule a A

mp-1 -foo
A =fogsss E A~ A~ *A
j=0 /=—o00
mo —1
= Jo”s 53 53 vi *a
J=0 2'>io

m° —1
1- logs 53 53 ~ A

3=0 2Ki0
mo —1

= logs ss 53 1 *A
3=0 2'><o
»"'0—1 :

+ logs 53 53 L vf(p- g\vf > A(g)dg. (5.89)
i=0 2*<io

Donc A = Ai + Al ol

Ai(p) = Iogsmga_1 23 *?**'[ *A(p)
i=0 2'>i0
mO0—1 . -
+ Jors 51 E 1, "I(p-v)1 *A(q)dq

3=0 2"<toJPo/V

mo—1 wo .
A20> = zoys E E / B (p- qvi *A(q)dg. (5.90)
3=0 2,<<0
Alors, on a
IVAi| < C6
IV2AX < CW*V (5.91)
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sur Vi = {x G Po :dist(a?,a:0) < 50i0}>
De méme, d’apres (5.87), et (5.79), on a

f IVA22< Ce2Hd(E n Q°). (5.92)
JPo

Considérons la fonction maximale suivante

0 @96)=SP| 4, (11 ¥2- ™)

ou le sup est pris sur toutes les boujes B C Po contenant p et de rayon

L . . 1
inférieur ou égale a to et msA2= \B\ JNA2

Remarque : Pour tout A C Po» on notera JA| la d-mesure de Hausdorif
de A. On rappelle que tout d-plan est d-régulier.

Or, d’aprés I’inégalité de Poincarré suivante,

B Jo \A2- mBA2l<c i Jo |V *|,

on a

N (A2)(p) < Csupiiy [ |[VAZ. (5.93)
BBp \B\ JB

On reconnait dans le membre de gauche une fonction maximale de
Hardy-Littlewood .

D’ou, puisque lI’opérateur / — *M f (ou M f est la fonction maximale
de Hardy-Littlewood associée a /) est borné de L2 dans L2,0n a

Lf e ml_'v’\ i)2 c | po [VA2'2 (5-94)
Donc, d’apres (5.93),
f NA®)(p)* < C i [V.422
1 NA%)(P) i V.42
< Ce2Hd(E fiQ°) d’apres (5.92) (5.95)
Lemme 5.5.1 Pour toute boule B de IRn, on pose
oscbA2 = sup |A2(p) —m sA 2\ et soit R le rayon de B.
Alors si B G Vif
oschbA2 < CR”AR 17njj (]JA2 —"iBA2|)J<iH 6dH . (5.96)
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Preuve du lemme 5.5.1

~

Soit g G D tel que \A2{q) —mBA2\—o0sebA2= A

Puisque |[VA:z|l.I~ < C6,onasip GB avec \p—q\ < =2

2Co’

A= \A2{g) —mBA2\ < \A2(p) - AZq)\+\A2{p) - mBA2\

< C6\p-gq\ +|A2(p) - mBA2\
< ~ + \M(p) ~ mBA2\
D ’ou,
A
|A2(p) - mBA21> 5
Si o] < -R, on obtient

JB\A2- mBA2I>C "I (jgTj) -

Soit A+1 < C6dJ |A2- mBA2L
D’ou I’'inégalité souhaitée.
SiA > E,d°rsBcB(!,*

D’od, nB(\A2—mBA2) > C -1?

Or HVA2IUo» A es donc mB (JA2—mBA2]) < C8R.
Donc

C-1A < mjs(JA2—mBA?2))
— RiIiR“tmn(\Ai —mBAi i+l dH
1
CR{R mB\A1 mg 42 ' B3+

Ce qui termine la preuve du lemme 5.5.1.

Soit B = B(po,R) contenue dans V\.

Supposons R < rQo (ro un petit nombre a choisir plus tard).

Lemme 5.5.2 Soit F = \p GV2:N(A2)(p) ¢ d\ B
Si B intersecte F alors

}.

- - i(p - i 'I"H'y 1N
ng |A(p) - A(PO) - VAj(p - j>0)| < Ci +ne 1J R6.
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Preuve du lemme 5.5.2 :
Sip e B,

|A(p) - A(p0) - VAI(pO)(p - Po)l < \A2(p) - A2(po)\
+ 17ni(p) ~ Ai(PO) ~ VAI(pO)(p - PO)l-

Or,
|A2(p) - A2(po)\ < IA2(p) - mB\+ ImB+ A2{pQ\
< 20SCB.4.2
< CR{R-xmB{\A2-m BA2\)}'"i 6™
< CR{N(A2)(u)}2+ 63+ pour u GB.
De plus,

I"i(p) —"i(Po) —VAI(pO)(i>—Po)] < C89~HglR2d’apres (5.91)
< Co6e-xrOR2.

SiuGB HF, on a alors

Egé)\A(p) —A(p0) —VAi(p0)(p —p0)| < . M) + roo-13.R6
< rjRO pour un bon choix de 6, ro

(ou rj est une constante positive que I’on va choisir plus tard)
Soit Hb le d-plan qui est le graphe de la fonction affine

<b(p) = A(p0) + "AXPoi)(p- Po).

Si B est une boule vérifiant les hypothése du lemme 5.5.2, alors d’apres
(5.102),

sup R dist(a;, HB) < rj6. (5.102)
sernn-"B)

On a de plus

Lemme 5.5.3 Soit ro > 0 et une constante positive M > 0, il existe

un e > 0 tel que si £0 < s, alors angle(P, P(Xkt)) < jqg> pour tout

r-0i<
(x,t) €S ,t> M

Preuve du lemme (5.5.3) :
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Soit (x,<) GS, t > —|\7-/7
On considere une suite (ij) de réels avec

t<U<ti+i <to

et ti > 2fi+1.
Alors
angle(P(xM.),P(attkt+1)) < <¥x>(*, feif+x, £) (5.103)
< CeO. (5.104)
Donc,

angle(P0O?P»kt) < CeO0 log("j)
£
< Yqq s*£ est assez petit. (5.105)

Lemme 5.5.4 Soit x GB\(S) alors dist(IL(x),F) > ts(x).

Preuve du lemme 5.5.4 :
Soit x GBi(S) tel que dist(ti(x), F) < ts(x).

On considére B = J5(n(x), 10ts(x)). Onaalors B n F ~ 0.

De plus, puisque x G Bi(S), angle(P0, P(*kts(*))) > , donc d’apres le
lemme précédent, ts(x) < r0t0 (ce qui entraine B C Vi).

Pour touty G B (x, fcis(x)), on a par construction de A et par définition
de d,

dist(y, (11(0/), A(n(y)))) < Ce0d(x)
< Ceois(™). (5.106)

(n(2),A(n(x))) Gn-~P) nr, donc, d’apres 5.102,
dist(n(x), Hb) < r)6ts{x). (5.107)

D’ou, dist(i/, Hb), < Crj6ts(x).
On en déduit, si ij est assez petit,

angle(ErB,P(«tid5(.))) < Cp~x, kts(x), E)
< CEq
< — i Soest assez petit  (5.108)

Considérons t le plus grand réel vérifiant
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(x.i €8S

t < il
Lo

Soit B* = B(po,t).
Par le méme raisonnement que précédemment,

g
Bngle(P{xMhHB*) < — .

Or Hb = Hb™ (car ces plans ne dépendent que de po = lI(rc)).
Donc angle(P{Xtkt)iHB) < 1

00
D’ou d’apres (5.108),

6
angle(.P(s,i&)), i&.fctsi*))) —eq’

De plus, d’aprés le lemme 5.5.3, si £0 est assez petit,

aagle(P0,-?(.,«)) < —S :

On deéduit des deux inégalités précedentes que

angle(PO,P(*,ws(*))) <

Ce qui est impossible puisque x G B\(S).

On va maintenant montrer que pour une région de type 1 les esti-
mations précédentes sur I’application lipschitzienne sont impossibles.

On considere un recouvrement de Bi(S) par des boules B(x, ts(x)),
x GB1(S).
On peut en extraire un recouvrement par des boules B(x, 5is(x)), x G

r(S", avec si x, x1G t(*S)?x * x\ B(x,ts(x))n B(x",ts(x")) = 0 (voir
[Ma] théoréme 2.1 ou [St] page 13).
Donc,

Hd Bi 5)) < Y, Hd{E n B{x,5ts(x))
*Gr(5)

< C E ts(%)dcar E ests.r.s.
&Cr(S)

De plus, d’apres le lemme 5.3.1, les B(x) = POQB(TI(x),ts(x))ix G
r(5", sont aussi disjoints et sont dans V2/F d’apres le lemme 5.5.4 .
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On en déduit

HN\vZF)>1 U 229 > Y IBMI

eEr(S) xEt(x)
> C~I £ ts(x)dcar POest d-régulier
*6rE®
*-H
> B1°'S)|. (5.109)

Or, par définition de F,
L} /\2
N % vy f N (4V
> 082Hd(V2/F),
d’ou, d’aprés (5.95),
HAV2ZF) < 0-'0-2JN(A2)2
< Ce29~16~2Hd(E n Q°).
Donc, d’aprés (5.109),
Hd(Bi(S)) < C\ U B(2)]

*Gr(5)
< Ce2-x6~2Hd(V2/F)

< "H d(EnQ°) (5.110)
si 0 et e sont assez petits (ici, la constante C ne dépend pas de 6, £o,
ziéci contredit le fait que S G Tj.
donc, si S GT\,
J[ernkoQo J/Icl-’~’|D(Tl(z)) OAX’C”t’E)/ZfQ(’t)f(\E)d/XAi_ > ¢HQNHIEN Q)
>  e2(diamQ°)d(5.111)

5.6 Fin de la preuve du théoreme 5.1.2

A tout5 G on a associé un graphe lipschitzien T(5) tel que la pre-
miere partie du théoréme 5.1.2 soit vérifiée (voir le paragraphe 5.3).
Il nous reste a verifier la deuxieme partie de ce théoréme.
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Puisque (3{E)2 < o0, on a

f IMO I500 X,t,E)zr(x,t)dx-—< oo0. 5.112
Fen 3o ( )zr(x,t) ; ( )

On en déduit que pour tout e > 0,

T. (diamQ)4 < C(8) (5.113)
QfM.e

ou C(e) dépend de £ et Ade = {Q G AE : i3g > e}.

Donc, Hd presque tout x de E ne peut appartenir qu’a un nombre fini
de régions de type 2, et puisque, si S G Fy on a l’inégalité (5.111), Hd
presque tout x ne peut appartenir qu’a un nombre fini de régions de
type 1

De plus, les Bz(S), S G T, étant deux a deux disjoints, Hd presque
tout x de E appartienta un nombre fini de régions de type 3.

Enfin, par construction, et puisque Hd presque tout x de E ap-

partient a un nombre fini de régions S de T, il est clair que pout HA

presque toutx G E, il existe S GT, tx > 0 tels que, pour tout t G]O, t*],
(x,t) GS.

Ce qui termine la preuve du théoreme 5.1.2.
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Chapitre 6

Appendice : rectifiabilité et
opérateur de Cauchy

6.1 Introduction

Considérons le probléme (P) suivant :

Caractériser géométriguement les ensembles E C C Ahlfors-réguliers
de dimension 1 tels que I’'opérateur de Cauchy Ce définit un opérateur
continu L2, id est il existe K > 0 tel que pout tout g € L2(E), tout
£>0,

a(fE 2
L o 290 dH1" dH1 K | wgH- A D

On dira qu’un tel ensemble E verifie la propriété (C).

En 1981, R. Coifman, A. Me Intosh et Y. Meyer (voir [CMM]),
faisant suite a des travaux, entre autres, de Calderdn, démontraient
que les graphes lipschitziens vérifiaient la propriété (C), puis G. David
[Dal] prouvait que les seules courbes rectifiables vérifiant la propriété
(C) sont les courbes Ahlfors-réguliéres.

Remarque : Pour en savoir plus sur les opérateurs d’intégrales sin-
guliéres, voir [Chl], [M] ou [St].

En outre, le Cantor 4-coins de Garnett (voir chapitre 1) qui est
purement non 1-rectifiable ne vérifie pas (C).

I apparait donc que les propriétés de rectifiabilité des sous-ensembles
de Cdoivent jouer un réle important dans le probléme (P).
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En 1987, P. W. Jones [J1] donnait une nouvelle preuve de la con-
tinuité L2 de l'opérateur de Cauchy sur les graphes lipschitziens en
introduisant les fonctions /> (voir chapitre 1). Son idée est simple :
Si le graphe T est une droite, alors Ct est I’'opérateur de Hilbert, et sa
continuité L2 est facile a prouver (voir [Chl], chapitre 1).

Or, un graphe lipschitzien T du plan complexe est en presque tout point
et & presque toutes les échelles bien approximé par des droites, comme
le prouve I’estimation suivante due a Jones [JI] :

f  [diamr

At
Poo(x->t,E)2dx— < +o00. (6.2)
JsetT 30 t*

Jones coupe alors I’integrale dans 6.1 en un morceau qui se traite grosso
modo comme I'opérateur de Hilbert et un reste qu’il peut estimer en
utilisant 6.2.

En 1990, G David et S. Semmes résolvent en partie le probleme (P).
IIs considerent une classe plus vaste d’opérateurs intégraux singuliers :

Une fonction réguliere K sur IR4/ {0} a valeurs réelles est un d-noyau
standard si

* K est impair ;

e pour toutj = 1, 2, —, |x|d+, |V Jiir(a;)| G IS*"CIR.A{($}).
Soient K tin d-noyau standard et E C IR” un ensemble Ahlfors-régulier
de dimension d.

On dira que E est bon pour le d-noyau K s’il existe C > 0 tel que pour
tout g GL2(E), toute > 0,

B0 2gH=1\ L omk(c y > d\iHEi° I B

Theéoreme 6.1.1 ([DSI]) Soit E C IRn un ensemble Ahlfors-régulier
de dimension d.

H y a équivalence des propositions suivantes.
(i) E est uniformément rectifiable (voir fin du chapitre 1).

(i) E est bon pour tous les d-noyaux standards.

Ce théoreme ne résoud pas complétement le probleme (P). Cepen-
dant, La condition (ii) englobe pour n = 2 et d = 1 la continuité
de I'opérateur de Cauchy. De plus, ce théoreme reste vrai en dimension
d> 2.

Dans [DSI] et [DS2], David et Semmes donnent d’autres conditions
équivalentes (geométriques et analytiques) a (i) et (ii).
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6.2 Le théoreme de Mattila, Melnikov et
Verdera

Le probléme (P) a été résolu en 1995 par Mattila, Melnikov et Verdera.

Théoreme 6.2.1 ([MMV]) Soit E C Cun ensemble Ahlfors-regulier
de dimension 1.

Il 'y a équivalence des propositions suivantes :
(i) L opérateur de Cauchy Ce est bornée sur L2(E).

(ii) E est uniformément rectifiable.

Le sens (i) — (ii) était déja connu (voir [Dal]).
Nous allons donner une idée de la preuve de (i) =2 (ii). L’ingrédient
principal est I’introduction d’une “courbure discréte”.

Soient zi, z2, z3 trois points du plan.

On définit C(zi, z2,23) = — - A ol R(zu z2,z3) est le rayon du
" 29
cercle circonscrit aux trois points. C eSt appelée la courbure de Menger,

elle vérifie la propriété fondamentale suivante.

i2 S(ZL 22, Z1. 2

S {7 I e 1) (62)
I

(z<r(l) z2<r(2))(ztr(2) z <r(2))

ou 5(21, z2,123) est l’aire du triangle z\z2z3 et la somme se fait sur les
permutations a sur {1,2,3}.

Remarquons que si z1? z2 et z3 sont alignés, i?(zi, z2,z3) = 00 et
donc C{z\,z2,z3) = 0.
On peut donc espérer donner des conditions de rectifiabilité en termes
de courbure de Menger, ce qui se fait gréace a

Lemme 6.2.2 Soient z\, z2, z3 des points distincts de B(z,r) ouz £ C
etr > 0.
Alors, si L est la droite ziz2,

dist(zu L) < 2r2C(zu z2,23).

Ce lemme découle de I’inégalité (6.3).
On peut alors en déduire une relation entre la courbure C et la fonction

[72-
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Lemme 6.2.3 Soit E un ensemble Ahlfors-régulier.
Alors pour tout z G E, tout r €]0, diamE\,

02(W,r,E)2dHI(w)<4:\2J Jf f C2(z1,z2,zz)dH1(zl)dHI (z2)dH 1(

JEnB(z,r) JA(z,r)

~

aJ
A(z,r) = (En B(z,\r)/B(z,2r) x (E n B(z,2r)) x (En B(z,r)).

La relation entre la courbure de Menger et I’'opérateur de Cauchy
est donnée par

Lemme 6.2.4 Soit E C IB2 un ensemble Ahlfors-regulier de dimen-
sion 1.

Si Ce est bornésur L2(E), alors il existe C > 0 tel que pour toute boule
B,

fff
J J NIsnB)8

La preuve utilise I’'inégalité (6.4) et le théoréme de Fubini.

C2(zu z2,z3)dHI (zI)dH1(z2)dH 1(z3) <CdiamB. (6.5)

On peut alors finir la preuve du théoreme.
Soit B G C un ensemble Ahlfors-régulier pour lequel I’'opérateur de
Cauchy Ce est bornée sur L2(E).
D’apres le lemme 6.2.4, on a pour toute boule B I’inégalité (6.5).
Le lemme 6.2.3 et des calculs élémentaires donnent alors le résultat
suivant : pour tout z C E, tout R > 0,

1 f j¥(z,t,E)2dw— <CR.

ti>eEnB(z,R) Jo t

D’ou d’apres le théoreme 2.1.1, E est uniformément rectifiable, c’est a
dire qu’il existe une courbe Ahlfors-réguliére contenant E.

M attila, Melnikov et Verdera déduisent du théoreme 6.2.1 une car-
actérisation géométrique des ensembles 1-réguliers effacables pour les
fonctions analytiques bornées en termes de capacité analytique.

Soit E C Cun ensemble Ahlfors-régulier de dimension 1.
On définit la capacité analytique 7(E) de E par

7(E) = sup Hm \z(f(z) - f (00))|

ou le sup est pris sur toutes les fonctions analytiques / de C/E dans C
avec /1100 " le
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Cette notion a été introduite par Ahlfors [A] qui a démontré la pro-
prieté fondamentale suivante : j(E) = 0 si et seulement si pour tout
ouvert U de C, toute fonction / :U/E —aC analytique bornée se pro-
longe en une fonction analytique sur U. Un tel E ensemble est dit
effacable pour les fonctions analytiques bornées.

Théoreme 6.2.5 ([MMV]) Soit E C Cun ensemble Ahlfors-régulier
de dimension 1.
Il y a équivalence des propositions suivantes :

(i) 7(E) = 0;
(i1) E est purement non 1-rectifiable.

On rappelle que (ii) signifie que H1(E fIT) =0 pour toute courbe
rectifiable T.

Le sens (¢) => (u) est déja connu (solution de la conjecture de
Denjoy, voir [ChI] ou [Ma]) :

Théoreme 6.2.6 Soit T C C une courbe rectifiable. Alors 7(E) > 0
pour tout sous-ensemble E de T avec H X(E) > O.

Remarque : Pour tout compact E C C, HX(E) — 0 =2 7{E). Pour
en savoir plus sur la capacité analytique, voir [Chl], [Ga2] ou [Ma].

Ce théoréme est une conséquence de la continuité L2 de I’'opérateur
de Cauchy sur les courbes rectifiables.
Ainsi, les notions de capacité analytique et d’opérateur de Cauchy sont
tres liées, comme le prouvent les résultats suivants :

Théoréeme 6.2.7 Soit E C C un ensemble Ahlfors-régulier de dimen-
sion 1.

Si Ce est borné sur L2(E), alors 'y(E) > 0 et il existe une constante
77> 0 telle que pour tout compact F CE, 7(F) > H1! E)

Théoreme 6.2.8 ([Cli2]) Soit E C C un ensemble Ahlfors régulier
de dimension 1.

Si 7(E) > 0, il existe un ensemble F Ahlfors-régulier de dimension 1
avec Cf est borné sur L2(F) et HXE fl F) > 0.

Le sens (ii) => (i) du théoréme 6.2.5 est une consequence évidente
des théorémes 6.2.1, 6.2.7 et 6.2.8.

On peut étendre le théoreme 6.2.5 au cas d’ensembles de Jf1l-mesure
finie, de densité inférieure positive ii"-presque partout.
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Théoréme 6.2.9 Soit E ¢cC compact avec HX(E) <oo0 et
en H 1-presque tout x GE, ©"(a;,!?) = liminf~ A~ A PAXUQU > 0.
Alors 7(E) = 0 si et seulement si E est purement non 1-rectifiable.

Si E est compact, purement non 1-rectifiable, de (iTl-mesure finie et
tel que la densité inférieure OI(x,E) soit positive en H1-presque tout
x de E, alors d’apres le corollaire 4.3.3,

E<ZEOQOU(]J En) ou

n>0
* Hx(Eg = 0 donc j (Eq = O;

e pour tout n > 0, En est compact, purement non 1-rectifiable et
Ahlfors 1-régulier. D’aprés le théoréeme 6.2.5, 7(En) = 0.

Alors, 7(|J En) = 0 (voir [Ga2], page 12), donc 7(E) = 0.
n

La conjecture générale (encore ouverte) concernant la question est
que le théoreme 6.2.9 reste vraie sans I’hypothese de densité sur E.

Un autre probléme ouvert est de restreindre la classe de noyaux in-
tervenant dans le théoréeme 6.1.1 de David et Semmes au seul noyau
K(x) = W\~d~I.x . Remarquons que le théoreme 6.2.1 de Mattila,
Melnikov et Verdera résoud ce probleme dans le cas d — 1 (et n quel-
conque).
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