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COMPTES R E N D U S DES SÉANCES.

S É A N C E DU 5 N O V E M B R E 1890.

PRÉSIDENCE DE M. 11ATON DE LA GOUP1LLIÉBE.

Le diplôme et ]a médaille d'or obtenus par la Société à l'Expo-
sition universelle de 1889 sont déposés sur le bureau.

Démissions : MM. Hermary, Pucciarelli et Rey adressent leurs
démissions de membres de la Société.

Communications :

M. Fouret : Su/' /es normales aux hyperboles équilatères.

M. Laisant : Sur une généralisation d'un théorème de
Laguerre.

M. Humbert : Sur une surface rem arc/uabîe au quatrième
ordre.

S É A N C E DU 19 N O V E M B R E 1890.

PRÉSIDENCE DE M. HATON DE LA GOL'PILLIÈKE.

Communications :

M. Vicaire : Sur un mouvement pendulaire troublé.

M. Fouret : Sur un théorème relatif au centre de gravité
des pieds des droites faisant avec une courbe algébrique un
angle donné et menées par un point fixe.

M. d^Ocagne : Démonstration élémentaire du titéorème de
Malus sur les rayons ré fléchis par une .sur/ace.



S É A N C E DU 3 D É C E M B R E 1890.

PRÉSIDENCE DE M. 'HATON DE LA GOUPILLIÉBE.

Elections .'M.Colol, présentéparMM. JavaryetMarie ;M. Genty,
présenté par MM. Laisant et Haton de la Goupillière; M. Vaschy,
présenté par MM. Sarrau et Poincaré, sont élus à l'unanimité.

Communications :
M. Fouret : Sur le nombre clés points brillants d'une surface

éclairée par des rayons issus d'un point.
M. Humbert : Sur les normales à une quadrique et sur la

surface lieu des centres de courbure.
M. Humbert : Sur la surface de Kummer.
M. Laisant : Sur deux problèmes relatifs au mouvement de

deux points.

SÉANCE DU 17 DÉCEMBRE 1890.

PRÉSIDENCE DE M. COLLIGNON.

M. le Ministre de F Instruction publique annonce qu'une somme
de mille francs est mise à la disposition de la Société pour la pu-
blication du Répertoire bibliographique.

Elections : M. Antomari, présenté par MM. André et Carvallo;
M. Massieu, présenté par MM. Haton de la Goupillière et Vicaire,
sont élus à l'unanimité.

Communications :
M. Humbert : Sur une famille de quadriques faisant partie

d'un système triple orthogonal.
M. Lemoine : Sur quelques formules de la géométrie du

triangle.
M. Kœnigs : Sur certaines surfaces admettant pour lignes

asymptotiques une série de cubiques gauches.
M. d'Ocagne : Sur une propriété des courbes algébriques.
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S É A N C E DU 7 J A N V I E R 1891.

PRÉSIDENCE DE M. COLLIGNON.

La Société procède au renouvellement de son Bureau.

Communications :
M. Vicaire : Sur les oscillations troublées cV un système ma-

tériel autour d'une position d'équilibre.

M. d^Ocagne fait la Communication suivante :

Sur la liaison entre les expressions du rayon de courbure en
coordonnées ponctuelles et en coordonnées tangenlielles.

Rappelons que si M est un point d^une courbe, ST la tangente

l^ig. i.

en ce point, les coordonnées rectangulaires (cartésiennes) du
point M sont

OP=a-, OQ=y;

celles (pluckériennes) de la tangente Sï sont

i i
"" OT =ïp ""OS^*

Les coordonnées parallèles de la tangente ST sont

O S = = M , .O'S^r;



celles du point M sont

-(^A^ -(TA^7-

Les formules qui, dans chaque système, lient les unes aux
autres ces diverses coordonnées peuvent se résumer en une seule,

cly.
( I ) OJ == ————————--Q—————————————————————————- ,

a d^ — ? da

complétée par le Tableau ci-dessous, qui fait connaître les valeurs
correspondantes de co, a et [3 :

Valeurs de œ . . . . . . .y, y, r,. Ç. «, p, .p, q.
» a . . . . . . Ç, Tp y, a-, y, p, p, K,
» P . . . . . . r,, Ç, .r, y, /?, y, M, F.

Cela posé, on a

^ _^Ç .̂r
\ z ,' ~~j~ — ~y— ~7~" *di} dx d'^

Mais, au moyen des diverses formes de (i), on trouve faci-
lement

d^ _ x
Tr,~~~~y'

d\Y
d^ _ "^d^ _ d^y
dx~~ I dy Y ~ x^ dx^

(^-J)
d^

dx _ s d^ ^ ^d^

^ lr ^Y ~ dr^{^S
Portant ces diverses expressions dans la formule (2), nous

avons, toute réduction faite,

(3)
et de même

(3 bis)

d^y d2^ _ i
dx^ dr^ ~~ y3Ç3

d^v dîq i
dn^ dp2 ~ v^q3 '

Cette remarquable formule permet de passer de l'expression du
rayon de courbure en coordonnées ponctuelles à son expression
en coordonnées tangentielles et réciproquement.



Menons par le point 0 la parallèle OH à ST. L^expression du
rayon de courbure en coordonnées cartésiennes peut s'écrire

•
i OH3

(l) R=
S1»'

Tirant de là —'; et portant dans (3), nous avons, après une trans-

formation facile, pour le rayon de courbure en coordonnées
pluckériennes,

^ ^ë^'dr^ ̂

formule que nous croyons nouvelle.
De même, en posant 00'=== S, nous avons obtenu ailleurs l'ex-

pression su ivan te pour le rayon de courbure en coordonnées pa-
rallèles tangentielles

(HO K^iÏ.
di^ o

Dè^ lors, la formule (3 bis) donne, pour le rayon de courbure
en coordonnées parallèles ponctuelles,

<"•' ^^,^
dp'1

formule également nouvelle dont nous avons communiqué une dé-
monstration géométrique directe à l'Académie de Belgique.

En suivant un procédé de démonstration que nous avons ré-
cemment indiqué {Nouv. Ann. clé Matliy p. 44°! ^O0)? on °^~
tient, soit au moyen de la formule (1), soit au moyen de (IV), le
théorème de Beiss :

Si une droite quelconque coupe une courbe algébrique
d'ordre m sous les angles ai, a^, . . ., a,,̂  en des points où les
rayons de courbure sont B<, Ba, . . . , B.w, on a

i i i
_______________ | _______________ _1_ ^ ^ ^ _t_ ________————————— —— Q ^

RI sin3^ R.2 sin3^ • • • ^^ sin^a,»

De même, l'une ou l'aulrc des formules ( 1 1 ) ou (III) conduit
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au théorème suivant que nous avons énoncé pour Ja première fois
(/oc. cit., p. 448) :

Si les tangentes menées d'un point quelconque à une courbe
algébrique de la classe n ont pour longueurs t^ ^? • • "> t,^et si
RI, Ra, ..., R/î sont les rayons de courbure aux poinfs'de con-
tact, on a

Hi^B. ^.R.
f'î + fî — • • 71--°-

SÉANCE DU 21 J A N V I E R 1891.

PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.

Comm un ication :

M. Humberl fait une Communication sur les surfaces algé-
briques inscrites dans la surface de Kumrner. Il montre que
cette surface admet 3a systèmes de surfaces cubiques inscrites et
3i systèmes de surfaces de quatrième de^ré inscrites.

S É A N C E DU 4 F É V R I E K 1891.

PRESIDENCE DE M. D'OCAGNE.

M. LAISANT fait la Communication suivante :

Sur ^extension de la Géométrie cartésienne aux figures
imaginaires.

Parmi les travaux ayant pour but d'étendre aux imaginaires les
conceptions de la Géométrie analytique de Descartes, il convient
de citer ceux de MM. Mouchot, entrepris depuis bien des années
déjà, et Tarrj, qui a publié plusieurs Mémoires sur ce sujet dans
les comptes rendus de l'Association française pour l'avance-
ment des Sciences. Laguerre et M. Marie, à un point de vue plus
analytique, s'étaient jadis occupés de la mêmfi question.
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Le principe fondamental de cette nouvelle Géométrie générale,
pour employer l'expression de M. Tarry, est la conception du
point double (M, M') forme par le couple des deux points ordi-
naires M, IVF pris dans un ordre déterminé; M et M' sont dits les
composantes positive et négative du point (M, M'), qui devient
réel quand les deux composantes coïncident.

J'avais essayé, de mon côté, détendre aux imaginaires la no-
tion des coordonnées cartésiennes par la construction du point M
donné par Féquipollence M = = X + Y £ ° , 6 étant Fangle des axes
coordonnés, et x, Y les deux coordonnées imaginaires. Mais cette
conception se trouvait incomplète et défectueuse, faute de la no-
tion du point double, car un même point pouvait avoir une infi-
nité de coordonnées différentes.

Si, au contraire, nous considérons les deux points M, M'définis
par les éq ni pollen ce s

M r= X ,-f- Y £6, M' == CJ X -h CJ Y. £6,

il est facile de constater, soit géométriquement, soit parle calcul,
que le point (M, M') est déterminé par ses coordonnées, et réci-
proquement les détermine.

Les deux relations ci-dessus peuvent s^xprimer par la formule
unique

(M ,M ' ) ^ ( \ ,CJX)+ ( Y . C J V ) ^ ,

équipollcnce double^ qui les englobe toutes deux en une seule.
On démontre que les formules ordinaires de transformation de

coordonnées s'appliquent identiquement aux points doubles de la
Géométrie générale à deux dimensions, ce qui permet de généra-
liser d'une façon considérable les résultats de la Géométrie ordi-
naire.

Du même coup, on arrive à donner en quelque sorte une réa-
lité objective et une absolue clarté à des notions de Géométrie
imaginaire un peu obscures avec le langage habituel. Il est pos-
sible, sur ces données, d'établir un lien de plus entre l'Analyse et
la Géométrie par le calcul des équipollences. Il est juste d'ajouter
que Bellavitis avait entrevu celte notion du point double dans ses
considérations sur les points fictifs des courbes.
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M. BRGHIN fait la Communication suivante :

Sur V impossibilité d'une fonction d'une seule variable
à plus de deux pério des.

Il suffît de faire voir que le module de A r /4 -B^— Ce peut
être rendu aussi petit qu'on veut, A, R, G désignant trois périodes
et a, 6, c trois nombres entiers. Soit G =-= 5vA 4- U.B, où l'on peut
supposer À et u, positifs.

On aura

^(x-»)^,
\ c J r.

-f,-^-6,
\ C 1 C

'" ~~ 7o7>*

Nous partageons la partie décimale de chacun des nombres À et u.
en tranches de p chiffres; toutes ces tranches ne pouvant être dis-
tinctes, on peut trouver deux entiers a et p tels que, dans chacun
des deux nombres, la tranche d^ordre a soit identique à celle d^ordre

a-4- S. On choisit pour - et - les fractions décimales x et y, quic c
ont respectivement pour périodes les nombres formés, dans A
et a, par les chiffres situés depuis le commencement de la tranche a
jusqu^au commencement de la tranche d'ordre a -h ^, les chiffres
situés à gauche de la tranche d^ordre a étant les mêmes; on aura,
N et N' étant entiers,

N N'
io/^a—lo/^-1 ' ' ~~ lof'^—\ol){y•-ï}

^a-^x;^—^lo/>(a-h[-i) ^ lo/^io/^—lo/^-^)

On voit que. cette démonstration ne repose que sur des considé-
rations tout à fait élémentaires.

M. D'OCAGNE fait la Communication suivante :

Sur une détermination particulière du centre de courbure
des lignes planes. Application aux courbes algébriques
d^ordre quelconque.

Si Fon pose P== .y2 4- j'2, on trouve facilement, pour Pexpres-
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sion de l'abscisse ON == // du pied de la normale correspondant an
point M,
/ ,N i dp
(0 n —- - —

'2 d.r '
par suite,

dn _ î dîp
d.r ~ •> dx'1 '

Mais, si ds est la différentielle de l'arc au point M, on a, en ap-
pelant û le centre de courbure correspondant el 0 Pan^le de la
normale avec l'axe des .y,

donc

w

dn __ ON i ^ ,
ds ~ s inO iTiVf' ~dy == ïTri^)^

1 dî r> - il̂  T
•̂  .̂r2 " ÏÏM smMi '

Cette formule fait connaître le centre de courbure lorsque la
courbe est définie par son équation en P et en x. IRemarquons en
passant qu'une, telle équation représente, en même temps que la
courbe, sa symétrique par rapport à l'axe des x.

Prenons, par exemple, la conique représentée par l'équation

ï! -4- yl -
a2 ~h^ ' I '

Cette équation peut s'écrire

P= cîx^^.
a2

La formule (a) donne donc, dans ce cas,

c2 _ ON i
a2 ~ ïîM sir^O'

d'où se déduit la construction du centre de courbure due à
M. Mannheim.

Prenons une courbe algébrique quelconque, d'ordre w; son
équation peut s'écrire

(3) ym^. \,ym-i^ X^-S--. . .4- X,,/ ==0,

OÙ

X/, = a/,^ -+- b/,^-14-... -4- //,..
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Gardant dans le premier membre tous les termes d'une même

parité, faisant passer dans le second tous ceux de la parité con-
traire, élevant au carre, puis réunissant de nouveau tous les
termes dans un même membre et réduisant, nous avons

y2M_,-y2/ /<-2(aX2——XJ)+y2/" -* (X|——2X1X3-+-2X4 )+.,.= 0

OU

(4) pm^.pm-1 (_ ,^2_(_ 2X2— Xj ) -4-. . .== 0.

Il faut remarquer que cette dernière équation représente à la
fois la courbe C proposée et sa symétrique C7 par rapport à l'axe
des *r, car à chaque valeur de P correspondent deux points symé-
triques par rapport à cet axe.

Si nous donnons à x une certaine valeur, nous avons

^P,=W^~2Xî4-X5;

par conséquent,

d^i
2^=2(w~x/2+xl2+xlx/l)=2(m~2a2+arh

ou, d'après (2),
i-=m
V ^i^i ï^N, i

iîiMi sil^O/7 TTTT ~~^ir == m—'202-1-a2
ÂHà iliMi SlI^O/ '

Or, si nous remplaçons la courbe par le système de ses m asym-
0 • TV •

ptotes, a\ et 03 restent les mêmes; les rapports —— tendent vers

l'unité. Appelant donc y.i, 03, ..., a,% les angles des asymptotes
avec l'axe des y, on a

(=W

V .
•̂d sin2^-SsmTa;^-^24-^-

De là ce théorème :

Si une droite quelconque coupe une courbe algébrique
d'ordre m aux points M<, Ma, ..., My^ sous les angles 9< , 82» • •^
9^, et ses m asymptotes sous les angles a^, a^, ..., a^; si une
perpendiculaire quelconque à la première droite rencontre les

xix. 3
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normales correspondantes aux points N( , N2, ..., N,^, e< si Q,,
Û2? - • • û^ 5o/^ les centres de courbure correspondants, on a

i-^m i = m
^ ^-N/ i ^ V _ i_
^ ^M, sin26, ~~ ̂  sin2a/
i=i i=l

Si la courbe considérée est isotropique, le second membre de
cette formule est nul, et l'on retombe sur une propriété que j'ai
déjà obtenue d'une autre façon (Journ. de Math. sp., p. 126,
th. VI; 1(887).

SÉANCE DU 18 F É V R I E R 1891.

PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.

Communications :

M. RAFFY fait la Communication suivante :

Détermination de toutes les surfaces moulures
applicables sur des surfaces de révolution.

Diaprés un théorème de M. Massieu, pour qu\ine surface soit
applicable sur une surface de révolution, il faut et il suffit que
l'équation aux géodésiques de cette surface admette une intégrale
linéaire et homogène (voir DARBOUX, Théorie des surfaces, t. III,
p. 29). Appliquant ce principe aux moulures dont l'élément li-
néaire est

ds^ == du^-^- (U —V)2 dv2,

on trouve qu'il doit exister une fonction C de u et de v et une
fonction W de v seulement, vérifiant le système

( i ) w'u'-^cdi-v)^,
(2) W" 4-(L'-V)2C, =o.

Avant de résoudre ce système, nous remarquerons qu'on ne
peut supposer W===o; car alors il vient, Uo étant une fonction
inconnue de ?/,

r ^ c'
== TJ __y ? ll =r
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Si Uo== o, Pinlégrale linéaire disparaît, puisque ses deux coef-
ficients W et C sont nuls. Si Uo^o, la fonction G ne saurait
être indépendante de U que si Uo et par suite U sont constants,
auquel cas la moulure est une développable, ou si V est constant,
auquel cas elle dégénère en une surface de révolution.

Cela posé, Inéquation ( i ) intégrée par rapport à v donne

Uo-wirc= u-v 9

et Inéquation (2) devient, par substitution de G,

(3) w'4-UUo— UoU / +VWU"-VUo4-W(U r 2 —UU / / )=o .

Telle est Féquation qu^l s^agit de résoudre. Égalons à zéro sa
dérivée seconde prise par rapport à u et à v^ et divisons par la dé-
rivée V qui n'est pas nulle; nous trouvons

( vw y w(4) v-y-iuw+ ^-(u'î- uiry= u'; ;
et, en différen liant une fois encore par rapport à ^,

^^("•-""•y;^-
Dans celte dernière équation, on ne peut supposer à la fois

1^=0, ( u / 2 - u u y = u r u w — l J u w = = o ,
car alors U^== o; les moulures seraient des développables.

Si donc on fait 1^=== o, on devra supposer le rapport W7 : V
constant. Soient alors

U == 0^24- 6, W= 3/nV-+- n.

Inéquation (4) intégrée deux fois donne

Uo == 3/n(ir2— UU") 4-7?, Uo= ima^u3— (Qmab —p)u-{- q,

tandis que Féquation (3) devient

W-i- aaVW—V/? -4- n(V^— UU") -+- UUo — UoU'== o.

Les termes en v et les termes en u doivent séparément se ré-
duire à des constantes. Or les termes en u forment un polynôme
du quatrième degré dont le terme en u^ a pour coefficient 2 ma3.
Donc m == o, d'où résulte W== o, solution exclue.
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Nous devons donc désormais supposer V" ̂  o. Je dis qu'on ne
peut supposer le rapport W : V constant, car il faudrait alors
que le rapport (VW/ : V fût constant aussi. On aurait donc

W=3wV-4- / i , VW=aV4-p,

d'où Féquation du second degré à coefficients constants

y S./nV2^- (n — a)V-- ? == o,

qui devrait, puisque V n'est pas constant, avoir lieu indépendam-
ment de V. Donc en particulier m == o et, par suite, W== o, so-
lution exclue.

La seule et dernière hypothèse à faire est donc

"-^. xï^-
On peut diviser les deux membres de Péqualion (5) par le pro-

duit de ces quantités; alors l'équation se décompose en deux

(L^_uu^y r d (VWy-1 [ d W~\
——ïr— ==- [d. -v-|: [^ -vj = const-= ̂

De ces deux relations on tire successivement

(G) (U^-uiry^ir, (VW/-+-YW ==nv,
(7) U'î—UU' =Y u f f -+ - 8 î - (W-/ i ) (V-i-Y)=A.

Substituant les expressions (6) dans l'équation (4) il vient

ITo = n U", Uo= nV+pu + q.

Avec cette valeur de Uo, l'équation (3) devient, eu égard aux
relations (7),

(3') W / '—/?V4-8 (W—7^)+7?U—(/?M+y)U '+AU / / =o .

Donc les termes en u doivent avoir une somme constante. Mais,
en vertu d'une des relations (7), on a

ir: ir=ir:(u-+-7), u^a^u+y),
ce qui montre, a ne pouvant être nul, que la fonction U est pé-
riodique. Par suite/? est nul. Donc nous avons à la fois

(8) <7ir--Air=o, lyir-^u+^u^o.
Or h n'est pas nul, sans cela W se réduirait à la constante n^
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solution exclue. Ainsi on peut éliminer U' et U^ de ces deux re-
lations (8), ce qui donne

IF : (U -4-y) == q : A== a, U 4-y = e^.

Mais alors tous les termes qui, dans la relation (3'), dépendent
de u se détruisent, et il reste

W'+Ô(W—^)=o.

Or, avec la valeur trouvée pour U, la première des équa-
tions (7) entraîne S == o. On a donc W^== o. Alors la seconde
des équations (7) donne pour V 4- y une expression qu'on peut
écrire b \ v ^ b étant une nouvelle constante; d'où finalement

U—V==é*^-~6 ,v
et l'on retrouve les moulures déjà obtenues par M. Dini comme
solution d'un problème moins général.

M. D'OCAGNE fait la Communication suivante :

Sur les substitutions linéaires d^une seule variable à coefficients
périodiques,

Si l'on répète indéfiniment la même substitution linéaire
ax^r-b ax^-\-b axn-\-^b

X\ == —————————, 1 Xf == —————————, f • • • î Xn = ————————————- » . . .ca*-+-a cx\-\-d cxn-\-^-d
on a

A^4-B^
x n — Tï—————iï—~ •w/( C/^+D,,

Le problème qui consiste à trouver les valeurs .de A^, B,;, Cn-i
D/î en fonction de a, b, c, d a été résolu d^une façon ingénieuse
par M. le prince de Polignac (Bulletin de la Société mathéma-
tique, p. 120; 1876). En voici une solution plus directe :

On voit facilement que les quatre séries de quantités A, B, G,
D satisfont à une même loi de récurrence

II,, == (a •+- d) Vn-i -+- (bc — ad) Vn-2
(où Fon remplace successivement U par A, B, G, D) avec les con-
ditions initiales

AO== i , B o = = o , Co == o, D o = = o ,
A i = = a , Bi==^, C i = c , D i = d .
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Donc, en vertu d'une formule que nous avons démontrée
autrefois [ Nouvelles Annales de Mathématiques, p. 71 ;
i884 (1)], on a, en posant

et
a+G?==X, bc—ad==

(̂

-E(^)
\ 2

Un-= ^

i" = 0

^ C;,-,^^-( l̂)^

les formules suivantes :

Art == OM,„-(- ^Un-i,
B/î = &M^,

C,t = CUn,

^n^du-n-^- ^.Un-t,

qui résolvent le problème.
Supposons maintenant que les coefficients des substitutions

successives, au lieu d'être constants, se reproduisent périodique-
ment, c'est-à-dire qu'on ail

^ =alx±^, ^ ^ alxl±bl, a^->+^
c^-^d, c^+d^ • • - '-CkXk^dk9

X/,^ == ql•yÂ:4"^ , ... ^2^+1+^2
Â"1 C^^^' ^^C^^+^7 • • - ..................

On voit alors que les quantités A et B sont données par la
série récurrente à coefficients périodiques

bi ,
^i = Cti -\- ,—— dt— t,

\]nk+i = a, U,̂ +/-i + P, U^A+i-2 avec '~i

^ = ^— (^-i ̂ -i — ̂ -i ̂ --i ) ;

les quantités C et D par la suivante

( Y< = -^- a-i •+• di,
V,^+< = Y/ ̂ nk-ri-\ 4- $/ V,̂ --n-2 avec / (-1

( 8' == c^7 ^ 6<~l ci-1 "" ai-i di-i '

Ecrivons ik — i formules consécutives de la série U, et sur les

( 1 ) Nous avons donné la généralisation explicite de cette formule dans le même
Recueil (année 1890, p. 9.3),
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2/1+1 termes quelles renferment, éliminons les ik—2 autres
que U/^+o U(/i_i)A-i-( et U^_2)A+c II vient, après des calculs que
nous supprimons,

U/tÀ:-t-/'= LU(,(-I)Â.+;-+- MU(/t-2)À-(-n
* / i. _ , \

où, en représentant par R ( ——— ) le reste, o et i , de la division
k — i par 2,

'=K^^
L = o^ a^ 03. .. y.k + ^ ^ ay a/-n.. . ay+^-2/-i py-i py_3.. . py-i-s^-i)

i = l 7 = 1

-+-R(^-:I)(PlP3P5...?A-l+PlP4...P^
\ •" /

M=(-I^-lpi(Î2p3...P^

étant entendu que, dans la double somme qui figure dans l'expres-
sion de L, les indices sont pris résiduairement par rapport au
module A-. Les expressions de L et de M ne changeant pas par
permutation circulaire y la loi de récurrence est la même pour
les coefficients pris de k en k, à partir de Vun quelconque des
termes de la première période.

Pour les coefficients G et D, il suffit, dans ce qui précède, de
changer a en y et j3 en S.

Pour achever la question, il n\ a plus qu'à appliquer la for-
mule rappelée plus haut.


