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COMPTES RENDUS DES SEANCES.

SEANCE DU 3 NOVEMBRE 1890.
PR]::S[DENCE DE M. IIATON DE LA G()UPILL]EBE.

Le diplome et la médaille d’or obtenus par la Société a I'Expo-
sition universelle de 188¢ sont déposés sur le bureau.

Démissions : MM. Hermary, Pucciarelli et Rey adressent leurs
démissions de membres de la Société.

Communications :

M. Fouret : Sur les normales aux hyperboles équilutéres.

M. Laisant : Sur une généralisation d’un théoréme de
Laguerre.

M. Humbert : Sur une surface remarquable du quatriéeme
ordre.

SEANCE DU 19 NOVEMBRE 1890.
PRESII)ENCE DE M. HATON DE LA GOL‘I'ILLII:IIIE.

Communications :
M. Vicaire : Sur un moucement pendulaire troublé.

M. Fouret : Sur un théoréme relatif au centre de gravité
des pieds des droites faisant avec une courbe algébrique un
angle donné et menées par un point fixe.

M. d'Ocagne : Démonstration élémentaire du théoréme de
Malus sur les ravons réfléchis par une surface.
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SEANCE DU 3 DECEMBRE 1890.
PRESIDENCE DE M. MATON DE LA GOUPILLIERE.

Elections : M. Colot, présenté par MM. Javary et Marie ; M. Genly,
présenté par MM. Laisant et Haton de la Goupilliére; M. Vaschy,
présenté par MM. Sarrau et Poincaré, sont élus & I’'unanimité.

Communications :

M. Fouret : Sur le nombre des points brillants d’une surface
éclairée par des rayons issus d’un point.

M. Humbert : Sur les normales a une quadrique et sur la
surface lieu des centres de courbure.

M. Humbert : Sur la surface de Kummer.

M. Laisant : Sur deux problémes relatifs au mouvement de
deux points.

SEANCE DU 17 DECEMBRE 1890.

PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.

M. le Ministre de I'lnstruction publique annonce qu’'une somme
de mille francs est mise a la disposition de la Société pour la pu-
blication du Répertoire biblicgraphique.

Elections : M. Antomari, présenté par MM. André et Carvallo;
M. Massieu, présenté par MM. Haton de la Goupilliére et Vicaire,
sont élus 4 I'unanimité.

Communications :

M. Humbert : Sur une famille de quadriques faisant partie
d’un systéme triple orthogonal.

M. Lemoine : Sur quelques formules de la géométrie du
triangle.

M. Keenigs : Sur certaines surfaces admettant pour lignes
asymptotiques une série de cubiques gauches.

M. d’Ocagne : Sur une propriété des courbes algébriques.



— 96 —

SEANCE DU 7 JANVIER 1891.

PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.

La Société proceéde au renouvellement de son Bureau.

Communications :
M. Vicaire : Sur les oscillations troublées d’un systéme ma-
tériel autour d’une position d’équilibre.

M. d’Ocagne fait la Communication suivante :

Sur la liaison entre les expressions du rayon de courbure en
coordonnées ponctuelles et en coordonnées tangenltielles.

Rappelons que si M est un point d’une courbe, ST la tangente

Fig. 1.
A
s
? w1
s
0 0 T

en ce point, les coordonnées rectangulaires (cartésiennes) du

point M sont
opP =_x, OQ =Y

celles (pluckériennes) de la tangente ST sont

o, L
oT =" “os =%

Les coordonnées paralléles de la tangente ST sont

OS=u, .0S=r¢;



cclles du point M sont
1

1
“oATP Toxm T

Les formules qui, dans chaque systéme, lient les unes aux
autres ces diverses coordonnées peuvent se résumer en une seule,
(1) © = dx
) = adf—pda’
complétée par le Tableau ci-dessous, qui fait connaitre les valeurs
correspondantes de w, a et 3 :

Valeurs de w...... z, ¥, 6 % u, v, .p, q,
» [ I &L v, oy, ® q, p, v, U
» l(3 “““ T t.v T, Yy Py 9 u, .
Cela posé, on a
. dy _ df dr
(2) T " dz dn

Mais, au moyen des diverses formes de (1), on trouve faci-
lement

d;,
dy ~ ¥y’
dry
& T Tdxr , &y
gLy
2 _
dz
dat
dor CW _ . 43¢
R A AR
(=)

Portant ces diverses expressions dans la formule (2), nous
avons, toule réduction faite,

Ay d*f 1
(3) dz? dr? - 3
et de méme
. dro d2q 1
(3 bis) T dpt = W

Cette remarquable formule permet de passer de I'expression du
rayon de courbure en coordonnées ponctuelles & son expression
en coordonnées tangentielles et réciproquement.
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Menons par le point O la parallele OH a4 ST. L’expression du
rayon de courbure en coordonnées cartésiennes peut s’écrire

—3
(N R= 1 OH
4y 5p°
dz?
. N 2 \
Tirant de 1a %;}’, et portant dans (3), nous avons, aprés une trans-

formation facile, pour le rayon de courbure en coordonnées
pluckériennes,

LN

(1N R
oT

formule que nous croyons nouvelle.
De méme, en posant OO’ = &, nous avons obtenu ailleurs I'ex-

pression suivante pour le rayon de courbure en coordonnées pa-

ralleles tangentielles

_ o SW

T dur 3

(110) R

Dés lors, la formule (3 bis) donne, pour le rayon de courbure
en coordonnées paralleles poncluelles,

—3
- 1 AK
(IV) = E T’

dap?

formule également nouvelle dont nous avons communiqué une dé-
monstration géométrique directe & I'Académie de Belgique.

En suivant un procédé de démonstration que nous avons ré-
cemment indiqué (Nouv. Ann. de Math, p. 445; 189o), on ob-

tient, soit au moyen de la formule (1), soit au moyen de (IV), le
théoréme de Reiss :

8¢ une droite quelconque coupe une courbe algébrique
d’ordre m sous les angles a, %3, «.., 2n en des points ot les
rayons de courbure sont Ry, R,. ..., R,,, on a

I 1 I
- -+ e ———
R, sin3a, R, sin3a, R, sinda,,

= 0.

De méme, P'une ou Vautre des formules (11 ou (ill) conduit
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au théoréme suivant que nous avons énoncé pour la premiére fois
(loc. cit., p. 448) :

Si les tangentes menées d’un point quelconque & une courbe
algébrique de la classe n ont pour longueurs t, ty, ..., t,, et si
Ry, Rq, ..., R, sont les rayons de courbure aux points-de con-
tact, on a

—

i,‘—k]—‘—” R,
t} 3 5

SEANCE DU 21 JANVIER 1891.

PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.

Communication :

M. Humbert fait une Communication sur les surfaces algé-
brigues inscrites dans la surface de Kummer. 11 monire que
cetle surface admet 32 systémes de surfaces cubiques inscrites et
31 systémes de surfaces de quatriéme degré inscrites.

SEANCE DU 4 FEVRIER 1891.

PRESIDENCE DE M. D'OCAGNE.

M. Larsant fait Ja Communication suivante :

Sur Uextension de la Géométrie cartésienne aux figures
imaginaires.

Parmi les travaux ayant pour but d’étendre-aux imaginaires les
conceptions de la Géométrie analytique de Descartes, i1l convient
de citer ceux de MM. Mouchot, entrepris depuis bien des années
déja, et Tarry, qui a publié plusieurs Mémoires sur ce sujet dans
les comptes rendus de I’Association frangaise pour l'avance-
ment des Sciences. Laguerre et M. Marie, & un point de vue plus
analytique, s’étaient jadis occupés de la méme guestion.
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Le principe fondamental de cette nouvelle Géométrie générale,
pour employer I'expression de M. Tarry, est la conception du
point double (M, M") formé par le couple des deux points ordi-
naires M, M’ pris dans un ordre déterminé; M et M’ sont dits les
composantes positive et négative du point (M, M'), qui devient
réel quand les deux composantes coincident.

Javais essayé, de mon cété, d’étendre aux imaginaires la no-
tion des coordonnées cartésiennes par la construction du point M
donné par I'équipollence m = x + veb, 0§ étant I'angle des axes
coordonnés, et x, v les deux coordonnées imaginaires. Mais cette
conception se trouvait incompléte et défectueuse, faute de la no-
tion du point double, car un méme point pouvait avoir une infi-
nité de coordonnées différentes.

Si, au contraire, nous considérons les deux points M, M’ définis
par les équipollences

M=Xx-+ved  MW=cjx+cjv.sd,

il est facile de constater, soit géométriquement, soit par le calcul,
que le point (M, M’) est déterminé par ses coordonnées, et réci-
proquement les détermine.

Les deux relations ci-dessus peuvent s’exprimer par la formule

unique
(M, ') = (X, ¢jx) + (¥, cjv)eh,

équipollence double, qui les englobe toutes deux en une seule.

On démontre que les formules ordinaires de transformation de
coordonnées s’appliquent identiquement aux points doubles de la
Géométrie générale a deux dimensions, ce qui permet de généra-
liser d'une fagcon considérable les résultats de la Géoméirie ordi-
naire.

Du méme coup, on arrive a donoer en quelque sorte une réa-
lité objective et une absolue clarté a des notions de Géométirie
imaginaire un peu obscures avec le langage habituel. IL est pos-
sible, sur ces données, d’établir un lien de plus entre I’Analyse et
la Géométrie par le calcul des équipollences. Il est juste d’ajouter
que Bellavitis avait entrevu celte notion da point double dans ses
considérations sur les points fictifs des courbes.
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M. Beenin fait la Communication suivante :

Sur Uimpossibilité d’une fonction d'une seule variable
a plus de deux périodes.

Il suffit de faire voir que le module de Aa + Bb — Cc peut
étre rendu aussi petit qu’on veut, A, B, G désignant trois périodes
et @, b, ¢ trois nombres entiers. Soit C=2A + uB, ot I'on peut
supposer A et w positifs.

On aura

(}
TN
~

l
S 01
S~—

A
o

Nous partageons la partie décimale de chacun des nombres % et x
en tranches de p chiffres; toutes ces tranches ne pouvant étre dis-
tinctes, on peut trouver deux entiers 2 et 3 lels que, dans chacun
des deux nombres, la tranche d’ordre 2 soitidentique & celle d’ordre

.. s . . - .
2+ 3. On choisit pour g et Z) les fractions décimales x et y, qui

ont respectivement pour périodes les nombres formés, dans A
et u, par les chiffres situés depuis le commencement de la tranche =
jusqu’au commencement de la tranche d’ordre 2 + 3, les chiffres
situés & ganche de la tranche d’ordre 2 étant les mémes; on aura,
N et N/ élant entiers,

N N’
= [OP% — 1P (2—1) ’ yY = 10P% — joP(%—1) ’

1 1
TYCEI 0P (10P%— 1oPta=11)"

EA—r)<

On voil que. cette démonstration ne repose que sur des considé-
rations lout a fait élémentaires.

M. p’Ocacne fait la Communication suivante :

Sur une détermination particuliére du centre de courbure
des lignes planes. Application aux courbes algébriques
d’ordre quelconque.

Si 'on pose P = a*+ ), on trouve facilement, pour 'expres-



— 39

sion de l'abscisse ON = n du pied de la normale correspondant au
point M,

1 dP
S TS an
par suite,
dn 1 2P
dr ~ 5 dr?’

Mais, si ds est la différentielle de Iarc au point M, on a, en ap-
pelant @ le centre de courbure correspondant et § I'angle de la
normale avec 'axe des z,

dn QN 1 ds 1 |
ds ~ sinf OM’ dr ~ sinh’
donc
1 d2P ON 1
() o T

, dr2 T QM sin2

N

Cette formule fait connaitre le centre de courbure lorsque la
courbe est définie par son équation en P et en z. Remarquons en
passant qu’une.telle équation représente, en méme temps que la
courbe, sa symétrique par rapport a I'axe des .

Prenons, par exemple, la conique représentée par I'équation

.
i

a = b2

Cette équation peut s’écrire

c?
P=-—-2x2+1.
a?
La formule (2) donne donc, dans ce cas,
cz QN g
a> QM sinzb’
d’ott se déduit la construction du cenire de courbure duc i
M. Mannheim.
Prenons une courbe algébrique quelconque, d’ordre m; son
équation peut s’écrire
(3‘) J,r/1+xlyllt—1_:_xﬂyzlt—2+.“+ X,,=o,
ou
Xp= arah+ bpzh-1+.. 2.



— 33—
Gardant dans le premier membre tous les termes d’'une méme
parité, faisant passer dans le second tous ceux de la parité con-

traire, ¢élevant au carré, puis réunissant de nouveau tous les
termes dans un méme membre et réduisant, nous avons

yem+4 yrm=2(2Xy— X})+ py2m-4(X;—2X; X3+2X,)+...=0
ou

(@) Py Pm=1(—mz?+2X,—X})+...=o.

Il faut remarquer que cette derniére équation représente a la
fois la courbe G proposée et sa symétrique C' par rapport a I'axe
des z, car a chaque valeur de P correspondent deux points symé-
Lriques par rapport a cet axe.

Si nous donnons 4 2 une certaine valeur, nous avons

i=m
Z P,=mx?— 2X,+ X};
, i=1
par consequent,
. 'S dz2P;
dx?

=a(m—X3+ X2+ X, X])=2(m—2a,+ a}),

i=1

ou, d’aprés (2),
i=m
Q,'N[ 1
Q;M; sin20;

i=t

- . 2
=m—2ay+ a}.

Or, si nous remplagons la courbe par le systeme de ses m asym-

QiNl .
S, tendent vers
I'unité. Appelant donc 2, 2, ..., an les angles des asymptotes
avec l'axe des y, on a

ptoles, a, et a, restent les mémes; les rapports

i=m
I
E ——— =m—2a3;+ aji.
sin2a;
i=1
De la ce théoréme :

Si une droite quelconque coupe une courbe algébrique
d’ordre m auz points My, M,, ..., My, sous les angles §,,8,, . ..,
b,., et ses m asymptotes sous les angles ay, %y, ..., ap; S{ une
perpendiculaire quelconque & la premiére droite rencontre les

XIX. 3
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normales correspondantes aux points Ny, Ny, ..., Ny, et si Q,,
Q, ... Q,, sont les centres de courbure correspondants, on a

i=m

i=m
2 N, 1 2 1
Q;M; sin26; sin?a;
i=1 =1
Si la courbe considérée est isotropique, le second membre de

cette formule est nul, et I'on retombe sur une propriété que j’ai
déja obtenue d’une autre fagon (Journ. de Math. sp., p. 126,
th. VI; 188~).

SEANCE DU 18 FEVRIER 1891.

PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.

Communications :
M. Rarry fait la Communication suivante :

Détermination de toutes les surfaces moulures
applicables sur des surfaces de révolution.

D’aprés un théoréme de M. Massieu, pour qu’une surface soit
applicable sur une surface de révolution, il faut et il suffit que
I’équation aux géodésiques de cette surface admette une intégrale
linéaire et homogéne (voir Darsoux, Théorie des surfaces, t. 111,
p. 29). Appliquant ce principe aux moulures dont I'élément li-
néaire est

ds? = dut+ (U —V)2 dv?,
on trouve qu'il doit exister une fonction C de u et de ¢ et unc
fonction W’ de ¢ seulement, vérifiant le systéme

(1) W’U’+’%C(U——V)=o,
(2) W+ (UL-VeG, =o.
Avant de résoudre ce syst¢éme, nous remarquerons qu’on ne

peut supposer W/=o0; car alors il vient, U, étant une fonction

inconnue de u,
U,
C = F—V’

/
G, = o.
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Si Uy = o, I'intégrale linéaire disparait, puisque ses deux coel-
ficients W’ et C sont nuls. Si Uj3£ e, la fonction C ne saurait
étre indépendante de U que si U, et par suite U sont constants,
auquel cas la moulure est une développable, ou si V est constant,
auquel cas elle dégénére en une surface de révolution.
Cela posé, 1'équation (1) intégrée par rapport a ¢ donne

U= WU
C= _U—-—T’

et I’équation (2) devient, par substitution de C,
(3) W'+ UU,— UgU' + VWU — VU, + W (U2 — UU") = o.

Telle est I'équation qu'il s'agit de résoudre. Egalons 4 zéro sa
dérivée seconde prise par rapport a u et a ¢, et divisons par la dé-
rivée V' qui n’est pas nulle; nous trouvons

\Au ' 1 w 1 "y "
(4) L\T)U + (U= UUy = Uy

et, en différentiant une fois encore par rapport a v,

d (VWY , vy d W
%_VI +(U2—UU)d—vv~—O-

(5) U”I
Dans cette derniére équation, on ne peut supposer a la fois
U"=o0, (U2—UUY=UU"—UU"=o,

car alors U= o; les moulures seraient des développables.
Si donc on fait U” = o, on devra supposer le rapport W' : V'
constant. Soient alors

U=aur+b, W=3mV+n.
L’équation (4) intégrée deux fois donne
o=3m(U'*—UU") + p, Up=2ma?u3— (6 mab —p)u+ q,
tandis que 'équation (3) devient
W +2aVW—Vp + n(U2—UU") + UU; — U, U’ = o.

Les termes en ¢ et les termes en u doivent séparément se ré-
duire a des constantes. Or les termes en « forment un polynéme
du quatriéme degré dont le terme en u* a pour coefficient 2 ma3.
Donc m = o, d’olt résulte W= o, solution exclue.
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Nous devons donc désormais supposer U” £ 0. Je dis qu'on ne
peul supposer le rapport W' : V’ constant, car il faudrait alors
que le rapport (VW) : V' fiit constant aussi. On aurait donc

W=3mV+4-n, VW=aV4§
d’out 'équation du second degré a coefficients constants
o d 3mVi+(n—a)V—8 =o,

qui devrait, puisque V n’est pas constant, avoir lieu indépendam-
ment de V. Donc en particulier m = o et, par suite, W= o, so-
lution exclue.

La seule et derniére hypothése a faire est donc

N d W
U #0, d_v —V ¢ 0.
On peut diviser les deux membres de I'équation (5) par le pro-
duit de ces quantités; alors I'équation se décompose en deux

(Ur—uwy  rd (VWY . [ W7 _ oo
U R 2 B 7 R

De ces deux relations on tire successivement

(6) (U— UU"Y = yU”, (VWY 4+yW'  =nV,
(7) U2—UU" =yU0"+8; . (W—n)(V+y)=nh.
Substituant les expressions (6) dans I'équation (4) il vient
o=nU", Uo=nU'+ pu—+gq.
Avec cette valeur de U,, I'équation (3) devient, eu égard aux
relations (7),
(3) W —pV+3(W—n)+pU—(pu+q)U'+hU =o.
Donc les termes en u doivent avoir une somme constante. Mais,
en vertu d’une des relations (7), on a

U”:U0'=U":(U+7), U"=a2(U +7),

ce qui montre, @ ne pouvant étre nul, que la fonction U est pé-
riodique. Par suite p est nul. Donc nous avons i la fois

(8) qU—hU"=0, U'U—(U+7y)U"=o0.

Or / n’est pas nul, sans cela W se réduirait a la constante n,



— 37 —

solution exclue. Ainsi on peut éliminer U’ et U” de ces deux re-
lations (8), ce qui donne

U:(U+y)=q:h=a, U+y=em

Mais alors tous les termes qui, dans la relation (3'), dépendent
de u se détruisent, et il reste

W+ 8(W—n)=o.

Or, avec la valeur trouvée pour U, la premiére des équa-
tions (7) entraine 8 = o. On a donc W”=o. Alors la seconde
des équations (7) donne pour V- vy une expression qu’on peut
écrire b ; ¢, b étant une nouvelle constante; d’ou finalement

U—V=eauv— -‘l;),

et I'on retrouve les moulures déja obtenues par M. Dini comme
solution d’un probléme moins général.

M. p’Ocacne fait la Communication suivante :

Surles substitutions linéaires d’une seule variable a coefficients
périodiques.

Si l'on répéte indéfiniment la méme substitution linéaire

” ar +b » axi+ b ” aAxp—1+ b
= — = — .o n — — .o
= Cr+d’ T ez +d ’ " ewpa+d’
on a
z‘__A,l.z'%—B,L
"= Cpx+ D,

Le probléme qui consiste a trouver les valeurs de A,, B,, Cg,
D, en fonction de a, b, ¢, d a été résolu d’'une fagon ingénieuse
par M. le prince de Polignac (Bulletin de la Société mathéma-
tique, p. 120; 1876). En voici une solution plus directe : -

On voit facilement que les quatre séries de quantités A, B, C,
D satisfonl & une méme loi de récurrence

U,=(a@+d)U,_1+ (bc — ad)U,—,
(ot 'on remplace successivement U par A, B, G, D) avec les con-
ditions initiales
Ag=1, By = o, Co=o, Dy=o,

A,:a, Bl——_—l), CI=C, Dlzd.
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Donc, en vertu d'une formule que nous avons démontrée
autrefois [ Nouvelles Annales de Mathématiques, p. 71;
1884 ()], on a, en posant

a+d=A], bec—ad = p,
et ‘

i.—.E("__"'
2

Un= 2 Gl iy Mo—@i+D i,
i=0
les formules suivantes :
A, = aup+ pup—y,
B, = bu,,
Cn = cuy,
D, = du, + Blp—1,

qui résolvent le probléme.

Supposons maintenant que les coefficients des substitutions
successives, au lieu d’étre constants, se reproduisent périodique-
ment, c’est-a-dire qu’on ait

_ ayz+ by . Qyry—+ bg Qg Tp—1+ b[c
Zy = — Xy = —_—— ceay Tp= ————————
c @ +d, cy+ ds CkTh_1+ di
Ly = ayxy+ by , Ty = A Xpi1+ by
] = — = 22Ar 2 vy e eeaaaeas PPN
- Lo+ dy e CoZpr1—+ dy ’

On voit alors que les quantités A et B sont données par la
série récurrente 3 coefficients périodiques

b;
o= a;+ —bl 1di~1,
Unk+i= 2;Upgri—1+ BiUnksica  avec
bi d .
Bi= 5— (bi~1Ci-1— @i~y di—1);
bi—y

les quantités C et D par la suivante

Ci
s Yi= Py ci—y+ di,
N —

Vaksi= Yi Vouki—1+ 8:Vnivri—a avec
Bi= -2 (b d
= (bi—1ciy— ai—1di—.

-1

“crivons 2k — 1 formules consécutives de la série U, et sur les

(1) Nous avons donné la géndéralisation explicite de cette formule dans le méme
Recueil (année 18o, p. 93).
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2k 41 termes qu’elles renferment, éliminons les 2k — 2 autres
que Upryis U iyayi €t Ugy_gyayi. 1l vient, apres des calculs que
nous supprimons,

Unki = LUn—nyi+i + MU gy i

. o[ k— C e
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étant entendu que, dans la double somme qui figure dans 'expres-
sion de L, les indices sont pris résiduairement par rapport au
module k. Les expressions de L et de M ne changeant pas par
permutation circulaire, la loi de récurrence est la méme pour
les coefficients pris de k en k, & partir de l'un quelconque des
termes de la premiére période.

Pour les coefficients C et D, il suffit, dans ce qui précéde, de
changer a en y et 8 en 8. ,

Pour achever la question, il n’y a plus qu'a appliquer la for-
mule rappelée plus haut.



