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BULLETIN

bE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

COMPTES RENDUS DES SEANCES.

SEANCE DU 6 JANVIER 1842
PRESIDENCE DE M. COLLIGNON.
La Société proctde an renouvellement de son Bureau.

Communications :

M. Youret : Sur une maniére de déduire du théoréme de
Budan-Fourier une limite inférieure des racines d’une équa-
tion.

M. Rarry fait une Communication Sur les réseaux conjugués
qui se conservent dans la déformation des surfaces. 1l rappelle
que les trois coordonnées d’une surface, considérées comme fonc-
tions des paramétres d’un réseau conjugué, vérifient une méme
équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre, dont les
coefficients ne dépendent que de I’élément linéaire de la surface.
Il montre que, si une seule des coordonnées vérifie cette équa-
tion, les deux autres la vérifient aussi, sauf dans le cas des
cylindres. D’ou I'explication de ce fait que les surfaces, dont on
connait des déformations conservant un réseau conjugué, ne dé-
dépendent que d’un seul parameétre. abstraction faite des para-
méetres de position.

XX. |
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M. Em. Picard communiquc la Note suivante :

Sur la fonction exponentielle;

par M. p’Axrone.

Désignons par M(z,,x»,...,2.),N(2,, 22, ..., z,) deux fonctions
de n variables réelles, finies et continues ainsi que leurs dérivées
premiéres, admettant des dérivées secondes finies et satisfaisant a
I'équation de Laplace

Ny ?u 2u

AU = — +

“+... —5 =0
oxr? ' ox? oz} ’

fonctions qui, d’aprés un théoréme connu ('), doivent pouvoir
croitre indéfiniment pour des valeurs toujours croissantes des va-
riables.

Nous allons démontrer que, si la différence

A = eMr,ra.,xp  gN(r L, .0 7p)
O

est une constante différente de zéro, les fonctions M et N se
réduisent & des constantes.

En effet, la différence A étant une constante et les deux expres-
sions A2M, A2N étant nulles, on a

oM oN
2) M — N | — P
(2) e ‘)xi_.e oz (i=1,2,3 , 1)
wl/M\? (0M 2 oM \2
eM(—) +(5=) +...+(
3 ‘ 0xy dx,) (d.z‘,,) ]
” (=[G + () ()]
=e —) =)} .. .
oy 72 2% oz,

Elevant au carré et ajoutant les n égalités (2), on obtient
eni[ (M) ‘.’M)’+ +(My
‘ oz, oz, ox,
[ = [( ) (Y ()
= () + (&) (&) ]

(4)

Mais, comme on peut le voir, les relations (1), (3) et (4) ne peu-

(') Piearn, Traité d’Analyse, t. 1, p. 152,
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vent cxisler que si 'on a identiquement

oM } oM o oM )
c—— == 0 _— == “e e —_— s 0,
iy ? 0z, ? Jx, '
oN ON , oN
—_— =0 —_— o ( P = 0
]’ . or 1 ! 0.272 ’ 7% o ?
d’ou
M(xy, T3, ..., 2,) = const., N(xy L2y oo, 7y) = const,

Considérons maintenant la relation
(5) Gz — pPiz) = A,

ou G(z) et P(3) sont des fonctions entiéres de la variable com-
plexe 5 et A une constante différente de zéro. Si G(z) et P(3)
sont entiéres rationnelles, alors en dérivant I'identité (5) et sup-
primant les racines communes des deux polynoémes G'(z), P'(3)
qui sont du méme degré de multiplicité, on démontre que si la
différence de deux fonctions exponentielles, dont les exposants
sont deux fonctions entiéres rationnelles, est constante, ces
deuzx fonctions doivent se réduire a deux constantes

Si G(s) et P(5) sont des fonctions enti¢res transcendantes, au
sens de Weierstrass, ce que nous avons dit nous permet d'alfir-
mer que la différence e — e¥, ot M et N représentent les parties
réelles des fonctions G(z), P(zs), est une fonction de deux va-
riables réelles a variabilité limitée dans le sens de Jordan.

Si done¢ on pouvait démontrer la constance de la valeur de la
derniére fonction, on se trouverait avoir démontré dans toute sa
généralité la proposition que nous avons donnée pour des valeurs
entiéres rationnelles des exposants.

~Cette derniére propriété nous permettrait de démontrer par
voie directe, sans recourir aux fonctions modulaires, un des théo-
rémes les plus importants de 'analyse moderne, di a M. Picard :

Si une fonction f(s), holomorphe dans tout le plan, ne prend
jJamais nt la valeur a ni la valeur b, elle se réduit a une con-
stante (V).

(') Picarp, Sur les fonctions entiéres (Comples rendus, 1859, 2° semestre) et
Meémoire sur les fonctions entiéres (Annales de l'Fcole Normale supcrieure;
1880).
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in elfet, la théorie des fonctions permet d'éerive

./'(‘;) —a = (:(;‘.'.I’
J(3)—b = el
dot

b5 — el — ) — ¢ == consl.,

On aurait done G == const., P ==const. el, par suile, aussi

S 5;) — const.

SEANCE DU 20 JANVIER 1892,

PRESIDENCE DE M. VIC\IRE.

. ..
Communications :

M. Hermann : Sur quelques procédés de Cryptographie.

M. Antomari : Sur les podaires et les courbes polaires réci-
proques.

M. Félix Lucas @ Sur un mode d’intégration de certaines
¢quations linéaires du premier ordre. '

M. Fourer fait la Communication suivante :

Sur la détermination d’une limite inféricure des racines
d’une équation algébrique.

1. 1l existe, comme on le sait, plusicurs méthodes pour trouver
une limite supérieare des racines d’une équation algébrique e,
notamment, une rigle remarquable, due & Newlon, qui présente
Pavantage de fournir, pourcette limite, un nombre moins grand que
les autres régles connues. Quant a la détermination d'une limite
inférieure des racines d’une pareille équation F(.z) = 0, on a cou-
tume de la ramener a la recherche d'unec limite supérieure des ra-
cines de F(—x) = 0. Ce procédé indirect est défectueux. La
limite inféricure qu’il fournit est Loujours négative et sa valeur
absolue est généralement plus grande uil ne conviendrait. Voici
nne méthode, vraisemblablement nouvelle et, en tous cas,inconnue
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dans P'enscignement ('), qui ne présenle pas ces inconvénients.
Elle jouit en outre des mémes priviléges que la régle de Newton,
dont elle est, en quelque sorte, la contre-partie. On la déduit im-
médiatement du théoréme suivant :

2. Tout nombre qui, substitué « x dans le polyndéme entier
F(x) et dans ses dérivées successives, donne des résultats alter-
nativement positifs et négatifs, est une limite inféricure des
racines de Uéquation ¥(x) = o.

Soit « un nombre, positif ou négatif, ui, substitué¢ dans le po-
lynéme entier F(x) et dans ses dérivées successives, donne des
résultats alternativement positifs et négatils. Nous allons mon-
trer que I'(r) ne peut s’annuler pour aucun nombre plus petit
a—h(h>o).

On a, en effet,

, . y hro,
Fla—h)=Fa)—hVF ()5 —F'(a)—+—...
1.2

hr . ) fom L
e (=) ———— Fr(a)+ ... = (— )" ———— (),
12w 1o, .. m

D’une maniére générale, et par hypothése, 17 («) est du signe
de I'(@r) ou d’un signe contraire, suivant que p est pair ou impair
hr - \ Y [ ,
e I'7 () est précédé, dansle développement pré-

et le terme

cédent, du signe + dans le premicr cas, du signe — dans le se-
cond. Done F(aw— /) est une somme des termes tous de méme
signe ct, par conséquent, ne peut étre nul,

3. La marche a suivre, pour trouver une limite inféricure des
racines de P'équation F(x) = o est tout indiquée. On part d’un
nombre, aussi grand que possible, qui, substitué dans F7=-1(r),
donne un résultat de signe contraire & I'(x), c’est-a-dire un ré-
sultat négatif, en supposant positif le terme du plus haut degré
de F(z) (). On véritie si cenombrerend positif F#=2(z), onon le

(1) Gette régle nous a ¢Lé suggérée par le théoréme de Budan et Fourier, comme
on peut le voir dans unc Note insérée aux Nouvelles Annales de Mathématiques
(3 série, t. XI, p. 82).

(*) On peut méme prendre. comme point de départ. le nombre qui annule
la dévivée 1m=D0p),
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diminue, jusqu’a ce qu'il en soit ainsi. On examine ensuile si le
nombre, ayant satisfait a cette épreuve, rend négatif F7»=3(z); s"il
n’en est pas ainsi, on le remplace par un autre plus petit, remplis-
sant cette derniére condition, et 'on continue 4 procéder ainsi
de proche en proche, sans qu'il y ait & revenir sur les essais déja
faits. On arrive ainsi finalement 4 un nombre inférieur aux racines
de F'(x) =0 et en méme temps aux racines des équations déri-
vées successives F' (&) = o, F'(z) =0, ..., FlirV=o0.

Cette méthode ofire deux particularités, qui la distinguent, au
méme titre que la régle de Newton : 1° elle fournit un nombre
aussi peu inféricur qu’on le veut a la plus petite des racines des
équations F(z) = 0, F'(z) =0, ... ,F" (x) = 0; 2° elle permet
d’obtenir, dans le cas d’une équation ayant toutes ses racines
réelles, un nombre aussi peu inléricur qu'on le veut a la plus
petite racine de cetle équation.

SEANCE DU 3 FEVRIER 1892,
l‘nl::Sll)l':NCE DE M. VICAIRE.

Communications :

M. d’Ocagne : Sur la détermination du point le plus pro-
bable, donné sur une carte p~ar des recoupements non conver-
gents.

M. Laisant fait connaitre une autre solution du probléme pré-
cédent. ’

M. Félix Lucas présenle une remarque sur le méme sujet.

M. Humbert : Sur une propriété de la surface de Kummer.

M. Keenigs : Sur les lignes asymptotiques des surfaces.

M. Lasant fait la Communication suivante :

Transformation d’un polynéme entier.
Soit un polynéme entier de degré n
(1) o(xr) = as+ a1 T + ayx*+ ...+ a, ",
que nous nous proposons de mettre identiquement sous la forme

by+ 0w+ byx(xr —1)+...

+bpr(r--D .. (x=p-D)+. o+ bpx(2~1) (X~ n+T).



Si nous posons

op(2) =bp~+ bpis (2 —p) + bpss(z —p)x—p—1)+...

%) +bup(x—p).. (x—n-+1) (p=1,2,...,n),

nous avons évidemment

s by = o(o0). by=91(1), by = 0s(2),

(4
) lbp=0p(p), «eeviviveys  bp=uu(n);

les fonctions 9, 9., ... sont en outre liées par les relations

20(®) — ¢p(p)

xr——p ([’=l,?.....,n).

(%) Gpr1 =

Le polyndme ¢(x) étant donné sous la forme (1), on pourrait
donc, au moyen de ces relations, déterminer successivement les
fonctions 9, %,, . . ., 9, et, par conséquent, obtenirainsi les divers
coefficients by, ,, ..., b, par les formules (4).

Il est possible d’arriver a une solution plus directe, et peut-étre
plus élégante, en ne faisant figurer que les fonctions ¢ dans les
diverses expressions de by, by, ..., b,. Si, en effet, nous calcu-
lons les premiers de ces coefficients, nous trouvons trés facile-
ment

b= ¢ (0),
bi=0,(1)=09(1)—¢(0),
?(').)——‘),(?(I)-{—t_a(()\'

biz: (?2(2):. 2'

valeurs qui peuvent s’écrire symboliquement
. 1
bo=[o—1]% bi=[o—1], b= S[e—1]%

avec cetle convention que toute puissance de 9, lelle que ¢™, sera
remplacée par o(m) dans les résultats développés, et que l'unité
sera remplacée par 2 (o).

On peut arriver & démontrer que laloi, qu’on prévoit par induc-
tion, est complétement générale, c’est-a-dire qu’on a symbolique-
ment

(6) by=op(p) = ,ﬁ [o--1]p

pour toutes les valeurs entiéres de p jusqu’a n inclusivement.
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Pour y parvenir, nous supposcrons la formule (0) vérifice jus-
qu’a la valeur p — 1, et nous remarquerons en oulre que, d'aprés
la détinition méme de la fonction ¢, (x), on peul écrire
oy by by + by (-~ 1)+ ...

+bpagr(x--D...(r—pH+a)y+ar(x--1)...(x--p+1)g,(r),

¢'est-i-dire, d’aprés nos hypothéses,

xz r(x —1)
L) =Cl0) "~ — | — 1|+ —7F
,( ) & ) 1 ]. l 9!

|z —1]2+...

~ rlr- 1) lr--p=2)
(p-1)!

[o—afp e 1) (- p4+1)o,(r).

Si nous remplacons dans cctte formule x par p, clle donne

?(P):?(O)—f—!;)l?—l]—-l- rip

.._I)
2!

. lo—12+...+-ple-—1]r
(7)
+plop(p).

Ajoutons a la premiére ligne ct retranchons a la seconde le
terme [ —1]7. La premiére ligne pourra alors s’écrire symboli-
quement [1 49 —1]7; et, comme les calculs de réduction des
coefficients, une fois les développements effectués, sont identi-
quement les mémes que pour des calculs de puissances, il s’ensuit
que ce développement symbolique [1 + ¢ — 1]7 se raménera bien
réellement a [¢]7, ou o(p) en vertu des conventions faites. La
relation (7) devient donc

e(p)=o(p)—le—1]7+plo,(p)
ou

. 1
(8 op(p)="0, = 7 o —1],

ce qui établit bien la généralité de la loi vérifiée.

Il est évident que by = ay= ©(0). On a aussi b,, = anu, a cause
de I'identité des deux formules (1) et (2).

Enfin, pour une valeur de p supérieure a m, le coefficient b,
correspondant est nul. Par conséquent, la formule symbolique

1
Y)‘Ef?*—ll”

donnc les coellicients 0, de la formule (2) pour p <<m. Elle
donne @, pour p = m et, enfin. pour p >m,ona[s—1]P=o.
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La formule (2) peut s'éerive, d’aprés ce que nous venons de

voir,

Hx)y=o(0) +rfo—1]l - ——— g —1]2+...

e

(
(9) Cr(r—1...(x--n-1)

n!
SiTon vy remplace & par — o, clle devient

(e -—+1)
2!

o(—r)=v(o)—ur[ec—1]+ lo—1]2—...

(10) ) L r(r=-n...(r+n—1 ‘

+(—1) ,
n:

[o—1]"

Par suite nous avons, pour toutes les fonctions paires, une
nouvelle forme de lafonction ¢(x) au moyen de cette relation (10);
et, en changeant tous les signes du second membre, nous avons
un développement s’appliquant aux fonctions impaires.

La soustraction des relations () et (10) dans le premier cas,
I'addition dans le second, nous donnent donc les deux proposi-
tions suivantes :

o(x) étant un polyndme entier ne contenant que des puis-
sances paires de z, le développement symbolique

‘)[:;—l]la'—i—l(‘g—;lt[:r(.r—|)——x(.r-:—1)]
e —

)3 . . .
“+- Tl [z(r —1) (> —2) - 2(r 4+ 1) =2)] ..
est identiquement nul.

w(x) étant un polynéme entier ne contenant que des puis-
sances impaires de x, le développement symbolique
[o—

1]? :
29(0) + o ~ |x(x —1) 4+ a(x-+1)]

[o—1]

3 |z(r —1)(r—2)— r(r =1)(x-+2)] ...

est identiquement nul.

Nore. — Le probléme qui fait I'objet de cctte Communication
a déja é1é résolu par M. Maurice d’Ocagne, en suivant une voic
ditférente (American Journal of Mathematics, vol. X1, n* 2).
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La solution de M. d'Ocagne repose sur I'emploi des nombres re-
marquables K7 , qu’il a imaginés et étudiés dans de trés intéres-
sants Mémoires. La formule a laquelle il arrive, les notations étant
les mémes que dans la présente Communicalion, est la suivante :
bp=Kpa,+Kp ap1+... +Kha,.

En remplacant les nombres K?, par leurs valeurs explicites en
fonctions de m et de p, valeurs données par M. d’Ocagne dans
son Mémoire Sur une classe de nombres remarquables (Ame-
rican Journal, 1887, p. 357), on retrouve précisément la formule
symbolique (6) établie ci-dessus.

Cetle derniére offre donc, par une marche inverse, un nouveau
moyen d’obtenir, en fonction de m et de p, 'expression explicite
des nombres K2 .

SEANCE DU 17 FEVRIER 1882.

PRESIDENCE DE M. VICAIRE.

Elections : M. Demoulin, présenté par MM. d’Ocagne et Raffy;
M. Hermann, présenté par MM. Désiré André et Keenigs, sont
€élus a 'unanimité.

Communications :

M. d’Ocagne : Nouvelle construction du point le plus pro-
bable déterminé sur une carte par des recoupements non con-
vergents.

M. Lemoinc développe certaines considérations, tendant i con-
stituer une sorte d’art des constructions géométriques, au point
de vue de la simplicité et de I'exactitude du tracé.

M. Férix Lucas communique la Note suivante :

Note relative aux points centrauz.

Soit
(1) S(3)=(z—3)(5—4)...(3—3p) =0
I'équation d’un systéme plan de p points quelconques. Je regarde
ces points comme matériels et ayant I'unité de masse.

En égalant & zéro les dérivées successives de f(3), nous ob-
tiendrons les points centraux d’ordres successifs du systéeme de
points considérés.



— 1l —

Soit S, la somme des racines 35,, 3s, ..., 3,; le point central
1) bl Yy ~p
d’ordre ( p — 1), qui se détermine en annulant la — p)icme dg-
» q S fa(p

rivée de f(3), a pour coordonnée affixe ;'; c’est le centre de gra-
vité G du systéme proposé.

Soit S, la somme des produits deux a deux des racines 3,

2 p ’

Za, + .+, 3p; les deux points centraux d’ordre (p — 2), dont I'é-
quation s’obtient en annulant la (p — 2)im¢ dérivée de f(3), ont
pour coordonnées affixes les deux racines de 'équation

pip—1)

. 32— (p—1)S;z2+ 8;=o;

(2)
le milieu de ces deux points coincide avec G, en sorte que la
droite qui les joint passe par le centre de gravité du systéme pro-
posé; il s’agit de caractériser la direction de celte droite.

A cet effet, supposons que le point G ait été pris pour origine
des coordonnées et que I'axe des z ait é1é dirigé suivant la droite
considérée; dans cette hypothése, S, sera nul, et S, devra, d’apreés
I'équation (2), étre réel et positif. Or on a

S :Z Smin Zz(xm +VYm t/_—l> (Z'n—’—.}’n \/:T)

:Z(Tml'u"“}’m}’n) -+ \/“—l 2(1'1::}’114— Tpn¥m);

on doit donc avoir

0= E (ZmYn—+TnYm),

ou, ce qui revient au méme, puisque la somme S, est nulle,

E ZmYm =0,

il en résulte que I'axe des x se trouve en coincidence avec un des
axes principaux d'inertie du systéme de points proposés. Par con-
séquent, la droite qui joint les deux points centraux d’ordre
(p — 2)d’un systéme plan de p points est dirigée suivant un
des azes principaux d’inertie de ce systéme.

On en déduit ce théoréme :

Un systéme plan de points et les systémes de ses points cen-
trauz successifs admettent les mémes directions principales
d’inertie.
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Pour que Dellipse d'incrtie du systéme de points considéré de-
vienne un cercle, il faut et il suffit que les deux poinls centraux
d’ordre (p — 2) coincident. On a alors, en placant I'origine des
coordonnées au centre de gravilé, et quels (ue soient les axes rec-
tangulaires des coordonnées,

—
S‘.': 2 EmsSsp=0

ou, ce qui revient an méme,
332, = o,
De la ce théoréme :

Pour que lUellipse d’inertie d’ un systeme plan de points soit
une circonférence, il faut et il suffit que la somme des carrés
de leurs coordonnées affixes, relativement «a deux axes rec-
tangulaires quelconques passant par leur centre de gracité,
soit identiquement nulle. Dans ce cas, tous les systomes de
points centraux des divers ordres admettent des circonfe-
rences pour ellipses d’inertie.

M. Latsant communique la Note suivante :
Note relative au symbole i) et en général a Uopération pd.

Sous le titre de Théorie des acceptions, il a paru, en 1891,
un Volume de M. Evrard, ingénieur des Ponts et Chaussées en
retraite, et qui conlient surtout Pexposé des travaux de feu
M. Pabbé George sur les imaginaires. Ce Livie renferme des
choses intéressantes, et montre, notamment, que M. I'abb¢
George avail reconstitué presque intégralement, sans la connaitre
en aucune facon, la doctrine due aux travaux d’Argand, de Mou-
rev, de Cauchy et de Bellavitis.

Mais, & c6Lé de déductions rigoureuses, 'auteur a commis, a
notre avis, une erreur fondamentale en voulant donner au sym-
bole i (ou \/:—1'/__') une signification géométrique arbitraire, et
en cssayant de créer ainsi une Algeébre des faits de Uespace.
fondée surles opérations auxquelles il soumet ce symbole. Comme
beaucoup d’auteurs (ui se sont liveés & des tentatives analogues,
il arrive & des résultals géométriques exacts; mais ce succeés,
qu'on peut atteindre de bien des manires, n’est obtenu qu’au
prix d'unc affirmation qui renverserait toute I'analyse, lui enle-
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verait sa généralité, ct rendrait impossible le calcul des imagi-
naires, au moins dés qu’il s’agit de fonctions exponentielles ou
logarithmiques.
En particulier, et 'on peut dire que toute la théorie des accep-

tions repose la-dessus, Pauteur conteste avec grande énergie I'iden-
T

32

1ité bien connue ii—=¢ 2.

Peat-étre n’est-il pas inutile de revenir encore une fois sur ce
sujet, pour essayer d’éclaivcir certains points qu’en général on ne
‘précise pas assez. Au fond, comme on va le voir, la question est
cependant bien simple.

Si I'on veut que le calcul analytique soit possible, il faut ad-
meltre, par définition ou par convention, les identités

ABAC= AB+C (AB)C == ABC, (AB)t = ACBC,

Ceci posé, cherchons la signification de p?, p et ¢ étant deux
(uantités imaginaires.

Appelons respectivement « et b les modules de p et de ¢ ; puis «

1

et % les arguments des mémes quantités. 11 faut bien remarquer

i 8 q
qu’une quantité imaginaire quelconque a, non pas un argument
unique tel que «, mais une infinité d’arguments compris dans la
formule 24w <+ 2. Dans nos résultats, il faudra donc, si ’on a

’ b

donné les quantités sans préciserleurs arguments, remplacer a. et
par 2Aw 4 o et 2h'w - B, & et A étant deux nombres entiers, po-
sitifs ou négatifs. indéterminés.

Nous avons

p = aei®, ¢ = b(cosfB + isinf)

¢t par suite,
pe=(aei )b cos B+ibsin

= qbeos B qibsin pinbeos g—absinB
« est un nombre positif qui peut s’écrire e, Alors,

pi= eblacos B+ ibla sin 3 +iob cos 3 —aubsin 3

— eblacos B —asinB) pibllasin 3 +ocos B

Ainsi p? est une quantité imaginaire dont le module et P'ar-
gument se présentent sous les formes

ehlacosB—asin) et h(lasinB 4+ xcosB).

Mais, sil’on s’est contenté de donner les quantités p et ¢, sans
préciser leurs arguments, il reste, comme nous 'avons dit plus
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haut, une indétermination, si bien qu’il faut remplacer « ct § par
leurs valeurs plus générales 2kw + 2, 2A'= + . En ce qui con-
cerne {3, cela ne changera rien, les lignes sin3 et cos3 figurant
seules. Pour a, au contraire, la modification sera réelle, et il faut
constater que le module de p? sera le nombre (positif) ayant pour
logarithme

b[lacos8 — (2k=+ 2)sinf],
et que 'argument sera

b[lasinB + (2/hw + 2) cosf].

Alors p? représente non pas une quantité imaginaire, mais une
infinité de quantités, dont les modules différents forment une
progression par quotient, et les arguments une progression par
différence. De méme, par exemple, dans I'Algébre élémentaire,

on voit le symbole /1 représenter dewx quantités différentes,
“+r1et —i1. _

Si, en particulier, on suppose a =b=1et a= 3= ‘g, c’est-
d-dire p =i, g =i, ona

P (ﬁzk+£ )=

Ce symbole i représente donc une infinité de quantités toutes
réelles, formant une progression par quotient dont la raison
est 27,

ko

L’une seulement de ces quantités est e %, et c’est un tort, en
effet, d’écrire sans autre explication

_z
'=e¢ ?=0,207875....

K
© Si 'on représente par y ce nombre e *, i/ représente ’un
quelconque des termes de la progression

( 1 1
—_— —_ —_ 5 9 ~ak+1
1T ’ ’ 1 ' ] LI OO PR AT 4 ,

Il est possible, par un tel symbole exponenticl, de représenter
aussi une progression géométrique quelconque a termes positils.
Soient, en effet, f I'un des termes et g la raison. Posons,

m ; l
comme plus haul, a=1, ﬁ:;; et, en oulre, La::mz'g,

1 . . . .
b=— s lgy ce qui donnera toujours, pour b, un résultat posi-
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tif, g pouvant étre pris plus petit que I'unité. La formule
Pf[ ou (eﬂl’)bi

représentera I'un quelconque des termes de la progression donnée

fof
672’ _g" f, fga féﬂ)

On véritie, en effet, qu’'en laissant & « son indétermination,
I'expression p?, d’aprés les valeurs ci-dessus, se réduit a

M4

elf+kis — fek,
M. Lucien L#vy fait la Communication suivante :

Sur certaines surfaces formant des systémes triplement

' orthogonauzx.
Soient
__ 03 __ 90z H— 1
S

A = (1+ q?)s — pqt, C =pgr— (1+p?)s,
B=(+p*)t—(1+q2)r.

Toute solution de I'équation de M. Maurice Lévy

2 2 2
PH g AN oH

A_a,ct + dx63_r+ oy =o0

donnera, d’aprés une remarque de M. Darboux, une surface qui,
par une translation paralléle 3 Oz, engendre une famille de
Lamé, c’est-i-dire une famille de surfaces faisant partie d’un sys-
téme triplement orthogonal.

J’ai fait connaitre, au mois de juin, une solution contenant
deux fonctions arbitraires : ce sont les surfaces a lignes de cour-
bure situées dans des plans perpendiculaires & Oz. Quelques
jours plus tard, M. Petot, par une trés ingénieuse transformation
géométrique, trouvait un certain nombre de solutions nouvelles,
et signalait aussi celle que je viens de rappeler.

Je veux, aujourd’hui, faire connaitre toutes les surfaces enve-
loppes de sphéres qui jouissent de la méme propriété. Dans les
solutions que je vais indiquer, il subsiste une fonction arbitraire.

1° Les surfaces-canal, enveloppées par une sphére dont le centre
décrit une courbe plane arbitraire située dans un plan perpendi-
culaire 4 O z. Cette solution était & peu prés évidente.
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2° Les périsphéres symétriques par rapport & un plan passani
par O 5. La directrice est encore quelconque; I'équation difléren-
tielle ordinaire, qui fait connaitre la loi de variation du rayon de
la sphére enveloppée, est susceptible d’une interprétation géomé-
trique : les cylindres de révolution, qui ont pour bases les diffé-
rentes lignes de courbure circulaires, interceptent sur I'axe Os
une longueur constante.

3° Les enveloppes de sphéres, dans lesquelles chaque sphére
touche son enveloppe suivant une circonférence de rayon nul.
Ces surfaces se réduisent a une courbe.

M. Rarry fait la Communication suivante :
Sur certaines surfaces spirales.
Comme on connait les géodésiques des surfaces de révolution,

on sait intégrer, quel que soit m, I'équation

. u
(1) P2 4+ P2 = cos2m—2 w?

dont dépendent les géodésiques des spirales applicables sur les
surfaces de révolution. On sait, d’autre part (Comptes rendus de
U’ Académie des Sciences, t. CXII, p. 1421), que la détermination
des spirales d’élément linéaire

(2) ds? = e U2(du? + dv?)
revient a I'intégration de I'équation
(3) k(33 + 5@) = k2U? — U,

Supposons que 1’on prenne
9 P

P10

2 U

(4) U = cos? ‘?l', = bt
“/

L’équation (3) devient

(5) 23 +32 = cos fji‘

On voit qu'il suffit de faire 2m = 3 pour identifier (1) et (5).
On connait donc une série simplement infinie de spirales admet-
tant I'élément linéaive (2) dans hypothése (4).



e {7 -

SEANCE DU 2 MARS 1892.

PRESIDENCE DE M. VICAIRE.
Communications :

M. Laisant ;: Sur les points centranx des systémes de points
dans Uespace.
M. Félix Lucas démontre la proposition suivante :

Sila loi d’un mode de fonctionnement d’une machine dy-
namo peut s'exprimer aw moyen d'une équation algébrique
concréte a trois termes entre deux variables, on peut loujours,
en remplacant les variables concrétes par des variables arbi-
traires qui leur sont proportionnelles, transformer cette équa-
tion concréte en une équation purement numérique, absolument
indépendante des éléments concrets de la machine considérée.

SEANCE DU 16 MARS 1892.

PRESIDENCE DE M. VICAIRE.
Communications :

M. Cavvallo @ Sur les lois abstraites du fonctionnement des
machines.

M. Fouret : Sur la génération des congruences du premier
ordre et de classe quelconque.

M. Férix Lucas fait la Communication suivante

Sur Uellipse centrale d’inertie d’un systéme plan de points
matériels de méme masse.

Etant donné un systéme plan de p points matériels P, ayant tous
I'unité de masse, j'at démontré précédemment que la droite de
Jjonction des deux points centraux d’ordre (p — 2) coincide
avec l'un des axes de Uellipse centrale d’inertie du systéme.
Si'on désigne par M la somme des aftixes z, des p points pour
un systéme quelconque d’axes rectangulaires, et par N la somme
des carrés z; de ces affixes, on déterminera les deux points cen-

XX. 2
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,

traux dont il s’agit par I'équation

(|) 22— .Z_E! 3 -+ M =0
r pip—1)
Lorsque I'origine des coordonnées coincide avec le centre de

gravité G des points P, le paraméire M est nul et I'équation ci-
dessus se réduit a

(2) 2?2 N

NIEEDA

Supposons que l'axe des z se trouve dirigé suivant la ligne de
jonction de ces deux points; 5 deviendra égal a leur demi-distance
R; N deviendra égal a p(B2— A?), A ct B désignant les rayons de
giration principaux relatifs 8 GX et 8 GY ; nous aurons donc
(3) (p—1)R2= B2— A2,

Cette formule indique que c’est touwjours avec le grand axe de
Uellipse d’inertie que coincide la droite de jonction des deux
points centraux d’ordre (p —2). Elle montre en outre que la
différence des carrés des rayons de giration principaux est
égale a (p —1) fois le carré de la demi-distance des deux
points centraux d’ordre (p — 2).

Pour que Dellipse principale d’inertic devienne une circonfé-
rence, il faut et il suffit que 'équation (1) ait ses racines égales,
c’est-a-dire que l'on ait
(4) M2=pN.

Supposons que cette condition soit remplie et remplacons le
point P,, dont 'affixe est z,, par le point P, dont I'affixe est
z,~+ Cu. Les paramétres M et N seront respectivement remplacés
par (M + §,) et par (N + 25,8, + §;); la condition nécessaire et
suffisante pour que cette déformation du systéme de points n’em-
péche pas Dellipse principale d'inertie d’étre une circonférence
sera
(5) (p—D%%+2(pza—M)=o.

Aucune hypothése particulitre n’ayant été faite sur le choix des
axes, nous pouvons placer l'origine au centre de gravité G des
points P, de maniére a annuler M; nous aurons alors

2P,
Lne
p—1

(6) :Il_——-_"
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On obtient par conséquent P;, en prolongeant la droite P, G de
la longuear

ar, =22 gp,.

En faisant occuper par les points P les sommets d’un polygone
régulier, on peut obtenir, par des déformations successives, di-
verses figures dont les ellipses centrales d’'inertic sont des circon-
férences.

M. Gurmanags adresse la Note suivante :

Sur trois normales spéciales & Uellipse.

1. Le point de déviation maxrima étant défini par

b
Y s

la normale en ce point a pour équation

c2

eva—yyB =

L}

vVa+b

et les segments ON et ON' que cette normale intercepte sur les
axes sont

ON= 2

" c? NN = _©
—— = e NIV = ——-
Va(a+b) Vo(a—+b) Vab

Le triangle ONN' étant rectangle, on obtient, en vertu du théo-
réme de Stewart ('), D étant un point quelconque sur NN/,

) ON".DN'+ ON .DN" = NN".0D".
Si le point D est au milieu de NN/, on a

—_—2 —_—2 -2
ON + ON' = 40D,

d’on
c?
(2 oD = .
) a2y ab
et

(') Voir El Progreso matematico, t.1, p. 195.
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Si OD est perpendiculaire a NN’, la formule (1) devient

ONLONT = 0D NN
d'on
- o=
) s ——
oD a—+0

2. La normale au point défini par les coordonnées

2y ab_
V= Vo

(qui est le point d'intersection de I'ellipse avec un vecteur faisant
avec le grand axe un angle =, a pour équation
i 4

be?
atx— by = \/———an_b_,
a?—+ b2

2 2 2 2t bb
be oV ac NN = c Var +b .

o Vo ab
Si OD est aussi perpendiculaire & NN'; on voit que la relation
(1) devient
——2 ——2  —3 ——2
ON .ON" =0D .NN",

d'oti
( 3 ) (,) l) = __h*ﬂl'bcz_._:_ =
vai+ b2y/at+ bt
et
P b2
tangDOA = prh

3. La normale au point défini par les coordonnées

«? b2

X = Yy =
Va:+ b2 Vaz+ bt
a pour équation
c?
X —)Y = ~G=0——=>
Var b2
d’ou
o2

Var+ b2’

2

ON=0ON'= ——
\/(l2+ b"_"

\N'=ON./2 =2

¢'est-d-dire que le triangle rectangle ONN' est isoscele, et la for-
mule (1) devient

JR— —1

DN’ 4+ DN = 20D
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Si D est au milien de NN, on trouve
4) o= ",

et le triangle ODN est rectangle en D et isoscile, ce qui est évi-
dent, et par suite 'angle que OD fait avec le grand axe est Z. On
‘ i

voit donc qu’il est toujours possible de mener une normale par un
pointD porté sur le plan d’une ellipse, sisa distance OD au centre
O est exprimée par une des formules (2), (3), (4 )et s1 OD faitavec

le grand axe un angle dont la tangente soit \/ » 1 respective-

ment.
M. ApreLL adresse la Note suivante :

Sur une transformation de mouvement et les invariants
d’un systéme en Mécanique.

Je me propose d’indiquer briévement la démonstration d’'un
théoréme qui se trouve énoncé, a la suite d’une remarque de
M. Goursat, dans un article Sur ’homographie en Mécanique,
que j'ai publié dans le tome X1I de ' 4merican Journal, et d’en
déduire la notion d’invariants d’un systéme. M. Dautheville et
moi avons donné des cas particuliers de ce théoréme (Annales
de I’Ecole Normale, t.VII, 18g0; American Journal, v. X1IT).

Soit un systéme matériel dont la configuration est définie par
k paraméires ¢y, ga,. .., . Les équations du mouvement de ce
systéme sous l'action de forces arlut/ aires ne dépendant que
de sa position sont

(1) G ( A= . 442

—_ == . (¢ =
dt v 1o dr’

()(1;(/ U(I:‘

Qq ne dépendant que de ¢y, ¢, ..., ¢gx. Pour un deuxiéme systéme
) v

dont la configuration est définie par & parameétres ry, sy, ..., I's, OD

aura de méme en appelant ¢, le temps

d [0S > S , dry
(2)

LS - B Ry, = 2
dty N\ ory ory * ! dt,

On wransformera I'un des mouvements dans Pautre, si 'on peut
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trouver des fonclions 2, ct A de ¢4, ¢5, ..., x telles qu'en posant
"otz'{’a(ql,q:,---,qk), dtl=kdt’

les équations (1) se transforment en (2). On aura alors des iden-
tités de la forme

i=k
d [T\ T _ [ d os> as]
v (5 a7 = e+ AP [z () —5%)

Les coefficients P ne dépendent que de ry, ry,..., 7%, et non
de leurs dérivées, comme on lc voit en identifiant les termes
contenant les dérivées secondes. L’expression @, ne contient pas
de dérivées secondes, mais chacun de ses termes contient des déri-
vées premiéres. Si la transformation est possible quelle que soit
la loi des forces agissant sur I'un des systémes, il faut qu’elle
annule ®4, car autrement, d’aprés les équations (1) et (2), les
Qx contiendraient des dérivées dans leurs expressions, ce qui est
contraire a ’hypoth¢se. Alors, les ®, étant nuls, les identités (3)
montrent que la transformation transforme un mouvement du
premier systéme, lorsque ce systéme n’est sollicité par aucune
force (ce qu’on peut appeler un mouvement géodésique du pre-
mier systéme), en un mouvement analogue du second. Pour que
cctte transformation soit possihle, il faut ct il suffit que certains
invariants soient égaux.

Nous donnerons prochainement les expressions de ces inva-
viants, qui se rattachent aux recherches de M. Beltrami.



