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COMPTES RENDUS DES SEANCES.

SEANCE DU 6 AVRIL 1892.
PRESIDENCE DE M. VICAIRE.

Communications :

M. Demoulin : Sur les courbures des surfaces polaires réci-
proques et des surfaces inverses.

M. Fouret présente quelques observations sur le méme sujet.

M. d’Ocagne : Sur les normales menées d'un point & une
parabole.

M. Fouret : Sur un mode de génération des lignes asympio-
tiques de la surface de Steiner.

M. Bioche : Sur les surfaces réglées qui se transforment ho-
mographiquement en elles-mémes.

M. Raffy : Sur le probléme général de la déformation des
surfaces et sur certains cas particuliers.

SEANCE DU 20 AVRIL 1892.
PRESIDENCE DE M. FOURET.

Communications :

M. d’Ocagne : Construction de la parabole déterminée par
un point, le centre de courbure en ce point, et la direction de
Uazxe.

M. Fouret présente quelques observations sur le méme sujet.

M. Bioche montre que, étant donnée une cubique gauche dont
les trois directions asymptotiques sont rectangulaires, si on la coupe
par des plans paralléles, le lieu des points de rencontre des hau-
teurs des triangles ainsi déterminés est la corde perpendiculaire a
la direction des plans.

M. Fourer fait la Communication suivante :

Remarques sur les limites des racines
d’une équation algébrique.

1. Dans les traités d’Algébre, on restreint généralement la por-
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tée pratique de larégle de Newton, qui doune une limite supérieuve
des racines d'une ¢équation, en s'imposant de trouver pour cette
limite un nombre positif. Cette régle, dans la plus grande géné-
ralité qu’elle comporte, doit s’énoncer ainsi :

l. Toute valeur de x, pesitive ou négative, dont la substitu-
tion dans F(x) et dans ses dérivées donne des résultats de
méme signe, est une limite supérieure des racines de I’ équation
F(x)=o.

Supposons que I'on trouve une valeur négative — / de z satis-
faisant a ces conditions. On en tirera cette double conclusion :
1° que I’équation n’a pas de racine positive; 2° qu’elle ne peut
avoir de racine négative supérieure & — /.

La régle de Newton se compléte par la suivante, que nous avons
démontrée dans une précédente Communication (') :

. Toute valeur de x, positive ou négatice, dont la substitu-
tion dans F(x) et ses dérivées successives, donne des résultats
alternativement positifs et négatifs, est une limite inférieure
des racines de F(x) = o.

Quand on trouvera une valeur positive A de «, satisfaisant a ces
conditions, on en conclura : 1° que I’équation n’a pas de racine
négative; 2° qu’elle ne peut avoir de racine positive inférieure
alk.

Pour résoudre une équation numérique, il y aura généralement
avantage a lui appliquer tout d’abord ces deax régles. Ge n’est
qu’ensuite que I'on devra subsidiairement, et s’il y a lieu, détermi-
ner une limite inférieure des racines positives el une limite supé-

. . , . ’ ]
rieure des racines négatives, en se servanl des transformées en e
et en — ~ de I’équation proposée
: o q propo:s

2. On peut remarquer que Papplication dela régle I équivaut
a application de la régle I a la transformée en — .
Posons, en effet,
G(x)y=F(—ux).

(') Méme Tome, p. 4.
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On déduit de la
M (2) = F'(—2).  G'(2)=F'(—x). G"(2)==—F"(—a),

Or, il résulte immédiatement de ces idenlités que Loute valeur
A de z, qui rend positifs G(z), c'est-d-dire F (— z), et ses dérivées,
est tel que la substitution de — ) dans F () et ses dérivées succes-
sives donne des résultats alternativement positifs et négatifs.

Ainsi se trouve établic la regle 1T par un raisonnement différent
de celui qui nous a servi a la démontrer précédemment (!).

3. On peut encore, pour déterminer vne limite supérieurc des
racines d’une équation, employer la régle suivante :

III. Un nombre positif est une limite supérieure des racines
de Uéquation

(1) @g@™ 4+ a1 &M= = @ xM~2 = ..+ Ay @+ A & + Ay = 0,

lorsque, substitué¢ a x, il fuit prendre des valeurs de méme
signe a la suite des polyndmes

' F () =ayxm 4 a4 @XM 4 A e T Qg I Ay,
Fi(z)=ayx" '+ a2 2 + a,xm=3 . .| =yl -+ dpy—y,
Fo(x) == aq@™2 + @, x"=3 4 @yx™M="% -~ . .. -t 5.

Fo—g(2) = ayx?+ a1 x + a,.
Fp-1(2)==ayxr + a,,

VE (7)== a,.

Cette régle, duea M. Thibaut (), donne une limite supéricure
Loujours positive et au moins égale, comme on le sait, a celle que
I'on obtient par la régle de Newton qui, sous ce rapport, doit lui
étre préférée. Elle a toutefois I'avantage sur celle-ci d’éire d’unc
application plus rapide.

On peut en déduire, pour déterminer une limite inférieurc des
racines, la régle suivante qui ne nous parait pas avoir été remar-
quée :

IV. Une valeur négative de x est une limite inféricure des

(') Loc. cit.
(2) Nouvelles Annales de Mathematiques, 1= série, t. 1, p. 5.
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racines de U'équation (v), lorsqi’elle fait prendre des valeurs
alternativement positives et négatives aux polyndémes de la
suite (2).

En effet, posons F(— z)= G(z). La quantité — XA sera une
limite inférieure des racines de I'équation (1), si A est une limite
supérieure des racines de G(z ) = o, c’est-a-dire donne, étant sub-
stituée a x, des valeurs de méme signe aux polyndémes G(x), G,(x),
Ga(2z)y oy Gpoi(2), Gn(z), déduits les uns des autres d'aprés
la loi qui a servi a former les polynomes de la suite (2). Mais on
voit immédiatement que I'on a

Gi(#)=-—-Fi(—z), Gu(z)=Fy(—2), Gy(z)=—Fy(—2)

Donc, si & = fait prendre des valeurs de méme signe 3 G (),
G (x), Gy(x), ..., z =— Adonnera des valeurs alternativement
positives et négatives a F(z), F,(z), Fa(z), ..., et — kserabien
une limite inférieure des racines de F (z) = o.

SEANCE DU 4 MAI 18Y2.

PRESIDENCE DE M. VICAIRE.
Communications :

M. Hermann : Sur un nouveau procédé de Cryptographie.

M. Rafly : Sur certaines surfaces applicables les unes sur
les autres et dépendant d’une fonction arbitraire.

M. Demoulin : Sur une propriété des courbes tétraédrales.

M. Fourer fait la Communication suivante :

Remarque historique concernant une propriété mécanique
de la lemniscate.

Parmi les propriétés qui caractérisent la lemniscate de Ber-
noulli, on remarque la suivante : c’estla courbe sur laquelle doit
se mouvoir un point pesant, dans un plan vertical, pour dé-
crire, sans vitesse initiale, & partir d’un point fixe, un arc
quelconque dans Uintervalle de temps qu’il lui faudrait pour
parcourir, en partant du repos, la corde sous-tendant cet

arec,
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Cest a tort que la découverte de cet inléressant théoréme est
attribuée tantdt a Fuss, tantdt & Saladini. En réalité, lorigine en
remonte plus haut, ainsi que nous avons eu l'occasion de le recon-
naitre derniérement. La recherche d’une courbe satisfaisant aux
conditions que nous venons d’énoncer est, en effet, traitée analy-
liquement pages 166 et 167 du, tome II de la Mécanique d’Eu-
ler ('), publiée en 1736. Saladini, sans citer Euler, donne une
solution qui différe peu de la sienne (Memorie del Istituto nasio-
nale italiano, t. I, année 1804 ). Quanta Fuss, qui ne fait aucune
allusion & ces précédents, sa solution basée sur des considérations
ingénieuses, généralisées depuis (2), a du moins le mérite d'une
plus grande simplicité (Mémoires de I’ Académie des Sciences de
Saint-Pétersbourg, t. 1X, année 1815). 1l y a lieu toutefois
d’étre surpris que Fuss qui fut, comme on le sait, le disciple et le
commentateur d’Euler, ait ignoré ou ait sciemment omis de men-
tionner |’antériorité de ce dernier.

Pour compléter ce petit historique, nous rappellerons que
M. Ossian Bonnet, en 1844, a repris et généralisé la question en
démontrant que la lemniscate jouit encore de la propriété indiquée
plus haut, lorsque le mobile est sollicité par une force dirigée vers
un point fixe et proportionnelle a sa distance & ce point fixe
(Journal de Mathématiques pures et appliquées, t.1X, p. 116).
Il était alors naturel de se proposer de trouver la loi la plus gé-
nérale & laquelle il faut soumettre la force agissant sur un mobile,
pour faire décrire a celui-ci une lemniscale dans les conditions
susénoncées. Nous avons résolu la question (Journal de I’Ecole
Polytechnique, LVI® cahier, p. 171-211, année 1886), en don-
nant Pexpression générale, qui dépend d’une fonction arbitraire,
du potentiel dont doit dériver la force. De cette expression on
conclut, en particulier, que la seule force centrale, répondant aux
conditions du probléme, est celle qui est proportionnelle a la dis-
tance du mobile au centre fixe : c’est le cas traité par M. Bonnet.

(*) I 'y a licu de remarquer que l'auteur ne donne pas le nom de lemniscate &
la courbe qu’il obtient et dont il trouve cependant bien I’équation connue en coor-
données cartésiennes.

(?) Voir une Note de M. Rispal (Journal de Mathématiques pures et appli-
queées, t. XXI, p. 225-230, année 1817) ct deux Notes de M. Durrande (Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXVIII, année 1874, p. 1350 et 1697).
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SEANCE DU 18 MAI 1892.
PRESIDENCE DE M. DE PRESLE.
Communications :

M. Demoulin : Détermination explicite des courbes dont les
tangentes font partie d’un complexe tétraédral.

M. Raffy : Sur les lignes asymptotiques de certaines sur-
Jaces. 4

M. Lery : Sur un probléme d’ Analyse indéterminée.

M. Félix Lucas revient sur un théoréme relatif aux intersections
de trois quadriques, qu'il a fait connaitre a la séance du 18 juin
1890, et qui a été publié au t. X1X du Bulletin (p. 118). Il fait
observer que cette proposition rentre dans une série de théorémes
que M. Picquet a démontrés dans les Nouvelles Annales de Ma-
thématiques, en 1865 (2° série, t. IV, p. 71 et suiv.).

M. Schlegel adresse un Mémoire intitulé : Sur une méthode

pour représenter dans le plan les cubes magiques & n dimen-
sions.

M. Cararan adresse la Note suivante :

Sur quelques théorémes d’ Analyse et d’ Arithmétique.
[Addition (1)].
V1. — Autres séries elliptiques.
13. Soit encore la formule de Cauchy
(0 (+2)a+tz)... 0+ tte)=1 T+ . +TppxP+ ...+ Ty 27,

dans laquelle

(1 — [”')(l — =) (1 — tn—p+1) [lﬁ—;—i)

Top= (U= —12)...(1—1r)

Si I'on divise les deux membres par 1+ .z, on a

[ (1+tz)(1+tx?).. (1+ V)

s =1+4+Tuy | @+ Tprse | 22+...+ Ty, a1,
. — 1 — Thua

| -

(23)

(") Voir le Bulletin, t. XIN, p. 124 ¢t 143,



ct, si n devient infini :

(1 +tx)(a+ Cx) 1+ 8x)..=14+T, | 2+ Ty | 22+...(1).

(24) — 1 - T,
\ -+ T
Or
1
Ty—1=— =
miETD T e
¢ ¢ Iz
T-z—T +r=s e =
! O—t(i—2) 1—¢ (=nHa—e)
Ty— Tyt Ty —1 & " o

TG0 =m =) GO0 G— = ra—8)’

..............................................................................

~ 1

Donc, si l'on fait z ==1, t =¢:

‘ (I+qg)(—+g2)(1+¢g3)...
q q° B '
i—g T —g)  G=q)0 —ghH—gn

(2h)

( =14

(—g)(t—g*)(1—g?)...
(26) . q* _ q° N
1—qg (1—q)1—g*) (—q)(i—g*)(a—g3)

.y

‘ . 5, ., . b1, .
Le premier membre de I'égalité (25) est 33’ = _; le premier

membre de 1'égalité (26) est ax’'. Donc, d’aprés des formules con-
nues (?),

q q° q°

ST T T e =) T

% 1+ 2(1)g +¢(2) g2+ 9(3) g3 +. ..
(27)

7 7’ q°

=1——t-

1—q — @2+ ¢+ qT —gq12—qls 4. ..
(28)

A I A ) eI s

plp—nb
tT
(=) =) .11t )

() Recherches...,p. 2,3, G.

T, représente
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14. Remarque. — L'égalité (24) est la méme chose que

q q° q° 31
l—q“_ (I——q)(l—qz)z2+(l~q)(l—q’)(l—q“)z *

Au lieu de celle-ci, Jacobi a trouvé (')

=1~

(1+gqz)(1+ @rx)(1+ q32). ..
(29) ;

g (1+g@) (1 + ¢*z) (1+ ¢5x)...
(30) - q qs qﬁ 3
e M T=rD D R Cr DI I (e D R

Donc, en faisant x = =+ :

(31) B=1+ 7 -+ gt —+ i o e
I—q*  (1—g3)(1—q*) (1—g*)(1—g"H)(1—¢q*)
_ q q* . q°
(32) a“'+1—-92+(l~q2)u—q") —gha—gha—go "

Ces deux formules ont été données précédemment (2). En outre,
la premiére est déja ancienne (3).
VII. — Autres théorémes d’ Arithmétique.

15. Dans I'égalité (26) :
la fraction

g =1 X0
n=0
la fraction
7’ a3 S Fin o) an:
O—q)0—=q%) —9321 (r,2)q";
n=90
la fraction
n=o0
qs =] 7 N
=i =1 e

n=90
ete. (*).
Si le second membre est développé sous la forme

1+Aq +A2q2+‘A3q3+ Aygh+...,

(') Fundamenta, p. 150.

(?) Bulletin, t. XIX, p. 148, 149.

(®) Recherches. .., p. 52.

(%) Recherches..., p. 47. ¥(n, p)représente le nombre de décompositions de n,
en parties, égales ou inégales, non supérieures ¢ p. On suppose F (o, p) ==1.
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il doit étre identique avec
I—q—q*+q*+qT— g2 —qt+....
Conséquemment (') :

Ay=—F(op)=—1,

Ap=—F(,1)=—1, '
Aj=—F(2,1) +F(o,2)=—1+1=0,
A =—FB3,)+F@ap2)=—1+1=0,
As=—FU4,)+F(2,2) =—14+2=+1,

etc.; puis ce théoréme :

La quantité
—F(n—1,)+F(n—3,2)—F(n—6,3)+F(n—10,4)—...
nulle si n n’est pas pentagonal, égale =1 dans les autres cas.

16. L’égalité (25) conduit & un théoréme qui a de I'analogie
avec celui-ci(2).

Liége, septembre 18g1.

SEANCE DU 1° JUIN 1892.

PRESIDENCE DE M. LAISANT.

Communications :

M. Fouret : Sur le rayon de courbure des courbes triangu-
laires et des courbes tétraédrales symétrigues.

M. Bioche : Sur un probléme relatif a Uellipse.

M. d'Ocagne : Sur la détermination géométrique du centre
de courbure de la développée d’une courbe plane.

M. Demoutrin fait la Communication suivante :

Quelques remarques relatives a la théorie
des courbes gauches.

1. Nous rappellerons tout d’abord quelques résultats bien con-
nus concernant la cinématique des systémes invariables.

(') Recherches...,p. 61, Table V.
(*) Recherches. .., p. 48.
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Considérons le triédre trirectangle O zyz. Le mouvement le plus
général de ce triedre peut éire réalisé par le déplacement du
point O accompagné d’une rotation w autour d’un axe passant par
ce point. Soient &, 4, { les projections, sur les axes Oz, Oy, Osx,
de la vitesse du point O et p, ¢, r les projections, sur les mémes
axes, du vecteur qui représente la rotation w en grandeur, direc-
tion et sens. Les équations de I'axe hélicoidal correspondant au
déplacement infiniment petit du triédre O z)'s sont

) Ry +& _re—pitn _py—qr+l _ V.
P q r

V désignant la vitesse commune aux différents points de I'axe hé-

licoidal.

2. Soient Oz, Oy, Oz respectivement la tangente, la normale
principale et la binormale en un point quelconque O d’une courbe
gauche (T').

Cherchons 'axe hélicoidal relatif au mouvement élémentaire du
triédre formé par ces trois droites.

Si I'on suppose la vitesse du point O constante et égale a 'unité,
ona (')

Daad
Il

~
It

1, 7, =0,

il

1 i
- =0 re= -
< 7=0 9

P
2 et t désignant respectivement le rayon de courbure et le rayon
de torsion de la courbe (T') au point O.
Les équations (1) deviennent dés lors
—ry+1v _ _re—pz __pr V.

(9.) P = P :T:J)-

On peut les mettre sous la forme

(3) =

r
4

r o
%) Y= o =

r
x

L’axe hélicoidal instantané coupe donc, a angle droit, la nor-

(') G. Darnoux, Legons sur la théorie gencrale des surfaces, v. 1, p. g et 1o,



male principale Oy en un point distant de 'origine O de la lon-
gueur
ot?
= X
(5) PEpE

I'angle O qu'il fait avec la tangente Oz est donné par la formule

r_ —=
(6) tangﬁ:i)__ ~

3. Supposons que la courbe (T') posséde une torsion constante

1 ., . . .
= et cherchons I'équation, par rapport au triédre mobile, de la
L0

surface lieu des axes hélicoidaux instantanés relalifs aux différents
points de la courbe.
On a, en vertu des équations (3) et (4),

F4 <o
2=
z g
Py
Y =3 02'
pr+ T

Eliminant 5 entre ces deux équations, on trouve
) q ’
Y (32+ x?) + 1923 = 0.
On reconnait la le conoide de Pliicker. On a donc ce théo-

reme

Lors du déplacement du triédre principal relatif a une
courbe a torsion constante, Uazxe hélicoidal instantané décrit,
par rapport & ce tricdre, un conoide de Pliicker.

4. Revenant au cas d’une courbe gauche quelconque, cher-

chons les expressions de la courbure et de la torsion en fonction
v . C e, L, .

de /et durapport - que, pour la simplicité, nous désignerons

par £.
En éliminant p entre les égalités (5) et (6), on trouve

(7) ! = —sinf cosh,
et, cn éliminant =,
(%) ! = g sin26.

Exprimons mainlenant f en fonction des quantités / et 4.



L’'une des égalités (2) donne

ou

(9) l=——
Cette derniére égalité, jointe & (6), montre que

! = kangh.
On déduit de 1a
I k2

s = I+ cot20=1+ —.
sin20 12

La formule (8) devient donc

N l k’
(10) P = Sn%o =1+ T
Mais, en vertu de (g),

o= Pl
=T

par suite, en tenant comple de (10),

. lz
(1) ——-c-=ll+r.

On voit donc que ’on peut déduire Uexpression de — = de
celle de p en changeant len k et k en L.

SEANCE DU 15 JUIN 1892.

PRESIDENCE DE M. VICAIRE.

Elections : Sont élus, 4 I'unanimité, membres de la Sociéié :
M. le général Frolov, présenté par MM. Haton de la Goupilliére
et Vicaire; M. Gabriel Arnoux et M. Elie Perrin, présentss par
MM. Laisant et d’Ocagne.

Communications :

M. d’Ocagne : Sur la détermination du point le plus pro-
bable défini sur une Carte par des recoupements non conver-
gents.
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M. Rurry fait la Communication suivante :

Sur une transformation des formules de Codazzi et sur les

caractéres spécifiques des surfaces applicables sur les sur-
Sfaces a courbure moyenne constante.

1. Commengons par rappeler les formules de Codazzi :

9 9 '
6_1)_'(;’!—:?]"1_"91’
o u
Ag,+Cp =o, N N
(1) Cr —l—AI{, =o0, d—i — diui = rp;—pry ! (2)
Ar— Gy =o, or  ory

9 ou ~P11—9P1 |

Transformons-les maintenant en y introduisant la courbure
moyenne / et la courbure totale g. On a, comme on sait,

LI S S £ W v P31 —qps,
TR =T A KRR TfFT T Ac

La premiére de ces formules et la premiére du groupe (1) sont
vérifiées si 'on pose

=

,‘l:p,—{—-h, =p.—h., -——q—“=

= m,

i

7
A

I

quelles que soient les deux indéterminées . et m. Portant ces va-
leurs de p, ¢, p,, g, dans ’expression de g, nous trouvons
PrqyP1s g4 P I-4)

w4+ m?2=ht—g.
En dernier lieu, faisons
S2=h?— g, u = S sint, m = Scost;

nous avons ainsi exprimé p, ¢, pi, ¢, au moyen de k, de P'angle
auxiliaire 7 et des coefficients de I’élément linéaire qui est sup-
posé connu :

p1 = C(Ssint+hA), —qy=CScosr,
q = A(Ssint—h), P = AS cosr.

Substituons dans les deux premiéres équations du groupe (2),



puis résolvons par rapport aux dérivées de 7; il viendra

oz A 0 sinz ol cost A
R — e = —en — = o \2
(3) ou " Cow S Tou"S G o log A28
ot C oh sint 0L cosT C
4 o _ pon e U Eoet 2
(4) Jdv A du S o S /\ ou lofrC S.

On voit par 1a que la courbure moyenne / satisfait  deux équa-
tions aux dérivées partielles du troisieme ordre. En effet, en éga-
lant les deux expressions de 7;, et tenant compte des formules
(3) et (4), on a pour T une équation finie ou figurent les dérivées
secondes de A. En la différentiant par rapport a « et ¢, on forme
deux équations qui, jointes a la précédente et aux équations (3)
et (4), donneront, parl’élimination de ¢, de <, et de <, deux équa-
tions du troisiéme ordre pour la fonction 4.

Le systéme (3) et (4) se préte a bien des applications. Nous
n’insisterons que sur celles qui concernent les surfaces a courbure
moyenne constante. Une pareille surface étant rapportée a une
famille d’isothermes, nous ferons A2 = (2 = ) avec /t = const. Il
vient alors simplement

()u. ot
2 — — o 2 __ o
5 = 7 logl Vi , 5o = on log MWhr—g,

d’ott résulte la condition d’intégrabilité

(5) 10")\ \/hl—«r—i—; logh yhi2—g =o.

Cette condition étant vérifiée, T ne sera déterminé qu'a une
constante prés, ce qui démontre un théoréme de M. O. Bonnet :
E'tant donnée une surface ¢ courbure moyenne constante, il en
existe une infinité d’autres ayant méme courbure moyenne
qu'elle et applicables sur elle.

3. L’équation (5) exprimant la condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'une surface d’élément linéaire

2 = A(du? + do?)

soit applicable sur une surface & courbure moyenne constante /4,
il suffira d’y introduire exclusivement des paramétres différentiels
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invariants pour qu'elle soit valable dans tout syst¢éme de coor-
données. Or cette équation peut s’écrire

02 1 02 1 2 [o2logh  o2logk
— 1 z 2 1 2 pacd - S [
Ju? lOg (hz Rl RQ) - dv2 log (h Rl l{2>] - P\ [ Ju? -+ dp? ] 0

ou, d’aprés la définition du paramétre A,,

il

A, log <h2— -R—:E;) “+ 24, logk =o.

Il n’y a plus qu’a se rappeler la formule qui donne la courbure
totale pour trouver

o 2____1__, .___L._
A, log (Iz, Rxﬂz) KR = o.

Telle est, exprimée au moyen d’invariants seulement, la condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu’'un élément linéaire, donné
sous une forme quelconque, convienne a des surfaces & courbure
moyenne constante A (& des surfaces minima si & est nul).

Il en résulte que cet élément est réductible & la forme

¢ \TE
ds2= (\lﬂ-—- R,Ra) (du? + do?).

Remarque. — L’angle < est le double de I'angle que fait I'une
des lignes de courbure avec 1'une des lignes coordonnées.



