SMF
Vie de la société

Bulletin de la S. M. F., tome 22 (1894), p. 44-52
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1894__ 22 44 1>

© Bulletin de 1a S. M. F., 1894, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Numpam
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1894__22__44_1
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— A —

COMPTES RENDUS DES SEANCES.
SEANCE DU 7 MARS 1894,

PRESIDENCE DE M. PICQUET.
Flections :

Sont élus al'unanimité¢ Membres de la Société : M. George Bruce
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Halsted, présenté par MM. Poincaré et Craig; M. Balitrand.
présenté par MM. Mannheim et Picquet.

Communications :

M. d’Ocagne : Surla composition des lois d’erreur de situa-
tion d'un point.

M. Poincaré : Sur la question de savoir si les courbes d’un
méme genre forment une multiplicité continue.

M. Raffy : Sur certaines équations auzx dérivées partielles
du second ordre.

M. Goursar adresse la.Note suivante :

Sur les tangentes a une cubique plane.

Etant donnée une cubique plane sans point double (C), on sait
que, par un point M de cette courbe, on peut lui mener quatre
tangentes, sans compter celle qui a son point de contact en M;
le rapport anharmonique de ces quatre tangentes reste con-
stant lorsque le point M décrit la cubiqgue (C). On posséde
déja plusieurs démonstrations de cette remarquable propriéié; en
voici une autre, (qui me parail assez simple.

Prenons sur la cubique (C) deux points quelconques A et B,
(ui seronl supposés fixes, et un Lroisiéme point variable M. Si %
et u désignent les coeflicients angulaires des deux droites AM et
BM, il y a évidemment entre X et i une relation algébrique et du
second degré par rapport a chacune des variables, car & une va-
leur de % correspondent deux valeurs de u et inversement. Soit
o \ F(A, p)=22(Ap?+Bu—+C)

( + AMA 2+ Biu+C)+ A’ +Byp+Cy=o0

cette relation, (ue I'on peut aussi écrire

F(hm)=p2(AN2+ Ak + Ay)

. \
) ‘( —+‘}1-(B~/\2+B]>\+Bg)+c./\2+ C])»—G-Cg: 0.

Si la droite AM devient langente en M a la cubique, les deux
valeurs correspondantes de w deviennent ¢gales; les coefficients
angulaires des quatre tangentes issues du point A sont donc les
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racines de I'équation

o ( ROV = (BX2+ By )+ B,)?
) 0 AR Ak = AQ)(CR2 4 Gy Cy) = o
2

Les coefficients angulaires des tangentes issues du point B
sont de méme les racines de I'équation

7 S Ri(p)=(Ap2+ B+ Cy)2 L

‘ { — A+ B+ C)(Ayu2+Byp+ Cy)=o.

Toutrevient a démontrer que les équations (3) et (4) ont méme
invariant absolu. Le calcul direct serait un peu long, mais on
peut I'éviter comme il suit.

[l est permis évidemment d’effectuer sur X et sur w deax substitu-
tions linéaires quelconques, et la proposition sera établie si I'on
montre qu’on peut choisir ces deux substitutions linéaires de telle
fagon que la relation F (A, ) = o soit remplacée par une relation
symétrique en X et w; alors, en eflet, les deux équations (3) et (4)
serontidentiques. Soient X, une racine de R(%) = o, et , laracine
double de I'équation F(,, 1) = o; soient de méme ., une racine
de R, () = o, et %, la racine double de 'équation F(%, u,) = o.
Posons

~
~7
,

_ p—
=, Ty
h—As w—

la relation (1) se change en une nouvelle relation de méme forme

VSV, ) =N a2+ by +c)

(5 , '
) ( +AN(a W2+ bip' + )+ a2+ byp'+cy = o,

Pour %'= o, la nouvelle équation en y’ doit avoir une racine
double infinie et, de méme, pour p'= o, I’équation en %’ doit
avoir uneracine double infinie. Ceci exige que 'on aita, = b, = o.
¢ = ¢, =o. Larelavion (5) est donc de la forme

SN, W)y =ak2w24 3 W (ON 4+ a ' +by)+cr=o.

Si aucan des coefficients b, @, n’est nul, il suffit de remplacer '
b A s . P
par —~ ' pour étre ramené & une relation symétrique entre 1" et y/,
1

et la proposition est établie.
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Aucun des coefficients b, a, ne peut étre nul. Si, par exemple,
on avait b = o, I'équation f(¥, ') = o aurait, pour p’'=q, une
racine double infinie en X', et, pour X = oo, une racine double
nulle en y'. Les deux droites correspondantes AM et BM rencon-
treraient chacune la cubique en deux points confondus en M; ce
point serait nécessairement un point double. On arrive & la méme
conclusion en supposant @y = o.

M. Demourin adresse la Note suivante :

Sur une propriété caractéristique de 1'élément linéaire des surfaces
de révolution.

Soient (S) et (S,) deux surfaces qui se correspondent ponc-
tuellement dans les conditions suivantes : M étant un point quel-
conque de (S) et M, le point qui lui correspond sur (S,), deux
éléments correspondants MM', M, M/ et la normale en M sont pa-
ralléles & un méme plan.

Est-il possible de choisir les deux surfaces (S) et (S,) de telle
maniére que les droites MM, soient tangentes en M 4 la premiére?

Pour répondre i cette question, rapportons la surface (S) aux
courbes (¢ = const.), auxquelles les droites MM, seront tan-
gentes, et a leurs trajectoires orthogonales (# = const.); son élé-
ment linéaire sera de la forme

ds? = A? du?-+ C2? dv?,

Soient Mz, My les tangentes aux lignes coordonnées, et Mz
la normale & la surface; les coordonnées du point M, sont
(z, 0, 0).On a, pour les composantes du déplacement infiniment
petit du point M,

Adu, Cdv, o,

et, pour celles du déplacement correspondant de M, ('),
dr +Adu, Cdv~+ (rdu—+ride)z, —(qdu—+gq,dv)r.

Nous exprimerons toutes les conditions du probléme en écri-
vant que le déplacement du point M est parallé¢le & la projection

(') Voir G. DARBOUX, Lecons sur la Théorie genérale des surfaces, t. 11, p. 385.
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du déplacement du point M, sur le plan 2 My, ce qui donnera

dr+~Adu Cdv+ (rdu—rydv)r :
Ndu T Cdy

Cette équation devant avoir lieu quels que soient du et dv, on
en conclut, en tenant compte des valeurs de 7 et de ».

AN
-er._o
| oz
(1) C(—ﬁ-—o,
Jar 0C
.4;—;; d]l =0

On tire de la
A=U, r=U. C=UV.

U et U, désignant des fonctions arbitraires de « et V une fonction
arbitraire de ¢.

Nous arrivons donc a cette conclusion : Pour que la surface (S)
satisfasse 4 la question, il est nécessaire et il suffit que son élé-
ment linéaire soit de la forme

ds?= Udu2+ U} V2 do2.
La surface (S) choisie, la surface (S,) sera le licu du point
(U|, 0, 0).
Il suffit de poser

SUdu =4, SVdv =,

pour ramener I'élément linéaire ci-dessus a la forme la plus géné-
rale de ’élément linéaire des surlaces de révolution. savoir

ds? =.da?+ A (a) df2.
Les équations (1) donnent ensuile
MM, = my/A(«).

nt désignant une constante arbitraire.
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Nous pouvous done énoncer le théoréme suivant :

Si deux surfuces (S) et (Sy) se correspondent ponctuelle-
ment de telle mmaniére que deux éléments correspondants M,
M, M, et la normale en M soient paralléles a un méme plan ;
si, en outre, les droites MM, sont tangentes « la surface (S).
cette derniére sera applicable sur une surface de révolution.
L’élément linéaire ayant été ramené a la forme

52 = o2+ A(2) B

les droites MM, seront tangentes aux lignes 3 = const., et ["on

aura MM, = m\JA(2), m désignant une constante.
Réciproquement, si une surface (S) est applicable sur une
surface de récolution d’élément linéaire

dAs?== 2>+ A(a) ¢ ;52,

et st l'on porte, & partir de cliaque point Nl de la surface (S),
sur la tangente @ la courbe 3 = const. qui passe en ce point,

une longueur MM, = mv’A(a), m désignant une constante, le
licw du point My sera une surface (S,) qui correspondra o lu
surface (S) dans les conditions indiquées ci-dessus.

SEANCE DU 21 MARS 1894,
PRESIDENCE DE M. PICQUET.
Communications :

M. D. André : Sur la structure des permutations.

M. Antomari : Sur les surfaces réglées applicables avee pa-
rallélisme des génératrices.

M. Em. Picard adresse une Note Sur la méthode des approxt-
mations successives el les équations différentielles lindaires.

XXII. i
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SEANCE EXTRAORDINALIRE DU 30 MARS 1894
PRESIDENCE DE M. PICQUET.
Communications :

M. Pellet : Sur les équations solubles par radicau.c.
M. Pellet : Sur les équations numériques et les fonctions
implicites.

M. Annraoe communique la Note suivante :
Note sur les intégrales de M. Schwarz.

Si 'on considére la suite infinie de fonctions Vy, Vy, Vo, ...
s'annulant toutes sur la surface qui limite un volume D, et satis-
faisant, a I'intérieur de ce volume, aux équations

(1) AViqu+=V,=o0 (i=o0,1,2...

et si P'on envisage les intégrales de volume relatives au do-
maine D,
Wm,/t:fvmvn d=,

le théoréme de Green montre immédiatement que ces intégrales
sont toutes positives et que I'on a

\Vm.n = \'Vo,m+n~
De plus, on.aura

W Wor _ Wor
Woo Wy Wy =777

(2)

c’est 1a un théoréme de M. Schwarz dont j’ai trouvé une démon-
stration qui, parait-il, est nouvelle, et, comme clle est fort simple,
peut-étre lui accordera-t-on quelque intérét.

En raison de la relation W, , = W, 5,4, il suffit d’établir les
deux premiéres inégalités (2).

Soient X, , p les valeurs des trois premiers rapports. Nous

aurons d’abord
fV0V1dr—— )\ngd~.=o,

[\'0\"2 d— 1 [\'0 Vidz = o.
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Remplacant / VoV par / Vidz, et posant V= \ 4z,
nous obtenons
(1— %) [\;’, d= - [\’.,sml: -0,

(1— 1) [\',2,//-.+(2 ) [\'.,al,rl:+fsﬁdtznyz

d’ot, en éliminant Pintégrale /V‘,s" =, dont nous ignorvons le

signe. nous Lirons

[ 7= — (1= 31— ] [\'ﬁrlt~-— [

3 d= = o.
et, par suite,
(3) R »—H—)x)('l———g)/‘n,

inégalité non homogene. La est le point essentiel de ma dé-
monstlration.

Pareillement, nous avons la rvelation
. -
/ ViVyds — g / VoV, dz = o.
1[(!(: nous I)(Hll'l‘l)l\s (:'Cl'il"‘

-~

(t—13) / VoVodr — /'i.,\g{/‘: = 0.

Si nous posons Vo=V, 4z, elle devient
(1— p)f\'o\"._. d= -+ / oz ds - /eo\', d~ = o.
. .
D’autre part, en éerivant ainsi P'équation de définition de u,
(1—uw) [\"'{ dz -+ 1 / 3w Vids = o,
N y

ct éliminant, entre les deux dernicres équations écrites, U'intégrale

¢y Vy d=, dont nous ignorons le signe, nous aurons

IH(I—P)+H—']IV? do - u fa(.aa dr = o.

Or, comme la suite g4, 24, ... joutl ¢videmment des mémes pro-
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prictés que Le soite des tonetions Vo Pintégrale / cug d7 esl posi-

tve s done on a
o Sl - 2) 5w —i <o,

Lesinégalités (3) et () n’érant pas homogénes en 7. w, 2, une
remarque fort simple achéve la démonstration.,

SiPon fait sue le domaine D une transformation homothétigue
a echelle A0 et <i Toa fat sae les fonctions Vi, VoV, oL a

substitution
Vo ke,

aui Laisse naltérée Lo suite des équations (1), les inégalités (2) A
démonteer ne changent pus: car st les rapports 2, w2 se chan-

centen 2.9 20 on a visthlement

Considerons fesinégalités (3) et o), o 2, o/, 2" vemplaceraient

/. DS OIS POUrrons farre :J.l =1, Elles donnent alors. la pre-

1

e :;.’ > 2, la seconde o :L'; done enfin 7. < vl

~



