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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

COMPTES RENDUS DES SÉANCES
(NOVEMBRE ET DÉCEMBRE IQOO).

SÉANCE DU 7 N O V E M B R E 1900.

PRÉSIDENCE DE M. D'OCAGNE.

Communications :

M. (TOcagne : Inéquation du septième degré et la Nomogra-
phie.

M. DL-PORCQ fait la Communication suivante :

Sur un remarquable déplacement à deux paramètres.

1. Je rappellerai (1) tout d'abord les propriétés suivantes des
transformations quadratiques :

La donnée de cinq couples de points conjugués dans une
transformation quadratique en détermine un sixième.

La donnée de six couples de points conjugués détermine, en
général, une infinité de couples de points conjugués qui se
éorrespondent sur deux cubiques.

Observons, diantre part, que sill<, lia et îîy désignent trois po-
sitions dans Pespace d'un plan II, et a < , 03, 03 les trois positions
correspondantes d'un point a de ce plan, on obtient une transfor-

(') Comptes rendus de l'Acad. des Sciences, 16 mai 1898. Voir aussi mes
Premiers principes de Ge'om. mod.f p. i/ia.
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malion quadratique en associant au point a le point a, où Faxe
de la circonférence (a, 0303) coupe un plan fixe P.

En combinant cette remarque aux résultats précédents, on voit
aisément que :

Si le plan II se déplace dans l^ espace de sorte que cinq de
ses points restent à des distances fixes de cinq points du plan P
il existera dans les plans II et P un sixième couple de points
dont la distance restera invariable.

De même :

Si six couples de points des plans II et P restaient à des
distances invariables, il en serait en général de même d^une
infinité de couples de points associés sur deux cubiques G et T.

2. Ces résultats rappelés, examinons un cas particulièrement
intéressant du premier des déplacements précédents. Les six points
obtenus dans chacun des plans P et II, et qui doivent se corres-
pondre dans une double infinité de transformations quadratiques
peuvent former, dans chacun de ces plans, les six sommets d'un
quadrilatère complet : à trois sommets en ligne droite dans un des
quadrilatères correspondent alors trois sommets non en ligne
droite dans l'autre, et il est facile, dans ce cas, grâce à la formule
de Stewart, d'écrire la relation qui existe entre les six distances
invariables; il nous suffira, d^ailleurs, de remarquer que cette re-
lation est linéaire par rapport aux carrés de ces dislances.

Soient, en particulier, deux quadrilatères égaux, aa'66'cc'el
aa'P^YY', a et a' désignant deux sommets opposés du premier
de ces quadrilatères, a et a' les sommets homologues de l'autre, de
sorte que les six longueurs à envisager ici sont

aa', a'a, b^, b'^ cy', c'y.

La relation entre ces longueurs, nécessairement symétrique par
rapport aux distances aoJ et a'cn, par exemple, sera donc de la
forme

(i) A(a7 î-+-a7a2)-^-B(ïp ' ' î-^-67p2)4-c(^2-+-c7Y2)4-D==o.

Or, supposons maintenant nos deux quadrilatères symétriques
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par rapport à une droîte A, de sorte que

aa'=a'a, 6 ̂ ==6'[3, c^'==c'^.

En supposant fixe le premier quadrilatère, si nous nous donnons
les longueurs 6 (3' et cy', nous n'assujettirons A qu^à deux condi-
tions, et les longueurs égales aa' et a'a seront déterminées par la
relation (i). Le déplacement du plan II dépendra donc de deux
paramètres, et, néanmoins, les six sommets du second quadrilatère
resteront à des distances fixes de ceux du quadrilatère fixe. On
conclut de là le théorème suivant :

Étant donnés deux quadrilatères complets symétriques par
rapport à une droite, si Von réunit chaque sommet au symé-
trique du sommet opposé, au moyen de six tiges articulées, le
système obtenu est susceptible d'une déformation dépendant
de deux paramètres.

On voit que, si Vun des quadrilatères est fixe, les six som-
mets de Vautre décrivent des sphères.

Enfin, les deux quadrilatères restent constamment symé-
triques par rapport à une droite.

3. Il est nécessaire d'observer que, si l'on se contentait des
quatre liaisons, deux à deux égales, 63' et 6^8, cy' et C'Y, le dé-
placement relatif des quadrilatères dépendrait toujours de deux
paramètres, mais qu'il posséderait néanmoins plus de liberté que
le précédent : on pourrait, en effet, en se donnant arbitrairement
la longueur aa', par exemple, obtenir un déplacement à un para-
mètre, qui ne serait pas compris dans le déplacement de tout à
l'heure. On a ainsi un curieux exemple de décomposition d'un
déplacement à deux paramètres.

4. Revenons au cas de nos six liaisons, et joignons-y une nou-
velle, rfS', d et S7 désignant deux points quelconques des plans
P et IL Leur déplacement relatif dépendra alors d'un seul para-
mètre, mais, cette fois, il existera nécessairement (par suite du
dernier des théorèmes du n° 1) deux cubiques C et F, dont les
points resteront deux à deux à des distances invariables. Elles sont
faciles à définir : si, en effet, (/'désigne le symétrique de 5' par
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rapport à l'axe de symétrie, A, des deux quadrilatères, la cubique C
est la hessienne du réseau ponctuel formé par les coniques qui
divisent harmoniquement les segments a a', bV (par suite aussi ce')
et dd1. Si m et m' désignent deux points conjugués à toutes ces
coniques, et, par suite, situés sur C, le point m restera à une
distance invariable du point (JL', symétrique de m' par rapport à
l'axe A. On peut remarquer que, sur la cubique C, les points m
et m' forment un couple steinérien (c'est-à-dire que les tangentes
en ces points se coupent sur la cubique). On obtient donc le
théorème suivant, dont M. Raoul Bricard m'a communiqué
l'énoncé :

Étant données dans V espace deux cubiques planes, C et r,
symétriques par rapport à une droite A, on considère sur G
une famille de couples steinériens; soient mm' un de ces couples y
et yJ le symétrique de m' par rapport a A. Si l'on relie chaque
point m de C au point a', qui lui correspond ainsi sur F, par
une tige de longueur fixe, on obtient un système déformable.

C'est là un nouvel exemple de déplacement d'une courbe plane
dont tous les points décrivent des trajectoires sphériques.

M. TOUCHE fai t la Communication suivante :

Sur une question posée par d'Alembert.

D'ÂLiembert a posé aux géomètres une question qui n'a pas en-
core reçu de réponse bien convaincante; cette question est connue
sous le nom de paradoxe singulier de d^Alembert^ et quelque-
fois simplement de paradoxe de d^Alembert.

L'auteur l'expose ainsi dans la préface du Tome V des Opus-
cules mathématiques :

<( Dans le cinquième Mémoire, j'expose un singulier paradoxe,
que j'invite les mathématiciens à examiner, et duquel il résulte
qu'en supposant à un corps solide une certaine figure, ce corps
semble ne devoir éprouver aucune résistance de la part d'un
fluide où il sera mû, dans les suppositions même qui paraissent
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les plus légitimes et les moins précaires, sur la manière dont le
fluide agit. »

Dans ce Mémoire du Tome V il décrit, en effet, la forme de ce
corps, considère le mouvement hypothétique du fluide à Pavant
et à l'arrière de ce corps et démontre sa proposition^ in vraisem-
blable; puis il fait suivre cet exposé de raisonnements destinés à
prouver qu'il en serait de même dans le cas de tout autre mouve-
ment supposé pour le fluide, autour de ce corps. Nous avons trop
d'admiration à Regard de d'Alembert pour mettre en doute la
valeur de ces raisonnements, mais ils sont un peu longs à citer
textuellement, et nous préférons le faire pour le résumé bien clair
qu'en a fait de Saint-Venant dans son Livre sur la Résistance des
fluides :

<( Supposons un corps solide composé de quatre parties égales
et semblables, ..., placé au milieu d'un fluide indéfini, .... Ima-
ginons que ce corps soit immobile et que les parties du fluide
reçoivent toutes une impulsion égale, parallèle à l'axe du corps,....
Supposons, pour un momeul, que le mouvement du fluide soit le
même à la partie antérieure et à la partie postérieure, .. . ; on
trouvera qu'il se continuera de même, ..., donc c'est, en effet,
de cette manière que le mouvement aura lieu. .... Or il en résul-
tera que la pression du fluide sur le corps sera absolument nulle :
la pression sur la surface postérieure sera égale et contraire à la
pression sur la surface antérieure, .... Je ne vois donc pas, je
l'avoue, comment on peut expliquer parla théorie, d'une manière
satisfaisante, la résistance des fluides. Il me paraît, au contraire,
que celte théorie, traitée et approfondie avec toute la rigueur
possible, donne, au moins en plusieurs cas, la résistance absolu-
ment nulle, paradoxe singulier que je laisse à éclaircir aux géo-
mètres. »

D'Alembert y revient aux n08 8 et suivants du § 13 de ses
Nouvelles recherches sur les fluides, dans lesquels il termine en
disant de nouveau que cette matière paraît bien digne d'occuper
les géomètres.

Après avoir transformé les équations d'Euler et vérifié ce pre-
mier travail, en déduisant ces équations transformées des équa-
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lions de Lagrange, qui ne sont, comme Cauchy Fa montré, autre
chose que les équations d'Kuler, nous avons cru avoir une base
mathématique pour déduire, en les rapprochant, les équations
d'une trajectoire f luide.

Mais nous ne pouvions pas oublier nos anciennes publications
et, en particulier, celle faite en 1890 dans la Revue ^Artillerie.
Là nous avions calculé de prime abord la résistance de Pair aux pro-
jectiles et, en nous basant sur des faits d'observation, nous étions
arrivés à des résultats numériques, aussi approchés que nous
pouvions l'espérer des résultats numériques fournis par l'expé-
rience. Nous nous sommes demandé s'il n'y aurait pas dans ce tra-
vail quelque principe nouveau qui pût éclairer la question posée
par d'Alembert et nous avons songé à celui-ci, qui s''y trouve en
effet : Le mouvement d'un point matériel ou son impulsion ne se
transmet pas instantanément à un point voisin situé sur la même
courbe orthogonale aux. trajectoires, mais bien avec une vitesse
égale à celle du son dans le fluide considéré et pour la température
à laquelle se trouve ce fluide.

Examinons en effet {fig- i) le corps immergé décrit par d'Alem-

bert. Soient AB une parallèle à la direction générale du fluide, CD
une perpendiculaire passant par le milieu 0 de AB; M, M7, N, N'
quatre surfaces su perpo sables, M étant égal à AOC, M' à AOD,
N à COB et IV à DOB; le fluide partant de A léchant la surface
antérieure suivant les arcs AC et AD et la surface postérieure sui-
vant les arcs CB et DB. Suivant la surface du corps, les tangentes
aux courbes orthogonales aux trajectoires seront normales à la
surface. Alors, il s'ensuivra, d'après d'Alemberl, que les compo-
santes des pressions parallèles à AB se détruiront mutuellement
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deux à deux et qu'il en sera de même pour les composantes des
pressions parallèles à CD; de là, suivant d'Alembert, le paradoxe
singulier, car en repliant le bas de la figure sur le haut, en le fai-
sant tourner autour de CD, les tangentes aux courbes orthogonales
aux trajectoires fluides, aux points où ces courbes orthogonales
partent de la surface du corps et pour la partie N -+-N'^ viendront
recouvrir exactement celles qui sont relatives à la partie supé-
rieure M + M' ; la résultante des pressions sera donc nulle.

Si, au lieu de cela, nous introduisons le principe posé dans
notre publication de la Revue (VArtillerie, que le mouvement
d'un point matériel ou son impulsion ne se transmet pas instanta-
nément à un point voisin, situé sur la même courbe orthogonale
aux trajectoires, mais bien avec une vitesse égale à celle du son,
dans le fluide considéré et pour la température à laquelle se trouve
ce fluide, alors les choses changent bien sur la figure que nous
avons considérée. Tandis que le fluide se meut avec la vitesse v
tangentiellement à la trajectoire, l'impulsion se transmet avec la
vitesse Ç de transmission du mouvement, normalement à cetïe
trajectoire; et alors, au lieu de considérer des courbes orthogo-
nales aux trajectoires, nous devons considérer des lignes inclinées

sur elles de l'angle dont la tangente e s t ç ; alors, quelque petite que

soit la tangente de l'angle, .? nous voyons qu'il n'y a pas recou-

vrement pour ces nouvelles lignes, quand on rabat la partie de
figure CBD sur CAD, ces nouvelles lignes étant, pour CBD, incli-
nées par rapport aux courbes orthogonales aux trajectoires, de
l'autre côté que lorsque l'on considère CAD. Loin de se détruire,
les pressions s'ajouteront pour la partie antérieure du corps im-
mergé et pour la partie postérieure.

M. RIVEREAU adresse la Note suivante :

Invariants des équations aux dérivées partielles du second ordre
linéaires et homogènes.

Soit l'équation

à^^ , à^z ffiz , àz àz .
(i) a -—-\-ib ,—7-4 -C3-—-+-2aT- -+ -2<?- ,—4- / ^==o ,v / àx1 àxày ày1 àx ày u
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où les coefficients de a, ...,/ sont des fonctions de x et y. Cette
équation conserve la même forme si F on fait le changement de
fonction oa de variables

(2) ^==^,.y)Ç, S=Fi(^j.), ,Î=F,(^),

où Ç est une fonction des nouvelles variables in dépendantes Çet-yi.
Pour trouver des expressions invariantes, nous particulariserons

les fonctions indéterminées ï^F^Fa, de manière à obtenir une
transformée de forme réduite, méthode employée dans le cas des
équations différentielles ordinaires.

L'équation obtenue à Paide des formules (2) est(" '^'?^^-^—^-.-
i° Si b2—ac^o, on pourra choisir pour Ç et YI des valeurs X, Y

annulant a et y. Il suffit, comme on sait, de prendre pour X et Y
deux solutions distinctes de Inéquation

/ ^ 6 \ 2 àQ àQ / ^e \ î
a(^+2^^4-c(^)==ô•

Pour simplifier récriture, nous pouvons supposer que l'on fasse
d'abord le seul changement de variables X, Y. On obtient une
équation de la forme

/ , \ , à*z àz àz
w ^JX^^2^-1-2^4-^-0'

où l'on a

, àX à\ - /àX à\ àX <)Y\ àX à\n. ss /y .—— —- —L- Q | ——, .__ , t __. __ I i /» __ __
1 ôx àx ' \àx ày ' ày àx) ày ày
, à^X , à^X à^X .àX àX

ïdt= a •— 4-26 -,—T- -+-C -— 4-2^ — -+-ie —fàx1 àx ày ày* àx ày
à^\ - (^Y <)2Y .à\ àX

'2ei == a •àxï + ïb Ôxày -4-c àyï + ̂ àx^^-ày'
/i=/.

Si nous posons maintenant

^ = U ( X , Y ) Z

et si nous déterminons U de manière à annuler le coefficient de



— 9

~f par exemple, nous obtiendrons une équation réduite de la

forme
à^Z „ àZ ^^ 3v-3v 4- 2H -„ + KZ == o.'3xïY dY

Le calcul des coefficients H et K va noas fournir deux inva-
riants relatifs. On trouve facilement que U doit vérifier l'équa-
tion

&i |^-+-^U==o.

H et K peuvent alors s'écrire

H°/[Àfê)-atë)]<".
_/, id,e, _à/id,\ (i)
- bt b\ àX \ 61 /K = =

àn et K. s'expriment en fonction des coefficients de l'équation()Y r

proposée et du déterminant fonctionnel

A =

àX ^X
àx ày
àY à\
àx ày

Voici comment on peut faire ce calcul. Posons

àX àX ^=8^. '
àx ' àyàx ày

a et P sont alors les deux racines distinctes de l'équation

«X2 -i- ïb\ -4- c == o.
Prenons

_ ^ — ^W^. - b -4- \/bî— ac

( 1 ) Cf. DARBOUX, Théorie des sur faces y t. II, p. 27.
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nous aurons

b = — ^"—«c) ^X àV
a ày ày'

A = (« - B) ox ^Y =_ Î.̂ EE00 tfx àv _ ^
<^ ^ a ày ôy - ^^=~ac'

^HÊ-ê)-^-^--]^

—————[-(â-^)———^-^- ]^

On calculera les dérivées de a à l'aide de la relation

aa2^- 'iba-h c == o.
Ainsi 1 on aura

/, àa àb\ àa àc
2 ( o —— — (v __ l M _L- r —— n

à^_ \ àx a ày) a + c àx "" a^
.- àx - 2 a ( a a + 6 ) '
Or

aa -4- & ==- /6^—ac, a ? 4- 6 =-h /6î—<ic.

Nous obtiendrons finalement

3j[i _ P 4-aQ 2(?, _ P^- pQ
^i ""^Y""' "̂  =="" ^X ?

ày ày

où nous avons posé

p __ a [ àa àc / àb . àc\ ~]^r^l-^-"^"3^-^)"4^-^]'
( r\ a \ àa àc /, àa àb\ ~\

Q=4^ -^lc^~a^"2(^ - '<l^)• t-4(ae-6r f )]•

En remarquant que Pon a les formules

±^ L^a _ B ^ V
àX A ~ày \àx p à y ] '

^ ^ ^ ^ ^ X / _ ^ _ _ ^ \
ày ~~ ï'ày \àx ~ a ày)'
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on trouve, après quelques réductions,

àH à /2<?i\ à /26/i \ i f (^ ,. ,^ ^ ,Q .^1
-^-^(^^^(^-ALjï^P-^Q-4-^^-^^-r2^? == <)Y [Ï~) - JX t-6-^ == A | ̂ (p - a)

or

On a donc

àH i [ à f /-——— Q\ à ( ,.——— PM 1
- — = - — — ( \/b2 — ac - ) + — ( v^ 2 — ac - ) = = - - •ô\ A L ^ V a/ ày V a/J A

Puis

/!_ 2C?igi _ _^ /2^i \

"L - 61 6? ()X V ci /

1 -^^[/-^'-^^(apî-^PQ+cQ^I
A ^î—ac L âr J

. i ^2 / a \ à^ f b \ i_g2,/ ^ \
"'"-2^2^^——^^ ^^^/62Tracy 2^2^^-ac/

<) / d \ à ( e \ à //6»~acQ\ <) //^='acP\>
^^^î'^'ac/ ^V6^~acy àx\ a ) ày\ a ) \

On simplifierait récriture en posant

/62 — ac = A.

Alors, en appelant J la quantité en j j , on aurait

J = H/+ ̂  (aP2- 2&PQ + cQ?)]

i _ o ^ / ^ \ ^ ^^ I à2 (^
"+" 2 ̂ 2 \h/ àxày\h) 2 o^î Vi/

_ K^-K^^K^-.-0- f^}.
àx\h) ày\h) àx\ a ) ày \ a ]

Alors --i-
Les expressions I, J sont des fonctions des coefficients de

Inéquation proposée et de leurs dérivées. Si Fon fait une transfor-
mation quelconque

j==^ $=Fi( . r ,y) , ^F^y)
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el si Von appelle A< le déterminant fonctionnel

Ai=
^ .̂
();r ()y
()TI àr^
àx ày

les fonctions (I), (J), composées avec les coefficients de Féqua-
tion transformée comme I, J le sont avec ceux de Inéquation pri-
mitive, vérifient les relations

^-r,-(^.v
àZSi l'on avait annulé le coefficient de -„ au lieu d^annuler celuidï

\rj

de -^y f on eût obtenu un autre invariant 5, au lieu de J. On a entreôj\.
ces deux invariants la relation

J ~ 5 = = 2 l .

En résumé, les invariants obtenus sont ceux de M. Darboux.
La relation 1 === o exprime que les invariants J et 5 sont égaux

et que Féquation peut se ramener à la forme

'c^ly4-1^0-
M. Picard a étudié les équations du second ordre obtenues, en

écrivant que la variation première de Pintégrale

àN àV>/Wv àv àv}J 7 ^ 9 -àx' ô y )
dx

est nulle, / étant une forme quadratique. Pour ces équations,
I = o. Cela explique comment on peut les ramener à la forme

à^z à^s
-àxï '^ ty-

2° Soit 6 2 — ac==o.

-F(^ y ) z = o ( < ) .

( 1 ) Acta mathematiccif t. XI, 1888, et Bulletin des Sciences mathémiques,
avril 1892 .
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Nous prendrons comme variable Y une solution de Féquatîon

âY - à\
a — -h & — == o,

()a7 ()y '

ce qui annule les termes en ,„ ,_ et -^7,- Puis, ^* et ^o étant deux* o\. dï a ï *
solutions distinctes de Péquation proposée, nous poserons

X=^, ^==^Z.
z\

L^ équation réduite sera de la forme

ÔÎIL TUI071^+,M^=o.

Le calcul de M fournit un invariant. On a, en effet,

/ 2--7\ z. ()a ^ àa , àb
^_^ae-bd^b^-aT^CTy-bTy àX

fa^+^y y/ àX , àXy
(a ,- +& 3- )\ àx à y^àx

Pour trouver la relation d^invariance, nous ferons le raisonne-
ment suivant. On peut obtenir la même forme réduite précédente
en faisant d^abord un changement de fonction et de variables quel-
conques

z=u^ S=Fi(^,.r), 7}=F2(.r,y)

qui donne la transformée (3). Nous opérerons sur cette équation
comme sur Inéquation primitive en posant

àY . Q ^Y _ y ^2 o y ry

^-^^^ X = = Ç, Î S=S iZ ,

où ^ et Ça sont les solutions de (3) correspondant à z\ et z^. Les
fonctions X, Y, Z peuvent être supposées les mêmes que dans le
cas précédent, puisque les équations qui les déterminent sont pré-
cisément les mêmes. On a, en effet,

D'où
/Si=MÇi Zî=u^.

X == ^^ ztt, z=u^=u^Z=z^Z.
Ci ^1
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D'ailleurs, on a

^ __ ^ ^ () <h)
().y à^ àx ÔT\ àx v

-0. - à- à! à- ̂
ày ô^ ày àr\ ày9

à , à ( à\ à^ \ à / àr^ _ à-n \ à
aT• -t- b-T- == ( a T- + ̂  ï- l - ^ + t ^ — + & - ' ) --î^ àf \ àx à y ) à\ \ àx ày ] àt\

i / ..̂  , ^ \ 2
a = ~ ( a — + 6 — ) M,a \ àx ôy I
Q I / ^ 7 ^ \ / ^ . ̂  \?=~(a~^~^b-^)(a--•^•bT-}uî' a\ àx ày j \ àx ày f

à à a f à - <) Na ( à 0\
(a^^^^^^'
\ àx ày I

a^+^=.7^177^ (a^+p^
\ àx à y ^

Les équations

à\ . à\ à^ à\
û f - r - + O T - = O , a — . 4 - p —— ==0àx ày ? ^ r (^^

sont donc bien équivalentes. Les deux formes réduites ainsi obte-
nues étant identiques, nous aurons

/ o ^ x û ^ ^P ày. ()82 ( as — pu ) 4- 8 -r — a -J- 4- 7 — — 3 -JLr / r ̂  ^ ̂  < ̂  *3 ̂  ()Y
/ ^ X Q ( ^ X \ 2 ( ^ ï )(a^+p^)

, , 1 , , (^a àb àa àbi(ae— bd) -^ b — — a — -+-c — — b —
_______/ àx àx ày ày à\

(a^+b^Y y
\ àx ày f

Appelons, pour abréger (L), L les numérateurs des expressions
précédentes, et remarquons que nous avons

A ^ — — ^ ^ - ^ ^ - ^ . ^ . A ^ V Y
* ̂  ~ ày àx ^ àx ày ~~ a [a àx + " à y ) 'ày '

^ à^
à\ àX a à x ^ b ' à y ( àX , àX\

a ^ 4 - ^ = = ———a———^^ 4 - ^ ) -

nous obtenons donc

W=^(a^bf\L.
a \ àx ày I
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Or

/aa = ( a — ^ - ^ - 6 ç ) t / M ;
\ àx. à y ] v f

nous avons finalement
(L) . I- L—^ == Ai^ 2 —^•
ya ^/a

Nous obtenons ainsi un seul invariant -._ • S^il est nul, Inéquation
/a

est réductible à la forme intégrable

<^Z
5x2 ==0-

Les Péquations de M. Picard (foc. cit.) rentrent dans ce type

lorsque la partie homogène du second degré en — , — de la forme

quadratique/(V, -,-, — ) est un carré parfait.

Remarquons en terminant que, si L == o, un seul changement
de variables ramène Inéquation à la forme intégrable

àîz ^ à z
a —— -4-203- -\-fz == o.

àx2 àx J

II suffit de garder la variable x et de prendre, pour nouvelle
variable y, une solution de Inéquation

à\ , à\a — -+- b — == o.àx ày

S É A N C E DU 21 N O V E M B R E 1900.

PRESIDENCE DE M. P01NCARE.

Élections :

M. Auric, présenté par MM. Maillet et d^Ocagne ; M. Levi Civila,
présenté par MM. Drach et Borel; M. Estanave^ présenté par
MM. BlutelelBorel; M. Z. de Galdeano, présenté par MM. Laisant
et Borel ; M. Dickstein, présenté par MM. Niewenglowski et Borel;
M. Ackermann-Teubner, présenté par MM. Claude Lafontaine
et Gauthier-Villars; M. Hardel, présenté par MM d^Ocagne
etBricard, sont élus, à l\inanimité, membres de la Société.
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Communications :

M. Borel : Sur les prolongements analytiques des séries de
fractions rationnelles.

M. Hadamard : Sur les discontinuités dans l'étude du dépla-
cement des fluides.

MM. Poincaré et Borel présentent quelques observations à ce
sujet.

M. APPELL adresse la Note suivante :

Déformation spéciale d'un milieu continu; tourbillons de divers ordres.

I. Soit une transformation ponctuelle continue transformant
une région c^o de l'espace en une région^. par les formules

1 x=f(a,b,c),

(i) y=/i(^<0,
( z=fî(a,b,c),

faisant correspondre à chaque point Mo(<2,6,c) de <fR.o un point
M(*r,y, z ) de <^, et réciproquement. Nous supposons que
x da -h ydb -\- z de est une différentielle exacte.

Soient trois fonctions A, B, C de a, b, c et trois fonctions X, Y,
Z de *r, y, z. Nous imaginerons le champ des vecteurs Pô de pro-
jections A, B, C appliqués aux points Mo, et le champ des vec-
teurs P de projections X, Y, Z appliqués aux points M.

Supposons que Fon ait, en vertu des relations (i) , l'identité

(2) A da 4- B db -+• C de = X dx -+- Y dy + Z dz

ou

(3) Podso cosPo, dso= PdscosP, ds,

ds et dso étant deux déplacements correspondants dans les deux
régions. On peut établir alors la propriété suivante :

Permutons les deux champs de vecteurs; c'est-à-dire appliquons
les vecteurs P aux points Mo(a, 6, c) et les vecteurs Pô aux points
M(.r,y, z). On peut évidemment supposer X, Y, Z fonctions de
a, b, c et A, B, C fonctions de x^ y, z. Alors les lignes de vec-
teurs des champs ainsi permutés se correspondent dans la
transformation.
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II. Mais il est possible (Palier plus loin et de déduire de Fiden
tité (2) d^utres identités en nombre infini, de même forme et
donnant lieu aux mêmes propriétés. Pour c^la, considérons les
tourbillons de ces deux vecteurs

Y __ àC àB
x i ^ à b ~ à c l

et
.. -/àZ rmAi= D( — — — ,

\ày a s )\ày as ^
fàX _ à^
\ as àx f
/^Y àX'
^.àx

B,=D^-^),
\ as àx I
/^Y _ à\\
\àx~'ày)'

C i = D

D étant le déterminant fonctionnel de x^ y , z par rapport à ^,
6, c. On a la nouvelle identité

Ai da -+• BI db + Ci de = Xi dx -+- Yi dy -4- Zi dz,

qui donne lieu aux mêmes propriétés, et par la même transforma-
tion à une identité nouvelle, etc.

En outre on a la relation

AXi +BYi -t- CZi = Ai X + BiY -4- Ci Z.

On obtient ainsi une infinité d'autres champs de vecteurs pos-
sédant des propriétés analogues et donnant des tourbillons des
divers ordres. Ces théorèmes se rattachent à ceux que nous avons
développés dans un Mémoire inséré dans le Journal de M. Jordan
(Ier fascicule, 1899).

SÉANCE DU 5 D É C E M B R E 1900.

PRÉSIDENCE DE M. D'OCAGNE.

Communications :

M. Duporcq : Sur V hypocycloïde à trois rebroussements,
xxix. 2
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M. Servant : Sur la théorie des surfaces et la déformation

du paraboloïde.

M. BRICARD fait la Communication suivante :

Sur une propriété du cylindroïde.

1. Dans une Note récemment insérée au Bulletin (1), M. Appell
a donné une démonstration directe et fort élégante du théorème
suivant :

Le cylindre et le cylindroïde {ou conoïde de Plucker) sont
les seules surfaces réglées telles que le lieu des projections
diun point quelconque de l9 espace sur leurs génératrices soit
une courbe plane.

Ce même théorème peut être dérivé simplement de résultats
connus, ainsi que je vais le montrer.

Soit (S) une surface réglée telle que le lieu des projections
d'un point quelconque de l'espace a sur ses génératrices soit une
une courbe plane et G, l'une de ces génératrices. Quand G se
déplace sur (S), le symétrique a' du point a par rapport à G dé-
crit aussi une courbe plane.

Si donc on considère une figure fixe quelconque F, et si pour
chaque position de G on construit la figure F' symétrique de F
par rapport à cette droite, la figure F', qui est évidemment de
grandeur invariable, sera assujettie à une loi de déplacement telle
que tous ses points décrivent des courbes planes.

Or les conditions d'un pareil déplacement sont connues par les
travaux de MM. Darboux et Mannheim (2); elles se résument en
ceci :

Soit (C) un cylindre de révolution fixe : faisons rouler à
l'intérieur de (G) un cylindre de révolution (C<) de rayon
moitié, ce cylindre pouvant en outre recevoir un glissement
parallèle à son axe, et achevons de déterminer le déplacement

( ' ) 1900, p. 261.
(2 ) V. KŒNIGS, Leçons de Cinématique, p. 353 (Note de M. Darboux);

MANNHEIM, Principes et développements de Géométrie cinématique, p. 176
cl 38g.



- 19 —
de (C) en assujettissant un point quelconque, relié à ce cy-
lindre, à rester sur un plan fixe, également quelconque; tous
les points invariablement liés à (C<) décrivent alors des courbe s
planes (des ellipses), et ces conditions de déplacement sont les
plus générales qui permettent à tous les points d'une figure de
grandeur invariable de décrire des courbes planes. (On laisse
de côté le cas, sans intérêt, où la figure en question serait
animée d'une translation telle que l'un de ses points décrive
une courbe plane.)

Le déplacement de la figure F' doit donc pouvoir s^obtenir de
cette manière. Mais il faut observer que, F' étant constamment sy-
métrique d^une figure fixe par rapport à une droite, le déplace-
ment de F' relativement à F doit être identique au déplace-
ment inverse.

Il faut donc particulariser les conditions que j'ai rappelées plus
haut de manière à réaliser cette identité du déplacement direct et
du déplacement inverse. Cela n^est possible, on le voit, que si les
cylindres (G|) et (C) sont égaux, ce qui exige qu'ils soient
tous deux réduits à une droite D.

Le déplacement de F' est donc ainsi défini : une droite D, in-
variablement liée a F', occupe une position fixe dans l'espace,
tout en pouvant glisser sur elle-même, et un point m1 de F'
reste sur un plan fixe.

Réciproquement, quand F' se déplace dans ces conditions, cette
figure reste symétrique d'une figure fixe F par rapport à une
droite qui se déplace suivant une loi convenable.

Soit, en effet, m un point fixe tel que sa dislance à D soit
égale à la distance constante du point m' à la même droite. Appe-
lons G la perpendiculaire commune à D et mm' : G rencontre
le segment mm en son milieu (JL. La figure constituée par le
point m' et la droite D est symétrique par rapport à G de' la figure
constituée par le point m et la droite D. Tout point de la figure F',
point invariablement lié à m' et à D, reste donc symétrique par
rapport à G d'un point invariablement lié à m et à D, c'est-à-dire
d^n point fixe. c. ç. F. D.

Puisque tous les points de F' décrivent des courbes planes, la
projection d'un point fixe quelconque sur G décrit aussi une
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courbe plane, el la surface engendrée par G jouit bien de la pro-
priété énoncée.

La droîle G, avons-nous dit, est la perpendiculaire commune à
D el à mm', et passe par le point }A, milieu du segment mm'. Or
le point m' décrit une section plane d'un cylindre de révolulion
ayant pour axe D et passant par le point m. Le point (JL. décrit une
courbe homothélique de la précédente par rapport au point w, le
rapport d'homothétie étant i, c'est-à-dire une section plane d'un
cjlindre de révolution conlenant D.

La droite G est donc assujettie à rencontrer constamment à
angle droit une droite D et s'appuie sur une section plane d'un
cylindre de révolution contenant D : on retrouve une génération
classique du cylindroïde.

Nous avons laissé de côté le cas où F' serait animée d'une trans-
lation : on voit immédiatement qu'à ce cas correspond celui où
la surface cherchée (S) est un cylindre.

2. Il y aurait lieu de chercher à généraliser la propriété du cy-
lindroïde, en traitant la question suivante :

Quelles sont les surfaces réglées telles que le lieu des pro-
tections d'un point quelconque de l'espace sur leurs généra-
trices soit une courbe sphérique?

Je n'ai pu encore résoudre complètement ce problème, mais je
signalerai le résultat suivant, qui se présente comme conséquence
immédiate de recherches, déjà publiées, relatives au déplacement
d'une figure dont tous les points décrivent des lignes sphériques(1).

On considère le conoïde droite ayant pour directrice curvi-
ligne la courbe d'intersection d'un cylindre de révolution
dont l'axe se confond avec celui du conoïde^ et d'une sphère
ayant son centre sur le cylindre : ce conoïde est tel que le lieu
des projections sur ses génératrices d'un point quelconque
de l^ espace est une courbe sphérique.

On a une propriété moins étendue pour la surface définie de la
manière suivante :

(') Voir^ sur ce sujet, un Mémoire de M. E. DUPORCQ et un Mémoire de l'au-
teur, insérés dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (années
1897 PI 1898).
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Soit Oxyz un trièdre trirectangle. Considérons, dans le
plan Oxy, un cercle G ayant son centre sur Oz et passant par
le point 0. La surface en question (S) est engendrée par une
droite qui s^ appuie sur C et sur Ozy et qui de plus/ait un
angle constant avec cette dernière droite.

Le 'lieu des projections d!un point quelconque du plan Oxy
ou du plan Oxz sur les génératrices de (S) est ^/ne courbe
sphéricité.

dénoncerai en dernier lieu deux théorèmes qui peuvent être
utiles dans Fétude de la question indiquée plus haut.

Je dirai, pour abréger le langage, qu'une droite variable D est
en relation sphérique avec le couple de points a, a' si le symé-
trique du point a par rapport à D reste constamment sur une
sphère de centre a*.

Il est alors évident que le symétrique du point a par rapport à la
même droite reste sur une sphère de centre a, et que les projec-
tions des points a et a' sur D restent sur une même sphère ayant
pour centre le point milieu de adr.

Cela posé, on a les théorèmes suivants :

i° Si une droite variable est en relation sphérique avec deux
couples de sommets opposés d'un quadrilatère complet, elle
est également en relation sphérique avec le troisième couple
de sommets opposés (<).

(La droite en question, assujettie à deux conditions, engendre
une congruence.)

2° Si une droite variable est en relation sphérique avec
trois couples dépeints quelconques situés dans un même plan,
elle est également en relation sphérique avec une infinité
d!'autres couples de points' répartis sur une cubique plane
passant par les six points donnés; deux points faisant partie
d'un même couple sont en correspondance steinérienne sur
cette cubique (autrement dit^ les tangentes en ces deux points
à la cubique vont se couper sur la même courbe).

(*) Ce théorème est dû à M. Duporcq.
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M. BOREL fait la Communication suivante :

Sur les formules d'Oliude Rodrigues.

On sait que, si l'on désigne par a?, y, z les coordonnées d'un
point d'une surface, et par c, c', c" les cosinus directeurs -de la
normale, on a, pour tout déplacement le long d'une ligne de cour-
bure L les formules

dx -+- R de = o,
(i) dy -+- R dc1 = o,

dz -h R cfc" = o,

dans lesquelles R désigne le rayon de courbure qui correspond à L.
Ces formules permettent de trouver aisément l'équation différen-
tielle des lignes de courbure et l'équation aux rayons de courbure
principaux.

Les trois formules (i) se réduisent d'ailleurs à deux, comme on
le voit, en remarquant que l'on a, pour tout déplacement effectué
sur la surface,

C c(dv-+- R^c)==o.

Dans les applications, il y a souvent avantage à employer, au
lieu des cosinus directeurs c, c', c", des quantités proportionnelles
M, ^, w. Si dans les formules (i) on remplace c, c', d ' par u, v^ w
et R par p on obtient les formules

dx -h p du == o,
(a) dy -+- p dv == o,

dz -+- p dw== o,

dont nous allons chercher la signification. Les différentielles se
rapportant toujours à un déplacement effectué sur la surface,
on a

^ u(dx-}- p du) == p(udu-^- ^ dv-^- wdw).

On déduit donc des formules (a) la suivante ;

p^M2-^ (^-4- w1) === 0
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qui se décompose en deux :

p==o,
U,î 4- yî -1- (^2 = /^

A étant une constante. D'ailleurs, si Fon pose

^==cA, v = C'A, w = c^/î,
R

P-r

les formules (2) deviennent identiques aux formules (i).
Donc les formules (2) peuvent remplacer les formules ( i )

pour la détermination des directions principales et des rayons
de courbure principaux; il y a lieu seulement de remarquer :
i° que l'on a

R(3) p ̂  v/u^r^+'w2 *
2° que les équations (2) peuvent fournir la solution p == o, étran-
gère à la question.

Comme application, proposons-nous de déterminer les rayons
de courbure principaux d'une surface représentée par Péqualion
tangentielle

(4) /(^, v, ^» s) =o.

Nous supposons les axes rectangulaires et l'équation d'un plan
écrite sous la forme

ux -4- vy -t- wz -1-5=0;

les coordonnées d'un point de la surface (4) so»1 alors

^ àf àj_
au àv àw

x == —.. -9 Y = -3—> z = ~Tfàf ' àf f^
.àî 5i as
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et les formules (2) deviennent

à/ j0/ à/ jâf /otA2 -i
T d T~ — T- ûî -/- -+- P ( -T- ) du == o,as au. au as \às /
àf ̂ à/ ^/ -^/ /^/v -,
— û? :r —3-^3- -4- P ( T- ) ^ = °*as àv àv as l \às /

^ ^ à/ âf ^f IW ^— û?—7- — -/- û?-7- -+-?(-,*-) û?w == ô.
^ (7w ow as \às 1

L'introduction d'un paramètre auxiliaire c[\ permet de rem-
placer ces équations par les suivantes plus symétriques

.àf àf ,. àf ,
d-^ 4-—- dk 4- p— du = o,

c^« ÎA 1 àa
,àf àf ,. <)/,d^- +-r ^+p--^ =o,(^^ àv • a s •
. ()/• àf .. <)/• .
^+^^+^^==0-

d^^V^
as as î

auxquelles il y a lieu de joindre la relation

àf , àf - àf , àf,
—• du-^— dv -\- —- dw -4- •- ̂  = o,du àv àw as

obtenue en différentiant totalement l'équation (4). Si l'on éli-
mine du, dv^ clw^ ds, d\ entre les équations précédentes, on ob-
tient l'équation

C5) A :

àîf^àu^

à2/
àuàv

àV
àuàw

àV
au as

àf
au

-Pi
àV

au àv
àtf
à^ + P1

à^f
àv àw

àV
àv as

àf
àv

àV
au àw
à^f

àv àw

àV
àw^^

àV
àw as

v
àw

àV
au as

àV
àv as

^f
àwàs

àV
àst

àf
as

àf
au

V
àv

Èf
àw

V
as

0

dans laquelle on a posé
àf

P^P^
R________àf,

^u^ -+- (^4- w' as
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L'équation (5) est du troisième degré en p < ; il est aisé de s'as-
surer quelle admet la solution étrangère prévue pi = o; les deux
autres racines fournissent les deux rayons de courbures principaux
de la surface donnée.

On peut éliminer aisément la solution p < = = o en remarquant
que, si l'on désigne par m le degré d'homogénéité de/(^, ^, w, s),
on a

à2/ à2/
I. —~- -4- V ——v—
au1

"rau

au àv

^f .
àv

• w àV
du àw

y
àw

^^(m-^f,
î ' 'auau as

àf4-5 -̂
as mf=.

L'équation (5) se transforme en ta suivante ( < ) :

-(m-i)A=

àîf ^au2

àV
àuàv

àtf
àuàw

à^f
au as

àf
au.

H Pi
à\f

àuàv

^f
à^ pl

à1/
àv àw

àV
àv as

àf
àv

àV
àuàw

àV
<)v àw

à*f
à^ -^P1

àV
àw as

y
àw

à\f
au, as

OV
dv as

àV
àw as

àV
as*

àf
as

Mpi

vpt

wpi

dans laquelle le facteur p < est en évidence et peut être supprimé.
En le supprimant et en effectuant sur les lignes l'opération ana-
logue à celle que nous avons effectuée sur les colonnes, on obtient
l'équation

àV.
au àv

/^ (w-l)^(6) ——————
Pi

î^+p, ^f. ^f ^f „
au1 au àv àuàw au as

àV à^f ^ , ftf à^f ^
au àv àv1 r I àv àw àv as

àV à^f à^f à\f
àuàw àv àw àw9 • àw as

à^f à\f à^f à^f
au as àv as àw as as2

Mpi v^t w pi o h2

à\f
àv*

àV
àv àw

^L
àv as

( l) On peut toujours supposer que m n'est pas égal à un. Cette hypothèse
sera toujours vérifiée dans le cas (Tune surface algébrique, si, comme il est na-
turel, on prend pour/un polynôme.



La formule (5) montre immédiatement que, dans A, le coeffi-

cient de pf est — (K)^ d'autre part le coefficient de p, est,
d'après (6),

à2/
àuàw

A2

(7^-1)2

^/
<»M1

^/
()((()(»

àV
au, àw

J^L
au os

àV
au àv

à\f
àv1

à\f
àv àw

à\f
àv as

à^
au as
^/

àv os

à\f
àw as

à\f
às^

à\f __
àv àw àv os h^
àîf à\f == (m—1)2
(hyî ^

H.

à\f
àw as

On en déduit immédiatement l'expression de la courbure totale,
car Pon a

R1R2=——^/Y^(w-1^)
H désigne le hessien de la forme/. On retrouve ainsi très sim-
plement ce fait bien connu, que la relation H == o est la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que l'équation (4) représente,
non une surface, mais une courbe.

M. N. WEILL adresse la Note suivante :

Sur les points de base d'un faisceau linéaire de courbes algébriques.

Considérons une conique et un premier groupe G de 2 m points
sur cette conique, ces im points étant les points communs à la
conique et à une première courbe C de degré m ; les droites, au

i , im{im — ï) . . . . , , , -nombre de ———^——— > qui joignent ces points deux a deux, for-

ment un premier groupe D. Considérons, sur la conique, un se-
cond groupe G' de im points, ces points étant les points com-
muns à la conique et à une seconde courbe C7 de degré m'y les
droites qui joignent ces points deux à deux forment un groupe D'.
Les courbes C et C' ont m9 points communs; si par ces m2 points
nous faisons passer une courbe quelconque C' de degré 7/2, elle
déterminera sur la conique un groupe G" de 2 m points et un
groupe D^ de droites ; Fenveloppe des droites du groupe variable D"
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est une courbe de classe (2 m — i), et les droites des groupes D
et D' ont aussi cette courbe pour enveloppe. On peut énoncer ce
résultat de la manière suivante : Étant donnés sur une conique
deux groupes de im points chacun, les droites qui joignent deux
à deux les points du premier groupe, et les droites qui joignent
deux à deux les points du second groupe, au nombre total de
im^im — i), sont tangentes à une courbe de classe (îw — i).

Le même résultat subsiste pour un nombre impair de points pris
sur une conique ; il suffit d'adjoindre un point fixe de la conique.
Transformant ce résultat par polaires réciproques, on a enfin
Renoncé suivant :

THÉORÈME. — Deux polygones de m côtés étant circonscrits
à une conique, il existe une courbe de degré (m — i) passant
par tous leurs sommets^ au nombre de m(m — i).

Ainsi les six sommets de deux triangles circonscrits à une co-
nique sont sur une conique, résultat bien connu.

Considérons 2 quadrilatères circonscrits à une conique; leurs
12 sommets sont sur une cubique. Laissons fixes l'un des quadri-
latères et 3 droites de Pautre, lesquelles formeront un triangle de
sommets A, B, C, circonscrit à la conique; soient P, Q, Ries
points où les côtés du triangle ABC sont rencontrés par le qua-
trième côté du second quadrilatère; si ce quatrième côté se dé-
place, nous aurons des cubiques passant par les 3 points variables
P, Q, R et par 9 points fixes, savoir : les 6 sommets du premier
quadrilatère et les 3 points A, B, C; en d'autres termes, ces
9 points sont les points de base d'un faisceau de cubiques.

En généralisant ce raisonnement, nous arrivons au théorème
suivant que nous avions en vue :

THÉORÈME. — Étant donnés un polygone de ( /n+i) côtés
circonscrit à une conique et un polygone de m côtés circonscrit
à cette même conique, leurs sommets, au nombre de

(m-hi)m m{m—i)
1 9.

c'est-à-dire de m2, sont les points de base d'un faisceau li-
néaire de courbes de degré m.
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Ce théorème générale qui a de nombreuses conséquences, est le
premier, croyons-nous, qui permette de construire effectivement
Je groupe des points de base d'un faisceau linéaire de degré quel-
conque.

Le cas le plus simple, celui où m == 3, a été signalé par La-
guerre. Ainsi, si l'on considère toutes les cubiques qui passent
par les 6 sommets d'un quadrilatère et par 2 points A, B, on
obtient le neuvième point du faisceau en construisant une conique
inscrite dans le quadrilatère et tangente à la droite AB, et prenant
le point de rencontre des tangentes menées de A et B à celte co-
nique.

Considérons la valeur m == 4 ; les 10 sommets d'un pentagone
circonscrit à une conique et les 6 sommets d'un quadrilatère cir-
conscrit à cette même conique sont les 16 points de base d'un
faisceau de courbes du quatrième degré. Dès lors, considérons
un pentagone circonscrit à une conique et 3 points A, B, C, pris
sur une tangente à cette conique; toutes les courbes du quatrième
degré qui passent par les 10 sommets du pentagone et les 3 points
A, B, C passent par 3 autres points fixes que l'on obtient en
menant par A, B, C les 3 tangentes à la conique, lesquelles se
coupent aux 3 points cherchés. On pourrait de même prendre un
point A quelconque et les points B et C respectivement sur les
2 tangentes partant de A ; on aurait les 3 points restants en menant
par B et C des tangentes à la conique, qui forment avec les tan-
gentes AB, AC le quadrilatère dont les sommets sont les 6 points
qui, avec les 10 sommets du pentagone, forment les 16 points de-
mandés. Si les points A, B, C étaient les sommets d'un triangle
circonscrit à la conique, les i3 points donnés ne seraient plus dis-
tincts; on ne pourrait donc en déduire les 3 points restants.

On peut énoncer le théorème suivant ;

THÉORÈME. —Étant donnés un polygone de (m 4-1) côtés
circonscrit à une conique, et (m — i) points sur une tangente
à cette conique^ toutes les courbes du degré m qui passent par
les sommets du polygone et par les (m — i) points passent par
(m—i)(w—a) • /< 1 1 i •————————— autres points jixes que l on obtient en menant

par les (m — i) points des tangentes à la conique et prenant
leurs points d7 intersection.
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Plus généralement, on peut prendre (m — i) points sur des
tangentes, pourvu que ces points permettent de déterminer com-
plètement le polygone de m côtés circonscrit à la conique et dont
ces points sont des sommets.

SÉANCE DU 19 DÉCEMBRE 1900.

PRÉSIDENCE DE M. LAISANT.

Communications :

M. Saltykow : Sur les systèmes d'équations aux linéaires
partielles.

M. DUPORCQ fait la Communication suivante :

Sur une extension à l'espace du théorème de Simson.

Le lieu des points dont les projections sur les faces d'un té-
traèdre sont situées dans un même plan est, comme on sait, une
surface du troisième ordre à quatre points doubles, corrélative,
par conséquent, d'une surface de Steiner. Cette surface correspond
au plan de l'infini au moyen de la transformation qui associe entre
eux les points dont les coordonnées normales, par rapport au
létraèdre, sont inversement proportionnelles; il suffit, pour le
voir, de remarquer que deux points ainsi associés, qu'on peut ap-
peler inverses par rapport au tétraèdre, senties foyers principaux
d*une même quadrique de révolution inscrite au tétraèdre : Fin-
verse du plan de l'infini est donc bien le Heu des foyers des para-
boloïdes de révolution inscrits au tétraèdre.

On peut remarquer encore que deux points inverses sont con-
jugués à tous les hyperboloïdes équilatères conjugués au tétraèdre,
et il en résulte que la surface obtenue est aussi le lieu des centres
de ces byperboloïdes, nouvelle analogie avec le problème corres-
pondant dans le plan. Mais on peut en tirer encore une consé-
quence intéressante.

Rappelons, à cet effet, que toutes les quadriques qui passent
par cinq points coupent un plan fixe P suivant des coniques har-
moniquement circonscrites à une conique fixe r, qu'on dit con-
juguée au pentagone des cinq points : cette conique est commune
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aux cînq quadriques qui admettent Pun des cinq points comme
pôle du plan P et le tétraèdre des quatre autres comme tétraèdre
conjugué. Si P est le plan de Pinfini, on voit que les cinq qua-
driques admettant un des points pour centre et respectivement
conjuguées aux tétraèdres des quatre autres, sont homothéliques :
en particulier, elles seront en même temps équilatères. On en
conclut que :

Si cinq points sont tels que les projections de V un sur les
faces du tétraèdre déterminé par les quatre autres soient dans
un même plan, cette propriété est symétrique par rapportaux
cinq points.

Diaprés ce qui précède, on peut énoncer sous forme symétrique
la relation qui existe entre ces cinq points de la manière suivante :

II faut et il suffit que la conique du plan de l7 infini, conju-
guée au pentagone gauche formé par les cinq points, soit
harmonique/neuf circonscrite a l'ombilicale.

Pour terminer, je me contenterai d^ndiquer que dans toute
cubique gauche on peut inscrire une double infinité de té-
traèdres sur les faces desquels tout point de la cubique a ses
projections dans un même plan.

Enfin, si les points à l^infini de la cubique forment un
triangle circonscrit à l9 ombilicale, la propriété précédente a
lieu pour tout tétraèdre inscrit à cette cubique.

M. DE SPARRE adresse la Note suivante :

Sur une application des fonctions elliptiques à l'étude du mouvement
des projectiles.

Lorsqu^on suppose la résistance de Pair proportionnelle à la
quatrième puissance de la vitesse, si Pon désigne par

v\ la vitesse horizontale du projectile;
0 Pangle de la tangente à la trajectoire avec Phurizon;
x et y les coordonnées horizontale et verticale du projectile dans

le plan de tir;
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y une constante dépendant de là forme et du poids du projectile;
g l'accélération de la pesanteur;

et si l'on pose de plus

on a

où

^=^w, ^=^rS, y=^^
o 6

^==^+F(eo) -F(e ) ,
/A ° /,9o

$ == 1 wîâ?tang0, ïj == \ wUangÔ^tangO
'̂0 ^6

F (6) = tango (sec3 9 + | sece) -h J Qang^ 4- 6).

Mais si Pangle 9 de la tangente avec l'horizon ne dépasse pas
45° à 46°, on peut prendre, avec une approximation très suffi-
sante,

F(6) ==Ai tang6-4-A2tang36
avec

Ai =3,91, Â2=2,36.

Par suite, si l'on pose de plus

A=^' p=^' a=tang^+ptang6»+^,

on aura
-2Â

WÎ =
V/— 4tang<<6— 4ptang64-4a

Faisons maintenant

^^tan^, ^=-4^ ^=~4 a •-yî ô2 y^ ô3 ^9

il viendra
,̂ ̂  ____aA

YV4^3— gîz— g^

et, par suite, p désignant la fonction de Weierstrass, dont les inva-
riants sont g-2 et gz

, . tangoz=p(u)=-^—^-,

2 Aw» =±
Y3p'(M)
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Nous supposerons y2 toujours réel et, par suite, Y^ positif; nous

sommes donc dans le cas du discriminant négatif.
Les formules (78) et (80) du précis de M. Lévy donnent

alors (1)

101 =^ H==/^^

. ^ , ^"^ry/H ^ 4H
, . „ i -h cn2Mi/Hp ( ^ ) = ^ + H —————v-,-.

i — cn2M/H

D^ailleurs ̂  est la racine réelle de l'équation

4-S3— g^Z— ^3== 0,

de sorte que, si Oi désigne la valeur réelle de 9, comprise entre

— TC et TC ? racine de l'équation2 2 *
1 -+• p tangO — a == o,

_ tangôi
on a

__ tango,
T2

et aussi
a == tangSOi-t- p tangOi.

Nous disposerons maintenant de y, qui est arbitraire, de façon

que H == -• En tenant compte de la valeur de H écrite plus haut,

ainsi que de celles de e\ et a que nous venons d'écrire, cette con-
dition donne

-=±^V/ït^±a:=±4v/3tangï91TP•
Les formules écrites plus haut deviennent alors

„ ,, i „ i Staneôi<x)i = 2K, À-2 = - —3^ i = - -+- ——°—,a 2 y*
•v/ , K i i + c n M i 14-en M tane6i( O a = 2 i K , p ( M ) = = e i 4 - - ————— = - ————— — ——e—" / 4 t—cnu 4 i — c n M Y»

(1 ) En supprimant, pour simplifier Récriture, les indices de K, K' et A-, ce qui
est ici sans inconvénient.
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Les valeurs de S; cl ̂ deviennent de plus

9 À \t ==fc -— (u— ̂ h
' f

Tl ==P2 A^ r P(M)^-
«A/n

Nous distinguerons maintenant deux cas (') :

i» On veut se servir des Tables.^ï^^^^rx^^^^^^
<lonc ,^4v/3un?CT, ,=^3tan?CT.

Nous aurons ensuite pour calculer u

A tancOi i i-t-cn^
^ tanlo=p(u)==- ta^ l^4T^nu î^-=p^;- ^

d'où . ^
tangOi—tang9-' "4"

enu === - — — — — - — " " y i *
tang0i—tang64--^

Cette dernière formule fait voir que, lorsque 0 décroît de^. à

_- cnu croît de -. à + i ; on pourra donc, entre les mêmes
2 . j^ A,^ ,/ de aR à o, et il faudra, par suite,

'̂ :. ̂ ^^——». - ——de E -et ••°» ""
donc .

^^(^-u),

r" / 1 ^4^n^_tang^^ ^^
•n = ̂ ^^J V i—cnu 'f'2

r H l i i -+- en u tan8.0l^
j (,4T^n^ r2 /

^//n '' •

Si ron se propose d'introduire i^———t , oes Tables, en po-

sant snu == si11?

„,,„„„.... ̂ »::ï;„£•;r;̂ =?;̂ iïï̂
?;S;;:S'.;:"̂ î̂.'-'•• ̂ a-•it ""•"•l '• "'<0" " "
iransformalion. 3

XXIX.
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on aura

tang6i — tang6—- 3-
cnu == coscp == _______—___4..

t a n g ô i — tango 4- ï-
On a d^ail leurs

F i 4- en u /'i-+-2cnM4-cn^ ^ ri-hcn^ ,
J ,-en.^-J ————sn^————du = ̂  j-,^ du-u,

d'ailleurs
p. dn M _ en M
" snu ~~~" sn2^^

de plus, la relation connue

^« -D ,^
K ^î(u)

donne, en changeant u en u 4- <K',

^=^sn.(«-.,K')=^-D,^.

On aura donc

FLi^^-L^ ^) dnu
J sn^u K 6(M) snu

Pour se servir des Tables/il faut introduire la fonction E(y)
de Legendre; on a, pour cela,

E(cp)= Ç dn2(,= u— Ç ^s^-u= ( i — 3 - } ff-t- 0^(M)
^O ^o \ K/ 02 (M)

et, de plus,

D f s n u == cnMdnM = El") _ °2(^)
"- sn^ O ( M ) e2 ( ^ ) )

d où
Q^M) ^(u) cn^dnu / J \ cn^dn^
eTî) "1" eï^^-^nï- == ̂ ^^^ V - K^^ -Tru.—

et, par suite,

/ i -4- en M dnu
-^n^^^-^^sn^0^011")

= M — E ( 9 ) — / i -^sinïœcotS,1 '2
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puisque

snM=sin(o , cn^==coscp , dn^ = /i —/^sin2^,.

On a donc, en fin de compte,

ïj ^^o-hA^--2181^ 1) M — A Y | E ( y ) - ^ - / I — A : 2 s i n 2 a ) C O t ? 1
\2 T / L ' 2J

avec

irio==~ A Q^^"^^-!- AYfE(<po)+ /r=~i^sin^ocotï°1.

La formule
tang0i -- tange—^tang0i --tangO—ï-

coscp = ————————————•L
* _ y2

t anf fOi — tan^ft -4- -i-

; ____________4_

tangOi—tangO-î - T
4

donnera y, qui est compris entre o et w sans ambigoïté.

Si (p est compris entre o et -9 on en déduira de suite, au moyen
des Tables, E(y) et u ==F(y).

Si <p est compris entre TC et TC, on aura

E ( < p ) = 2 E — E ( 7 r — 9 ) ,

M = = F ( < p ) = 2 K — — F ( T T - ç > ) ,

E et K. désignant les intégrales complètes.
2° Supposons maintenant qu'on veuille recourir aux dévelop-

pements en séries.
On devra alors, pour que les séries soient plus convergentes,

faire en sorte que À-2 soit plus petit que ^.
On prendra, par suite (1),

^2==— 4/3 tang^Oi -+-?==— yf,

YI étant réel et positif.
On aura alors

À2 == -1 —— 3 ^"gQl ^ i ,
o »/2 — ~ *

( t ) Y étant toujours choisi de façon que II = '.
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Les valeurs de Ç et en u deviennent, par suite,

. . 2À .
^=±—^(u—uo),

<y2

tang6i — tango -4- -iLL

4en u = ———————————^ .
t angô i— tango — Tl

4

Cette formule fait voir que en u est toujours réel et plus grand
que i en valeur absolue. Il décroît de — l à —oo lorsque tang 9

décroît de tang9< à tang9i — ïl pour décroître ensuite de +00 à i

lorsque tangO décroît de tango, — ^ à — oo. Il résulte de là que

Pon peut prendre la valeur de u entre o et ïiKJ et que, lorsque 9

décroît de 9i à — î? u variera de 2 îK /à o. u sera donc de la forme2
^ — . j / ^ u étant réel. Il faudra donc prendre les signes inférieurs
dans les valeurs de ç et T), et Pon aura

. 2 A ,
$== — — ( u o — — U ) .

11 y a lieu toutefois de faire ici, comme toutes les /bis où u
est imaginaire, une remarque très importante.

Il faut, si Fon convient, par exemple, de négliger les termes
de l'ordre de q1 dans les séries, s^assurer que les termes que Fon
néglige sont bien effectivement de cet ordre.

Prenons, en effet, la série

'KU , ÏTtU63 ( M ) = i+ iq cos-^ -4- îq^cos——-+-...,

comme dans le cas actuel u = u/, nous aurons

/ ÎITCV ÎWUN( 2WU ÎWU\

{ e- . r+0-K) .21TM i / —;—- ~~T~cos —— = \ \ e K 4- e K

D'ailleurs, nous avons di t que u varie de o à aR', par suite
î TCU 47tK' 2TCU

e~^ varie de i à e K == q~^ de telle sorte que le terme iq^ e K est
égal à i pour u == a/K' et nullement très petit de l'ordre de y4.
Si donc on gardait pour variable (/ et que l'on voulût obtenir les
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résultais aux termes élective ment de l'ordre de/y2 près, on de-
vrait, dans la série que nous venons de considérer, garder les
termes en <y\

On évitera toutefois cet inconvénient en posant

^ variant, par suite, de f'K/ à — iVJ.
La formule

/ -VI V\ • ^"Scn(.K+0=-^

nous donne alors

i+cnM A r s n Ç — i d n Ç
————— = 7———————= ( A r s n Ç — i d n Ç ) 2 (1),i — c n i A ^ s n Ç - 4 - < d i i Ç '»/ \ / »

donc

TQ = î Â Y i i l p(u)du== ïA^ti f - l̂-1--^- ^(ArsnÇ — tdnaÇ)2 ^Ç.
^MO ^^0 — ^1

Mais
f (Â•snÇ—ldnÇ) 2 ^Ç== ^(îÂ:2 snîÇ—2Â:t 'snÇ dnÇ --i) ̂

-i^-2^2^-^
D^ailleurs, aux termes de q2 près,

J — Q^0) _ 2ÇTT2 ^
K "'67(0) ~ '̂ ^~'

de sorte que Fon aura

. .r/tang6i i g^2\ ^ i f ' y i °2 (S /1^=^+-2A^.[(-^--.^^)ç+i^cnÇ~^^^j

où
. .r/tangO, i q^\~\y i , ' y i ô'-*(Ço)^=-.A^^(^---^^)]ço4-^cnÇo-^^-

On pourra d^ailleurs, dans la série 9;i(^), négliger les termes
en y4 , si Fon néglige ceux qui sont effectivement de Perdre de y2.

En effet, ici Ç == \i^ \ étant réel et plus petit que K/ en valeur

( ') On a, en effet,

(^snÇ+ldnÇ>(^snÇ—(dn^)=A-2sn2 l ; -+-dn2 î ;==I.



- 38 -
absolue, de sorte que dans

2TtÇ 1 / ̂  ^\9 Tf? / 2 TCX 2 7T)Acos^^^.K^.-ir-r^^'1 +e K ).
on a pour X positif

27CX 2TCK'

e K < e K = y-î,

de sorte que ̂  ces ̂  est inférieur à ̂  en valeur absolue.

On pourra donc prendre, avec cette approximation,

. TTC

W) _ ̂  smK

Ô2(0"~ K '——————ïcÇ-
î—îqcos-^

Pour calculer ensuite cnÇ et Ç, nous poserons

/ r s n Ç — t d n Ç ==—t tan^^ iy

/: sn Ç H- i dn Ç = i cot (A.
d^où

On déduit ensuite de ces formules et de celles dont nous nou»
sommes déjà servi plus haut

d^où
^^^^^.an^^^,

I^^-.^^i-tangQ ̂  sinfei-6)
4 ïî yîcosOicosO'

Celte formule fera connaître a.
On aura ensuite

idnÇ = ̂ (cot{ji-+-tang^)=—i—^2 sinap,

A-snÇ = ^ ( c o t î A — t a n g ( A ) = = icat2^

et l'on en déduira

cnç^V^0^.

Puis, aux termes effectivement de l'ordre q2 près, d'après ce



39 —

que nous avons vu,

(T'où

.<
i+^cos^ doÇ

,-^cos^ '̂ ^'sin^'
iv

,- IT, - / itX 'n;̂ .\irÇ l—i/Â: sinîUL / -c- ~ K ~ \ -
^ C O S - ^ = — — — v — — — — — — — ^ = ^ ( ^ - r - C K l ,

lv 1-h/À: SI II 2 p. \ /

en posant comme pins haut Î^=)J, \ étant réel, tout est main-
tenant connu dans les expressions de Ç et ^ qui se calculeront
sans peine.

M. A. DEMOULIN adresse la Note suivante :

Sûr le cylindroïdû et sur la théorie des faisceaux de complexes
linéaires.

Dans le dernier fascicule du Bulletin de la Société mathéma-
tique de France^ M. P. Appell a établi que le cylindrôïde est la
seule surface réglée qui jouisse de la propriété suivante : le lieu
des projections orthogonales d'un point pris arbitrairement
dans l'espace sur les génératrices est une courbe plane. Je pos-
sède depuis près de deux ans une démonstration analytique de ce
théorème et je la fais connaître ci-après. A cette méthode échappent
les surfaces réglées à plan directeur isotrope. Une méthode directe
me conduit aux surfaces de cette nature qui possèdent la propriété
du cylindrôïde. Ce sont : i° une surface (A) qui est, comme le
cylindrôïde, le lieu des axes centraux des complexes linéaires.
compris dans une série linéaire à deux termes; 2° une surface (B)
qui n'admet pas ce mode de génération. Ainsi se trouve mis en
évidence un fait curieux: alors que la propriété du cylindrôïde
caractérise cette surface parmi les surfaces réglées réelles ou, plus
généralement, parmi les surfaces qui n'ont pas un plan directeur
isotrope, cette même propriété ne caractérise pas la surface (A),.
de même définition que le cylindrôïde, parmi le& surfaces à
plan directeur isotrope.

I.

Soit à délerminer la surface réglée la plus générale telle que le
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lieu des projections d'un point quelconque de l'espace sur ses
génératrices soit une courbe plane. Nous considérerons la sur-
face cherchée comme engendrée par l'axe Oz d'un trièdre tri-
rectangle Oxyz. Sur chaque génératrice, il y a un point central
déterminé et situé à distance finie, à moins toutefois que la surface
soit un cylindre ou qu'elle admette un plan directeur isotrope.
Les cylindres constituent une solution évidente du problème et il
n'y a pas à s'en occuper davantage. Quant aux surfaces à plan
directeur isotrope, nous les étudierons au § III. Ces deux cas par-
ticuliers écartés, nous achèverons de définir le trièdre Oxyz en
plaçant l'origine 0 au point central de la génératrice et en faisant
coïncider le plan xOz avec le plan tangent en 0 à la surface.
Soient ç, Y^, ! ,̂ p , y, /' les translations et les rotations du trièdre :
ce sont des fonctions d'une variable t. La vitesse d'un point de
coordonnées relatives x ^ y , z a pour composantes

V.r== S -^qz—ry -h x',
„ , I , dx \^y=^-+-rx—pz -+-y, (^==-^, ...l.

Vz == Ç -^ p y — qx -+- z '

Le plan tangent à la surface au point de coordonnées (o, o, z)
fait avec le plan xQz un angle 9 tel que

tang6 Vy ^ ^ ——PZ

V., ï-^-qz

L'hypothèse z = o doit donner 9 === o, donc i\ = o. L'hypo-

thèse z = oo doit donner 0 === TC? donc q = o. Nous pourrons sup-

poser/? 7^0, car l'hypothèse p=o correspond au cas des cylindres.

Observons enfin que le paramètre de distribution h égale — -L-

Soient P(*r, y, ̂ ) un point fixe pris arbitrairement dans l'espace
et H(o, o,z) la projection orthogonale du point P sur Oz.

Nous exprimerons la fixité du point P en égalant à zéro les
composantes de sa vitesse, d'où les trois relations

1 S — ry-^-x'==o,
(i) / r x — p z +y= o,

' S 4 - p y -4- 5'== o,
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La vitesse du point H a pour composantes

V,.=$, V^=-^, V—Ç-4-.^-^y.

Soient A, B, G les projections d'un vecteur unitaire normal au
plan de la trajectoire du point II. On a

AV.^,+BVy4-CV2=o
ou

(2) A/ i -+-B^-4-Gy== o.

Par un point fixe de l'espace, menons un segment géométri-
quement égal au vecteur (A, B, G) et un trièdre parallèle au
trièdre Oxyz. Par rapport à ce trièdre, les coordonnées de l'ex-
trémité du segment sont A, B, G et, comme ce point est fixe, on a

— rB -h A' == o,
(3) rA— /?€-+- B'==o,

pB +€'=0.

Différentions l'équation (2) en tenant compte des relations ( i )
et (3), il viendra

(4) A.(h'—rz)-i-B(k—ipy)+C('îpz— r x ) == o,

pourvu qu'on pose

^^_Ç=-.Ci±^.
P '

Différentions l'équation (4) à son tour, en tenant compte des
mêmes relations (i) et (3),

A(a — r ' z + ̂ p r y ) -4- B(^ — i p ' y — 4Joa^-+- 3prx)
(5) -^-G(—ïp^-^ip'z—r'x— 4^ï~72) =o.

On a posé, pour la simplicité,

h"-^-^r—kr=v.,
k'-^-rh'^ p.

L'élimination de A, B, G entre les égalités (2) , (4) , (3) conduit
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à la relation

h h'—rz a — r ' z - ^ r - ï p r y

z k—îpy ?—^P ' y—4/ ? 2 ^ + ïprx = o,

y 2/?^—/'a? — 3 / ) Ç 4 - 2 / / . s — r 1 x—(^pî-^-rî)y

qui doit avoir lieu quels que soient x^ y, z, t.
Divisons les éléments de chaque colonne par y, puis faisons y

infini. Il viendra p^r •==. o et, comme/? n'est pas nulle, r = = = o .
Faisons ensuite x ==y == z == o, d'où p'^hk === o ou Ç^2 == o. Si

Ç=== o, Os reste tangente à une courbe plane, solution évidente.
Il faut donc supposer Ç = o.

En résumé, on a jusqu'ici

y ==o, /*=o, ^==0, Ç=o,
S 7^ o, T? ̂  o.

Par conséquent, la surface cherchée est nécessairement un
conoïde droit dont la directrice rectiligne est l'axe Ox du
trièdre.

Introduisons ces valeurs des rotations et des translations dans
Inéquation ci-dessus; il viendra, après quelques réductions,

A'—^-4-4/^=0.

En choisissant convenablement la variable indépendante t, on
peut supposer/? constant. Si Fon prend/? égal à ^, l'équation pré-
cédente devient

h"'-+- h === o,
ou, comme h == — -^

p ^+S=o.

On déduit de là, en intégrant,

S == A cos(<-+-B).

Nous allons établir l'équation du conoïde en prenant comme
trièdre de référence la position 0< XYZ qu'occupe le trièdre Qxyz
à l'instant t ==— B.
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Soit X l'abscisse du point 0. On a

^t
X= F Ç ^ = = A s i n ( < - + - B ) .

^—n

L'angle des plans z Ox et Z 0< X égale r4^B.

Soient X, Y, Z les coordonnées d'un point quelconque de la
génératrice Oz et o, o, z ses coordonnées relatives. On a

X === A sin(^-+-B),
„ . t-^-ïïY == z sin ——— yi

t-^-BZ == 5 cos

L'élimination de z et de / entre ces trois équations donne
l'équation classique du cylindroïde

_ 2 A Y Z
A- Y^Z^

ce qui démontre le théorème de M. Appell.

II.

A l'analyse qui précède échappent, nous l'avons vu, les surfaces
réglées à plan directeur isotrope. Si l'on veut traiter ce cas par la
méthode du trièdre, on pourra faire décrire à l'origine 0 une
trajectoire orthogonale des génératrices* et prendre pour plan
des xz le plan tangent à la surface à l'origine, d'où les deux con-
ditions r\ === o, Ç == o. On aura également, le plan asymptote étant
isotrope, p2-+•q2= o. Malgré la simplicité de ces relations, on
est conduit à des conditions très compliquées desquelles il serait
difficile de déduire les valeurs des translations et des rotations.
Aussi avons-nous étudié par une méthode directe les surfaces en
question. Avant d'exposer cette méthode, nous allons faire voir
qu'il existe au moins une surface de cette nature jouissant de la
propriété du cylindroïde.

Soient C == o, G' == o les équations de deux complexes linéaires ;
l'équation

C-+-pC'=o,
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où p désigne un paramètre variable, définit une série simplement
infinie de complexes linéaires dont les axes centraux sont paral-
lèles à un même plan. Si ce plan n'est pas isotrope, le lieu des
axes centraux est un cylindroïde. Si ce plan est isotrope, le lieu
des axes centraux est une certaine surface (A). Pour cette surface
comme pour le cylindroïde, le lieu des projections d'un point
quelconque de l'espace sur les génératrices sera une courbe plane.
Si l'on démontre, en effet, cette propriété pour le cylindroïde, en
prenant des axes quelconques , les calculs s'appliqueront éga-
lement à la surface (A). C'est, au reste, ce que nous allons vérifier
par un calcul direct après avoir établi l'équation réduite de la
surface (A).

Parmi les complexes de la famille C 4- pC'== o, il y en a deux
qui sont spéciaux; supposons que ce soient G et G'. Les axes étant
rectangulaires, nous prendrons l'axe central de G pour axe des z
et, pour axe des *r, une droite rencontrant F axe central de G'.

Soient a, [3, y, p , q^ r les coordonnées pluckériennes d'une
droite quelconque de l'espace; un complexe linéaire étant défini
par l'équation

Aa-h Bp 4- C Y + PT)+ Q^-4-R7 '=o ,

les coordonnées de son axe central ont pour valeurs

a = = P , T ? = A — Â : P ,
P--Q, < ? = B - ^ Q ,
Y = R , r = = = C — Â : R ,

AP -4- BQ -+- CR
- pï4-Q2+ R2

L'axe central du complexe G' est parallèle à l'un des plans iso-
tropes passant par 0^, delà résulte la condition P2 -L- Q2 == o ;
nous prendrons P = = i , Q == i. L'axe central rencontrant l'axe
des x^ une de ses équations se réduit à y y — z j3 == o, donc p == o,
et, par suite, A === o. Le complexe G' a donc une équation de la
forme

Bp + GY-+-7?+ iq 4- Rr ==o,

avec la condition
Bt-hCR =o.

L'équation du complexe G est r = o, l'équation de la famille de
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complexes sera donc

B(â -4- C y-+-/?-{- t^ -+-(R-+- p) r = o.

L'axe central du complexe du paramètre p a pour coordonnées

CPa= i , P==-

? = î, q == B

y = R+p, r = C

(R+p)2 7

Cpt
(R+p)^

Cp
R + p

On déduit de là les équations de cette droite

RC
^-^R-ÏT

y(R+X)-..=-^^

et, par réUmination de p entre ces deux équations, Inéquation de
la surface (A)

_ (y—^)^1 ' __ (y—trc)3 _ (y—t'a?)2

y-~~~ RC Rsc2 R^
Cette équation est de la forme

(A) y = M^(y— ix)+ M2(y — ^.r)» + N(y— ia*)2,

M et N désignant deux constantes essentiellement différentes
de zéro.

Vérifions que la surface (A) jouit bien de la propriété indiquée.
Les équations d'une génératrice quelconque g de la surface

peuvent s^écrire
( y-ix=.\

y 8 ) \ y = = = M X ^ + M 2 X 3 + N X 2 .

Soient (.Coî^o? ^o) 1̂  coordonnées d'un point P pris arbitrai-
rement dans l'espace.

Le plan mené par le point P, perpendiculairement à la généra-
trice g y a pour équation

MA \(x — xo) -4- i{y —yo)j -t- î (^— ^o) = o.
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Le lieu de la projection du point P sur la génératrice g s'ob-
tient en éliminant \ entre cette dernière équation et les équa-
tions (g), ce qui donne pour équation du lieu cherché, Inéqua-
tion (A) et la suivante

(i) M (y— ix)[{x —yo)-+-i(^—yo)]-{-i(z—zo) = o.

L'élimination de centre les équations (A) et ( i ) donne

y == M^oCr— ix)-^- (M Mo — N) (y— ix^,

pourvu qu'on poseyo — lx^ = U01 et sl l^011 porte dans cette der-
nière équation la valeur de (y — ^)2? tirée de ( i ) , il viendra

(TC) y=M^o(y—^)+ ——l^4" [Muo(y—-iy)—2-}-zo].

Cette équation étant linéaire, le théorème est démontré.
On reconnaîtra aisément que le plan TC renferme la génératrice

qui correspond à la valeur———-——— du paramètre î^.

III.

Cherchons maintenant toutes les surfaces réglées à plan direc-
teur isotrope qui ont la même propriété que le cylindroïde.

Soient,
y—ix^\,

y=^/(X)+<?(X)

les équations d'une génératrice variable de la surface. Les coor-
données de la projection d'un point quelconque (.royYo? zo) sur

cette génératrice ont pour expression

^ = \i — izof — iuof2 — i^f,

y =^o/-+- Mo/2 -+-^,
z == ZQ -4- u^f -— hf.

Pour abréger, on a écrit/et y au lieu de /(^) et y(^), et l'on
a posé UQ ==yo — ix^^ A === A().) ==<p —ÀJ^.

Ces équations doivent définir une courbe plane quels que soient
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•^OïVoî ^o; il faut donc et il suffît qu'il y ait une relation linéaire
entre x^ y, z ou bien entre y, z et y — ix ou \. De là cette con-
dition très simple

y^—^y^o

qui s'écrit, en tenant compte des valeurs dey et de z,

- u,f" + x/- + if ^/'4-^(/2y'++//

-^/'//4-v///4-3//' z,f"f-^u,(f^)"l^y °*
Si y est nulle, cette équation est identiquement vérifiée et <p est

arbitraire. La surface correspondante est un cylindre dont les gé-
nératrices sont parallèles au plan y — ix = o, solution évidente.
Nous pourrons donc supposer// -^é. o.

Divisons les éléments de la seconde colonne du déterminant
par^o? puis faisons ZQ infini; il viendra

(2) ^fT-^ïf^

Divisons ensuite les éléments de chaque colonne par UQ^ puis
faisons UQ infini, nous obtiendrons, toutes réductions faites,

3f"^f'f"'.

Pour que cette équation soit compatible avec l'équation (a),
il faut que f1' == o, c'est-à-dire que y .soit constante. On a donc

f(\)==a\-^a'.

L'équation (i) se réduit alors à ^== o, d'où

^(\)=b\ï-+-b'\-^b'f
et

<p(X) = \(a\•^-a')î•+-b^-^b'\-^b\

Les équations de la génératrice peuvent donc s'écrire

y — ix == X,
y == z ( a X -t- a' )-(- a1 X3 -+- m À2 -h m' \ }• m".

On conclut de là l'équation de la surface cherchée

y == z [a(y — ix) -4- a'} •+• ^(y — ùc)3

-+- m(y — ix^ 4- w'\y — <;y) -h m ' ' .

Le changement d'axes coordonnés défini par les équations

«.^=-^/X4-/?, y==Y-4-/ / . ^Z^^'
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permet, par un choix convenable et toujours possible des con-
stantes /î, h ' y h", de ramener celte équation à la suivante

(S) Y = a Z ( Y — îX )^ -a2(Y—iX)34- (7n—3aa ' ) (Y—iX)2 .

Il y a maintenant deux cas à distinguer : i° si m — 3aa' n'est
pas nul, Inéquation ci-dessus est de même forme que Inéquation (A),
et la surface (S) est une surface (A); 2° si m — îaa! = o, l'équa-
tion (S) se réduit à

(B) Y = a Z ( Y - iX) -t- a9-(Y - l\y.

La surface (B) est-elle une surface (A) ? En d'autres termes,
est-il possible de déterminer les coefficients M et N de manière
que les équations (A) et (B) représentent deux surfaces égales?
La réponse est négative : en effet, si les deux surfaces étaient
égales, elles seraient applicables l'une sur l'autre avec correspon-
dance des asymptotiques; or, nous allons montrer que cette con-
dition nécessaire (et d'ailleurs suffisante) n'est pas vérifiée.

Occupons-nous d'abord de la surface (A) ou plus généralement
de la surface (A') définie par l'équation

(A') y =Ukz(y—ix)^-W(y—ix^+^(y—ixY

qui se réduit à l'équation (A) pour k = i.
Si l'on pose y — ix == À, l'équation des lignes asymptotiques

sera z =— —/"-+ V-i y- désignant une constante arbitraire. On
déduit des trois équations ci-dessus les expressions des coordon-
nées de la surface (A7) en fonction des paramètres des asympto-
liques et l'on trouve, pour le carré de l'élément linéaire, l'expres-
sion

ds^=. ^2ÂM^- i - 3 ^ 2 (2X:2-^3) -^ - •2NX-I1 d\^

2MX (Â:2-3)rfXrf(JL+^2.
/c

Pour /i ==d= ^/3, le terme en dï.dy. s'évanouit et la surface (A')
est minima. Nous retrouvons ainsi la surface minima réglée ima-
ginaire, signalée en premier l ieu par Ribaucour, et que nous avons
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éludiée ailleurs d'une manière détaillée ( * ) . La relation entre la
surface (A) et cette surface minima est extrêmement simple :
deux points correspondants ont mêmes coordonnées x et y, et
leurs z sont dans le rapport de ^/3 à i .

Si Fon fait dans la formule ci-dessus À' === i, on aura le ds2 de la
surface (A)

<^2 = ( ̂  M ̂  _,_ i 5 yp ).î ^_ ^ \ A — i ) d^ — 4 M A d\ du. -4- rfm2.

Quant au carré de Félément linéaire de la surface (B), il est
donné par la formule

ds'2 == ( 'ï. a [jJ — i "» a2 )/2 — r ) dV2 — \ a // d\' d^ -+- c/a^.

Pour que ces deux surfaces fussent applicables Fune sur l'autre
avec correspondance des asymptotiques, il faudrait que Fon eût

ds9 == d s ^

pour toutes les valeurs de A, [JL, </À, rfm, les paramètres )/ et ^
étant respectivement fonctions de Xet de y. seulement. Or, on re-
connaîtra aisément que cette identité est impossible. La sur-
face (B) n^est donc, en aucun cas, une yurface (A) et nous pou-
vons énoncer ce théorème :

II y a deux surfaces réglées à plan directeur isotrope qui
jouissent de la propriété du cylindroïde : la surface ( A) et la
surface (B).

Cette dernière n^estpas, comme la surface (A) et le cyïindroïde,
le lieu des axes centraux des complexes linéaires définis par une
équation de la forme G -}- pC' ' = o. Autrement dit, la propriété
qui caractérise le cylindroïde parmi les surfaces réglées qui n'ont
pas de plan directeur isotrope, ne caractérise pas la surface ( A)
parmi celles qui ont un plan directeur isotrope.

La surface (B) est, comme la surface (A), une transformée Iio-

( 1 ) A. PE.MOL'LIN, .Sur les surfaces minima réglées et If s surfaces minima
a lignes de courbure pinncs {.]fc/îi oii'f'f, in 8", de /f \c^(^(fluif' royale (Ir fîcl-
gi^n^ l. lA'lII: i^(» .

\ \ 1 \. 4
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moi;raphique d'une surface minima reliée de Ribaucour. Or deux
surfaces minima de Ribaucour sont nécessairement semblables.
Concluons de là que les surfaces (A) et (B) se correspondent dans
une homographie.

Observons enfin que, pour M = a, les surfaces (A.) et (B)
sont applicables l'une sur l'autre : c'est ce qu'on reconnaîtra en
exprimant leurs ds2 en fonction des paramètres des génératrices
et de leurs trajectoires orthogonales.

M. HA.DAMARD adresse la Note suivante :

Sur la propagation des ondes.

On sait que Hugoniot a, le premier, défini avec précision ce
que l'on doit entendre par propagation d'un mouvement dans
un autre. 11 a appliqué sa méthode aux équations de l'Hydrody-
namique et a retrouvé, sous ce nouveau point de vue, la formule
classique donnant la vitesse des ondes dans les gaz; d'autre part,
il a indiqué les conditions de compatibilité de deux mouvements
gazeux, mais dans le cas du mouvement rectiligne seulement.

Non seulement il y a lieu d'étendre la définition et l'étude de
la compatibilité au mouvement à trois dimensions, mais, d'une
manière plus générale, la méthode d'Hugoniot demandait à être
complétée sur deux points importants, dont le premier est l'inter-
prétation géométrique et le second, la distinction, nécessaire ici
comme en toute autre question de Mécanique, entre les faits d'ordre
proprement dynamique, ayant leur source dans les propriétés
propres aux fluides, et les faits d'origine purement cinématique.

Dans le Cours que j'ai professé au Collège de France en 1898-
1 8 9 9 0 1 ï89y-i 900, j'ai été amené à étudier cette question. J'indi-
querai ici sommairement les conclusions auxquelles je suis par-
venu.

\. Soit un milieu déformable, divisé en deux régions 1 et 2
par une surface qui occupe, à l'instant /oi 1e1 position S. Nous
supposons : 1° que, dans chacune des régions 1 et 2, les coordon-
nées .r, y, z sont des fonctions continues, tant des coordonnées
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initiales a, &, c que du temps t, et qu'il en est de même de leurs
dérivées jusque un ordre déterminé n ; 2° que, au contraire, lors-
qu'on traverse S, F une au moins des dérivées d'ordre n éprouve
une variation brusque, toutes les dérivées d'ordre inférieur à n
restant d'ailleurs continues.

Nous considérons comme ordre d'une dérivée quelconque
l'ordre total dé dérivation par rapport à a, b, c et t indistinc-
tement. Nous nommerons, par exemple, dérivées du second ordre
les dérivées des trois catégories suivantes :

1° Dérivées du second ordre par rapport à a, 6, c;

2° Dérivées du premier ordre par rapport à a, & ou c et du pre-
mier ordre par rapport à t ;

3° Dérivées du second ordre par rapport à £

(la première catégorie comprenant 18 dérivées, la seconde 9, la
troisième 3 seulement, qui ne sont autres que les composantes de
l'accélération ). D'une manière générale, les dérivées d'ordre n
se distribueront en n -4- i catégories analogues aux précédentes.

Cela posé, il est aisé de voir que, en toute hypothèse, les va-
riations brusques qu'éprouvent les dérivées d'ordre n lorsqu'on
traverse la surface S ont entre elles des relations qui permettent
de les exprimer toutes par le mojen de n -+- i vecteurs seulement.
Si, pour simplifier l'écriture, nous nous bornons au cas de n -=- 2,
un premier vecteur (^, [JL, v) fera connaître les variations brusques
des dérivées appartenant à la première des trois catégories distin-
guées plus liant, et cela par le moyen des formules que l'on dé-
duira des identités (par rapport à A, B, C)

[A(^)+BGl)4-ctë)] î-=Â<Aa+B?+< ;-•' ' l-^G^-tô-^a).)2-^—-^[A(^^u(^)-c(^j2-=y<A2-B3-+-^ î•
où a, (i, y sont les cosinus directeurs de la normale à S au point
considéré ; (M) désignant, pour abréger, la variation brusque
éprouvée par la quantité quelconque M, à la traversée de S.

Le second vecteur 5si, [AI, v< fera connaître les dérivées de la
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seconde catégorie, par les formules déduites des identités

[^-(^)-(£,)}—^"f^-fl-
K^)-1'^)-^)]^^-''^-.-'.
|:-1 (^)-! (£)^ (-r.)] - .,(A. ̂  C,,

Enfin le troisième vecteur ().2i ^L»? ^2) n'est autre que la variation
brusque de l'accélération.

2. Il semble^ au premier abord, que ces relations sont les seules
qu'il y ait lieu d'écrire : elles sont, en effet, suffisantes pour que,
à l 'instant to, il existe une discontinuité de la nature indiquée en
chaque point S. Mais si d'autres relations ne sont pas vérifiées, la
nature du phénomène sera assez profondément modifiée avant et
après l 'instant to. Si, en effet, les trois vecteurs précédents ont des
composantes arbitraires, i l est cinématiquement impossible de
concevoir aucun mouvement dans lequel, aux instants tp •+•- g
existe, comme à l'instant to, une discontinuité du second ordre
suivant une surface unique (voisine de S). Il faut tout au moins
supposer (c'est l'hypothèse la plus simple) que la surface S en-
gendre deux feuillets (au moins) de discontinuité, réunis seule-
ment à l'instant ty et séparés, avant et après, par toute une région
intermédiaire 3 dans laquelle règne un troisième mouvement, en
discontinuité du second ordre avec chacun des deux premiers.

Pour que les mouvements i et 2 soient cinématiquementcom-
patibles y c'est-à-dire pour que la surface de discontinuité puisse
rester unique, il faut donc des conditions nouvelles. Ces condi-
tions s'énoncent ainsi :

Les trois vecteurs (À, ;JL, v), (À,, pi», y,), ( À ^ , ^.2, va) sont de
ynéme direction et en progression géométrique.

La raison de celle progression donne d'ailleurs la vitesse de
propagation.

Pendant la durée d'un mouvement déterminé quelconque, on
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doit considérer la compatibilité comme le cas général; on peut
alors parler de la direction d'une discontinuité : cette direction
est (si la discontinuité est du second ordre) la direction commune
des trois vecteurs (\ a, v), (\^ y.^ v,), (^2, ̂ , Va).

3. Signalons quelques conséquences des principes précédents.
Puisqu'on a défini la direction d'une discontinuité, on peut

considérer, en particulier, des discontinuités purement longitu-
dinales, dans lesquelles la direction de la discontinuité est, en
chaque point, perpendiculaire à celle du plan tangent à la sur-
face S; et des discontinuités purement transversales, dans les-
quelles ces deux directions sont parallèles entre elles.

Or on sait que, dans la théorie des vibrations, on est obligé de
renoncer à la définition primitive des mouvements longitudinaux
et transversaux lorsqu'on sort du cas des ondes planes ou sphé-
riques, pour en adopter une autre fondée sur la densité ou la ro-
tation moléculaire. Cette nécessité disparaît lorsqu'on se place au
point de vue d'Hugoniol, complété comme nous venons de l'indi-
quer. Les deux définitions n'en font d'ailleurs plus qu'une : en
effet, on constate que les variations brusques des dérivées de la
densité dépendent de la composante normale de la discontinuité,
tandis que les variations du tourbillon et de ses dérivées dépendent
de la composante tangentielle.

4. A cette remarque s'en rattache une autre d'un certain intérêt
théorique.

Les discontinuités dont nous venons de parler s'introduisent
nécessairement dans la mise en équation des problèmes d'Hydro-
dynamique des gaz : il est impossible, en effet, sans leur concours,
défaire cadrer les équations du mouvement interne avec les équa-
tions aux parois.

On peut se demander si la présence de ces discontinuités ne
compromettrait pas la validité des propositions bien connues rela-
tives au potentiel des vitesses ou aux tourbillons. Il n'en est rien :
s'il y a compatibilité, les discontinuités hydrodynamiques sont
toujours normales et il en résulte, ainsi que nous venons de le
dire, qu'elles n'influent pas sur la rotation moléculaire ( < ) .

(') La nécessité du raisonnement que nous venons d'indiquer apparaît claire-
XXIX. 4-
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8. Supposons maintenant qu'au sein d'un fluide on considère

deux mouvements contigus avec discontinuité et non compatibles
entre eux. Les équations précédemment écrites permettent d'étu-
dier le mouvement ou les mouvements intermédiaires qui pren-
dront naissance.

Prenons d'abord le cas d'un liquide. Alors, en vertu du n° 3,
les trois vecteurs caractéristiques de la discontinuité (dont deux
seulement seront donnés, puisque l'accélération se calcule parles

ri g. i.

équations générales de l'Hydrodjnamique) seront tangeûtiels. Le
premier (le vecteur \ [ J L , V ) influera directement sur Faccéléra-
tion : il produira, s'il n'est pas nul, un glissement (au sens vul-
gaire du mot) des deux couches liquides l'une sur l'autre, de sorte
que des lignes tracées à la fois dans les deux couches et à Fin-
stant ^o? comme l'indique \^fig. i, auront à l'instant to 4- s l'as-
pect représenté jig. 2.

Fig. 2.

Le second vecteur (\^ [JL,, ^) n'influera pas sur raccélération
des points situés sur la surface de discontinuité : il produira un
glissement (au sens que ce-mot a en théorie de l'élasticité) de

ment lorsqu'on se rapporte à un cas un peu différent, lequel parait d'ailleurs très
intéressant et sur lequel j'espère avoir l'occasion de revenir : je veux parler des
iquides à frottement. On sait que, pour de tels liquides, le théorème sur le

potentiel des vitesses cesse de s'appliquer. Cette circonstance est uniquement
due aux singularités du mouvement : tant que, dans une région déterminée,
celui-ci reste analytique, le théorème dont nous parlons conserve sa validité.
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chaque couche sur elle-même, ces glissements étant différents
entre eux : autrement dit, les lignes qui avaient à l'instant t^
l'aspect de \^fig. i prendront, à Finstant /o+ £? celui qui est re-
présenté fig. 3. C'est ce qui se produit , par exemple, dans les

Fig 3.

mouvements bien connus où le tourbillon est discontinu.
Bien entendu, il y aura, dans cas le plus général, superposition

des deux effets»

6. Si maintenant nous passons au cas d'un gaz, nous pourrons
commencer par considérer l'hypothèse où les deux vecteurs carac-
téristiques sont normaux. Si leur rapport a la valeur bien connue

± {/ -/} ' il y aura compatibilité, et Fonde se propagera suivant la
loi classique. On observera qu'^7 n^y a aucune ambiguïté sur le
sens de cette propagation [puisque le signe du radical résulte de
la connaissance des deux vecteurs (î^, (JL, ^) et (X<, [JL|, v<)] : ce
qui ne ressortait pas des développements d'Hugoniot (1).

Si le rapport -^ n'a pas la valeur dz!/^? la discontinuité se

divisera en deux, qui se propageront, en sens inverse l'une de

Fautre, avec la même vitessel./,^ La valeur de Faccélération

dans la tranche intermédiaire qui prendra naissance sera, bien
entendu, différente des valeurs que prendra cette grandeur dans
les deux mouvements donnés : on saura d'ailleurs calculer cette
valeur nouvelle.

Supposons enfin que la discontinuité donnée ait des compo^
santés tangentielles. Il y aura alors superposition du phénomène
que nous venons d'indiquer avec celui dont nous avons parle dans

( * ) Voir DUHEM) Hydrodynamique) Élasticité) A<co^siique, t. I/p. i9'î'.
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ie cas des Hqiurdes; de sorte que Von trouvera, dans le cas le plu^
général, quatCe mouvements séparés par trois surfaces de discon-
tinuité dont deux seront mobiles et une fixe.

7. La méthode d'Hugoniot supplique aux ondes qui peuvent se
produire dans les solides élastiques, et cela non seulement dans
le cas des déformations infiniment petites, mais aussi dans celui
des déformations finies tel que Pont traité MM. Boussinesq et
Brillouin. Il est intéressant de comparer les conclusions aux-
quelles on parvient dans les deux cas.

Dans rhvpothèse des déformations finies comme dans celle des
déformations infiniment petites, à une direction d'onde déter-
minée correspondent trois directions de discontinuité différentes
que cette onde est susceptible de propager, et ces trois directions
sont rectangulaires entre elles dans le milieu déformé : ce sont
les directions d'axes d'une certaine quadrique E, dont réqualion
dépend de la direction d'onde.

Si l'équilibre interne du solide (sous l'influence des forces
données et des forces d'inertie) est stable, la quadrique E sera
toujours un ellipsoïde réel, ce qui est nécessaire pour que les
vitesses de propagation soient réelles. Le calcul qu i établit cette
proposition fournit une interprétation simple de l'ellipsoïde E
(autrement dit, de l'ellipsoïde de polarisation dans le cas des mou-
vements infiniment petits). Le premier membre de son équation
n'est autre que le travail interne correspondant à une certaine dé-
formation immédiatement liée à une direction de discontinuité
arbitrairement donnée.

8. Jusqu'ici, les résultats sont les mêmes, qu'il s^agisse de dé-
formations infiniment petites ou finies. Au contraire, la proposi-
tion d'après laquelle, dans un milieu isotrope, les discontinuités
correspondant à une direction d'onde donnée sont, les unes exclu-
sivement longitudinales, les autres exclusivement transversales,
est particulière aux déformations infiniment petites.

Si, en effet, on cherche les conditions pour qu'un axe de Fellip-
soïde E soit toujours normal à l'onde, on constate que la fonc-
tion W qui représente l'énergie de déformation rapportée à l'unité



de masse, doit avoir la forme

3

W=F(D)+^,(^-, ̂ ) -^(.^-^^)
*=1 i

(à une partie linéaire près), où s,, £_>, £3,^ ,72^3 désignent,
comme dans le travail de MM. E. et Fr. Cesserai {Annales
de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. X) les composantes
delà déformation,/,^, / é t a n t une permutation des indices i, 2,3;
D, la densité. F est une fonction arbitraire, mais les a et les b
sont des constantes.

Or l'isotropie du solide se caractérise par ce fait que W est
une fonction de D et des quantités

A =£1-4-53 4-£3, B =^(YJ--4£^).
i

On voit que cette condition n'entraîne pas la précédente, laquelle
exige que W soit linéaire par rapport à A, A2 et B. La séparation
des mouvements longitudinaux et transversaux est donc excep-
tionnelle lorsqu'on sort du cas des déformations infiniment petites.

9. Les résultats d'Hugonîot ne sont que l^interprélation méca-
nique de ceux auxquels conduit la théorie des caractéristiques
pour les équations aux dérivées partielles à plus de deux variables
indépendantes (1). Toutefois, pour adapter cette théorie à la Mé-
canique, il est nécessaire de retendre aux systèmes d'équations.
Le cas d'un système de trois équations à trois fonctions inconnues,
par exemple, est, comme on sait, essentiellement distinct en
général de celui d'une seule équation à une seule inconnue.
L'étude des caractéristiques, lesquelles sont déunies en égalant à
zéro un certain déterminant A, s'y fait toutefois d'une façon ana-
logue en général à ce qui se passe pour le cas d'une seule équa-
tion; mais celle analogie n'est pas absolue, en ce sens que (si l'on
suppose, pour fixer les idées, les équations du second ordre) elle
ne commence qu'au calcul des dérivées du troisième ordre.

(') Ce fait, dont j'ai développé les conséquences au Collège de France dans
les premiers mois de l'année 1900, a été constaté, d'autre part, indépendamment
par M. Coulon ( Comptes rendus, 17 avril 1900).
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Le calcul des dérivées du second ordre impose bien certaines
conditions restrictives aux dérivées premières, mais ces condi-
tions laissent complètement arbitraires les dérivées de deux des
fonctions inconnues et ne jouissent nullement (du moins si l'on
n'eHèctue pas un changement d'inconnues convenables) des
mêmes propriétés que les conditions analogues relatives au cas
d'une seule équation ou aux dérivées d'ordre supérieur. Aussi la
théorie des ondes de choc ne présente-t-elle pas une analogie
complète avec celle des ondes d'accélération et n'est-elle pas,
comme cette dernière, complètement dépendante de la théorie
des caractéristiques.

Les conclusions dont nous venons de parler sont celles que l'on
obtient dans le cas général où les caractéristiques annulent le
déterminant A sans annuler tous les mineurs. Il est des problèmes
importants, tels que celui des vibrations transversales des corps
isotropes^ dans lesquels les caractéristiques, tout en conservant
le même degré de généralité que dans le cas général, annulent
à la fois A et tous ses mineurs. Les conclusions, dans ce cas, ne
sont d'ailleurs pas notablement modifiées. Mais il n'en est pas de
même dans l'hypothèse intermédiaire où certaines caractéris-
tiques, à l'exclusion des autres, annulent tous les mineurs de A.
Cette hypothèse est réalisée dans le phénomène de la réfraction
conique, lequel mériterait d'être étudié à ce point de vue.

10. A ces restrictions près, la théorie pour les systèmes de n
équations à n inconnues se développe d'une manière analogue
à celle qui est relative au cas de n == i. On a, en particulier,
à considérer des lignes correspondant à celles que Beudon a dé-
couvertes (') et qu'on peut appeler les bicaractéristiques, ou
encore les rayons. Cette dernière dénomination aurait l'avantage
de rappeler l'une des propriétés les plus importantes de ces
lignes, au point de vue du physicien. Si, en effet, les caractéris-
tiques correspondent aux ondes sonores ou lumineuses, les bi-
caractéristiques correspondent aux rayons sonores ou lumi-
neux. On peut, dans une certaine mesure, prévoir l'importance

( ') Ce Bulletin, lomc XVV, pages 108 et suiv.; 1897.
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du rôle physique dévolu aux lignes en question parla proposition
suivante :

Un ébranlement étant, à l'instant ̂  limité à une certaine
région de l'espace, soit P un point extérieur à celte région, et
qui est atteint par l'onde à l'instant to -4- T. Le mouvement
produite à cet instant, au point P, ne dépend que du mouve"
ment qu'avait, à l'instant t^y le point de fa surface abonde pri-
mitive situé sur la même bicaractéristique que P.

11. Beudon ( 1 ) a également démontré la proposition suivante^
généralisation d'un théorème de M. Coursât :

Etant donnée une équation aux dérivées partielles du second
ordre analytique aux variables indépendantes x^ n^, .. ., Xin
telle que X,^Q et Xn.-i = o soient des caractéristiques (ou même
simplement soient tangentes à des caractéristiques en un de leurs
points communs), il existe une solution holomorphe qui prend
des valeurs données (lesquelles sont supposées fonctions holo-
morphes des variables dont elles dépendent) sur chacune de ces
multiplicités Xn = o, Xn_\ === o.

Cette proposition a également son importance au point de vue
de l'étude des ondes.

Nous avons vu, en effet, que, lorsque deux mouvements contigus
avec discontinuité (celle-ci étant supposée normale pour fixer les
idées) ne sont pas compatibles, il naît entre eux un mouvement
intermédiaire dont on peut aisément indiquer l'accélération ini-
tiale. Or, si l'on veut les équations complètes de ce mouvement
intermédiaire, et qu'il y ait potentiel des vitesses (de manière
qu'on n'ait qu'une seule équation à considérer), on est ramené
précisément au problème qui fait l'objet de la proposition rap-
pelée tout à l'heure.

La proposition analogue dans le cas des systèmes s'énonce ainsi :

Si un système de trois équations du second ordre définissant
les inconnues u^ ^, w en fonction des variables indépendantes

( ' ) Lor. c i t . , pn ses 1 1 6 - 1 1 9 .
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jf,, .r^, . . ., A'^ ne contient pas -—, ^ ̂  résoluble par rapport
ox^

. à^u r)2^ rfî a9 ., . / , ... .7 ' / •. '<? -—-» —^ -————9 il existe (sous les conditions de reculante
(ÀT/I ô.r^ (^,, ̂ r,/-i x °

habituelles) une solution telle que il, v ,—>,—9 \v prennent

des valeurs données pour x,i = o et que, en outre, w prenne des
valeurs également données pour x /<_<== o.

Autrement dit :

Un système de trois équations du second ordre à trois fonc-
tions inconnues étant donnée ainsi que deux multiplicités,
l'une caractéristique, l'autre quelconque (^.sécantes entre
elles, on peut opérer un changement de fonctions inconnues
tel que la solution soit déterminée par les valeurs de deux des
nouvelles inconnues et de leurs dérivées premières sur la mul-
tiplicité caractéristique^ jointes aux valeurs de la troisième
inconnue sur la seconde multiplicité (foules ces données étant
supposées analytiques et régulières).

Cette proposition démontre, en particulier, Inexistence de la
solution pour le problème suivant :

Trouver le mouvement produit, dans une masse gazeuse
animée initialement d'un mouvement analytique donné, par
un mouvement analytique donné des parois.

Par contre, il ne faudrait pas croire que la question se présente
aussi simplement pour le mouvement intermédiaire entre deux
mouvements non compatibles donnés, dans le cas où il n'existe
pas de potentiel des vitesses. Dans ce cas, pour qu^il n'y ait
qu'un mouvement intermédiaire (en Hydrodynamique, pour qu^il
ne se produise pas de glissements analogues à ceux dont nous
avons parlé au n° S), il faut une série de conditions nouvelles
introduites par les éléments infinitésimaux d^ordre supérieur.

( l ) La restriction d'après laquelle la seconde mult ipl ici té devrait être caracté-
ristique est inuti le, ainsi qu'il est connu dans le cas de n =- '2.


