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SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

ETAT
DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

ATl COMMENCEMENT DE L’ANNEE 191§ (1),

MM. APPELL.
DARBOUX.
GUYOU.
HHADAMARD.
HATON DE LA GOUPILLIERE.
HUMBERT.

Membres honoraires du Bureau.... JORDAN.

LECORNU.

MITTAG-LEFFLER.

PAINLEVE.

PICARD.

VOLTERRA.

\ ZEUTHEN.

Président......... P tesessns MM. VESSIOT.

CARTAN.
. . FONTENE.
Vice-Présidents......cooovevn..... FOUCHE.
MAILLET.
P. LEVY.
z MONTEL.

FATOU.
z HALPHEN.
Archiviste . v.oovovivnn.., Ceeeeneas CAHEN.

Trésorier.........ceoeunes [ SERVANT.

ANDOYER, 1916.
BIOCHE, 1917.
BLUTEL, 1915.
BOREL, 1917.
BOULANGER, 1915.
CARVALLO, 1916.
COSSERAT (F.), 1917.
DRACH, 1917.
FOURET, 1915.
GOURSAT, 1916.
KOENIGS, 1915.

\ LEBESGUE, 1915.

Secrétaires..........coiieeiuiinnn

Vice-Secrétaires..........ccoouueven

Membres du Conseil (2) ..........

(1) MM. les Membres de la Société sont instamment priés d’adresser au Secrétariat
les rectifications qu’il y aurait lieu de faire a cette liste.

(?) La date qui suit le nom d’un membre du Conseil indique I'année au com-
mencement de laquelle expire le mandat de ce membre.

S. M. — Comptes rendus. 1



Date

de
Padmission
1872. ACHARD, auncien directenr de la Compagnie d’assurances sur la vie La Fonciére,
rue de la Terrasse, 6 bis, a Paris (17°).
1900. ACKERMANN-TEUBNER, ¢diteur, a Leipzig (Allemagune). S. P. (').
1900. ADHEMAR (vicomte Robert p’), professeur a la Faculté libre des Sciences, place de
Geneviéres, 14, a Lille (Nord).
1896. ANDOYER, professeur a la Faculté des Sciences, membre du Bureau des Longitudes,
rue du Val-de-Grace, 11, a Paris (5°).
1894. ANDRADE, professeur a la Faculté des Sciences, rue de la Mouilliére, 1, a Besang¢on.
1872. ANDRE (Désiré), docteur és sciences, rue Bonaparte, 70 bis, a Paris (6°).
1879. APPELL, membre de I’Institut, doyen de la Faculté des Sciences et professcur a I'Ecole
Centrale des Arts et Manufactures, rue du Bac, 32, a Paris (7°).
1910. ARCHIBALD(R.-C.), professeur a Brown-Université, Providence, Rhode Island (Etats-Unis).
1900. AURIC, ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Pierre-Corneille, 38, a Lyon.
1882. AUTONNE, ingénieur en chef des ponts et chaussées, professeur adjoint honoraire a la
Faculté des Sciences de Lyon, rue de I’'Hospice, 69, a2 Chateauroux (Indre).
1900. BAIRE, professeur a la Faculté des Sciences, 24, rue Audra, a Dijon.
1896. BAKER, professeur a I'Université de Toronto (Canada).
1905. BARRE, capitaine du génie, docteur és sciences mathématiques, quai de la Répu-
blique, 8, a Verdun (Meuse).
1906. BARTHELS, docteur en philosophie, professeur honoraire de Mathématiques, a
Aschaffenburg (Baviére).
1875. BERDELLE, ancien garde général des foréts, a Rioz (Haute-Sadne). S. P.
1912. BERGER (T.), Storgatan 16, a OErebro (Suéde).
1891. BERTRAND DE FONTVIOLAXT, professeur a 1'Ecole Centrale des Arts et Manulactures,
rue Brémontier, 16, a Paris (17*). S. P.
1910. BERTRAND (G.), rue de la Vieille-Eglise, 2, a Versailles.
1913. BILIMOVITCH, privat-dozent a I'Université de Kiew (Russie).
1888. BIOCHE, professeur au lycée Louis-le-Grand, rue Notre-Dame-des-Champs, 56, a
Paris (6°) S. P.
1900. BLUMENTHAL (Otto), professcur a la Technische Hochschule, Riitscherstrasse, 48, a
Aix-la-Chapelle (Allemagne).
1891. BLUTEL, inspecteur général de I'lnstruction publique, rue Denfert-Rochereau, 110,
a Paris (14*).
1902. BOBERIL (vicomte Roger pu), rue d’Antibes, 114, a Cannes ( Alpes-Maritimes). S. P.
1907. BOITEL DE DIENVAL, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, au chateau de Valsery, a
Cceuvres (Aisne). S. P.
1892. BONAPARTE (prince Roland), membre de 'Institut, avenue d'Iéna, 10, a Paris (16°).
1895. BOREL (Emile), professeur a la Faculté des Sciences, sous-directeur de I’Ecole
Normale, rue d’Ulm, 45, a Paris (5°). S. P.
1913. BORTOLOTTI (E.), professeur a 1'Université de Modéne, via Maggiore, 23, a Bologne,
(Italie).
1909. BOULAD (F.), ingénieur au service des Ponts des Chemins de fer de I'Etat égyptien,
au Caire (Egypte).
1896. BOULANGER, docteur és sciences, répétiteur et examinateur d’admission a PEcole
Polytechnique, rue Gay-Lussac, 68, a Paris (5°).
1913. BOULIGAND, agrégé de mathématiques, rue de I’Estrapade, 3, & Paris (5°).

(@) Les initiales 8. P. indiquent les Sociétaires perpétuels.



Date
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Padmission.
1896. BOURGET (H.), directour de I'Observatoire, a Marseille.
1903. BOUTIN, rue Lavieuville, 26, a Paris (18°).
1904. BOUTROUX (P.), professeur a la Faculté des Sciences de Poitiers. S. P.
1900. BREITLING, proviseur du lycée Buffon, boulevard Pasteur, 16, a Paris ( 14°).
1911. BRATU, professeur, avenue Reille, g, & Paris (14°).
1897. BRICARD, professeur au Conservatoire des Arts et Métiers, répétiteur a I’Ecole Poly-
technique, rue Denfert-Rochereau, 108, a Paris (14*).
1873. BROCARD, lieutenant-colonel du génie territorial, rue des Ducs-de-Bar, 75, a Bar-
le-Duc. S. P.
1912. BROWNE, Grange Mockler, a Carrick-on-Suir (comté de Tipperary, Irlande).
1901. BUHL, professeur a la Faculté des Sciences, rue des Coffres, 11, a Toulouse.
1893. BURKHARDT, professeur & la Technische Hochschule, Martinstrasse, 3, a Munich
(Baviére).
1894. CAUEN, chargé de cours a la Sorbonne, rue Cortambert, 46, a Paris (16°).
1893. CALDARERA, professeur a I'Université, palazzo Giampaolo, via della Liberta, 2 Palerme
(Italie).
1885. CARON, chef honoraire des travaux graphiques a 1a Sorbonne, rue Claude-Bernard, 71,
a Paris (5°).
1892. CARONNET, docteur és sciences mathématiques, avenue Niel, 13, a Paris (17°).
1896. CARTAN, professeur a la Faculté des Sciences, rue de Vaugirard, 174, a Paris (15°).
1887. CARVALLO, directeur des études a I'Ecole Polytechnique, rue Descartes, 21, a Paris
(5°). 8. P.
1890. CEDERCREUTZ ( baronne Nanny), Unionsgatan, 4, a Helsingfors ( Finlande).
1888. CHAILAN (Edouard), professeur a I'Institut catholique, rue Denfert-Rochereau, 93,
a Paris ( 14°).
1911. CHALORY, professeur au lycée Carnot, rue de Vaugirard, 38, a Paris (6°).
1896. CHARVE, doyen de la Faculté des Sciences, cours Pierre-Puget, 6o, a Marseille.
1911. CHATELET, maitre de conférences a la Faculté des Sciences de Toulouse.
1907. CHAZY, maitre de conférences a la Faculté des Sciences, a Lille.
1901. CLAIRIN, professeur a la Faculté des Sciences, rue Jacquemars-Giélée, 57bis, a Lille.
1913. COBLYN, capitaine du génie, rue des Vignes, 34, a Paris (16°).
1896. COSSERAT (E.), directeur de 'Observatoire, a Toulouse.
1896. COSSERAT (F.), ingénieur en chef des ponts et chaussées, rue Rosa-Bonheur, 7, a
Paris (15°).
1900. COTTON (Emile), professeur a la Faculté des Sciences, a Grenoble. S. P.
1904. CURTISS, professeur a I'Université Northwestern, Milburn Street, 720, a Evanston
(Illinois, Etats-Unis).
1872. DARBOUX, secrétaire perpétuel de I’Académie des Sciences, doyen honoraire de la
Faculté des Sciences, rue Mazarine, 3, a Paris (6°).
1885. DAUTHEVILLE, doyen de la Faculté des Sciences, cours Gambetta, 27, a Montpellier.
1901. DELASSUS, professeur de Mécanique rationnelle a la Faculté des Sciences, rue
de Brach, 92, a Bordeaux.
1895. DELAUNAY (N.), professeur a I'Institut Empereur Alexandre II, a Kiew (Russie).
1913. DELVILLE (L.), ingénieur aux forges et aciéries de Huta-Bankowa, 4 Dombrowa
(Pologne, Russie).
1885. DEMARTRES, doyen de la Faculté des Sciences, avenue Saint-Maur, a la Madeleine-
1és-Lille (Nord).
1892. DEMOULIN (Alph.), professeur a I'Université, rue Joseph-Plateau, 10,4 Gand (Belgique)
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1905. DENJOY, maitre de conférences a la Faculté des Sciences, rue Duguesclin, 3, a
Montpellier.
1883. DERUYTS, professeur a I'Universit¢, rue des Augustins, 35, a Liége (Belgique).
1894. DESAINT, docteur és sciences, boulevard Gouvion-Saint-Cyr, 47, a Paris (17°).
1900. DICKSTEIN, Marszatkowska, 117, a Varsovie.
1899. DRAGH, chargé de cours a la Faculté des Scicnces, square Lagarde, 3, a Paris (5°).
1909. DRURY, bibliothécaive de I'Université, University Station, Urbana (Illinois, Etats-Unis).
1907. DULAC, professeur a la Faculté des Sciences, quai des Brotteaux, 4, a Lyon.
189G. DUMAS (G.),-docteur de I'Université de Paris, professeur a I'Univeisité, avenue du
Léman, 41, a4 Lausanne (Suisse).
1897. DUMONT, professeur au lycée, avenue Bouvard, 6, a Annecy ( Haute-Savoie ).
1886. DUNCAN, Consulting Engineer, Empire Building, Liberty Street, 55, New-York City.
1902  EGOROFF ( Dimitry), professeur & I’Université, Povarskaya, Borissoglebsky per., n° 8,
a Moscou ( Russie).
1912. EISENHARDT (L.-P.), professeur a 1'Université de Princeton, Alexander Street, 22,
a Princeton (New-lersey, Etats-Unis).
1903. ESPANET, ingénieur civil, Brazil Railway Company, rue Louis-le-Grand, g, a Paris.
1900. ESTANAVE, docteur és sciences, secrétaire de la Faculté des Sciences de Marseille.
1907. ETIEL, professecur de Mathématiques et d’Astronomie au Collége de Saint-Thomas, a
Saint-Paul (Minnesota, Etats-Unis).
1896. EUVERTE, ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, ancien capitaine d’artillerie, rue
du Pré-aux-Clercs, 18, a Paris (7°).
1888. IABRY, professeur a la Faculté des Sciences, rue Chaptal, 17, 2 Montpellier.
1906. FARAGGI, professeur, galerie Sarlande, 1, a Alger. '
1904. FATOU, docteur és sciences, astronome-adjoint a 1'Observatoire, boulevard du Mont-
Parnasse, 172, & Paris (14°). -
1891. FAUQUEMBERGUE, professeur au Iycée, a Mont-de-Marsan.
1892. FEHR (Henri), professeur a I'Université, route de Florissant, 110, 4 Genéve ( Suisse ).
1885. FIELDS (J.), professeur a I'Université, Toronto (Ontario, Canada).
1881. FLOQUET, doyen de la Faculté des Sciences, rue de la Commanderie, 21, 4 Nancy.
1872. FLYL SAINTE-MARIE, chief d’escadron d’artillerie en retraite, ancien répétiteur a I’Ecole
Polytechnique, place Royer-Collard, a Vitry-le-I'rangois (Marne).
1897. FONTENE, inspecteur de I'Académie de Paris, rue Le Gofl, 7, a Paris (5°).
1903. FORD ( Warter R.), professeur de mathématiques a 1'Université de Michigan, a Ann
Arbor (Michigan, Etats-Unis).
1889. FOUCHE, répétiteur a I'Ecole Polytechnique, rue Soufflot, 5, a Paris (5¢).
1905. FOUET, professeur a I'Institut catholique, rue Le Verrier, 17, a Paris (6°).
1872. FOURET, ancien examinateur d'admission a I'Ecole Polytechnique, avenue Carnot, 4,
a Paris (17°). S. P.
1903. FRAISSE, inspecteur des études au Prytanée, a La Iliche (Sarthe).
1911. l"lll"ICIIET, professeur a la Faculté des Sciences, a Poitiers.
1903. FUETER, professeur a I'Université, Friedrichsplatz, gu1, a Karlsruhe (Allemagne).
1911. GALBRUN, docteur és sciences, avenue Emile-Deschanel, 14, a Paris (7°).
1900. GALDEANO (Z.-G. pe), correspondant des Académies royales des Sciences de Madrid et
de Lisbonne, professeur a I’Université, Calle del Coso, gg, & Saragosse (Espagne).
1906. GARGAM DE MONCETZ, licencié és sciences, square de Latour-Maubourg, 8, a Paris (7°).
1872.

GARIEL, inspecteur général des ponts et chaussces en retraite, prolesscur honoraire
a la Faculté de Médecine, rue Edouard-Detaille, 6, a Paris (17°).
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1908.
1911.
1396.

1890.
1906.
1897.

1913.
1913.
1903.

1907.
1881.
1912.
1896.
1899.
1880.

1906.
1900.

1907.
1881.
1885.
1896.
1910.
1894.

1901.
1909.

1872.
1905.
1892.
1911.
1911.
1913.
18Y5.

1880.

GARNIER, maitre de conférences a la Faculté des Sciences, a Poitiers.

61U, maitre des conférences a la Faculté des Sciences, a Grenoble.

GAUTIHER-VILLARS, ancien éléve de I'cole Polytechnique, éditeur, quai des Grands-
Augustins, 55, a Paris (6°).

GEBBIA, professeur libre a I’'Université, a Palerme (Italie).

GERARDIN, quai Claude-le-Lorrain, 32, a Nancy.

GERRANS, professeur 2 Worcester College, Saint-John street, 20, a Oxford (Grande-
Bretagne).

GIRAUD, agrégé de mathématiques, rue Le Verrier, 11, & Paris (6°).

GODEAUX, rue Victor-Cousin, 6, a Paris.

GODEY, ancien éléve de P'Ecole Polytechnique, rue du Bois-de-Boulogne, 7, a
Paris (16°).

60T (Th.), docteur és sciences, villa Bianca, rue Fanelli, quartier Bompard, a
Marseille.

GOURSAT, professeur a la Faculté des Sciences, répétiteur a 1'Ecole Polytechnique,

- rue Denfert-Rochereau, 3g, a2 Paris (5°). S. P.

GRAMONT (A. ve), licencié és sciences, rue de Ponthieu, 62, a Paris, (8¢).

Glﬁli\’Y, professeur au lycée Saint-Louis, rue Claude-Bernard, 71, a Paris (5°).

GUADET, ancien éléve de 1'Ecole Polytechnique, rue de ’Université, 69, a Paris (7°).

GUCCIA (Jean), professeur a I'Université, via Ruggiero Settimo, 30, & Palerme
(Italie).

GUERBY, professecur au collége Stanislas, rue d’Assas, 50, a Paris (6°). S. P.

GUICHARD (C.), professeur a la Faculté des Sciences, rue Boulainvilliers, 14,
a Paris (16°).

GUICHARD (L.), professeur de mathématiques au collége de Barbezieux (Charente).

GUNTHER ( D* Sigismond), professeur a I'Ecole Polytechnique, 2 Munich ( Baviére).

GUYOU, membre de I'Institut, boulevard Raspail, 284, a Paris (14*).

HADAMARD, membre de l'Institut, professeur au Collége de France et a I’Ecole
Polytechnique, rue Humboldt, 25, & Paris (14°). S. P.

HALPHEN (Ch.), professeur de Géométrie descriptive au Collége Chaptal, Chaussée
de 1a Muette, 8 bis, a Paris (16°).

HALSTED (G.-B.), Colorado State Teachere College, a2 Greeley (Colorado, Etats-
Unis). S. P.

HANCOCK, professeur a1'Université de Cincinnati, Auburn Hotel (Ohio, Etats-Unis).

HANSEN, privat-docent a I'Université, Strandboulevarden, 66, Copenhague (Dane-
mark ).
HATON DE LA GOUPILLIERE, membre de I'Institut, inspecteur général des mines, direc-
teur honoraire de I’Ecole des Mines, rue de Vaugirard, 56, a Paris (6°). S. P.
HEDRICK, professeur a I’'Université, South Ninth street, 302, a Columbia (Missouri,
Etats-Unis).

HERMANN, libraire-éditeur, rue de la Sorbonne, 8, a Paris (5°).

HIERHOLTZ, professeur, avenue de Belmont, 28, a Montreux (Suisse).

HOLMGREN, professeur a YUniversité d'Upsal, a I'Observatoire, Upsal ( Suéde).

HOORN (pE), rue de 1'Odéon, 3, a Paris (6°).

HOTT (S.), professeur a I'cole St*-Croix de Neuilly, boulevard Pereire, 218 bis,
a Paris (17°). S. P.

UUMBERT, membre de I'Institut, ingénieur en chef des mines, professeur a I'Ecole
Polytechnique, rue Daubigny, 6, a Paris (17°).
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1907. HUSSON, professeur a la Faculté des Sciences, rue des Tiercelins, 6o, a Nancy.

1881. IMBER, ancien directeur des études a I'Ecole Centrale, ancien membre du Conseil de
I'Ecole Centrale, place Voltaire, 2, a Paris (11°).

1896. JACQUET (E.), professeur, rue Lagarde, 3, a Paris (5°).

1914. JAGER (F.), licencié és sciences, avenue de la Grande-Armée, 69, & Paris (16°).

1898. JANNKE (E.), professeur a I’Académie des Mines, Darmstidter strasse, 11, &
Berlin, W.15 (Allemagne).

1903. JENSEN (J.-L.-W.-V.), ingénieur en chef des Téléphones, Frederiksberg allée, 68, a
Copenhague (Danemark).

1872. JORDAN, membre de P’Institut, professeur a I’Ecole Polytechnique et au Collége de.
France, rue de Varenne, 48, a Paris (7). S.P.

1914. JORDAN (Cu.), docteur és sciences, Liszngai utca 15, A Budapest (Autriche-Hongrie).

1913. KASNER (E.), professeur a I'Université Columbia, & New-York (Etats-Unis).

1910. KERAVAL, professeur au lycée Louis-le-Grand, avenue du Maine, 46, a Paris (14°).

1913. KIVELIOVITCH, licencié és sciences, rue Laromiguiére, 6, 2 Paris (5*).

1892. KOCH (H. vox), professeur a I’Ecole Polytechnique, a Djursholm-Stockholm
(Suéde).

1880. KENIGS, professeur a la Faculté des Sciences, examinateur d’admission a I'Ecole
Polytechnique, boulevard Arago, 101, a Paris (14°).

1913. KORN (A.), ancien professeur de I’Université de Munich, Schliiterstrasse, 25, a
Charlottenburg ( Allemagne).

1913. KOSTITZIN (V.), avenue Villemin, 32, a Paris.

1912. KOWALEWSKI (G.), professeur a la Technische Hochschule, Husgasse, 5, a Prague
(Bohéme).

1907. KRYLOFF, professeur d’analyse a 1'Ecole supérieure des Mines, a Saint-Pétersbourg
(Russie ).

1897. LACAUCHIE, ingénieur civil, rue Brochant, 18, a Paris (17°).

1873. LAISANT, docteur és sciences, répétiteur et examinateur a I’Ecole Polytechnique,
rue du Conseil, 5, a Asniéres (Seine).

1906. LALESCO, maitre de conférences a 1'Université, str. Luterana, 31, a Bucarest.

1893. LANCELIN, astronome-adjoint a 1’Observatoire, rue Boissonnade, 3, a Paris (14°).

1899. LANDAU, professeur a 1'Université, Herzbergerchaussee, 48, a Gottingen (Allemagne).

1896. LAROLE, ingénieur des télégraphes, rue Froidevaux, 8, a Paris (14*).

1908. LATTES, professeur a la Faculté des Sciences, rue de Metz, 24, a Toulouse.

1896. LEAU, professeur au lycée Michelet, rue Denfert-Rochereau, 83, a Paris (14*).

1880. LEAUTE, membre de I'lnstitut, boulevard de Courcelles, 18, a Paris (17°). S. P.

189G. LEBEL, professeur au lycée, rue Pelletier-de-Chambrun, 12, a Dijon.

1902. LEBESGUL, maitre de conférences a la Faculté des Sciences de Paris, avenue de la
Tourelle, 7, & Saint-Mandé.

1903. LEBEUF, directeur de I'Observatoire, professeur d’astronomie a 1'Université, a
Besangon.

1893. LECORNU, membre de D'Institut, Inspecteur général des mines, professeur a I'Ecole
_Polytechnique, rue Gay-Lussac, 3, a Paris (5°).

1895. LEMERAY, licencié és sciences mathématiques et physiques, ingénieur civil du génie
maritime, villa Véga, a Antibes (Alpes-Maritimes).

1904. LEMOYNE (T.), rue Claude-Bernard, 41, a Paris (5°).

1895. LE ROUX, professeur a la Faculté des Sciences, rue de Chaiteaudun, 13, a Rennes.

1898.

LE ROY, professeur au lycéc Saint-Louis, rue Cassette, 27, a Paris (6°).



Date
de
Padmission.
1891. LERY, agent-voyer en chef de Seine-et-Oise, rue Magenta, 5, a Versailles.
1900. LEVI CIVITA (T.), professeur a I'Université, via Altinate, 14, 2 Padoue (ltalie).
1907. LESGOURGUES, professeur au lycée Henri 1V, rue Jean-Bart, 4, a Paris (6°).
1902. LEVY (Albert), professeur au lycée Saint-Louis, rue de Rennes, 86, a Paris (6¢).
1907. LEVY (Paul), ingénieur des mines, répétiteur d'analyse a I'Ecole Polytechnique,
rue Chernoviz, g, a Paris (16°).
1898. LINDELOF (Ernst), professeur a I'Université, Sandvikskajen, 15, a Helsingfors (Finlande).
1877. LINDEMANN, professeur a I'Université, Franz-Josefstrasse, g, & Munich (Baviére).
1886. LIOUVILLE, ingénieur des poudres, examinateur des éléves & I’Ecole Polytechnique,
quai Henri IV, 12, a Paris (4*).
1912. LOVETT (E.-O.), Rice Institute, a Houston ( Texas, Etats-Unis).
1888. LUCAS (Félix ), ingénieur en chef des ponts et chaussées en retraite, rue Boissiére,
3o, a Paris (16°).
1902. LUCAS-GIRARDVILLE, a la Manufacture de I’Etat, a Tonneins.
1902. LUCAS DE PESLOUAN, ancien éléve de 1’Ecole Polytechnique, avenue Rapp, 41, a Paris (7°).
1913. LUSIN, professeur adjoint a I'Université de Moscou, rue Stanislas, 14, a Paris (6°).
1895. MAILLET, ingénieur des ponts et chaussées, répétiteur a I'Ecole Polytechnique, rue
de Fontenay, 11, a Bourg-la-Reine (Seine). S. P.
1913. MALAISE (J.), rue Grandgagnage, 7, & Liége (Belgique).
1905. MALUSKI, proviseur du lycée de Nimes.
1906. MARCUS, licencié és sciences, rue de Rambervilliers, 6, & Paris (12°).
1904. MAROTTE, professeur au lycée Charlemagne, rue de Reuilly, 35 &is, a Paris (12°).
1884. MARTIN (Artemas), 918 N. Street, N. W., a Washington D. C. (Etats-Unis).
1897. MEHMKE, professeur a I’Ecole technique supérieure, Lowenstrasse, a Stuttgart-
Degerloch ( Wurtemberg).
1889. MENDIZABAL TAMBOREL (pE), membre de la Société de Géographie de Mexico, calle
de Jesus, 13, a Mexico (Mexique). S. P.
1884. MERCRREAU, licencié és sciences, docteur en médecine, rue de I'Université, 191,
a Paris (7°). S. P.
1902. MERLIN (Emile), chargé des cours d’astronomie mathématique et de géodésie a
I’Université, rue d’Ostende, 11, a Gand (Belgique).
1907. MERLIN (Jean), astronome & 1’Observatoire de Lyon, & Saint-Genis-Laval ( Rhéone).
1904. METILER, professeur a I'Université, a Syracuse (Etat de New-York).
1909. MICHEL (Charles), professeur au lycée Saint-Louis, rue Sarrette, 14, a Paris (14°).
1893. MICHEL (Frangois), ingénieur, licencié és sciences, chef du service des parcours de
la Compagnie des chemins de fer du Nord, faubourg Saint-Denis, 210, a
Paris (10°).
1873. MITTAC-LEFFLER, professeur a I’Université, & Djursholm-Stockholin (Suéde).
1902. MOLK (J.), professeur a la Faculté des Sciences, rue d’Alliance, 8, a Nancy.
1907. MONTEL, chargé de conférences a la Faculté des Sciences, répétiteur d’analyse a
I'Ecole Polytechnique, boulevard de Vaugirard, 57, a Paris (15¢).
1898. MONTESSUS DE BALLORE (vicomte Robert pe), professeur a la Faculté libre des
Sciences, boulevard Bigot-Danel, 15, a Lille (Nord).
1911. MOORE (CH.-N.), professeur assistant a I'Université de Cincinnati (Etats<Unis).
*=1903. MULLER (J.-0.), Venusbergerweg, 32, a Bonn (Allemagne).
1909. NEOVIUS, ancien professeur a I'Université d’Helsingfors, Chr. Vinthersvei 3!, a Co-
penhague ( Danemark ). )
1885. NEUBERG, professeur a I'Université, rue Sclessin, 6, a Liége (Belgique).
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1897. NICOLLIER, professeur, la Chataigneraie, & Saint-Clarens ( Vaud, Suisse).

1900. NIEWENGLOWSKI, docteur és sciences, inspecteur geneml de I'Instruction publique,
rue de l'Arb'llete, 35, a Paris (5°).

1882. OCAGNE (M. »’), ingénieur en chef des ponts et chaussées, professeur a I'Ecole
Polytechnique et & I'Ecole des Ponts et Chaussées, rue La Boétie, 30, &
Paris (8°). S. P.

1905. OUIVET, 4g, rue d’Arras, 2 Donai.

1873. OVIDIO (E. v’), professeur a ’Université, Corso Sommeiller, 16, a Turin (Italie).

1901. PADE (H.), recteur de 'Académie de Besanqon

1893. PAINLEVE, membre de I’ Institut, professeur a la Faculté des Sciences et a I’Ecole
Polytechnique, rue Séguier, 18, a Paris (6°).

1912. PANGE (oe), ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, rue Frangois I, 32, a
Paris (8°).

1888. PAPELIER, professeur au lycée, rue Notre-Dame-de-Recouvrance, 29, a Orléans.

1881. PELLET, professeur a la Faculté des Sciences, boulevard Gergovia, 7, a Clermont-
Ferrand.

1881. PEROTT (Joseph), Université Clark, 2 Worcester ( Massachusetts, Ktats-Unis). S. P.

1892. PERRIN (KElie), professeur de mathématiques, rue Tarbé, 3, & Paris (17°).

1896. PETROVITCH, professeur a I'Université, Kossantch-Venac, 26, a Belgrade (Serbie).
1902. PETROVITCH (S.), général major, professeur ordinaire a I’Académie d’artillerie
Michel, Sergevskaia, 42, log. 10, & Saint-Pétersbourg. :

1887. PRIZO (bEL), professeur a I’Université, piazza San Marcellino, 2, a Naples (Italie).

1905. PFEIFFER, maitre de conférences a 1'Université, Szaoudl Wladimirskaia 45, log 1I,
a Kiew (Russie).

1306. PHILIPPE (Léon), inspecteur général des ponts et chaussées, rue de Turin, 23 bis,
a Paris (8¢).

1879. PICARD (Emile), membre de I'Institut, membre du Bureau des Longitudes, pro-
fesseur a la Faculté des Sciences et a I’Ecole Centrale des Arts et Manufac-
tures, rue Joseph-Bara, 4, a Paris (6°).

1872. PICQUET, chef de bataillon du génie, examinateur des éléves a I’Ecole Polytech-
nique, rue Monsieur-le-Prince, 4, a Paris (6°).

1899. PIERPONT (James), professeur a I'Université Yale, Mansfield street, 42, 2 New Haven
(Connecticut, Elats-Unis).

1913. PODTIAGUINE (N.), rue Stanislas, 14, a Paris (6°).

1906. POPOVICI, professeur a la Faculté des Sciences de Jassy (Roumanie).

1894. POTRON (M.), docteur és sciences, professeur aux Facultés catholiques de I’Ouest,
rue Rabelais, 46, a Angers (Maine-et-Loire).

1899. PRINGSHEIM, professeur a I’Université, Arcisstrasse, 12, a Miinich (Baviére).

1896. PRUVOST, inspecteur général honoraire de Ilnstruction publique, 11, rue de la
Tour, a Paris (16°).

1902. PUX (Victor), ancien éléve de I'Ecole Polytechnique, professeur de mathématiques,
rue Madame, 54, a Paris (6°).

1896. (QUIQUET, actuaire de la Compagnie la IVa.wnaIe, boulevard Saint-Germain, g2, a
Paris (5°). -

1903. REMOUNDOS, professeur d’analyse supérieure a la Faculté des Sciences, rue Spyridion
Tricoupis, 54, 2 Athénes (Gréce).

1906. REMY, docteur és sciences, ingénieur des mines, rue Jeanne-d’Arc, 25, a Arras

( Pas-de-Calais ).
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1903.

1908.
1908.
1903.
1909.
1908.
1896.
1906.
1911.
1900.
1872.

1885.
1907.
1897.
1901.
1896.
1882.

1900.

1908.

1912.
1900.

1909.
1912.
1912.
1879.
1898.
1904.
1904.

1872.
1913.

1882.

1899.
1910.
1913.
1912.
1910.

RICHARD, docteur és sciences mathématiques, professeur au lycée, rue de Fonds, 100,
a Chateauroux.

RICHARD D’ABONGOURT (pE), anc. éléve de I’Ecole Polytechnique, rue Nationale, 74, a Lille.

RISSER, actuaire au Ministére du Travail, rue Sédillot, 5, a Paris (7°).

ROCHE, agrégé de mathématiques, rue d’Assas, 76, a Paris (6°).

ROSENBLATT, docteur en philosophie, rue Basztowa, 19, a Cracovie (Autriche).

ROTHROCK, Professeur a I'Université, a Bloomington (Indiana, Etats-Unis).

ROUGIER, professeur au lycée et a I’Ecole des ingénieurs, rue Sylvabelle, 84, a Marseille.

ROUSIERS, professeur au collége Stanislas, boulevard du Montparnasse, 62, a Paris (14°).

RUDNICKI, licencié és sciences, avenue Reille, 28, a Paris (14°)

SALTYKOW, professeur a 1'Université, a Kharkow (Russie). S. P.

SARTIAUX, ingénieur en chef des ponts et chaussées, chel de l'exploitation a la
Compagnie du chemin de fer du Nord, a Paris.

SAUVAGE, professeur a la Faculté des Sciences de Marseille.

SCHENFLIES, professeur a I’'Université, Schumannstrasse, 62, a Francfort (Allemagne).

SCHOU (Erik), ingénieur, Hollaendervez, 12, 2 Copenhague (Danemark).

SEE (Thomas-J.-J.), Observatory Mare Island ( Californie).

SEGI:IEII (J.-A. bE), docteur és sciences, rue du Bac, 114, a Paris (7°).

SELIVANOFF (Démétrius), professeur a I’Université, Fontanka, 116, log. 16, a Saint-
Pétersbourg. S. P.

SERVANT, chargé de conférences a la Sorbonne, a Bourg-la-Reine (Seine).

SHAW (J.-B.), professeur a I'Université, West California; go1, Ave Urbana (Illinois,
Etats-Unis).

SIRE.

SPARRE (comte pe), doyen de la Faculté catholique des Sciences, avenue de la
Bibliothéque, 7, a Lyon. S. P.

SPEISER (Andreas), privat-docent a I'Université, Stephansplan, 7, a Strasbourg (Alle-
magne ).

STECKER (H.-F.), professeur de Mathématiques, a Pensylvania State College,
Miles St. 306 (Pensylvanie, Etats-Unis).

STEINHAUS (H.), docteur de I'Université de Gotlingen, a Jaslo (Rynek) (Autriche-
Hongrie).

STEPHANOS, professeur a I’Université, rue Solon, 20, 2 Athénes (Gréce).

STORMER, professeur a I'Université, Cort Adelers gade, 12, a Christiania (Norvége).

SUDRIA, directeur de I’Ecole préparatoire a I’Ecole supérieure d'électricité, rue de
Staél, 26, a Paris (14°*).

SUNDMAN, maitre de. conférences a l'Université, Fredriksgatan, 19, & Helsmgfors
(Finlande).

SYLOW, professeur a I'Université, Majorstuveien, 16 III, a Christiania (Norvége).S. P.

TAMARKINE, répétiteur a I'Ecole impériale des Ponts et Chaussées, rue Liteinaia), 45,
App. 33, a Saint-Pétersbourg (Russie).

TARRY (G.), membre de la Société philomathique de Paris, boulevard de Stras-
bourg, 182, au Havre. S. P.

THYBAUT, professeur au lycée Henri IV, boulevard St-Germaln, 50, a Paris (5°).

TIMOCHENKO, professeur a I’Institut Empereur Alexandre 1I, a Kiew (Russie).

TING (O.), via Lagrange, 2, a Turin (Italie).

TOUCHARD, ingénieur des Arts et Manufactures, boulevard Haussmann, 150, & Paris (8¢).

TRAYNARD, professeur a la Faculté des Sciences de Besangon,



Date
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I'admission.

1872. TRESCA, ingénieur en chef des ponts et chanssées en retraite, rue du Général-

1896.
1907.
1911.

Henrion-Rerthier, 7, a Neuilly-sur-Seine ( Seine).
TRESSE, professeur au collége Rollin, rue Mizon, 6, a Paris (15°).
TRIPIB}! (H.), licencié és sciences, rue Alphonse-de-Neuville, 17, a Paris (17°).
TURRIERE, docteur és sciences, professeur au lycée de Montpellier.

1913. VALIRON, agrégé de 1’Université, rue Adolphe-Focillon, 8, a Paris (5°).

1893.

1904.
1905.

VALLEE-POUSSIN (Ch.-J. v LA), membre de 1’Académie. Royale des Sciences, des
Lettres et des Beaux-Arts de Belgique, professeur a 1’Université, rue de la
Station, 149, a Louvain (Belgique).

VANDEUREN, professeur a I'Ecole militaire, avenue Macan, 16, a Bruxelles.

VAN VLECK, professeur de mathématiques, University of Wisconsin, a Madison
(Wisconsin, Etats-Unis).

1897. VASSILAS-VITALIS (J.), professeur a I'Ecole militaire supérieure, rue Epicure, 13,

1898.

1909.
1913.
1901.

a Athénes (Gréce).
VASSILIEF, membre du Conseil d’Etat, Vassili Ostrow ligne 12, m. 19, a Saint-Péters-
bourg (Russie).
VEIL (M" S.), licenciée és sciences, boulevard de Strasbourg, 55, a Paris (10°).
VEBLEN (O.), professeur a 1'Université de Princeton ( Etats-Unis).
VESSIOT, prolesseur a Ia Faculté des Sciences, boulevard Raspail, 234, a Paris (14°).

1911. VILLAT, maitre de conférences a 1'Université dec Montpellier.
1888. VOLTERRA ( Vito), professeur a I'Université, via in Lucina, 17, 2 Rome.
1900. VUIBERT, éditeur, houlevard Saint-Germain, 63, a Paris (5°).

1880.
1879.
1906.

1911.
1909.

1878.

1912.

1882.

1890.

1903.
1881.

WALCKENAER, iugénieur en chef des mines, boulevard St-Germain, 218, a Paris (7°).

WEILL, directeur du collége Chaptal, boulevard des Batignolles, 45, a Paris (8°).

WILSON (E.-B.), professeur a I'Institut de technologie, a Boston (Massachusetts,
Etats-Unis).

WINTER, avenue d’léna, 66, a Paris (16°).

WO00DS (F.-S.), professeur a I'Institut de Technologie, a Boston (Massachusetts,
Etats-Unis ).

WORMS DE ROMILLY, inspecteur général des mines, en retraite, quai de Passy, 14,
a Paris (16°).

YOUNG (W.-H.), membre de la Société Royale de Londres, professeur a 'Université
de Liverpool, a la Nonette de la Forét, Genéve (Suisse).

LABOUDSKI, membre du Comité d’artillerie et professeur a I’Académie d'Artilleric
Znamenskaia, 22, 4 Saint-Pétersbourg ( Russie).

LAREMB), professeur a la Faculté de Philosophie de I'Université, rue Zytnia, 21, a
Cracovie (Autriche).

LERVOS, professeur agrégé a 'Université, rue Acharnon, 41, a Athénes (Greéce).

LEUTHEN, professeur a 1'Université, Forchhammers Vej. 12, a Copenhague (Dane-
mark ).

1898. ZLIWET, professeur de Mathématiques a 1'Université de Michigan, South Ingalls

1911.
1909.

street, 644, a Ann Arbor (Michigan, Etats-Unis).
ZOARD DE GKOCZE, professeur a 1'Université, V. ker foréal, a Budapest ( Hongrie).
LORETTI, professeur de Mécanique a la Faculté des Sciences de Caen.

Membres décédés en 1943 : MM. BOURLET, LEZ, DE POLISNAC, PRUVOST, SCHOUTE,
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SOCIETAIRES PERPETUELS DECEDES.

BENOIST. — BIENAYME. — BISCHOFFSHEIM, — BORCHARDT. — BOURLET. — CANET.
CHASLES. — CLAUDE-LAFONTAINE. — GAUTHIER-VILLARS. — HALPHEN. — HERMITE.
HIRST. — LAFON DE LADEBAT. — MANNHEIM. — PERRIN (R.). — POINCARE. — DE
POLIGNAC. — RAFFY. — TANNERY (PAUL). — TCHEBICUEF. — VIELLARD.

LISTE
PRESIDENTS DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

DEPUIS SA FONDATION.

NN, M.

1873 CHASLES. 1894  PICQUET.
1874  LAFON DE LADEBAT. 1895  GOURSAT.
1875 BIENAYME. 1896 K@ENIES.
1876  DE LA GOURNERIE. 1897  PICARD.
1877  MANNHEIM. 1898  LECORNU.
1878 DARBOUX. 1899  euyou.
1879 0. BONNET. 1900  POINCARK.
1880  JORDAN. 1901  D’OCAGNE.
1881  LAGUERRE. 1902  RAFFY,
1882  HALPHEN. 1903  PAINLEVE.
1883  ROUCHE. 1904  CARVALLO.
1884  PICARD. 1905  BOREL.
1885  APPELL. 1906 UIADAMARD.
1886  POINCARE. 1907  BLUTEL.
1887  FOURET. 1908  PERRIN (R.).
1888  LAISANT. 1909  BIOCHE.
1889  ANDRE (D.). 1910  BRICARD.
1890  HATON DE LA GOUPILLIERE. 1911 LEVY (L.).
1891  COLLIGVON. 1912 ANDOYER.
1892  VICAIRE. 1913 COSSERAT (F.).
1893  HUMBERT. 1914  VESSIOT.
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Liste des Sociétés scientitiques et des Recueils périodiques avec lesquels
la Société mathématique de France échange son Bulletin.

Amsterdam.......
Amsterdam.......
Amsterdam.......

Berlin............
Berlin............

Bologne..........
Bordeaux.. .......
Bruxelles.........

Bruxelles.........
Calcutta..........
Cambridge
Christiania. ......
Coimbre. ........

Copenhague. .....
Copenhague......

Cracovie..........

Edimbourg. ......
Edimbourg.......
Gand
Gottingen........
Halifax.....
Hambourg........
Harlem...........

Leipzig...........
Leipzig...........
Leipzig...........

Londres..........
Londres......... .

Académie Royale des Sciences d’Amsterdam.

Société mathématique d’Amsterdam.

Revue semestrielle des publications mathéma-
tiques.

Naturforschende Gesellschaft.

American Journal of Mathematics.

Académie des Sciences de Berlin.

Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathe-
matik.

Journal fiir die reine und angewandte Ma-
thematik.

Académie des Sciences de Bologue.

Société des Sciences physiques et naturelles.

Académie Royale des Sciences, des Lettres et
des Beaux-Arts de Belgique.

Société scientilique de Bruxelles.

Calcutta mathematical Society.

Cambridge philosophical Society.

Archiv for Mathematik og Naturvidenskab.

Annaes scientificos da Academia Polytech-
nica do Porto.

Nyt Tidsskrift for Mathematih.

Det Kongelige danske videnskabernes sels-
kabs Skrifter.

Académie des Sciences de Cracovie.

Académie technique.

Société Royale d’Edimbourg.

Société mathématique d’Edimbourg.

Mathesis.

Société Royale des Sciences de Gottingen.

Nova Scotian Institute of Science.

Société mathématique de Hambourg.

Société hollandaise des Sciences.

Société des Sciences de Finlande.

Université de Kansas.

Société physico-mathématique.

Annales de 'Université.

Société mathématique de Kharkow.

Société Royale des Sciences de Saxe.

Mathematische Annalen,

Archiv der Mathematik und Physik.

Société Royale des Sciences.

Periodico di Matematica.

Société astronomique de Londres.

Société mathématique de Londres.

Pays-Bas.
Pays-Bas.

Pays-Bas.
Suisse.
Etats-Unis.
Allemagne.

Allemagne.

Allemagne.
ltalie.
France.

Belgique.
Belgique.
Inde anglaise.
Grande-Bretagne,
Norvége.

Portugal.
Danemark.

Danemark.
Autriche.
Pays-Bas. -

Grande-Bretagne.
Grande-Bretagne.
Relgique.
Allemagne.
NUe_Ecosse (Canada)
Allemagne.
Hollande.
Finlande.
Etats-Unis.
Russie.
Russie.
Russie.

Allemagne.
Allemagne.
Allemagne.

Belgique.
Italie,
Grande-Bretagne.

Grande-Bretagne,



Londres..........
Luxembourg......
Marseille.........
Mexico
Milan

Moscou...........
Munich...........
Naples. ..........

Prague
Prague
Prague

Princeton.........
Rennes......... ..

Sophia
Stockholm........
Stockholm. ......
Stockholm
Tokyo ..
Toulouse. ........

Upsal. ........ -

Zagreb (Agram)..
Zurich
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Société Royale de Londres.

Institut grand ducal de Luxembourg.

Annales de la Faculteé des Sciences.

Sociedad cientifica .dntonio Alzate.

Institut Royal lombard des Sciences et
Lettres.

Société muthématique de Moscou.

Académie des Sciences de Munich.

Académie Royale des Sciences physiques el
mathématiques de Naples.

Académiedes Scienceset Arts duConnecticut.

American mathematical Society.

Société des naturalistes de la Nouvelle-Russie.

Rendiconti del Circolo matematico.

Académie des Sciences de Paris.

Association frangaise pour I'avancement des
Sciences.

Société philomathique de Paris.

Bulletin des Sciences mathématiques.

Journal de I Ecole Polytechnique.

Institut des Actuaires frangais.

Intermédiaire des Mathématiciens.

Ecole Royale Normale supérieure de Pise.

Université Royale de Pise.

1l Nuovo Cimento. .

Académie des Sciences de Bohéme.

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky.

Société mathématique de Bohéme.

Annals of Mathematics.

Travaux de I’Université.

Académie Royale des Lincer.

Societa italiana delle Scienze.

Societa per il progresso delle Scienze.

Académie Impériale des Sciences.

Annuaire de I'Université de Sophia.

Acta mathematica.

Archiv. for Mathematik.

Bibliotheca mathematica.

Mathematico-physical Society.

Annales de la Faculte des Sciences.

Académie des Sciences.

Sociétée Royale des Sciences d'Upsal.

Prace Matematyczno Fizyczne.

Institut Royal des Sciences, Lettres et Arts.

Académie Impériale des Sciences de Vienne.

Monatshefte fiir Mathematik und Physik.

Académie Sud-Slave desSciences et Beaux-Arts

Naturforschende Gesellschaft.

Grande-Bretagne.
Luxembourg.
France.
Mexique.

ltalie.
Russie.
Baviére.

Italie.
Etats-Unis.
Etats-Unis.

Russie.
Italie.
France.

France.
France.
France.
Irance.
France.
France.
Italie.
ltalie.
Italie,
Autriche.
Autriche.
Autriche.
New-Jersey, Etats-Unis
France.
Italie .
Italie.
Italie,
Russie.
Bulgarie.
Suéde.
Suéde.
Suéde.
Japon.
France.
Italie.
Suéde.
Russie.
Italie.
Autriche.
Autriche.
Autriche-Hongrie.
Suisse.
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COMPTES RENDUS DES SEANCES.

SEANCE DU 14 JANVIER 1914.

PRESIDENCE DE M. F. COSSERAT.

La Société, réunie en Assemblée générale, procéde au renouvel-
ement de son Bureau et d'une partie du Conseil; elle entend le
rapport de la Commission des Comples et en adopte les conclusions
a I'unanimité.

Sont élus, a 'unanimité, membres de la Société : M. Francois
Jager, présenté par MM. Appell et Lebesgue, et M. Charles Jordan,
présenté par MM. Turriére et Montel.

Communication :

M. Cartan : Sur certaines familles naturelles de courbes.

Etant donné un systéme d’équations différentielles dont la solution
générale dépend d’une fonction arbitraire d’un argument, on peut
indiquer la condition nécessaire et suffisante a laquelle doit satisfaire
ce systéme pour que la solution générale puisse s’obtenir en prenant,
pour la variable indépendante et les fonctions inconnues, des expres-
sions dépendant d’une maniére délerminée d’un paramétre variable,
d’une fonction arbitraire de ce paramétre et de ses dérivées jusqu’a
un certain ordre, enfin de constantes arbitraires en nombre fini.

Cette condition s’énonce assez simplement lorsque le systéme diffé-
rentiel a été ramené, ce qui est toujours possible, a un systéme d’un
certain nombre n d’équations aux différentielles totales a n 2
variables, dont n + 1 dépendantes et 1 indépendante. Nous dirons
qu’un systéme qui satisfait a cette condition est de classe zéro.

On peut se proposer de chercher tous les systémes de classe zéro
qui définissent une famille naturelle de courbes, c’est-a-dire qui
s’obtiennent en établissant une relation donnée entre la courbure, la
torsion et leurs dérivées par rapport a I'arc jusqu’a un certain ordre.
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Si Ia relation considérée ne contient que la courbure et la torsion,
elle exprime nécessairement que le rapport de la torsion a la courbure
a une valeur constante donnée : ce résultat, en ce gu’il a de positif,
est classique.

Si la relation considérée contient en outreé la dérivée de la courbure
par rapport a P’arc, on trouve d’abord une famille de courbes, éga-
lement classique, définie par la relation

ce sont les courbes gauches tracés sur une sphére de rayon donné a.

in dehors de cette famille de courbes, il en existe trois aulres, toutes
imaginaires, qui sont intéressantes par les relations qu’elles ont avec
ia famille des courbes minima. Elles sont définies respectivement par
les équations

_g_fR 1 [

Rds TT a=®

dR + I v
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La courbe (C) la plus générale de la premiére famille s’obtient en
portant a partir d’un point variable P d’une courbe minima quel-
conque (I') un vecteur PKZ égal a \a Z—S, ol ¢ désigne le pseudo-arc
de la courbe minima. L’arc de la courbe (C) a une expression
remarquable : c’est le pseudo-arc de la courbe (I'), multiplié par
le facteur constant \/a. On a donc ainsi une construction géométrique
ramenant la notion de pseudo-arc d'un courbe minima a la notion
ordinaire d’arc d’'une courbe non minima.

La courbe (C) la plus générale de la seconde famille s’obtient en
partant d'une courbe minima quelconque (T), en portant a partir

d’un point quelconque P de cette courbe la longueur PQ = — % sur

ap . R
le vecteur ~o3 ¢t en menant par le point Q la paralléle a la tangente

en P a la courbe (T') jusqu’a son intersection M avec le plan mené
par P parallélement a un plan isotrope fixe II. Ici encore Uarc de la
courbe (C) est égal a\/aa.

Enfin la courbe (C) la plus générale de la troisiéme famille s’obtient
en menant par un point variable P d’une courbe minima quel-
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——
conque (I') un vecteur PM paralléle a la direction isotrope d'un plan
’ ‘ ——
isotrope fixe II et lel que le produil géométrique du vecteur PM par
——>
le vecteur PO, ou O est un point fixe, d'ailleurs quelconque, du
plan II, soit égal & — 5@ Si I'on choisit les axes de maniére que le
plan II ait pour équation
z— 1y =o,

'arc de la courbe (C) est égal & ialog (x — iy).

Les courbes de la troisiéme famille sont ainsi rectifiables. 1l n’en
est pas de méme de celles des deux premiéres familles : je veux dire
par la qu’il est impossible d’exprimer les coordonnées d'un point,
ainsi que l'arc de la courbe la plus générale d’une de ces familles,
par des formules dépendant d’une maniére déterminée d'un paramétre
variable, d'une fonction arbitraire de ce paramétre et de ses dérivées,
ainsi que de constantes arbitratres.

On peut résoudre des problémes analogues en Géométrie non. eucli-
dienne, en Géométrie conforme, en Géométrie projective, etc. Par
exemple en Géométrie pon euclidienne elliptique, la seule famille
naturelle de courbes de classe zéro définie par une relation entre la
courbure et la torsion est, en dehors de la famille des courbes planes,
celle qui est fournie par la relation
- + 1 = g

1 R
(on suppose la courbure de I'espace égale a 1). Ces courbes sont les
trajectoires sous un angle (non euclidien) constant (égal a arc cot a)
des droites quirencontrent deux génératrices imaginaires conjuguées
fixes de la quadrique fondamentale. Ce sont les analogues des hélices
euclidiennes; mais, contrairement & ces derniéres, elles ne sont pas
rectifiables, au sens donné plus haut a ce mot.

SEANCE DU 28 JANVIER 1914
PRESIDENCE DE M. VESSIOT.

Communication :

M. Paul Lévy : Sur le calcul approché des intégrales définies.
L’objet de cette Communication est de comparer les diverses mé-

S. M. — Comptes rendus. 2
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thodes de calcul approché des intégrales définies, au point du vue de
la rapidité avec laquelle elles permettent d’obtenir une approxima-
tion déterminée. La plus avantageuse, qu’il y aurait intérét a faire
connaitre davantage, consiste a calculer 'intégrale

[bf(x)dx

a l'aide des premiers termes du développement

1 /2

(n S—b-.--;—[f’(b)--f’(a)]—l—...
h2n
Ty - l)”B,, (—;n_’) [f(u)(b)_f(n)(a)J + . .

ot /i est un nombre qui divise exactement b — a, ou B, est le ni¢me
nombre de Bernoulli, et ou

S=h [if(a)+f(a+h)+f(a+2h)+... +f(b_h)+§f(b)]-

M. Montel fait quelques remarques sur la convergence du dévelop-
pement (1), M. Lebesgue indique que ce développement, connu sous
le nom de formule sommatoire d’Euler et Maclaurin, est en général
divergent, mais se préte trés bien au calcul a cause de la décroissance
rapide de ses premiers termes.

SEANCE DU 141 FEVRIER 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.

Election : Est élu, a Punanimilé, membre de la Société, M. G.
Giraud, présenté par MM. Lebesgue et Picard.

Communication :
M. J.-H. Coblyn : Perspective d’observation.

Lorsqu’on dessine, on est obligé de tourner la téte dans toutes les
directions, ce qui modifie 'aspect du paysage : le but de la perspec-
tive d’observation est de chercher des paramétres perspectifs inva-
riables el directement mesurables.

Si 'on considére un systéme d'axes de coordonnées trirectangu-
laires, issu de I’eil O, I'axe des 5 vertical, I’axe des y perpendiculaire
au tableau et dirigé vers le point principal P (distance principale D),
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une direction OM sera définie par I'angle ¢ que fait son plan vertical
avec le plan des yz (méridien principal) et par 'angle y que fait la
direction OM avec la verticale O .

Si 'on rapporte la perspective sur le tableau a deux axes, la ligne
d’horizon et la verticale issue du point P (méridienne principale),
on aura, en désignant par / el /& les coordonnées de la perspective M
d’une direction OM,

! =Dtango,
D

D tanggy est le paramétre horizontal ou distance azimutale, facile a
évaluer avec une réglette tenue a bras tendu; on ne peut mesurer
directement /%, mais on peut évaluer a bras tendu la hauteur 4, de la
perspective cylindrique ayant D comme rayon, et I'on a

D
7 tangy’

Si I'on prend la méridienne principale comme axe polaire et que
I'on considére un point y dont les coordonnées polaires sont /i et o,
le point p est le point correspondant du point M, et ses coordonnées
cartésiennes A et 6 sont liées aux coordonnées [ et & du point M par
les relations

DA A
Mepra 5Py
D2 ho A6
“pixa T

Une construction géométrique trés simple permet de déduire du
point p, que l'on construit préalablement, le point M cherché; cette
construction montre d’ailleurs que la transformation quadratique
définie ci-dessus est univoque et a la méridienne principale comme
axe de correspondance : on appelle ainsi une droite pour laquelle
un point se confond avec son correspondant; la considération de ces
axes permet une classification des transformations quadratiques qui
sera exposée ultérieurement.

Les points correspondants des perspectives contenues dans le ta-
bleau sont toujours dans celui-ci.

Lorsqu’on fait tourner I'espace d’un angle o autour de la verticale
de P'eeil, la figure correspondante des deux perspectives initiale et
finale a lourné sans déformation de I'angle « autour du point prin-

cipal.
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Si I'on appelle x, y, 5 les coordonnées d’un point de I'espace,
on a

I~ D &
d’ou
r+yl _x—yi 3
I+~Di (—D:i: &R
et

(1+Di)y(A==04)=(l—Di)(h+0i)=AD.

Si I'on considére des figures dans un plan horizontal, qu'on désigne
par V l'intersection de ce plan avec I'axe vertical passant par I'eeil,
par V, la perspective de V a l'infini sur la méridienne principale,
par D; et D; des points imaginaires sur la ligne d’horizon & une dis-
tance == D¢ du point P, on a entre les trois triangles de référence du
plan horizontal, de sa perspective et de sa transformée, la relation
suivante :

A% I J
V. D; D V,
I P J

la derniére transformation se faisant de droite & point et récipro-
quement.

Dans le méme cas particulier d'une figure horizontale, les angles
d’espace se restituent dans la figure transformée, de sorte que 'invo-
lution déterminée sur la méridienne principale par un faisceau des
perspectives de deux horizontales recltangulaires pivotant autour du
point M est vue de son correspondant 1 sous un angle droit.

Lla transformée d'une droite est un cercle passant par 'origine et
relié & la perspective de la droite par une construction trés simple.

Dans la plupart des applications, c’est le point d’intersection p,
autre que P, de ce cercle avec la méridienne principale, qui seul
importe. Or, si 'on substitue a la droite Mp de I'espace un cercle
horizontal passant par M et p et s’appuyant sur la verticale de Peeil,
sa perspective sera une hyperbole a asymptote verticale, et sa trans-
formée sera une droite, ce qui simplifiera notoirement les construc-
tions.

in résumé, on arrive, avec celle méthode de transformation, a des
constructions qu’on peut effectuer directement sur le tableau avec
un triple décimétre, sans équerres, ni compas; ces constructions
sont toujours contenues dans le tableau et sont géométrographiques.
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SEANCE DU 28 FEVRIER 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.
Election :

Est élu, a 'unanimité, membre de la Société, M. G. Polya, présenté
par MM. Hadamard et Montel.

Communications :

M. Garnier : Sur la formation de Uéquation différentielle véri-
JSiée par la fonction px de Weierstrass.

Pour.démontrer que la fonction px vérifie une équation dilféren-
tielle du premier ordre, on s’appuie habituellement sur le théoréme
de Liouville appliqué aux fonctions doublement périodiques; mais on
peut aussi employer une méthode directe. C’est la voie adoptée par
Pauteur; partant du développement en série doublement infinie qui
sert de définition & la fonction pa, il démontre que ce développement

. [N , . 1 oy . ..
satisfait a l’equauon)f”:ﬁw}f’—;gg en utilisant des identités som-

matoires déduites de la considération d’un tableau quadruplement
infini, absolument convergent.

La méme méthode s’applique, comme' le montre l'auteur, a la
fonction y=cotmr. Partant a priori du développement de y en
série de Mittag-Leffler, il est facile de démontrer que cette série
vérifie une équation du premier ordre et coincide, par suite avec la
fonction colma. On a ainsi une méthode nouvelle pour introduire
dans l'enseignement le développement de sinmaz en produit infini;
cette méthode évite les longueurs d’un passage a la limile toujours
laborieux dans les méthodes classiques.

M. Dontot : Les invariants z'nle’graux‘et Uoptique.

Les rayons lumineux, dans un milieu isotrope a indice variable
n(x, y, 5), sont les extrémales de I'intégrale I.

I =/ nds.

Les équations de ces extrémales, par un changement de variables,
se raménent a six équations différentielles linéaires & six inconnues,
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par exemple z, y, 5 et des nombres proportionnels aux paramétres
directeurs de la tangente en ce point, ces six équations se réduisent a
cinq indépendantes.

Le mouvement défini par

dx oH du JH

(l) = — = —_— =

dt T ou T de T ox’

x,y, 5, u, ¢, w étant six variables indépendantes et H la fonction
u? 4 02 4 2

— de ces variables, a lieu sur des trajectoires qui sont des

extrémales defnds, si aux équations (1) on ajoute H=1, qui est
compatible avec elles. En général, ces trajectoires (H) différent
des extrémales (E).

Au mouvement (II) défini par (1) est attaché Pinvariant intégral
volume

fdx dy dz du dv dw.

On en tire aisément un invariant attaché a un mouvement sur les
extrémales (E).
Faisons le changement de variables,

u=mna, v =pna, w=gqna;

m, p, q élant les paramétres directeurs d’une droite (la tangente aux
trajectoires) ¢, une variable nouvelle (m?=1—p?*— ¢?). Les équa-
tions (1) se transforment en six équations (2), parmi lesquelles il y aura
dx .

——~=—o0 évidemment.

dt

L’invariant devient

D(x,y,5,u,v,w) _ _/n-"a‘l .
f e ) dx dy ds du dv dw A dx dy ds dp dg dx

nous désignerons désormais par dw, portion de surface découpée

sur la sphére de rayon 1 par une paralléle a la droite m, p, ¢, menée
_ ... dpdg Jtend Pintéeral

par le centre, la quantité —) Etendons l'intégrale sextuple au

volume formé par un cylindre de base quelconque, a ciuq dimensions
et de hauteur oty << @ < ¢, ce cylindre demeure un cylindre : et I'on
voil ainsi aisément que la quantité

(s) fnadxdytlzdw

est un invariant pour les extrémales de [ll(l.c.



— 923 —

Transformons celui-ci en un autre indépendant en quelque sorte
du mouvement. Les conditions initiales dépendent de quatre para-
métres arbitraires a, 3, y, 0; par suite x, y, 5, p, ¢ dépendent de
«, B, v, 9, ¢ : choisissons «,(3,y. 0, ¢t comme variables indépendantes :
un tel choix est_possible a priori; Poincaré a d’ailleurs fait de ces
variables un grand usage, particuliérement dans I'étude des inva-
riants intégraux; I'intégrale (S) devient

’ D(.’r ‘yv*‘7p)q) A ~
(S") fn —B(—amdadﬂd(dodh

)

Choisissons une multiplicité a cinq paramétres, constituée par les
portions d'extrémales comprises entre deux multiplicités (U), (U')
quelconques a quatre paramétres : étant dounée une multiplicité (U),
si l'on fait varier trés peu le temps, les poinls correspondants défi-
nissent une nouvelle multiplicité (U,), voisine de la premiére. Puis-
que (8'), étendue a la multiplicité a cinq paramétres (UU’) ou a celle
(U, U)) voisine, a la méme valeur, ces deux multiplicités ayant celle
(U,U) commune, on en conclut que (S'), étendue a (UU,) ou a (U'UY),
a la méme valeur. Choisissons pour «, 3, y, d les paramétres sui-
vants : &, v, 5 sonl fonctions de u, v et le point correspondant décrit
une surface S; p et ¢ sont deux variables indépendantes; I'intégrale

. [ D(z,¥) dz D(z,x) dy”
J _fm[u(u o) +.oo Diu,v) dt du dv dw

se conserve (u'on ’étende & S et au faisceau d’extrémales qui en
émanent, ou & X surface quelconque a deux paramétres et aux extré-
males qui y aboutissent.

dr 2u , . .
Or on a = ,ona posé u—=mno et fait a = 1,
dx «
—— =2
dt n’

_ D(y,n) vdw
f [m D(s, v) -+, ] du dvdw

désignons par do 'élément d’aire de S, par § I'angle d’une extrémale
émanant d'un point avec la normale a S en ce point

fn‘l cos0 ds dw

est un invariant dans les conditions précitées.
On vérifie sans peine qu'une réfraction n’altére pas I'invariant, et
I'onretrouve ainsi 'important théoréme d'oplique énoncé par Straubel,



—_ 94 —

pressenti par Ilelmholtz et Clausius. Il exprime simplement d’ailleurs
la proportionalité de I'éclat d'un faisceau élémentaire au carré de
l'indice.

La méthode exposée s’étend aisément aux bicaractéristiques de cer-
taines équations aux dérivées partielles.

M. P, Montel : Sur le flambage des piéces comprimées et le mou-
vement du pendule.

Désignons par OA la fibre moyenne d'une piéce cylindrique de
longueur L, de section droite constante et dont les dimensions trans-
versales sont faibles par rapport & la longueur. Cette piéce étant
fiéchie suivant la courbe plane OMA, on applique aux extrémités O
et A des forces P, égales et directement opposées, leur direction
commune coincidant avec celle de la fibre OA non fléchie. Le calcul
el I'expérience montrent que la flexion ne peut subsister que si la
wrEl

%
I désigne le coefficient d’élasticité a la traction, I le moment d’inertie
d’une section droite par rapport a4 la normale au plan de la courbe
fléchie, passant par le centre de gravité de cette section. Prenons la
direction OA comme axe des = et comme axe des y la perpendiculaire
4 OA dirigée du coté de la fibre fléchie : 'ordonnée » d’un point M
de la fibre fléchie satisfait 4 I'équation

fgrce P est supérieure a la valeur Py—= » trouvée par Euler:

do Py
W &= TR
dans laquelle ¢ désigne la longueur de I'arc OM et 6 I'angle de la
demi-tangente positive a la courbe avec 'axe des z. On déduit de
cette équation

d20 P
(2) =

_— —‘-sin(').

der Ll

Cette derniére équation est celle du mouvement d’un pendule simple

EI | - -
dont la longueur est {= & » & condition de supposer que ¢ désigne
maintenant le temps et 6 I'angle du fil avec la verticale descen-
dante.

Il résulte de la qu’on peut faire correspondre, 2 chaque probléme
relatif au flambage des piéces chargées debout, un probléme relatif
au mouvement du pendule et que la solution de I'un entrafne celle de
'autre. Reprenons I'exemple du début : pour trouverla figure d’équi-
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libre de la piéce fléchie, il faut trouver une intégrale de ’équation (2)
telle que 3—? s'annule pour ¢ = o et t=L. Le pendule correspondant
fait donc une oscillation pendant le temps L. Or la durée d’une oscil-

lation est toujours supérieure a TE‘/g,,' on doit donc avoir

L= /i ou Lgﬂ\/l—t—:l ou px= Fl
& 1 L:

c’est la formule d’Euler.

Si P est inférieur a Py, le probléme n’admet que la solution § —o.
Supposons P> P,; il importe de calculer la fléche f, c'est-a-dire
'ordonnée maximum de P'élastique : elle correspond & §=o0 et

I'on a
EI / d6
== (),
d’aprés I'équation (1). Si §, est angle initial du pendule, on a

di\* _ og _ 48 . .Y
(——-)0_ T(l—coseo)_—l—sm <’

ll‘

dt
db e T
(), F /e
d’ot
El
f—‘ei) —I_Tx
or,
_ . JE 03
L= ‘n"/-F \|+ TE) ’
donc,
L. /EI EI
f=4 \/; PP
et comme
\/ =
il vient

fr= 16El( 1 1I6EI(P — Py)

VP \yP, s/F IR

ou sensiblement, en remplacant au dénominateur P par Py,

f_ofl, \/P—Po_ f], P—ol’.

Ce sont les formules usuelles.
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On peut traiter de la méme maniére le probléme d'une piéce encas-
trée a un bout et posée a Pautre, ou encastrée aux deux extrémités.
Considérons, par exemple, ce dernier cas, on aura

do (Py—m) d20 P
= Gy—m =

= ET Fro R

m désignant le moment d'encastrement. Le pendule doit faire ici
deux oscillations; il faut donc qu’on ait

7 2B
1,;.l,:\/£ ou  pz AmEL
g L2

Soit §, 'angle initial du pendule; pour 6 === §,, I'élastique présente

. . L 3 . " .
une inflexion et comme (= —- ou { = i L., les points d'inflexion sont
4

. L 3L . . . )e .
aux distances = et i/— du point O. L’ordonnée des points d’inflexion
4 4

m . am i1 e e
est & et la valeur de la fléche f est le double - On déduit aisé-
ment de 1a les formules

L El EI L P— P,
J=8 :;\/;—?—l S Ve e

SEANCE DU 11 MARS 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.
Election :

Est élu, a 'unanimité, membre de la Société, M. Powalo-Schwei-
kowski, présenté par MM. Kiveliovitch et Lusin,

Communications :
M. Coblyn : Classification des transformations quadratiques.

Une transformation rationnelle quelconque est définie par les rela-
tions

’

A
\r

3| ~

cl 8,

On désignera par D une fonction linéaire en x et en y contenant
un terme constant, par A une méme fonction sans terme constant,
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En général, les courbes

zT — U =o, yT—V=o,

que nous appellerons caractéristiqgues, n”’ont que (n + 1)? points d’in-
tersection, si la transformation est de degré n. On désignera sous le
nom de courbe ou axe de correspondance une courbe ou un axe
pour lous les points desquels M(z, y) se confond avec son corres-
pondant M’ (2, '). Pour qu’il y ait une courbe de correspondance, il
faut et il sulfit que les caractéristiques aient une partie commune.

Il existe sept classes de transformations.

Cuasse 1 : Transformations a pdle a Uinfini ou a caractéris-
tiques identiques. — Ces deux propriétés sont réciproques. Pour que
les caractéristiques puissent étre identiques, il faut que le degré de T
soit inférieur a celui de la transformation.

Dans le cas particulier des transformations quadratiques, on a les
types suivants, qui ne peuvent se réduire les uns aux autres :

’ ’

x ¥ _ 1,
(b a(y-—-mz)D+BD,Dy ~ (1+mz)(y —max)D+EmbL,D, D
oi A . ~ L
(I)»  V—mU est une droite, T~ mC T K(y —mz) =K
Transformations quadratiques univoques. — Il en existe trois
Lypes :
I ' _ Y _t
(Do, a(y —mz)D4 D,  (i+ma)(y —mz)D+mD, D’
l) z‘l _ yl ____I.
(Du, (y —mz)D; (y—mz)(D+mD,) D’
xl
—mU e droi .
(IDuy;, V— mU est une droite, G —mz)n+ D
yl

= (y —mx)(mA +K)+mbD, K
Le podle sera a Finfini dans la direction y — m.x.

Curasse Il : Transformations a pdle a distance finie différent de
Uorigine. Les caractéristiques ont unk conique commune sans étre
identiques. — Les deux propriétés énoncées ci-dessus sont réci-
proques. Le type unique de ces transformations est, x,, ¥, étant les
coordonnées du pdle,

’ I

x s 1

[I — = = = .
(tn Zyd A+ Dyz—D(@—xy)  yodAa+Dyy—D(y—yo) A2+ Dy
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Pour que la transformation soit univoque, il faut et il suffit que le
pole A (a,¥,) soit sur la conique T; il se trouvera alors aussi sur les
coniques U et V.

1l s’ensuit que la droite D est arbitraire; or on a

U—aT=(D;—D)(z—a0), V—yT=(Ds—D)(y—ro).

Soient B et C les intersections de la conique T et de la droite D;—D.
Ce sont, avec le pdle A, les sommets du triangle de référence inscrit
dans les coniques U, V et T.

Si la droite D;— D, qu’on peut choisir d’une fagon quelconque,
puisque D est arbitraire, se confond avec la tangente en A 4 la
conique T, les trois coniques U, V et T sont osculatrices.

Soient : a et b les coordonnées du centre de courbure ;

C=(z—ayp+(y—0br—ri=o
I’équation du cercle de courbure;
To= a -+ I cosP,, Yo=10b +rsing,
les coordonnées du pdle;
Ty=r(x — @) cosgy+r(y —yo)singp=o0

la tangente commune aux trois coniques en A.
Les trois coniques osculatrices en A sont de la forme

U= K320C + K320 T [(y — o) — my (2 — )],

V = Ky 5o C + K, 22— 2170

e my7s YoThl(y — ¥o) — ma(x — )],

T=K,C+K§,T1[(y—yo)—(x—zo)w m,].

Yo— Ma Ty

Crassk Il : Transformations ayant pour pdle lorigine. Les
caractéristiques ont une conique commune sans étre identiques. —
Les deux propriétés ci-dessus énoncées sont réciproques : le seul type
de cette classe est

' y' ¥

(1) Z(D;—D) — y(Ds—D) — 5,8+ D3

La transformation est univoque si T passe par P'origine; alors D,
doit également passer par l'origine D;= A,.
Sil'on a
A3=o, A Ay = 22+, D =—K?,
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la transformation se fait par rayons vecteurs réciproques; la conique
commune est le cercle

x24-y1— K2=o.
(A4 suivre.)

M. Georges Giraud : Sur la résolution approchée en nombres
entiers d'un systéme d’équations linéaires non homogénes.

L’énoncé du probléme est le suivant :
Etant donnés p polynomes du premier degré @ m inconnues
Ay Ty+ Ay Tyt ..o~ Gy T+ by,
Qa1 Ty~ Ay Ty .. o~ Qg T+ ba,
i ey

A Ty + ApaZa .. .+ CpmZym + by,

el un nombre positif arbitraire e, est-il possible de trouver des
valeurs entieres de x4, x,, ..., x,, telles que tous ces polynomes soient
inférieurs a € en valeur absolue?

Ce probléme a été résolu pour la premiére fois par Kronecker
(Sitsungsberichte der Berliner Akademie, 1884).

L’auteur, laissant de coté le cas des équations homogénes et celui
d’une seule équation, arrive au cas de deux inéquations a trois
inconnues x, y, 5,
lr—az—A|<e,

(1)

ly —bzs—B|<e,

et pose la question de rechercher pour quelles valeurs de a et b le
probléme n’est pas possible quels que soient A, B et ¢. Parmi ces sys-
témes sont tous ceux ol a ou b est rationnel ; écartons ce cas. Le
systéme (1) sera compatible quels que soient A, B et ¢ si le systéme

|z —ay—A|<s

(2) |_y—bz|<e’

'est quels que soient A et ¢. Supposons que cela n’arrive pas : les
valeurs de A pour lesquelles le probléme est possible quel que soit ¢
seront dites valeurs dont on peut approcher. Si A est une telle
valeur AA + ;2 en est une autre, A et  étant entiers. On en conclut

., . 1 X .
aisément que A est un multiple de —, m étant un entier fixe. Alors,
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pour le systéme
(5) |z —maz —-A| <e,
9

ly —bz| <k,

les seules valeurs dont on peut approcher sont les valeurs entiéres

de A.

On prouve alors que, si 'on prend toujours x de telle fagon que
| £ — ma z | soit inférieur a 5 etsieest donné, on peut trouver 1 tel
que linégalité |y — bs|<<n entraine | —maz|<<e. Et méme, il
existe un nombre k tel que [linégalité |y—bs|<<e entraine

|z —az|<<ke. Développons alors & en fraction continue, soient
ay, Ay, ...y Ay, ... les quotients incomplets

Pori= a1 Pn+ Pn~h

Qrt1=an+1Qn+ Qn—1.

Supposons n assez grand pour que Q, soit supérieur a 4. On a les
inégalités

P 1
b n+1 _ bl L
| < n QlH-l Qn—H < QnQn+l
et par suite, pour des entiers X,,, X,,,, convenables,
‘ xn+1 |
— ma
Qll —ma l < Qn QIH—I Qn-H < 0, Qun Qn Qn 1 1
d'ou
Xn+1 _ &I 2[( .
QlH—l Qn QnQn+l’

mais, si l'on considére dans cette inégalité I'entier X,,, comme
inconnue, elle n’a qu’une solution, car Q,> 4 k; or

!
Xn+1 = an-HXn““ Xn—1

est solution; donc X, =X, ou X, ,—a, X, + X,_,; puis
Xll+2: au+2xn+l + Xn; etc. AIOI‘S

aP,+ P, _ aX,+ X,

b= ’ nmaq = —————
“Qn"‘ Qn—l aQn+Qn—l ’

o étant la fraction contlinue (a,y, @pyy, ...). Eliminant a, on trouve

m(l( PuQn S S Pu-lQn) — b(xn Qn—i "'Xll—lQn)""' Pn—~lxn—' ann—l = 0.
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C'est une relation linéaire a coefficients entiers entre @ et b
ma +nb +p=o.

On trouve que, si les entiers m, n, p sont premiers entre eux,
la condition nécessaire et suffisante de solubilité de (1) est alors
que mA + nB soit entier.

Si 'on a résolu la question pour n —1 équations et «i Pon en

prend n,
|lei—aiy — Ay <e (i=1,2,...,n),

on est ramen¢ au cas de A, = o, eL une suite de raisonnements analogue
a la précédente montre que, si le probléme n’est pas toujours possible,
il y a des entiers m; tels que

I-Tn—“ "n}’l <Lz
entraine que

M+ MaZy+ . o My Ty — Y (M@ + Ma@a—+. .. My Gpy)

soit trés voisin d’un entier; on applique alors la proposition relative
a deux équations, et I'on obtient un énoncé analogue.
Si P'on considére le cas général de n équations & n + p inconnues

|Zi—anyi—anyr—...—aipyp—Ai| < (i=1,2...,n),
on trouve sans difficulté que :

La condition nécessaire et suffisante pour la compatibilité du
systéeme quel que soit r est que toutes les formes

X+ X+ o+ mp X,

qui prennent des valeurs entiéres quand on y remplace les indéter-
minées successivement par les p systémes de valeurs a,;, as;, ..., a,;
(=1, 2, ..., p), prennent aussi des valeurs entiéres quand on y
remplace ces indéterminées par Ay, A,y ..., A,.

Pratiqguement, s’il y a r de ces formes algébriguement distinctes,
elles sont toutes des combinaisons linéaires a coefficients entiers de r
d’entre elles convenablement choisies; on peut se borner a substituer
Ay, Ay, ooy Ay dans ces 1 formes.

On obtient exactement le méme énoncé avec des équations a coelfi-
cients complexes, en entendant par entiers les nombres a + bi, ot @
—1+1iy3

2

et b sont entiers; ou de la forme a + b ; ou égaux aux
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entiers d’'un corps quadratique imaginairc admettant I'algorithme du”
plus grand commun diviseur.

Si le corps n’admet pas cet algorithme, on peut affirmer seulement,
dans la seconde partie de I'énoncé, qu'il y a au plus 27 formes dont
toutes les autres sont des combinaisons linéaires & coefficients entliers.
Le reste de I’énoncé est le méme.

Géométriquement, le probléme revient a chercher les points a
coordonnées entiéres de l’espace & n + p dimensions trés voisins
d'une variété a p dimensions; lexistence des r formes Xm;X;
signifie que cette variété & p dimensions est située dans la variété
a n+ p—r dimensions déterminée par n-+p — r+1 points a
coordonnées entiéres.

M. Maurice Fouché : Remarques sur un théoréme classique et sur
le théoréme de Meusnier.

Dans les cours de Géométrie supérieure, on s’est ingénié a chercher
des démonstrations géométriques, du fait que, si 'on applique une
développable sur un plan, le rayon de courbure de la courbe plane
transformée d’une courbe tracée sur la développable est égal au rayon
de courbure de celle-ci divisé par le cosinus de ’angle que fait au
point considéré le plan osculateur & la courbe avec le plan tangent
a la développable. La plupart des démonstrations qui ont été ensei-
gnées sont longues, pénibles et, en réalité, peu satisfaisantes. Or,
I’énoncé méme du théoréme montre qu'il doit avoir une relation
étroite avec le théoréme de Meusnier, et c’est effectivement ce qui
a lieu.

Soient C la .courbe tracée sur la développable et D le transformé de C
dans le plan tangent P au point M. Si l'on fait rouler sans glisser le
plan P sur la développable, la courbe D engendre une surface-canal,
et tous les points de cette courbe s’appliquent sur la courbe C.
Celle-ci fait donc partie de la surface-canal. Au point M les deux
courbes sont tangentes et le plan P est normal a la surface-canal.
Done, d’aprés le théoréme de Meusnier, le rayon de courbure de C
est égal a celui de D multiplié par le cosinus de I'angle que fait le
plan osculateur de C avec le plan P, et clest ce qu'il fallait
démontrer.

On pourrait objecter que la courbe C est une ligne de rebrousse-
ment de la surface-canal. Il faut donc donner du théoréme de Meusnier
une démounstralion qui s’applique aux lignes singuliéres, pourvu que
le plan osculateur et le plan tangent a la surface soient bien déter-
minés. Or, si A est un point d’une courbe, M un point infiniment
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voisin pris sur la tangente et N le point ou la perpendiculaire 8 AM
coupe la courbe, on sait que le rayon de courbure au point M est la

—_—2
2‘?\2& Pour démontrer le théoréme de Meusnier, il
suffit alors de prendre, sur la tangente commune aux deux courbes,
un point M infiniment voisin du point de contact, de mener par ce
point un plan perpendiculaire a la tangente qui rencontre les deux
courbes en N et N', et de remarquer que NN’ est, aux infiniment
petits prés, normale au plan de la section normale, parce qu’elle est
perpendiculaire a la tangente AM el infiniment voisine du plan tangent
a la surface en M. Il suit de la que le rapport des deux vecteurs MN
et MN’, et par suite le rapport des rayons de courbure, est égal au
cosinus de ’angle des deux plans.

limite du rapport

M. Fontené présente quelques observations au sujet de ’application
des démonstrations précédentes aux cas singuliers.

M. Fontené : Sur le calcul approché des intégrales définies.

1. a. Considérons I'intégrale

B
SZ-[; Sf(z)dx, h=§—a,

ou f(x) est @’abord un polynome de degré p. Un tel polynome étant
déterminé par les valeurs qu’il prend pour p + 1 valeurs de x, en par-
ticulier par les valeurs yo, y, ..., yp qu'il prend pour les p +1

valeurs

h 2h
x:a,a+—,a—+—7, ey B

séparées par des intervalles égaux en nombre p, on peut évaluer S en
fonction de y,, ¥, ..., ¥p €t de £, On a ainsi les formules suivantes,
ou je groupe la formule (a,) relative au cas p — 2¢ et la formule (a4)
relative au cas p —2¢q¢ +1:
(a}) S = hﬂ%”i,

+
(a) S=#h ZL%&__J’_’,

, _ o Yo+r3yi+3ys+ys
(a}) S=nh 3 s

(721

S. M. — Comptes rendus.
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La formule (a,) relativeau cas p = 2q s'applique également au
cas p=2q -+ 1, tout aussi bien que la formule (a;). Considérons,
par exemple, avec ¢ == 1, le polynome ax?®—+ bx?+ cx + d, et don-
nons a .z, comme on le peut, les valeurs

1A
T=—1,017 (n=:;);

on a
Yo+ y2=2bn?+ 2d,

=d,
%3 7 1
S = zl)T +o2dn = -g('),b'r,’—l— 6d),

ou entrent seulement b et d, que 'on peut éliminer; on a bien
h ,
S=g(o+r2+ir)

Observons en passant que, pour la formule (a}), par exemple, on a
un calcul simple en prenant, comme on le peut,

$:_3O7—0,0,30 <20=7’-‘E>'

)

"On lit, dans le Traité d’Analyse de Rouché et Lévy (t. II, p. 312),

que la régle des trois niveaux
h " ,
V= 6(B-&—.jB -+ B")

a été donnée par Képler pour le cas ot l'aire de la section est une
fonction du second degré de la cote du plan sécant : c’est la formule
(ay) pour le cas ot f(x) est un polynome du second degré; Newton a
donné la formule (@} ) pour un polynome du troisiéme degré; Catalan
a montré (Nouvelles Annales, 1857, p. 312) que la formule (a,) s’ap-
plique aussi a un polynome du troisiéme degré.

Cotes a donné les valeurs des coefficients pour les formules sui-
vauntes, jusqu’a la formule (a;) inclusivement ( De methodo differen-
tiali Newtoniana); pour la formule (a,), ces coefficients sont

7, 32, 12, 32, 7.

Maleyx a montré (Nouvelles Annales, 1880, p. 543) que la for-
mule (a,) s'applique a un polynome de degré p —2q + I.J
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b. La fonction f(x) étant maintenant quelconque, si I'on pose
M=f(B)—f(x), As=f"(B)—S"(a), ey
on a les formules suivantes :

(A}) s=hﬂ°‘__):-_ﬂ@+m,

f@ -+ af (s 2) £

(Ar) S=nh G +.
f(“)+3f<a+§\)+3f(a+L!‘>+f(@)
(Ay) S=h 3 - ey
I ! 2l
7f(@)+32f(a+ =) +i12f(at ==) +...47£(B)
(A;) S= ( 4) - ( 4) / -

les termes non écrits étant successivement

(A:)) (A|h2A|+A1 h‘A3+ A'; ht A5—|-‘..-+ A,, h2n Az,,_l)-"}"Au.',.l IL’"+3f2”’+2(E),

(Ay) (Balt® Mg+ By h6Ag+...4~ B A2 Ay, )+ B,y g h21+3 f2rr2(E),
(A (Byh* Az +ByhsAs+...+. . ooeaall ) T T R ,
(Ag) (CahbA; 4. e iieen. | ,
(AY) (C3hSAs+. oo )R )

R F T T T I T I .y

les coefficients A, B, B, ... étant des coefficients numériques, ¢ dési-
gnant un nombre compris entre x et 3.

Quand on prendf(oc),f(a +§)’ ..,avec p=2qoup=—2aq-—+I1,
on a, aprés le terme en h, un terme en h*(1+1,

Relativement a la structure de ces formules, on peut observer que,
sil’on échange « et 8, chacun des termes du second nombre prend la
valeur opposée a celle qu'il avait. La formule (Aj) est la formule
d’Euler-Maclaurin; I’expression du reste est due a Malmsten.

Je reviendrai plus loin sur les autres formules.

c. On peut calculer Jes coefflicients numériques en prenant f(x)-=e%,
et en faisant, pour abréger I'écriture, &« = o0, 3 = /. Pour la formule
d’Euler, aprés avoir divisé par e — 1,0n a

el —+1 h
1= y +A 2. = <l+
2 ehlt—1

2
eh—x>+A'h +.

SR
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d’ou
h =I—£1-—A,h2—-A2/L‘—

el —

. , h .
sil'on compare au développement connu de Si—7’ On voil que

A,-(—l) L)',

les « étant les nombres de Bernou]ll, Y % L,

On a ainsi

Al:——L, AQZL, A:;:———_—l—-i o0 0o
D) 720 30 240
Pour la formule (A;), on a
h b
e+ 4et+1  h ) h  a2e*+1 h

1= 6 vy +B2h*+...=g+——3—eh_l —+ Byt ..,

. h , .o
ou I'on remplace — par son développement connu; on trouve ainsi
el —1

des valeurs que Maclaurin (voir plus loin) obtient directement sous
la forme
B, — — 1 2241

.~ ’ 3= T
22 X 720 2% X 30240

On a de méme

B — 1 . 3241
g = — ———— b= e
3% < 30240

On a encore
1
C =—

3 64 < 30240°
la valeur donnée par Maclaurin est fautive.

d. Si P'on prend seulement le terme en /. au second membre de
chacune de ces formules, I'expression du reste est

(A, n=o0), —ff"m,
Apn=1),  —o - 720f”(£),
(Nom=1), = e o8
(As, n=2), l

64 < 30240f“(£)’
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et ainsi de suite, I'exposant de & étant 249+ 3, la dérivée étant
d’ordre 2 ¢ + 2. Lorsque f(x) est une polynome de degré 2g ou2 g +1
indifféremment, la dérivée f27+2 est identiquement nulle et I'on a les
formules (a,) et (ag).

A
2. Soit a calculer Pintégrale x)dzx,'intervalle 3 — a, que nous
g ) q :
&%

désignerons par H, étant un peu grand. Décomposons cet intervalle
total en £ intervalles égaux

B—a=vy—PB=...=h—v=F1=4h

H
'/\_— )

a chacun desquels nous appliquerons 'une des formules précédentes,
et faisons la somme des résultats obtenus. Nous aurons facilement,
par la formule d’Euler,

A h
[A}] f f(@)dz = Z[£(0) + 2 f(B) +...t 2/ (%) + f(N)]

—+ (A‘ ,12A1+ AQIL"'A3+. 0. A,lhg"Ag,IA])
4+ Apat h!n+3f2n+2($) x &,

A, représentant f'(3) — f'(a), ..., § étant compris entre o« et 2.
Cette formule, limitée au terme en %, est une formule bien connue
de quadrature approchée; I'expression du reste est alors

o,
-/ (&) %.

On a de méme

(A ['f<x>dx= §[f@+is(a+2) +ar®)

h
-+ 4/(@"*‘ ;) +?-f(Y)+~--+f()‘)]
~+ (Bt A3 ~+. ..+ B, A2 Ay, )
-+ Bn—H hzu+3fzn+2(g) =< k.

Limitée au terme en A, cette formule est la formule de Simpson;
’expression du reste est alors

— __hs_fw(g) k

223 720 !
et ainsi de suite,

Dans chaque exemple, on choisira le mieux possible les trois nom-
bres p, k et n. Si la précision cherchée est grande, on fera croitre

simultanément ces trois nombres en gardant entre eux un certain
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équilibre. M. Paul Lévy, dans sa Communication de janvier, avait
fait cette remarque relativement aux nombres k& et n, pour le cas de
la formule d’Euler qui correspond a p =1.

3. Maclaurin, aprés avoir retrouvé la formule d’Euler, obtient
comme il suit les formules (A,) et (A}), sauf 'expression du reste
(Traité des fluxions, n° 848).

H écrit d’abord

S=h M‘:—f(l_) - A R A - Aght Ayt Ay kS Ag .

en appliquant cette méme formule aux p intervalles égaux (a«, ),
(B, v), ..., comme on vient de le dire, il écrit

_h[f@) ) .
S_P[ 5 + f(B)+...+ f( )]

h? h* h¢
+A117§A1+A2;;‘A3+A317°A5+'“;

I’élimination de A, donne

h N[+ P[f(3)+ +f(%)l%

p+1 2 p—1
A, Ag(pr+1)
’—_ah‘Aa__——pb hSAg—. ..,

S =

le premier terme non écrit renfermant p* + p*+1, ..

Pour p =2, on obtient la formule (A,); pour p—=23, on a la
formule (A}).

Maclaurin obtient la formule (A,) d’'une maniére analogue. Il écrit
d’abord, d’aprés la formule (A,),

8 = LTI TS g ponyse..;

en appliquant cette méme formule aux deuxintervalles (a, y) et (y, ¢),
il écrit

S = h f(a)+4f(p)+),f(Y)+/;f(8)+f(e)

-+ By —6-A3+

I’élimination de (A,) donne la formule cherchée.

Le procédé de Maclaurin n’est pas applicable au dela de la
formule (A,). Si P'on essaie, par exemple, de déduire la formule (A;)
de la formule (A,) en éliminant A;, il faut considérer huit intervalles,
tandis que la formule (A;) suppose seulement six intervalles.
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L’expression du reste, pour le cas oir I'on prend comme valeur
approchée
h
s+ if(a+ 1)+ £®)
6 ’

S=h
a savoir
hs
T 27 720

S(E),

se trouve dans les Lecons d’Algébre et d’Analyse de Tannery.

Jai indiqué les formules (A) sans démonstration dans les Nouvelles
Annales, en 1910; je ne connaissais pas alors les recherches de
Maclaurin, et je les ai connues seulement depuis la séance dans laquelle
j'ai fait la Communication que je développe ici. Mon but, en rédigeant
cette Note, a été de provoquer une démonstration simple de ces
formules, y compris I'expression du reste.

SEANCE DU 23 MARS 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.

Elections : Sont élus 2 'unanimité membres de la Société, M. W.
Goloubeff, présenté par MM. Hadamard et Montel, et M. H. Cédié,
présenté par MM. Kcenigs et Léauté.

M. le Président fait part a la Société de la mort de M. Francois
Cosserat et de celle de M, Félix Lucas : sur sa proposition, la séance
est levée en signe dedeuil.

Voici le texte du discours prononcé par M. le Président aux
obséques de M. F. Cosseral :

Je viens apporter a4 Francois Cosserat ’hommage, douloureusement
ému, de la Société mathématique de France, dont il était le président
il y a quelques mois encore. Le deuil que sa mort cause a notre So-
ciété m’atteint encore personnellement, en raison des liens de vieille
camaraderie et d’amitié qui m’unissent & son frére, notre collégue
aussi, doublement frappé, comme frére et comme collaborateur scien-
tifique, par ce coup foudroyant. Et c’est avec une émotion profonde
que j’essaierai de dire combien grande est la perte que viennent
d’éprouver la Société mathématique et la Science francgaise elle-méme.
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Francois Cosserat appartenait a notre Société depuis 1896. Clest a
cetle époque qu’il se révéla au public mathématique en publiant dans
les Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, en collaboration
avec son frére, un Mémoire sur la T/héorie de l’élasticité, oules prin-
cipes classiques de cette branche de la Physique mathématique étaient
présentés sous une forme ingénieuse et nouvelle, par I'application
des idées qui venaient de renouveler les fondements de la Géométrie.

Il serait indiscret et téméraire de chercher ce que cette collabo-
ration, dont le mystére méme est touchant, a di a 'un et a lautre
des deux fréres; de chercher auquel revient plus particuliérement
telle ou telle des qualités par lesquelles se distinguent ces produc-
tions : I'ingéniosité et I'élégance géométriques, I’habileté analytique,
la profondeur des idées directrices, et leur puissance d’adaptation
aux applications mécaniques et physiques. Bornons-nous a constater
combien elle fut féconde, et a la saluer respectueusement, a I'heure
ou la mort est venue la rompre, avant qu’elle ait porté tous les fruits
qu’on en pouvait attendre.

De 1898 a 1908, Frangois et Eugéne Cosserat publiérent, dans les
Comptes rendus de I’Académie des Sciences, une suite de Notes sur
le probléme de I'équilibre élastique, ou ils jetaient un jour nouveau
sur la vraie nature mathématique de ce difficile probléme,-dont ils
donnaient la solution dans des cas importants. En méme temps, ils
étaient conduits, par 'étude méme de I'élasticité, a élaborer, sous le
nom de Théorie de ’action euclidienne, une théorie mathématique
des phénoménes matériels, tendant & donner a la Mécanique et a la
Physique théorique une forme déductive irréprochable, fondée sur
I'idée moderne et fondamentale des invariants différentiels, assez
souple pour pouvoir s’adapter aux découvertes physiques les plus
récentes, et comprenant la Mécanique classique comme un cas parti-
culier de premiére approximation.

La premiére partie de cette théorie, consacrée a la Mécanique pro-
prement dite, se trouve exposée dans des Notes étendues de -celte
belle édition francaise de la Physique de Chwolson, qui est ainsi
I'euvre commune de la famille Cosserat. Elle a été résumée par leurs
auteurs dans le Traité classique de M. Appell, ou les autres recher-
ches de Francois et Llugéne Cosserat avaient déja pris place. Elle
devait étre continuée, dans de nouvelles études, de maniére a con-
duire naturellement aux principes de la théorie de la chaleur et aux
doctrines électriques actuelles.

En nommant Frangois Cosserat a sa vice-présidence, puis, en 1913,
a sa présidence, -la Société mathématique ne reconnaissait pas seule-
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ment Ja haute valeur de son euvre mathématique ; elle y voyait le
précieux avantage d’appeler a la diriger un homme d’une égale valeur
technique et d’une grande expérience; elle marquait ainsi son désir
constant de ne pas séparer les Mathématiques abstraites des Mathé-
matiques appliquées, dont I'influence réciproque est si indispensable
au progrés de la'Science tout entiére. Elle fut profondément recon-
naissante a Francois Cosserat d’avoir accepté des fonctions qui s’a-
joutaient a ses occupations professionnelles, déja si lourdes et si
absorbantes; elle lui fut plus reconnaissante encore de la conscience,
du zéle et de la parfaite simplicité avec lesquelles il les remplit.

Il y a quelques jours a peine, nous étions heureux de le revoir &
notre derniére séance mensuelle, heureux de retrouver en lui cet
accueil toujours plein, dans sa délicate réserve, de douceur affable et
de bonté, qui rendait. si sympathique cet homme de haute valeur et
de grande modestie, qu’on sentait immédiatement si sir, si fonciére-
ment droit et loyal. Sa.mort prématurée est pour nous tous un deuil
que nous ressentons comme des amis; et c’est avec une affectueuse
émotion que nous adressons a Francois Cosserat le dernier adieu de la
Société mathématique.

Que sa famille veuille bien agréer toutes nos condoléances et nous
permettre de nous associer respectueusement a sa douleur!

SEANCE DU 1 AVRIL 1914.
PRESIDENCE DE M. VESSIOT.
La séanceaeulieu alaSorbonne, dans la salle n°3, galerie Richelieu.
Les membres de la Conférence internationale de I’Enseignement

mathématique avaient répondu en grand nombre a linvitation de
prendre part a cette séance.

M. le Président prononce le discours suivant :

MESSIEURS,

La Société mathématique est heureuse de recevoir aujourd’hui
MM. les Membres de la Conférence internationale de I'Enseignement
mathématique, et de manifester ainsi a la fois I'intérét qu’ellé porte
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aux travaux de cette Conférence et les sentiments de sympathie qu’elle
éprouve pour les savants qui vont y prendre part.

La Commission internationale de I'Enseignement mathématique a
¢été instituée par le quatriéme Congrés international mathématique
tenu a Rome en 1908, sur la proposition de M. le Prof. Dav. Eug.
Smith (New-York). Son Comité central est composé aujourd’hui de
MM. les Prof. F. Klein (Gottingue), Président; G. Greenhill
(Londres), vice-président; Fehr (Genéve), Secrétaire général; Castel-
nuovo (Rome), Czuber (Vienne), Hadamard (Paris) ; des délégués de
vingt-six Ktats participants la constituent. Son but est de faire une
étude d’ensemble de I'enseignement mathématique des divers pays,
dans les divers types d’écoles et aux divers degrés; cette étude doit
meltre en évidence les tendances actuelles de ’enseignement et les
besoins auxquels il parait désirable de le voir s’adapter; la comparai-
son des résultats de cette enquéte, '’échange de vues qu’elle aura sus-
cité, contribuera, en éclairant les professeurs, a perfectionner 'ensei-
gnement mathématique et a le rendre plus fructueux.

En dehors des réunions préparatoires de son Comité central, la
Commission s’est réunie a Bruxelles en 1910, & Milan en 1911 et, en
1912, & Cambridge, & 'occasion du cinquiéme Congrés international
des mathématiciens. Son ceuvre est considérable, puisque 280 Rap-
ports ont été publiés en 150 fascicules ou volumes, représentant un
ensemble de plus de gooo pages in-8¢,

Ce résumé rapide suffit 2 montrer I'utilité que présente, pour le
développement des Sciences mathématiques, auquel notre Société
s’efforce de contribuer, I'ccuvre de la Commission internationale de
I'Enseignement mathématique.

La réunion actuelle de la Commission internationale a pour objet
principal I’étude des deux questions suivantes :
. a. Résultats obtenus dans l'introduction du calcul différentiel et
intégral dans les classes supérieures de ’enseignement moyen;

b. Place et role des mathématiques dans I'enseignement technique
supérieur.

Ces deux questions qu’elle va étudier ont pour nous un intérét par-
ticulier : non seulement parce que nous comptons, parmi nos mem-
bres, beaucoup de professeurs de I'enseignement secondaire et de
nombreux techniciens, qu’elles touchent directement; mais, plus
encore, parce que la diffusion des notions mathématiques fondamen-
tales dans I’enseignement moyen et I’étude des conditions d’applica-
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tion des mathématiques aux sciences expérimentales sont d’une
importance essentielle pour les progrés de la Science mathématique
elle-méme,

Il nous a donc paru que la Société mathématique ne pouvait pas
rester étrangére a cette Conférence. Nous avons considéré aussi que
la présence a Paris des mathématiciens étrangers qui viennent y
prendre part, nous créait I'agréable devoir de les réunir.

Nous n’oublions pas, en effet, avec quelle cordialité les mathéma-
ticiens francgais ont été recus a l'étranger dans les précédentes
réunions internationales, et nous sommes heureux de prouver le sou-
venir reconnaissant que nous gardons de ces amicales réceptions.

La Société mathématique considére, du reste, comme une de ses
fonctions essentielles de resserrer les liens de camaraderie scien-
tifique entre les mathématiciens francais et étrangers, et de faciliter
entre eux lés fructueux échanges d’idées. Notre Bulletin publie des
traductions de Mémoires étrangers deslinées a permettre en France
la lecture de ces travaux et la diffusion des idées nouvelles qu'ils
contiennent. Nous tenons & rappeler aussi que plus d'un tiers des
membres de la Société mathématique est composé de savants étran-
gers. J'ajoute qu’il nous serait agréable de voir s’augmenter encore
le nombre de nos collégues étrangers.

Je souhaite donc & MM. les Membres de la Commission interna-
nationale qui ont bien voulu se rendre a notre invitation, la plus
cordiale bienvenue : ceux d'entre eux qui sont nos collégues de la
Société mathématique sont naturellement chez eux ici; nous prions
les autres de se considérer aussi, ce soir, comme des ndtres; et nous
souhaitons que tous emportent de cette réunion, simple et amicale,
un agréable souvenir,

Je salue, tout particuliérement, MM. les membres du Comité cen-
tral : MM. G. Greenhill, Fehr, Castelnuovo, Czuber; MM. les Rap-
porteurs Staeckel et Beke, et je prie M. Steckel de vouloir bien
transmettre 4 M. le Prof. F. Klein, avec nos regrets pour son absence,
nos souhaits pour le rétablissement de sa santé.

M. Fgnr, secrétaire général de la Conférence, et M. b Deurczky,
membre de la délégation hongroise, remercient M. le Président de
ses paroles et la Société de son accueil.

Communications :

M. Hadamard : Points-pinces, arétes de rebroussement et repré-
sentation paramétrique des surfaces.
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Les points-pinces de Cayley sont assurément, en un sens, une parti-
cularité trés spéciale, trés exceptionnelle des surfaces. Il ne semble
pas, au premier abord, qu'il puisse y avoir lieu de s’y arréter dans un
cours d’analyse destiné aux débutants.

Or je me trouve amené presque obligatoirement a y faire une bréve
allusion dans I’enseignement trés condensé cependant que je professe
a I'Ecole Polytechnique.

C’est a propos de la représentation paramétrique des surfaces que
je suis conduis a opérer ainsi.

Soient les équations

(1) z=ux(u,v), Yy =y (u,v), 5 =23 (u,¢),

u et v désignant deux paramétres variables.

On se borne généralement & dire que, « et ¢ variant indépendam-
ment de toutes les maniéres possibles, ces équations définissent :

a. Une surface si I'on n’a pas simultanément

(2) D(y,2) _D(s ) Dby _ .
D(u,v) D(u,¢) D(u,v)

b. Une courbe, si ces relations (2) ont lieu ensemble, quels que
solent «, ¢.

Jai été frappé de ce qu’il y avait d’antiscientifique et, par contre-
coup, de vicieux au point de vue éducatif, dans cette énumeération
volontairement incompléte, faussée, des cas possibles.

Il tombe sous le sens, en effet, que ces cas ne sont pas au nombre
de deux mais de quatre, savoir (outre a et b) :

¢. Les trois déterminants s’annulent simultanément en des points
isolés;

d. Les trois déterminants (2) s’annulent ensemble en tous les points
d’une ligne.

En ce qui concerne ce dernier, il n'y a qu’avantage a l'introduire
dans I'enseignement. Il correspond, en effet, a une aréte de rebrous-
sement. )

Quant au cas ¢, on constate que, s’il est réalisé, la surface peut,
en général, par une transformation ponctuelle

() Sy, 3) =X, gz, y,2) =Y, h(x:y’:"'):Z
réguliére, 4 jacobien non nul a l'origine, se ramener a
(So) Y2 =XZ2,

Iy

Sur celle-ci, il apparait aisément que l'origine appartient a une
ligne double et joue le réle de point-pince.
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M. Lebesgue : Sur les courbes orbiformes, a propos d’une Note
récente de M. R. Bricard.

Etant donné un ensemble de points, il existe une circonférence et
une seule qui enveloppe ’ensemble et dont le rayon est minimum.
On Pappelle la circonférence circonscrite a l’ensemble. A propos
d’un article (') ou M. R. Bricard détermine une limite supérieure du
rayon de la circonférence circonscrite aux ensembles dont les points
sont au plus a la distance E (élongation) les uns des autres M. Le-
besgue développe les considérations suivantes :

On démontre facilement qu’étant donné un ensemble quelconque
d’élongation E, il est compris dans un ensemble de méme élongation
et complet, c’est-a-dire tel qu'on ne pourrait lui ajouter aucun
point sans qu'il cesse d’étre d’élongation E. 11 suffit évidemment de
se poser le probléme de M. Bricard pour ces ensembles complets. Or
ceux-ci sont les domaines convexes qui sont limités par ces courbes
qu'Euler a appelées orbiformes et qui jouissent de la propriété que
deux tangentes menées a une telle courbe parallélement a une direc-
tion quelconque sont toujours a la méme distance E indépendante de
la direction des tangentes (2).

Si T est la circonférence circonscrite 4 une orbiforme C d’élonga-
tion E et si R est le rayon de T, la circonférence concentrique a I' et de
rayon E — R est la plus grande circonférence intérieure a C. La cir-

conférence 2 concentrique a I' et y et de rayon - Jouit de la propriété

suivante : si 'on établit une correspondance par tangentes paralléles
et de méme sens entre C et Q, P’écartement maximum des tangentes
correspondantes est plus petit avec cette circonférence & qu’avec
toute autre par laquelle on pouvait remplacer Q.

Si 'on définit C par ses tangentes données sous la forme

2 cos v+ ysing — p(p) =o.

La recherche de Q revient a la recherche de la meilleure approxi-
mation, au sens de Tchebytcheff, de p(¢) par une expression de la

forme
Asing + Bcosp + C.

Les théorémes généraux sur I'approximation des fonctions par des

() Nouvelles Annales de Mathématiques, janvier 1914.
(?) Au sujet de ces courbes, voir Contribution a I’Etude des courbes convexes,
par Ch, JorpaN et R: FIRDLER (Paris, Hermann, 1g912).
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suites de Fourier fournissent alors sur  des renseignements équiva-
lents 4 ceux que donnent les raisonnements de M. Bricard et per-
mettent de traiter autrement la question que ce géométre s’était posée.
Le résultat qu'il a obtenu peut, du point de vue actuel, étre ainsi
énoncé :

De toutes les orbiformes de méme élongation, celle qui a le plus
grand cercle circonscrit, celle qui a le plus petit cercle inscrit,
celle qui, au point de vue tangentiel, s’écarte le plus d'une circonfé-
rence, c’est 'orbiforme équilatérale; c’est-a-dire celle qu'on obtient
en tracant, de chacun des sommets d’un triangle équilatéral comme
centre, I'arc sous-tendu par le cdté opposé.

Les minimum et maximum corrélatifs des maximum et minimum
qui sont ainsi donnés par 'orbiforme équilatérale sont obtenus pour
l'orbiforme circulaire,

Toutes les orbiformes de méme longueur ayant méme élongation,
celle de ces courbes qui a la plus grande aire est le cercle;
M. Lebesgue énonce que celle qui a la plus petite aire est 'orbiforme
équilatérale.

La séance a été suivie d'une réception amicale.

SEANCE DU 22 AVRIL 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.
Elections :

Sont élus & l'unanimité membres de la Société : MM. Crelier,
présenté par MM. Bioche et Hadamard; de Donder, présenté par
MM. P. Lévy et Vessiot; Lauer, présenté par MM. Bouligand et
Montel; Perés, présenté par MM. Hadamard et Montel.

Communications :

M. Chatelet : Sur une Communication de M. Georges Giraud.

Il s’agit de trouver une condilion pour qu'on puisse résoudre en
nombre entiers, quel que soit ¢, le systéme d’inégalités :

(1) |anzi+ apxe+...+ @Gimarm + bi| <2 (i=1,2 ..., p).

La condition donnée par M. G. Giraud résulte immédiatement de
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quelques considérations que j'ai développées dans mon Livre : Lecons
sur la théorie des Nombres (Notel, p. 130 et suiv.) et dont je transcris
ci-dessous I'essentiel pour la question considérée.

Considérons les p nombres :

(2) di=anxi+...+ Gim T

(i=1t,2, ..., pi &, X3y ..., T, entiers).

On peut les considérer comme des coordonnées de points d’un espace
a p dimensions. Ils y formeront ce que j’ai appelé dans mon Livre un
module de points, généralisation des grilles de points, des sommets
de réseaux de parallélépipédes, etc. Si les formes &; sont indépen-
dantes, ce qu'on peut toujours supposer, ces points seront répartis
dans tout ’espace, c’est-a-dire n’appartiendront pas & une variété
linéaire ou sous-espace d’ordre inférieur a p.

Or, j'ai indiqué (théoréme I de la Note citée) comment se répartis-
saient les points d’un tel module ou réseau. Ou bien ils sont isolés
(module type), dans ce cas le probléme n’est possible que si
(byy b3y ...y bp) est un point du module et alors les p premiers
membres des inégalités peuvent s’annuler pour des valeurs entiéres
des x; ou bien les points se répartissent en sous-espaces ou variétés
linéaires (P) de dimension k. Dans chaque variété les points du
module qui y sont contenus forment un ensemble dense. Parmi ces
variétés, I'une d’entre elles (P,) passe par l'origine des coordonnées;
les autres s’en déduisent en menant des paralléles a (P,) par tous les
points d’un certain module type (& points isolés) d’ordre p — Lk =gq.

En langage algébrique, (P,) peut étre défini par £ relations

(3) uilEl'*"---’*‘“ipEp:O (i:I,‘)., ...,l\')
et les variétés (P) par les équations
(3" wnbi+. A+ upbp=Maa4+ .+ Aguyy (P=1,2, .., k),

les A étant des indéterminées entiéres quelconques, et les « certaines
quantités déterminées.

C’est dire que si dans (3’) on remplace les £ par les valeurs (2), on
pourra trouver des valeurs entiéres des 2 telles que ces équations
soient vérifiées. Si, réciproquement, on se donne un systéme de
valeurs entiéres des A, il y aura une infinité de valeurs (2) vérifiant
les équations (3'), d’aucunes se rapprochant autant qu'on le voudra
d’une solution donnée a priori de ces mémes équations pour lesdites
valeurs des A.



— 48 —

Donc, la condition nécessaire et sulfisante pour la possibilité des
inégalités est que (b, by, .... b)) vérifie les équations (3') pour un
systéme de valeurs entiéres des A. C'est la condition donnée par
M. G. Giraud, a une combinaison prés des équations (3').

Je ne donne pas ceci comme une réclamation de priorité : la Note
que je cite m'a été inspirée par le Mémoire de M. Esclangon sur les
fonctions quasi-périodiques. Les démonstrations que je donne dans
cette Note sont des conséquences assez immédiates d’un principe
général (Lecons, p. 29) que javais déja indiqué dans ma Thése et
que je crois avoir été le premier a énoncer explicitement. Mais ce
méme principe m’avait été lui-méme inspiré par de nombreuses
démonstrations de nombreux auteurs. Ce n’est donc pas pour moi
(ue je serais en droit de réclamer une priorité.

Mais je pense que le mode de démonstration que je préconise ainsi
est peut-étre,a certains points de vue, préférable i celuide M. Giraud,
il a surtout le gros avantage de ne pas faire intervenir les fractions
continues dans une question ou elles n'ont pas une utilité essentielle
(sur la non-nécessité de cette introduction, j'ai indiqué quelques
considérations dans mes Lecons, p. 35, en note).

M. Coblyn : Classification des transformations quadratiques
(suite et fin),

Crasse V. — Transformations a axe de correspondance quel-
conque, 'l étant quadratique.

Soit D = o I’axe de correspondance appartenant aux deux caracté-
ristiques; les formules de la transformation sont :

’ ’

(V) o

\ xD,—DD, yD,—DD, D+ D,’
ou

(1) D=ux-+voy-+w,

la conique €U + ¢V + o'T = o contient la droite D et I'on a

('I.) ulU =0V + T = D(D),——UDI--ODQ—')— u’As)Z DDs.
D; est appelée la droite conjointe.

Transformation univoque. — Un sommet du triangle ABC circon-
scrit aux trois coniques U, V et T est le point de rencontre A de D et
de D,; comme la conique (2) est également circonscrite a ce triangle
et que la droite D coupe U, Vet T en A et en des points forcément
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distincts, on en déduit que D; est le coté BC. Si P’on écrit que les
coniques U, Vet T coupent D; aux deux mémes points, la transfor-
mation sera univoque. En désignant par 2, y; les coordonnées du
point derencontre, forcément a distance finie, de D et de D;, la trans-
formation univoque de la classe IV sera définie par les relations sui-
vantes :

D _—..(x—z‘:)sin?'—(.}’—_}’.)cos:; Ds:(‘Z—x‘)sm?l'—(}’——yi)cosq,
Dl:_$‘A3+aicos?‘Db+le:’ ’ @y, by et by arbitraires
IV ¢ Do=—py185+a;sino D, + byD;

x A ¥ [

DD, DD, DA,
- yD,— - —
a,sin (¢ — o) assin(o—e¢y)  ajsin(o—oy)

zD,

1

-+-D,

Ces formules établies dans le cas ou les coefficients u, ¢, w de
la droite D ne sont ni nuls, ni infinis, s’appliquent méme dans ce
cas.

Cuasse V. — Transformations & axe de correspondance quel-
conque, T étant linéaire.

’ ’

v x _ y _ 1
) zh;— DD,  yD,— DD, D,

Cette transformation se déduit de (IV) en faisant A;= o.

Transformation univoque. —On démontre que les droites D, D,,
D, et D; sont paralléles et 1'on établit les formules :
1° Cas général

(V)u, A=y —muz,
‘l,"
We— M w
v;;x[A—s—L-—-———' ] —(0Ad+w) (0 A+ wy)
va— Mmyy
J' _ f .
- Wy — M w, - wo—mw, |’
Y A+ —(vA+w) (v3A + w, 3| A A4 ———
3}'[ vg—mvl] ( ) (02 2) [ Pag— m ey

2° L’axe de correspondance est paralléle & I'un des axes de coor-
données
D=uzx+w, Di=uwxr—+w, Dy=uzx+ wy,
’ ’

z = J - .
D <7’ Du,) T yD:—DD, T Dy
3(#— D—

us

(V)u,

S. M. — Comptes rendus.

-
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Cas particulier. — L'axe de correspondance est la droite de I'infini :
’ '

(v 5 = % = 5
1) z(az+by)+ D, y(az+by)+D, D,

Transformation univoque :

‘ @' - Y 1
(Ve ) z(ax+by)+D, D;— u3D, 3

y(az+by)+ z
\ Dy=wuzx + o3y + ws.

Crasse VI. — Transformations é axe de correspondance confondu
avec l’un des axes de coordonnées. — Soit x —o 'axe de corres-
pondance. Groupons dans U, V et T les termes contenant z et les
termes indépendants de x :

z' ¥ I

zD,+ayyr+ay+as - Do+ b, ¥+ by y + b = zD,+c,y2+c,y+cg'

Ecrivons que les caractéristiques contiennent I'axe z —o :

VI y _ 1
(VD) zD+y(ay +b) xDy+ay—+b

z,I
.Z'Dl
. . b

Les coniques U, V et T passent par le point A (0, — =)

Transformation univoque. — La droite D, est la droite conjointe
et contient les sommets B et Cdu triangle inscrit dans les coniques U,
VetT.

On obtient les subdivisions suivantes :

1° La droite conjointe ne passe pas par l'origine

Di= w2+ 01y + wy,

s J" _ .yl
(Vl)u x Dy ——-.Z‘Dz—ﬁ—‘y(a'}/_*.b)

1
' T[aD,-—v,l),—f—u,(a_y—o—b)J t+ay+b
\ wy
Cas particuliers. — La conique T contient la droite conjointe; la

droite conjointe est la droite de I'infini, T étant linéaire.
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2° La droite conjointe passe par Uorigine

x’

r(uyxr +v1y)
_ J

(w3vi— aug)(usvi — 10+ au?)
o3 (uzvr—vzuy)

(VDy,

1‘[“2@’-0—92}’4- ]—+—ay2
1
r(Usx + 03y + w3) +ay

3° La conique NV contient la droite conjointe

(VI 2 vd = ! .
P r(r+01y) (@401 y) (U + 03 y+wa) 2 Ds+v (v ¥+ wy)

4o La droite conjointe est la droite de U’infini, T étant quadra-
tique

= Y - ! .
(VDu, a1z z(aA+by)+by  x(azA+by)+0

!

Transformation quadratique perspective. — En perspeclive

d’observation, on est amené & considérer la transformation quadra-
lique univoque

’ ’

Zz ooy !
xyd  ydt T &4 at’

d étant une constante, la distance de ’eil au tableau.
La transformation inverse est

Ces transformations ont pour axe de correspondance 2 =o0; on
voit, pour la premiére, que la conique V contient la droite conjointe
[transformation (VI)g,]; pour la seconde, que la droite conjointe est
la droite de I'infini, T étant linéaire [transformation ( V1), cas par-
ticulier].

Cuasse VII. — Les caractéristiques n’ont pas de partie commune.
— Cest la classe la plus générale qui comprend toutes les transfor-
mations ne rentrant pas dans les classes précédentes. Pour établir
des subdivisions dans cette catégorie, il faudra chercher d’autres
critériums que les caractéristiques ou I'existence d’an pole.
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SEANGE DU 13 MAI 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.

Conférence de M. Harald Bohr, Sur la fonction {(s)

de Riemann.

La fonction ¢(s) de Riemann, ou s =o + iz désigne la variable
complexe, est définie, comme on sait, dans le demi-plan ¢ > 1 par la
série absolument convergente

I 1 I

-]
. 1
C(_S)—EZ;_I—&—;XA—ST—»—FT....
=1

I.a série étant uniformément convergente pour 6> 1 + 0 (6 > 0), on
voit immédiatement que, dans ce demi-plan ¢ > 1, la fonction £(s)
est une fonction holomorphe. A la vérité, la fonction {(s) définie par
la série pour ¢ >1 existe, comme I'a prouvé Riemann, dans tout le
plan; c’est une fonction uniforme et méromorphe, ayant pour seule
singularité un pole simple au point s=1; autrement dit, la
fonction {(s).(s — 1) est une fonction entiére. Pour mettre en-évi-
dence le fait que la fonction {(s), définie d’abord seulement pour
o> 1, peut étre prolongée dans tout le plan comme une fonction
uniforme et méromorphe, le procédé suivant est peut-étre avjourd’hui
le plus simple. On multiplie la fonction {(s) par le facteur (1 —2'=),
qui a un zéro pour s=1 et 'on en déduit immédiatement que,
pour ¢ >1,
T 1 1

G (1 =) = (= o o — s

c’est-a-dire que {(s)(r—2!'7%) est représentée par la série de zéta
avec des signes alternés. Mais cette derniére série est, comme je I’ai
prouvé, sommable dans tout le plan par les moyennes de Cesaro et,
méme uniformément dans tout domaine fini; c’est un cas spécial de
la théorie générale de la sommabilité des séries de Dirichlet. On
en déduit immédiatement que cette série représente une fonction ¢(s)
réguliére dans tout le plan, c'est-a-dire une fonction entiére.

. . Q(s . .
Ainsi (s) :,~'_£-)?—\ existe dans tout le plan, et c’est une fonction



uniforme et méromorphe, pour laquelle on peut montrer aisément
2TLV

Togn du
dénominateur 1 — 2!~%, c’est seulement le point s=—1 qui est vérita-
blement un point singulier de (s).

Pour prolonger {(s) définie d’abord pour ¢>1 sur tout le plan
complexe, Riemann a suivi la voie suivante : Il représente {(s),
multiplié par un facteur simple, a I’aide d’une intégrale complexe,
prise sur un certain contour. De cette représentation il ne conclut pas
seulement que (s— 1)¢(s) est une fonction entiére, mais aussi,
d’une maniére trés élégante, endéformant le chemin de l'intégration,
que Z(s) satisfait a une équation fonctionnelle de la forme suivante :

que, parmi les poles éventuels, c’est-a-dire les zéros 1+

{(s) =L(1—s) F(s),

ou F(s) est une fonction composée de la fonction I'(s) et des fonctions
¢élémentaires, c’est-a-dire une fonction que l'on connait presque com-
plétement. Cette équation fonctionnelle combine les valeurs de la
fonction {(s)aux deux points s et 1 —s, c’est-a-dire en deux points

symétriquement situés par rapport au point sz.-:- Ainsi, si Pon
connait par exemple, 'allure de {(s) dans le demi-plan ¢ > ‘;—‘, I'équa-
tion fonctionnelle permet d’en étudier I’allure dans le demi-
plan o‘<_—;; ou bien, si par exemple on a trouvé des propriétés de

{(s) pour o> 1, I’équation fonctionnelle permet d’en déduire des
propriétés pour le demi-plan ¢ <<o.

Dans le demi-plan ¢ > 1, {(s) est représentée par la série 2;{7,

mais on a aussi, comme on le démontre immédiatement, une autre
représentation dans ce méme demi-plan, la représentation suivante
par un produit infini

c<s>=2‘# = 1—[1—1—3
n= 14 e

P

out p parcourt a la suite des nombres premiers 2, 3, 5, ....
11 faut remarquer, en passant, que c’est grice a cette identité, due

a Euler,
T 1
==11

n=1 p I—

2
1
o
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que la fonction zéta joue un role fondamental dans la théorie des
nombres premiers. La raison en est d'une maniére générale la suivante.
On aici une identité ou, dans 'un des membres, les nombres premiers
apparaissent d'une maniére explicite, tandis que dans l'autre, ils ne

figurent qu'implicitement. Ainsi donc, on peut étudier Ja série E —
ns

sans rien connaitre sur les nombres premiers, parce qu’ils ne parais-
sent pas explicitement, et ayant étudié cetle série, on peut par
I'identité d’Euler, des propriétés trouvées sur {(s), tirer des consé-
quences sur les nombres premiers.

La théorie de la fonction zéta est aujourd’hui si vaste, qu'il est
impossible dans une conférence de suivre cette théorie dans toutes les
directions ou elle s’est développée. Je ne m’occuperai pas du tout ici
de P'application dela fonction zéta a la théorie des nombres premiers,
et me consacrerai entiérement a I'étude de la fonction zéta au point
de vue de la théorie des fonctions analytiques. En effet, c’est a I’étude
des propriétés analytiques de la fonction zéta que les mathématiciens,
dans ces derniéres années, se sont de plus en plus attachés. et pour
la théorie des nombres premiers, c’est aussi I’étude des propriétés
analytiques de zéta, et en particulier I'étude de la situation des zéros,
qui est aujourd’hui de la premiére importance. On a en effet poussé
la théorie des nombres premiers plus loin que la connaissance
actuelle des propriétés analytiques de {(s) ne peut la soutenir; c’est
ainsi qu’on a prouvé, en introduisant des hypothéses sur les zéros de
zéta, quelques théorémes fondamentaux sur les nombres premiers,
mais on n’a pas jusqu’ici réussi a vérifier si ces hypothéses sont exactes
ou non.

Mais reprenons le fil de notre développement systématique. Du
fait que £(s) dans le demi-plan o> 1 est représentée par un produit,
on conclut immédiatement que £(s) est différent de zéro pour o >1.
Soit maintenant s un point du demi-plan ¢ <<o. Alors 1 — s est un
point du demi-plan ¢ > 1 et ’équation fonctionnelle

Lis) =C(1—s) F(s)

nous montre immédiatement que les zéros de (s) pour g <<o sont
les mémes que les zéros de F(s), parce que 1 — s étant un point du
demi-plan ¢ > 1, le facteur (1 — s) est différent de zéro. Mais la
fonction F(s), composée de la fonction I'(s) et des fonctions élé-
mentaires, a, comme on le démontre immédiatement, dans le demi-
plan ¢ > o des zéros simples pour s =—2, — 4, —6, ... et seule-
ment en ces points. Il en résulte qu’il en est de méme pour ¢(s). En
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résumé, nous avons obtenu ce résultat que $(s) est différent de zéro
pour ¢ >1 et que, pour g<<o, il a des zéros simples aux points
s=—2, —4, ..., et en ces points seulement. On appelle généra-
lement les zéros situés sur 'axe négatif, les séros trivials de {(s).

M. Hadamard et M. de la Vallée-Poussin ont démontré le fait
important que, sur la droite o = 1, la fonction {(s) estaussi 3£ o.

Il en résulte, grice a l'équation fonctionnelle, que {(s) est £ o
aussi sur la droite ¢ = o, c’est-a-dire sur I’axe imaginaire. Ainsi, s'il
existe des zéros en dehors des zéros trivials sur l'axe négatif, ces
zéros appartiennent certainement a la bande o <o <1, ou, comme
I'on dit souvent, a la bande critique de £(s).

On sait que Riemann, dans son célébre Mémoire sur les nombres
premiers, a formulé des hypothéses diverses a I'égard des zéros dans
la bande critique, hypothéses qui sont aujourd’hui toutes prouvées,
excepté une seule, qu'on désigne comme I'hypothése de Riemann, et
sur laquelle j’insisterai tout a4 ’heure.

D’abord Riemann a supposé qu’il existe une infinité de zéros p dans
la bande critique et, de plus, que la fonction £(s) (s — 1) est, suivant
le langage actuel, une fonction entiére du genre 1, c’est-a-dire
que {(s) (s — 1) est représentée dans tout le plan par le produit cano-

nique
1 s\ %
(s=nt(s)=aers ———— [ J(1=3) e?>
(- '
(1)
1 .
ot @ et b sont des constantes, le facteur ———— donne les zéros
r (— -+ l)
2
trivials s=— 2, — §, ... et p parcourt les zéros dans la bande cri-

tique. Il est bien connu que M. Hadamard a prouvé la vérité de ces
deux hypothéses, a I'aide de la théorie des fonctions entiéres de genre
fini, qu’il a créée dans ce but.

Des recherches de M. Hadamard il résulte en outre que, par

I . . 1
exemple, 2 I est divergente, tandis que ZI—PT’ est convergente.

Ces deux derniers résultats sur les zéros p donnent, évidemment, des
renseignements sur la distripution des p. Le premier, c’est-a-dire la

divergence de Z[—’l-l’ exprime que les p ne tendent pas trop vite
¢

. . . 1
vers l'infini, tandis que 'autre, la convergence de 2 E donne au

contraire une limite inférieure de cette croissance. Mais Riemann a
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énoncé une hypothése beaucoup plus précise surla distribution des p,
la voici : Soit T un nombre positif, et soit N(T) le nombre des
zéros p= 3 + iy, pour lesquels o <y < T, c'est-a-dire le nombre
des racines non triviales qui sont situées entre I'axe réel et la droite
paralléle £ = T. Alors Riemann a supposé que

N(T)= AT logT + BT -+ R(T),

ou A et B sont des constantes numériques, et ou le reste R(T) est
pour T tendant vers I'infini plus petit que K.logT, K étant une cons-
tante, ce qu’on peut écrire avec la notation de M. Landau :

N(T)=ATlogT + BT + O(logT) (1).

Remarquons en passant que, pour éludier les zéros de {(s), il suffit
d’étudier les zéros dans le demi-plan au-dessus de I'axe réel, car {(s)
étant réelle pour s réel prend des valeurs conjuguées en des points s
conjugués, et il en résulte que, si 3 + {y est un zéro, 3 — iy en est
aussi un, et inversement. i

C’est un des grands mérites de M. von Mangold dans la théorie des
nombres premiers, que d’avoir démontré la vérité de I’hypothése de
Riemann sur N(T). La méthode de démonstration de M. von Man-
goldt, qui repose essentiellement sur les résultats de M. Hadamard,
peut étre esquissée, sans entrer dans les difficultés, comme il suit :
Le nombre des racines d’une fonction holomorphe f(s) dans un

: w . TR 1 (s .
domaine donné étant égal a lintégrale —.ff.( ) ds prise sur le
anmi J f(s)
contour du domaine, on voit immédiatement que N(T) est égal

RSO

X34 Z(s)

tangle PQRS (fig. 1), ou par exemple

ds, ou l'intégrale étant prise. sur le contour du rec-

P =, Q=12+ T, R=—1+:T, S=—1,

et ou1 'on a évité le pole s =1 et les zéros éventuels sur ladroite t=T

par de petits demi-cercles. D’abord, on a = const., c'est-a-dire
sp
indépendante de T. Ensuite, on prouve facilement, a I'aide de I'iden-

(') M. Landau désigne par O[f(¢)], ou f(2) est une fonction positive, toute
fonclion g ( t), qui pour ¢ suffisamment grand est en valeur absolue plus petite
que K.f(¢). :
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lité d’Euler, que f =0 (1), c'est-a-dire est plus petite qu'une
TQ
constante indépendante de T; et, a I’aide de I’équation fonctionnelle,
on trouve sans difficulté que
"1

'ZTL. ns: ATlogT+Bl'+O(l),

ou A et B sont exactement les constantes numériques de la formule

R Q
x
xS
x
-1 OL L Ve 2
S P
Fig 1.

de Riemann-von Mangoldt. En résumé, nous avons trouvé que

~ LI G
N(T)=ATlogT + BT + O (1) + ~— on 5(5) @

Jusqu’ici, nous n’avons eu aucune difficulté, et, en vérité, I'expres-
sion trouvée était connue longtemps avant les recherches de
M. von Mangoldt. Il reste & apprécier / » c’est-a-dire l'intégrale sur

OR
la droite 2 + {T, — 1+ {T traversant la bande critique. C’est 1'éva-
luation de cette intégrale qui constitue toute la difficulté. Le résultat
obtenu par M. von Mangoldt, par des artifices trés élégants, est que
cette intégrale est égale 4 O (logT), c’est-a-dire plus petite que
KlogT.

Nous nous tournons maintenant vers I'étude d’un autre probléme
important pour la théorie de la fonction zéta elle-méme et pour les
applications, savoir le probléme concernant la croissance de £(s),
quand s tend vers Vinfini dans une direction paralléle a la bande cri-
tique, c’est-a-dire a I’axe imaginaire.

Soit g, un nombre réel quelconque; on démontre aisément que, sur
la droite verticale ¢ = o, la fonction £ (s) ne tend pas vers zéro, mais,
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d’autre part, qu’elle ne croit pas plus vite qu'une puissance de l'or-
donnée ¢, c’est-a-dire qu’il existe une constante a = a (g,) de telle
maniére que

C(oo+it) = 0(e2),

Soit, pour g, fixe, p=p(g,) la limite inférieure de toutes les
valeurs de o pour lesquelles

C(oo+ it)= 0 (t%),

c’est-a-dire soit (+(g,) le nombre fini non négatif pour lequel ¢ (a,-+it)
est égal a O (¢#9%)+¢) pour tout & positif, mais n'est pas égal
a O (™% pour aucun ¢ positif. Nous voulons étudier la fonc-
tion = p (o) définie pour toute valeur réelle de o, ou, comme on
dit généralement, la courbe . Soit d’abord ¢, un nombre > 1; alors
on déduit immédiatement du produit d’Euler l'existence de deux
constantes positives k(g,) et K(o,) de telle maniére que, pour toute
valeur réelle de ¢,
k<|t(so+it)| <K.

Il s’ensuit que, pour o>1, p(c) est égale & zéro, clest-a-dire
pour 5 >1 la courbe p concorde avec I’axe réel. Aprés avoir déterminé
la fonction p pour ¢>1, on en peut immédiatement conclure, 2

d

SN M
o _!_ 1 2
Fig. 2.

I'aide de l'équation fonctionnelle, la valeur de la fonction g pour
tout ¢ <o. On trouve que, pour ¢ <o, la fonction p. est déterminée

I . .
par p =~ —g, c’est-a-dire que la courbe g est, pour ¢ <o, une

demi-droite partant du point L de coordonnées (o, %) et ayant le

coefficient angulaire — 1.
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Il reste & étudier la fonction w dans la bande critique. M. Lindelof
a démontré, a I'aide des recherches générales de M. Phragmen et
M. Lindelof lui-méme, concernant les fonctions analytiques dans les
environs d’une singularité essentielle (dans notre cas s =), que la
fonction = 11 (o) est une fonction continue et de plus une fonction
convexe, c’est-a-dire que si P et Q sont deux points sur la courbe p,
alors la partie de la courbe entre Pet Q n’a pas de point au-dessus de
la droite PQ. Il s’ensuit immédiatement ( fig. 2) que, dans la bande
critique, la courbe L est contenue dans le triangle MNL (le périmétre
inclus), car il est évident qu’'une courbe convexe qui, pour ¢>1,
tombe sur I’axe réel, et qui, pour s <<o, est donnée par la

. 1 . .
droite p— = — 0, he peut contenir aucun point au-dessus de ML ou

au-dessous de la ligne brisée MNL, Les recherches de M. Lindelof
ne permettent pas de déterminer d’une maniére compléte la courbe
dans la bande critique, et cette détermination est aujourd’hui un
probléme non résolu. M. Lindel6f a supposé que la courbe . tombe

. . 1
sur I’axe réel, non seulement pour o >>1, mais encore pour ¢ > 5

c’est-a-dire que p soit égal a zéro pour o > 3 Dans la suite, nous

N .

verrons que M. Littlewood a réussi & prouver que, si ’hypothése de
Riemann sur les zéros de zéta est vraie, ’hypothése de M. Lindelof
sur la courbe p I’est aussi. M. Lindel6f a ajouté encore, que si

pour ¢ > é + 0 (le pole s==r1 exclu par un petit cercle) la valeur
absolue de {(s) n’est pas bornée, ce qui dit beaucoup plus que p=o
pour o'>é, la fonction zéta devrait avoir 4 plusieurs égards des

propriétés assez curieuses. Mais I’hypothése, sous cette forme plus
précise, n’est pas exacte. En vérité, la fonction {(s) n’est pas bornée

i o . . . .
pour o>~ -+ d, méme pas, comme je I'ai prouvé, dans le demi-

plan ¢ >1 (le péle exclu), mais seulement, ce qu’on voit immédia-
tement, pour ¢ >1+ 0; et en effet, comme I'a énoncé M. Lindelsf, la
fonction zéta a des propriétés analyliques qui, au premier abord,
semblent étre assez remarquables.

. . 1 .
Pour prouver que {(s) et d’ailleurs aussi =— ne sont pas bornées

(s)
dans le demi-plan ¢ > 1, nous étudierons d’'une maniére générale les
valeurs que prend {(s) sur une droite fixe ¢ =gy, ol g, est > 1. La
méthode & employer repose essentiellement sur un théoréme de
Kronecker sur les approximations diophantiques. Je me permettrai
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deparlerd’une maniére un peu détaillée decette méthode arithmétique,
qui s’est montrée assez utile aussi dans la théorie générale des séries
de Dirichlet. Pour étudier les valeurs que prend £(s) sur la droite
6 =0,>>1, c'est-a-dire les valeurs que prend Z(gy+it), quand ¢ varie
de — o0 4 + oo, nous partons du produit d’Euler

I
C(3)=]—II_—P;‘\~1

n=1
ou p, désigne le nitme nombre premier. Pour s = g, + i, on a
p;s — p;(o—,,+it) — p;a-, e—illogp,,,

c’est-a-dire que p;* a pour module p;% indépendant de ¢, et pour
argument p@,, — &, (t) = — tlogp,. Nous aurons ainsi

®

. 1
7 p—
{(sg+1t) = I I _—I—p,’,dne"!"u’

n=t
ol les nombres py, o, ...y py, ..., sont des fonctions (., = — tlogp,)
de la variable réelle ¢. Mais en vérité, on peut démonirer que ces
arguments p, pa, ..., My, ..., €n nombre infini, qui sont, je le

répéte,desfonclionsd’uneseule variableindépendante ¢,se comportent
a plusieurs égards tout a fait comme si elles étaient des variables
indépendantes. D’'une maniére précise, si N est un nombre entier,
el ©;, Ps, ..., ¢y sont Nnombres réels quelconques, il existe une valeur
de ¢ telle que, pour toutes les valeurs de n =1, 2, ..., N, I'argument
Pn = pa(t) différe (mod27) d’un nombre donné ¢, de moins de &
donné, c’est-a-dire que les N inégalités

| —tlogpp—on—2mgn|<ce (n=1,2,...,N)

ol gy, & --., n sont des nombres entiers, sont toutes rem-
plies. L'existence d’une valeur de ¢ satisfaisant aux inégalités en
question se démontre comme suil. En divisant par 27, les inégalités
prennent la forme

It (/———1"‘“’") _$n

—
n
\ 2T 2 °

€
— (n=1,2,...,N).
< 27 ( » b )
Or, Kronecker a démontré que les N inégalités
It“n“Bu_gn|<El (n=1,2,...,N),

oit By, Bs, ..., By sont 1es nombres réels arbitraire et ¢ arbitrairement
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petit, peuvent toujours étre satisfaites par une valeur réelle de ¢ et
N nombres entiers gy, g5, ..., gn, si les o, oy, ..., ay sont linéaire-
ment indépendants, c’est-a-dire s’il n’existe aucune relation de la

forme
ng;—l—Cgag—}— e +C_\'IZN=0’

. . o]
ou les C sont des entiers non tous nuls. Dans notre cas a,,:—ﬁ;
2T

et, fort heureusement, il n’existe aucune relation C, oy +...+ Cyoy = o,
c’est-a-dire
Cilogpy + ...+ Cy log px =o.

C’est une conséquence immédiate du théoréme fondamental sur la
décomposition unique d’un nombre entier en facteurs premiers; en
effet, ce théoréme dit que si G, ..., Cy sont des entiers, qui ne sont
pas tous nuls, p$:... p§* est toujours différent de 1, c’est-a-dire
que C,logp, + ... + Cylogps est toujours différent de zéro. Aprés
avoir constaté de cette maniére que les arguments p, 1, ... sont dela
sorte indépendants les uns des autres, il est naturel d’envisager en
méme temps que la fonction

©

L(oy+1it) = I I —
: [ — p;;% eitn?

n=r

ou les pn sont des fonctions de la variable ¢, la fonction d’une infinité
de variables réelles indépendantes
®

I
F(oy, 9, ... cee) = _—
(.h 72 » Pny ) I_P;Go elon

n=t

Soit U=0U(g,), l’ensemble des valeurs que prend (o, i¢)
quand ¢ varie de — o0 & + o0, et soit de plus V= V(g,) I'ensemble
des valeurs que prend la fonction F(oy, @2, «.sy @p, ...), quand les
variables réelles ¢y, @3, ..., ¢, ... varient indépendamment les unes
des autres de o a 2m. Alors en faisant usage du théoréme de Kronecker
on prouve que l'ensemble U, qui est évidemment contenu dans
I’ensemble V, est partout dense dans V. Mais I'importance dans la
théorie de zéta, de '’ensemble V introduit ci-dessus des valeurs, que
prend le produit F(,¢,...9,...) quand les variables o;, 95, ..., @a,, .-
varient indépendamment les unes des aulres, est encore plus grande.
Soit, en effet, W I’ensemble des valeurs que prend {(s), non pas sur
la droite ¢ =0, mais dans le voisinage infiniment petit de. la
droite g =g, c’est-a-dire soit W I'’ensemble de toutes les valeurs s,
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telles que, pour tout ¢ > o, I'équation {(s) = ait au moins une
racine dans la bande 0, —d <o << g, + 0. Alors on peut démontrer
que ce dernier ensemble W est identique & 'ensemble V. On voit que,
pour I'étude des valeurs que prend la fonction £(s) sur la droite
o = o, et dans le voisinage immédiat de cette droite, c’est vraiment le
produit F(¢;0,...9,...) d’une infinité de variables qu’on doit envi-
sager. Mais, dans ce dernier produit, les facteurs

I
flz - —l — p;ao ei?ﬁ

varient indépendamment les uns des autres. Quand ¢, variede oa 2,
le nombre «, = p;;% e/%» parcourt dans le plan complexe un cercle de
centre o et de rayon p3%. Par suite, le nombre f, parcourt lui aussi
un cercle C,, savoir le cercle, qui se déduit du cercle |2, | = p7;% par

. ., t
la transformation linéaire f, = Les facteurs fy, fo, ..., fo, ---
- n

parcourent donc, indépendamment les uns des autres, des cercles
Ci, Cyy ooy, Gy ..., qui, comme on le voit immédiatement, contien-
nent tous le point 1 a Dintérieur et sont tels que le rayon du
nitme cercle C, tende vers zéro lorsque n augmente indéfiniment.
Ainsi, 'ensemble V des valeurs que prend la fonction F (g4, ,,...) est
'ensemble des points dans le plan complexe, obtenu par la multipli-
cation d’une infinité des cercles C,, Gy, ..., Cn, ..., Cest-a-dire
I'ensemble des valeurs f; f...fn..., ol f, est un point quelconque
sur Gy, f; un point quelconque sur C,, etc. La détermination
de cet ensemble est un probléme tout a fait géométrique. Je ne peux
pas ici entrer dans les détails. Mais je veux me restreindre & cette
remarque que, comme on le voit assez aisément a I'aide de recher-
ches géométriques, cet ensemble V=V (g,) est pour g, assez voisinde 1,
un domaine limité par deux courbes c et G: ¢ est trés petit et contient
le point O & l'intérieur, tandis que C est trés grand. D’aprés les
théorémes mentionnés ci-dessus, les valeurs de ¥(s) sur la
droite ¢ =g, sont, je le répéte, tous contenus dans ce domaine et y
sont partout denses, et les valeurs que prend {(s) dans le voisinage
immédiat de o — o, sont exactement toutes les valeurs du domaine
limité par c et C. Si g, tend vers 1, la courbe ¢ tend vers zéro et la
courbe C vers l'infini. Il résulte de la, en particulier, que la fonc-
tion ¢(s) pour tout d > o prend dans la bande 1 <o << 1+ ¢ toules
les valeurs complexes excepté seulement la valeur zéro et prend
toutes ces valeurs une infinité de fois.

L’allure - de Z(s) sur une droite ¢ = g,, ou g, est trés voisin de 1,
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semble indiquer comme trés probable que les valeurs de zéta sur la
droite ¢ = 1, limitant la bande critique, sont partout denses dans
tout le plan complexe, et en vérité c’est ainsi, comme M. Courant
et moi-méme 'avons démontré; mais la démonstration est assez
difficile parce que le produit d’Euler ne converge plus uniformément
sur la droite o= 1. D’ailleurs, la méthode de M. Courant et moi-méme,
basée encore sur la théorie des approximations diophantiques, nous a
permis de démontrer que, non seulement sur la droite ¢ = 1, mais

., . Ll <
plus généralement sur toute droite g = g, oil 5 <GZ1, les valeurs

que prend £(s), sont partout denses dans tout le plan.

J’ai essayé jusqu’ici de vous présenter a grands traits, et sans entrer
dans une foule de questions dignes d’intérét, une esquisse de lathéorie
analytique de la fonction zéta, c’est-a-dire de la partie de cette
théorie qui est traitée d’une maniére complétement rigoureuse et
solide. Cependant, on a, dans ces derniéres années, poussé la théorie
analytique de zéta beaucoup plus loin, mais sur une base, il faut le
dire, qui n’est pas du toul solide, en supposant I’exactitude d’une
hypothése désignée par 'hypothése de Riemann. Cette hypothése, dont
on n’a pas réussi a démontrer la vérité, est que les zéros dans la bande

.. . . . 1
critique 0 << g <1 sont tous situés sur la droite ¢ = > Avant de ter-

miner ma conférence en disant quelques mots sur les raisons, qui
rendent cette hypothése assez probable, je veux, le plus rapidement
possible et en me limitant 4 deux exemples caractéristiques, indiquer
la nature des progrés qu’on a pu faire en faisant usage de I’hypothése
de Riemann, progrés qui, adivers égards, ont réellement un caractére
assez définitif. Mais d’abord il me semble utile de considérer, d’une
maniére générale, quelle est la raison pourlaquelle on n’a pu obtenir,
en travaillant dans ’hypothése de Riemann, des résultats beaucoup
plus précis sur 'allure analytique de zéta,

Commencons par mentionner qu'il suffit d’étudier la fonction dans

. I . . . .
le demi-plan ¢ > 52 carsi I'on connait la fonction dans ce demi-plan,
I’équation fonctionnelle nous permet d’étudier cette fonction dans le

demi-plan ¢ < % Cela posé, rappelons que la fonction {(s) prend dans

le demi-plan o'>£ (en fait déja dans le demi-plan ¢ > 1), toute

valeur différente de zéro et méme une infinité de fois. Ainsi, dans
I’hypothése de Riemann, qui, comme nous le verrons dans la suite, est

identique & I’hypothése que {(s) est difféerente de zéro pour ¢ > %,
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et seulement sicette hypothése est vraie, il existe une valeur a, savoir
a = o, de telle maniére que (s) est différente de a dans tout le demi-

. 1 e
plan en question ¢ > 5 et c’est précisément sous cette forme, c’est-

a-dire en supposant ’existence d’une valeur exceptionnelle, qu’on
emploie, dans la théorie analytique de zéta, I'hypothése de Riemann.
La maniére dont on utilise le fait, que {(s) ne prend pas la valeur

\ . 1 . . ; .
zéro dans le demi-plan ¢ > 5 consiste simplement a opérer, avec

log¢(s) et non avec {(s) elle-méme; en supposant que log{(s)
est une fonction holomorphe, on a implicitement utilisé que Z(s)
est toujours différente de zéro. Autrement dit, dans I’hypothése
de Riemanr, on peut pousser l'étude de log %(s) jusqu'a la

. 1 . . .
droite ¢ = 5 et non pas seulement jusqu’a la droite ¢ = 1. Pour vous

donner une idée de 'importance d’une telle supposition (ici la sup-
position qu'il existe une valeur exceptionnelle), laissez-moi vous
rappeler les belles recherches de M. Lindel6f concernant la théorie
générale des fonctions holomorphes qui ne prennent pas dans un
demi-plan ¢ > ¢, deux valeurs distinctes, par exemple les valeurs
o et 1. Il est bien connu que M. Lindelsf a démontré qu’une fonction
Jf(s), soumise & cette condition restrictive, ades propriétés trés simples
et ne peut pas du tout présenter une allure singuliére, par exemple
si elle est bornée sur une droite g = const., elle est bornée aussi sur
toute autre droite verticale dans le demi-plan en question. On sait,
que, aprés le célébre théoréme de M. Picard, on prouve de telles propo-
sitions en prenant la fonction modulaire de f(s). En se servant de cette
fonction comme d’une fonction holomorphe, on a d’une maniére im-
plicite fait usage du fait, que f(s) est toujours différent de o et 1. Dans
le cas de la fonction {(s) on a, d’une maniére analogue, en opérant
avec logZ(s) comme une fonction holomorphe, utilis¢ complétement
la supposition que (s) est toujours différente de zéro dans le demi-
plan en question. Parmi les résultats obtenus dans l’hypolhéée de
Riemann, je veux, comme je l'ai dit, me limiter & deux exemples
caractéristiques. Envisageons d’abord la courbe p = p (o) dont jai
parlé plus haut, et qui indique, je le répéte, la croissance de zéta sur
une droite verticale comparée 4 une puissance de I'ordonnée ¢. Dans
I'hypothése de Riemann, M. Littlewood a réussi a démontrer que, en

effet, comme I'a supposé M. Lindelof, p(o)=o0 pour tout ¢ >;:—;

il s’ensuit, a l'aide de I’équation fonctionnelle, que p(s) = - —a
2
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pour ¢ << -;-, c’est-a-dire que la courbe p se compose de devx demi-

. . 1
droites se rencontrant au point s = 5

L’autre théoréme, démontré par M. Landau et moi-méme a l'aide
d’une forme généralisée du théoréme de M. Picard, exprime quela
fonction {(s)dans toute bande arbitrairement mince a << o <<f3 con-

I ,
tenue dans la bande > < o <1 prend toutes les valeurs, excepté na-

turellement la valeur zéro, une infinité de fois (1).

Considérons maintenant les raisons qui ont conduit les mathéma-
ticiens & considérer I’hypothése de Riemann comme une hypothése
trés probable.

. . ’ . . ’ . I
D’abord, il y a une certaine symétrie a I’égard de la droite ¢ = =3

en effet, si p={ + iy est un zéro de zéta dans la bande critique, le
pointconjugué 3 — iy 'est aussiet, d’aprés I’équation fonctionnelle, il
en est de méme pour les deux points 1 — (3 + iy) et 1—(B—1iy). On

‘. . . A . . . . 1
voit ainsi qu'un zéro p, qui n’est pas situé sur la droite ¢ = 3’ donne

naissance & trois autres zéros (formant avec le premier les sommets
d'un rectangle). Seulement, dans le cas olt p est situé précisément sur

. 1 . . ' . w .
la droite o = > le point conjugué et le point (1 — p) coincident, et
les quatre zéros se réduisent a deux.

De plus, et c’est une raison assez forte pour admettre que I'hypo-
thése de Riemann est vraie, on a réussi a montrer, par des recherches
numériques, que les premiers cinquante zéros, c’est-a-dire les cin-
quante zéros dont les ordonnées sont les plus petites, ont en vérité

. ’ . 1
tous leur partie réelle égale a 5

Jusqu’a ces derniers temps, ces résultats ont été Ies plus forts argu-
ments pour croire a la justesse de 'hypothése de Riemann. Mais dans
ces derniers mois, deux théorémes — et dans deux directions tout a fait
différentes — ont été établis qui semblent affirmer ultérieurement la
vraisemblance de I’hypothése en question.

Le premier de ces théorémes, démontré par M. Landau et moi-méme,
exprime que presque tous les zéros dans la bande critique sont dans

un voisinage infiniment petit de la droite o=z d’une maniére pré-

(') Aprés ma conférence, j’ai obtenu des résultats ultérieurs sur les valeurs
de §(s) dans la bande % <o <1. (C.R. del’Ac. d. Sc., 29 juin 1914.)

S. M. — Comptes rendus. 5
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cise, soit N;(T) le nombre des zéros dont I'ordonnée est plus pelite
en valeur absolue que T, et qui appartiennent a la bande

tandis que N, (T) indique le nombre des zéros dont 'ordonnée est plus
petite que T, qui appartiennent a la bande critique 0 << o < 1, mais

. ., . I TN
qui ne sont pas situés dans la bande mince 5= 0<<ao< -+ 0. Alors

nous avons prouvé, que
. No(T)
0 N, (T)

= 0,

quel que soit le nombre positif d.
L’autre théoréme, démontré il y a quelques semaines par M. Hardy,
énonce qu'il existe une infinité de zéros p situés exaclement sur la

. I
droite o=15"

En terminant ma conférence, je voudrais dire deux molts sur les
raisons pour lesquelles la fonclion spéciale {(s) a joué un role
important -dans les Mathématiques du dernier demi-siécle, et a été
étudiée d’une maniére si détaillée. Sans doute, la fonction Z(s) s'in-
troduit d’abord a cause de son importance fondamentale pour le
probléme des nombres premiers. Mais, abstraction faite des applica-
tions, I’étude de la fonction {(s) elle-méme a aussi joué un trés grand
role pour le développement de la théorie générale des fonclions
analytiques; il suffit de rappeler, une fois encore, que c’est dans la
théorie de la fonction {(s) que les recherches fondamentales de
M. Hadamard sur les fonctions entiéres de genre fini ont pris nais-
sance. Mais aussi pour la théorie moderne des fonctions analytiques,
la fonction {(s) semble avoir une importance individuelle, si je puis
pavler ainsi. En vérité, la fonction {(s) est la seule fonction spéciale
définie d’'une maniére assez simple et qui se présente d'elle-méme,
pour P’étude de laguelle on a vraiment besoin de tous les différents
résultats de la théorie moderne des fonctions analytiques, pour citer
quelques exemples: les recherches fondamentales autour du théoréme
de MM. Picard-Landau, le théoréme de Stieltjes, les résultats de
MM. Phragmen-Lindelof, etc.

in résumé, on pourrait peut-étre dire que 'importance que posséde
la fonction Z(s), dans la théorie des fonctions analytiques, réside dans
ce fait qu’elle constitue, pour ainsi dire, une pierre de touche, pour
¢prouver la vigueur des méthodes de la théorie générale.
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Communication :

M. Lusin : Sur un probléme de M. Baire. L'auteur a montré que
si 'on admet que la puissance du continu est §¢,, il existe des fonctions
qui n’appartiennent pas 4 la classification de M. Baire.

SEANCE DU 27 MAI 1914
PRESIDENCE DE M. FOUCHE.

Communication :

M. Pal : Sur les courbes et surfaces de M. Jordan.

Soit u=F(¢), v=G(¢),0S¢tS2m, une courbe simple fermée au
sens de M. Jordan. M. Carathéodory (!) a démontré que le domaine
JSfermé du plan w = u + iv, entouré par cette courbe, peut étre re-
présenté d’une maniére biunivoque, continue et conforme sur le
domaine fermé |z|Z1 (naturellement, on n'exige la conformité que
pour les points intérieurs des domaines). M. Fejér (2) a prouvé que,
9(5) étant la fonction qui effectue cette représentation, la série de
puissances

9(3) =cCo+ €13+ Cp3%+ ...

converge uniformément méme sur le cercle |z|= 1. D’ou le théo-
réme :

Si les fonctions u =F(t), v =G(t) représentent une courbe de
Jordan, on peut changer le paramétre t par une transformation
biunivoque et continue t — m(3), de telle maniére que les fonctions
F[m(9)] et G[m(J)] admettent des séries de Fourier qui conver-
gent uniforrhément.

Exisle-t-il une telle transformation pour chaque fonction continue
de période 27t? Cette question, a laquelle on peut donner une réponse
affirmative (), a donné naissance a quelques questions intéressantes
qui se rattachent a la topologie des courbes et surfaces de Jordan.
Voici quelques résultats :

Etant donnée une fonction continue de période 21, x =F(t), il
n’existe pas toujours une deuxiéme fonction y = G(¢), qui détermine
avec F(¢) une courbe de Jordan. D’ailleurs, on connait les conditions

(') CARATHEODORY, Math. Annal., t. LXXIII, 1913, p. 305.
(?) FEIER, C. R., t. 156, 1913, p. 46.
(%) PAL, C. R.. 1. 158, 1914, p. 101,
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nécessaires et suffisantes pour I'existence d’une fonction complé-
tante (1).

Etant données deux fonctions o — F(¢), y =G(¢t) de période 2,
il n’existe pas toujours une troisiéme fonction z = H(¢), qui déter-
mine avec F (¢) et G(¢) une courbe de Jordan de I’espace. Cependant,
P'existence d’un unique point simple dela courbe  =F (¢), y =G (¢)
suffit pour Pexistence d’une fonction complétante z = H(¢) (2).

M. Tietze (3) donne de nouvelles démonstrations de ces résultats;
ses démonstrations reposent sur quelques théorémes intéressants re-
latifs aux fonctions bornées définies sur un ensemble borné A et
continues pour les points d’un sous-ensemble fermé de A. En outre,
M. Tietze donne une formule explicite qui résout la question suivante:
Soit B un ensemble fermé situé sur le cercle 22+ y*S1, et soit
J(x,y) une fonction définie sur B et continue en chaque point de B:
construire une fonction continue sur le cercle, qui coincide sur B
avec la fonction donnée.

MM. Borel et Lebesgue présentent quelques remarques au sujet de
la Communication précédente.

SEANCE DU 10 JUIN 1914,
PRESIDENCE DE M. VESSIOT.
Communications :

M. Halphen : Résumé du travail exposé par Uauteur au Congrés
de I’ Association francaise pour U’Avancement des Sciences, tenu a
Tunis en 1913.

M. Fouché : Sur une question d’approximation numérique.

SEANCE DU 24 JUIN 1944.
PRESIDENCE DE M. FOUCHE.
Communications :

M. Hadamard : Sur le module maximum d’une fonction et de ses
dérivées.

(') PAL, J. de Crelle, t. 143, 1913, p. 294.
(*) Pav, J. de Crelle, t. 144, 1914, p. 1.
(3) Twerze, J. de Crelle, t. 144, 1914, p. 15.
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Les remarques qui vont suivre ont pour point de départ un théo-
réme qui intervient dans plusieurs ﬁueslions relatives aux équations
différentielles et & la Dynamique (') et qui, récemment, s’est montré
non moins utile (2) & la théorie des fonctions et & ses applications a la
théorie des nombres. Son énoncé est :

Si f(x) tendant vers une limite pour x=—=ow, sa dérivée
seconde f"(x) reste bornée, la dérivée premiére f'(x) tend vers
3€ro.

A cet énoncé M. Landau a pu donner la forme précise sui-
vante (3) :

Si, dans un intervalle de longdeur > 2, on a constamment
If(=z)l=n,  1f"(@)|<y,
on a aussi constamment, dans le méme intervalle,
Lf'(2) 2.

La restriction relative a la longueur de l'intervalle est indispen-
sable, comme I'a montré M. Landau. Cependant, en vue des applica-
tions que j’ai eu & faire de ces résultats au Calcul des Variations, j’ai
dit me demander si un énoncé, rendant des services équivalents, ne
pouvait pas étre donné lorsqu’elle n’est pas remplie; et un tel énoncé
est, en effet, on ne peut plus aisé a obtenir,

Soient 7, 7, T3y ..., Tiy ... les plus grandes valeurs de

Lf (@)l Lf ()L L (@) e i f () s e

dans un intervalle donné de longueur @. En calculant comme le fait
M. Landau (travail cité), on trouve que

/
2T a
(1) Tnéz-,-*-fl'fz»

a' désignant n’importe quel intervalle intérieur & a.
Le minimum du second membre a lieu pour

T
p3 a' =2 —.
(2) =

(") Voir KNESER, J. f. Math., 1896. — Hapamarp, Journ. de Math., 18g7.

(%) Voir surtout les travaux de MM. Harpy et LirtLEwooD, Proc. London
Math. Soc., 2° série, 1. 9, p. 434-448, et t. 11, p. fr1-}78.

(*) Méme recueil, 2° série, t. 13, p. 43.
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Si dorc cette valeur est une valeur acceptable de a’, c’est-a-dire
dans ’hypothése

0 a‘/géa,

on a I'inégalité
() Tli?'\/'?‘?;,

équivalente a ’énoncé de M. Landau.
Mais ’hypothése contraire

T

fournit une limite supérieure de 7, en fonction de 7. Reportant cette
derniére dans (1) avec a' = a, il vient

€] n< ="

Ainsi, en Loute hypothése, l’une au moins des inégalités (a), (8)
est toujours vérifice.

Considérons maintenant les dérivées d’ordre supérieur. On aura de
méme, soit .

(") T} S 4Tio1 Tt (hypothése I),
soit
(#) < 4171—’ (hypothése II),

Supposons que nous connaissions une limite supérieure de 7 et une
limite supérieure de 7,. Dans le cas (le plus défavorable) ou c’est
I'hypothése I qui a lieu pour toute valeur de i entre 1 et m, I'iné-
galité ('), qui peut s’écrire

' Ti <, T+
(=) ’ri—1:4 w

donne aisément

i -
y T
’t|§‘2""1‘/—i‘
T

Les choses se passent d’une maniére bien plus simple si, pour une
quelconque des valeurs citées de £, on a ’hypothése II. Dans ce cas
(cette valeur de ¢ étant supposée la plus petite pour laquelle I'hypo-
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thése 11 se présente) on a non seulement

i

Ty S a

d’aprés (f3), mais, en vertu de (o)),

Ti—j 4+
— e |
Ti—j—1 a
et, pour j =i —1,
4!
T < —T.
a

La question que j’avais & résoudre se posait d’ailleurs d’une maniére
un peu différente. Il s’agissait de trouver une limile supérieure de r,
connaissant la valeur de I'intégrale

T= [1f (@),

bien connue par les recherches récentes sur la « convergence en
moyenne », et en particulier d’examiner le cas ou la fonction f varie
de maniére que T tende vers zéro,

Acelleseule, la connaissance de T ne-fournit aucune limite supérieure
pour 7; mais il en est autrement si I'on connait 7; (ou une limite
supérieure de 7;).

On établira aisément, comme précédemment, I'inégalité

T
(3) 72‘/{—1—,—%—11":,.
Celle-ci, dans une premiére hypothése, celle out
3 /T
T
L —_—<
(4) a = 4,:} :ay
donne
3 1
(a") TS (Tn)s,
o3

ce qui peut s’écrire

Dans ’hypothése contraire, on trouve

3 /T
2V a’

HA

(8" T
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Si l'on est constamment dans la premiére hypothése, I'élimination
de 74, 75, ... entre (a") et (') donnera

-

~ -

2t m——— 24+
—3
‘/271 S )Ti T

A
WA

Pour ¢ trés grand, le second membre (7; restant constant) tend vers
zéro a peine plus lentement que \/T

Si 'on a (8"), ou s'il existe une valeur de { qui donne lieu a ("),
7 tend vers zéro comme \/T.

M. Lebesgue : Sur le probléme des isopérimétres et sur les do-
maines de largeur constante.

Le probléme des isopérimétres peut, comme l'on sait, étre ainsi

. . L2 . L.

posé : tracer un domaine pour lequel le rapport =, du carré du péri-

métre a 'aire du domaine, soit le plus petit possible. C'est sous cette
forme que je 'envisagerai.

J'admets démontré, ce qui est facile, que la solution de ce pro-
bléme ne peut étre donnée que par un domaine convexe. Le contour
convexe qui limite un tel domaine, étant supposé parcouru dans le
sens direct, admet parallélement & toute direction une et une seule
tangente dirigée; en entendant par tangente au contour une droite
qui a des points communs avec le contour, mais aucun point intérieur
au domaine. Un contour convexe est défini par ’ensemhle de ces
tangentes ou, ce qui revient au méme, par un ensemble dénombrable
de tangentes correspondant & des directions denses dans tout angle.
Si I'on compte les directions a partir d’une origine quelconque, et si a
désigne un arc incommensurable avec 7, toutes les tangentes paral-
léles aux directions mo ol m est entier suffiraient a déterminer le
contour. Les directions oy, o, a3, ... étant choisies pour les tangentes,
chacune des tangentes correspondantes dépend d'un parameétre, par
exemple sa distance & un point fixe. Le probléme des isopérimétres,
probléme du calcul des variations, est remplacé par un probléme de
minimum pour une fonction de ces paramétres en nombre infini. C’est
la une transformation purement formelle et trés banale, mais elle
mérite cependant d'étre signalée parce que, ici, on peul raisonner sur
les paramétres comme s'ils étaient indépendants. Je veux dire que
I'on peut déterminer chaque paramétre par la condition que le rap-

L2 c2 . . \ .
port < considéré comme fonction de ce paramétre, supposé seul

variable, soit minimum.
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Soit C un contour convexe solution du probléme des isopérimétres.
Un tel contour, & supposer qu’il existe, n’est déterminé qu'a une
similitude prés; mais peu importe, raisonnons sur un contour C
déterminé. Soient T,, T,, T, ... les tangentes & ce contour de direc-
tions oy, oy, Ay, -e-.

Considérons le polygone II, convexe limité parles Langentes diri-
gées Ty, T, ..., T),. Je suppose ce polygone fini, c’est-a-dire ne s’éten-
dant pas & Pinfini, ce qui est vrai dés p =3 si o, a,, o; sont bien
choisies. Le polygone II, admet p cotés ou du moins, s’il admet moins
de p cotés et s’il n’admet pas, par exemple, de coté porté par Ty,
c’est que T, passe par un de ses sommets, que ce sommel est un
point de G, car sans quoi T ne serait pas tangente a C. On peut donc
toujours dire que II, a p cotés, a condition, peut-étre, de considérer
des coOtés infiniment petits. Ceci va se préciser de suite : passons
de I, & M, en coupant I, par T,,.{; on sait a 'avance que les cdtés
de IT,, qui seront coupés par T,,, sont ceux qui, dans la rose
des directions, comprennent Ja direction a,,,. Soient AB, AC ces
deux cotés, qui sont finis ou infiniment petits, peu importe; la tan-
gente Tp,, coupe certainement AB entre A et B et AC entre A et C,
mais elle peut passer par A, par B ou par G. Dans tous les cas, pour
passer de II, a I, on enléve de II, un triangle et non un polygone
plus compliqué; c’est la remarque essentielle.

Ce triangle enlevé pour passer de II, a II,,, est de grandeur
inconnue, mais il est connu a une homothélie prés. Si L, et S, sont
lalongueuret 'aire de II; et si 'on coupe II, par une paralléle a T,
qui passe entre A et B etentre A et G, on remplace II,parIl’,,, etL,
et S, respectivement par L, — £/, S, —k%s; [ et s étant des nombres
qu'on peut calculer dés que ay, a,, ..., ap, sont donnés. Par suite
(Lp—H )? (l‘p—kl)l_

Sp+1 S, — ks’
minimum. On I'obtient pour

est au moins égal au minimum de cherchons ce

2l 2 ks

L,—& = §,— ks

ou
- L,—kl ki L,
S,— ks k2s S,

Et ce minimum est

(Lp—kl? L, L} 18, 17 _L3 n
O R 1 v il &
Ainsi, quand on passe de I, a II,,,, on gagne au plus-[;:s,,,
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quantité connue & I’avance et ne dépendant que de oy, oy, ..., dpyy:
et 'on ne gagne cette quantité que si I'égalité (1) est vérifiée par la
tangente T,. Cette égalité s’interpréte géométriquement d’une facon

N 28 . .
trés simple : —L—" est le rayon d’un cercle inscrit dans un polygone
p

. 2 k2s . .
de longueur L, et d’aire Sp; 7 st le rayon du cercle exinscrit

dans le triangle enlevé pour passer de II, a II,,, et inscrit dans
I'angle A de ce triangle, c’est-a-dire dans celui des angles de II, dont

le sommet n’est pas sommet de I, .. Si donc II, est un polygone cir-
2

o . . l .
conscriptible et si 'on gagne — —¢, en passant de o, a O, I,
est circonscrit au méme cercle que II,.

Ceci étant, et supposant, comme précédemment, que oy, s, o3

. . . oy . . . 1.2
soient choisies de maniére que II; soit un triangle, soit m le rapport =

pour ce triangle, m est connu, puisque le triangle est connu a une

. R L2 .
homothétie prés. Le rapport 5 pour II,., sera au moins
m—eg—¢g,—...—¢,

et il ne sera égal a cette quantité que si la condition (1) est constam-
ment remplie, c'est-a-dire si II,, I, ..., II,, sont circonscrits au
cercle inscrit dans II;. Si cette condition n’était pas remplie par Il ,

(2 . L2 . .
ayant été remplie par II,, IL;, ... 1L, ... 1,4, 5 serait au moins

m — g3—€4—. . s=—Ef—1 — Efy1—. . .— Ep—T],

avec < & Et ce « manque a gagner » g, — 1 ne pourrait jamais étre
rattrapé dans la suite.

Ig pour le contour C étant la limite du rapport correspondant pour
les polygones II,,, on voit que le cas ou C est un cercle est une solu-
tion du probléme des isopérimétres et que c’est la seule solution.

. . . . L2

Chemin faisant, nous avons vu que le minimum de g pour un
polygone dont les cotés ont des directions données est toujours fourni
par un polygone circonscriptible. Signalons encore une quantité
de curieuses expressions, savoir toutes celles qui résultent de la

formule
fr=m—e3—¢e,—€5—...;

inutile de les expliciter ici.
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Jai déja parlé a la Société mathématique des domaines de largeur
conslante et des courbes convexes qui les limitent appelées orbi-
Jormes. J'ai annoncé, a cette occasion, que de toutes les orbiformes
de méme largeur, orbiformes qui ont toutes la méme longueur, celle
qui a la plus grande aire est I'orbiforme circulaire, ce qui est évident
d’aprés le théoréme des isopérimétres et que celle qui a la plus petite
aire est 'orbiforme équilatérale. Cela peut se démontrer trés facile-
ment par le procédé précédent.

Je définis comme précédemment I'orbiforme par des tangentes de
direction «;, a,, ...; seulement je considérerai toujours, en méme
temps que la tangente T, de direction a,, la tangente T, de direction
a,—+ m.Parll,je désignerai maintenantle polygone convexe de 2p cotés,
dont certains pourront étre infiniment petits, circonscrit a 'orbiforme,
et formé par les tangentes T, T, T,, T}, ..., T, T,. Pour passer
de II, a I, il faudra maintenant retrancher de II, deux triangles
et non plus un seul. Ces deux triangles AMN, A’M'N’ ont leurs
cotés paralléles et de sens contraires; ils sont homothétiques, le
centre d’homothétie est le point de rencontre de AA’; MM'; NN'.
D’ailleurs AA’ est un axe de symétrie pour la figure formée par
les droites indéfinies AM, A’M’; AN, A’N', parce que ces droites
sont deux a deux paralléles et que la distance de AM a A'M
est, comme celle de AN a A’N’; la largeur constante de l'orbi-

forme. Donc AA’ est bissectrice de l\m et le centre O d’homothétie
des triangles AMN, A’M’N* est le centre commun de deux circonfé-
rences exinscrites respectivement dans MAN, M’ A’'N’,

La somme des longueurs MN+M'N’ est la base d’un triangle
semblable 4 MON, dont les cotés ont donc des directions connues
dés que I'on connait oy, oty ..., op,, et dont la hauteur est la
largeur de 'orbiforme. De méme AM + A’M’ a une valeur connue, et
aussi AN+ A'N’, De la résulte que la longueur de I, est la méme
pour toutes les orbiformes et de la résulte une démonstration peut-étre
nouvelle du fait connu et déja rappelé que toutes les orbiformes de
largeur d ont la méme longueur nd.

Je reviens a la question de I'aire. On a, je I'ai dit,

(3) MN + M'N’'= C,

C étant une constante. La somme des aires des deux triangles AMN,
A'M'N’, différence entre I, et I, est

4) K(MN - M'N"),
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k étant connu et ne dépendant que des «;. Le minimum de l'ex-
pression (4), MN et M'N’ étant liés par la relation (3). s’obtient pour
MN=M'N’et le maximum pour MN ou M'N’=0. Dans le premier
cas, O est au milieu de AA’, MM’, NN’ et les deux triangles AMN,
A’M'N’ sont circonscrils au méme cercle ; dans le second cas, ou bien
MN passe par A ou bien MN passe par A’.

Ceci étant, en raisonnant comme précédemment, on voit que 'orbi-
forme d’aire maximum est celle pour laquelle tous les polygones I,
sont circonscriptibles, mais cela est évident d’aprés le théoréme des
isopérimétres.

27

Pour avoir P'orbiforme d’aire minimum, je pars de a;—o0, o, = =5

. . T
ce qui me donne pour II, un losange. Si o3 = 37 I'une des tangentes

T, ou T doit passer par un sommet du losange; on voit ainsi que
II; est un triangle équilatéral. On peut supposer qu'il est formé par
T, T, T;, les tangentes T, T,, T, passant par les sommets de ce
triangle. Quel que soitay, il faudra maintenant que T, ou T’ passe par
un sommet du triangle, et de la on conclut de suite que P'orbiforme
cherchée est constituée par les trois arcs de circonférences tracés res-
pectivement de chacun des trois sommets de II; pour centres et sous-
tendus respectivement par les trois cotés de II,.

M. J. Coblyn : De l’anallagmatisme des transformations qua-
dratiques.

La transformation quadratique

U=z y) s Vi(x,y)
x_T(x,}’)’ y_ﬂT(xv.y)

fait correspondre & chaque point M(z, y) du plan un point M'(z', y').
L’auteur étudie le déplacement de la droite MM'.

Il détermine les transformations quadratiques & pdle qui possédent
des courbes anallagmatiques.

Dans les transformations dépourvues de pole, il recherche les
droites anallagmatiques.

Il applique ses résultats a la transformation perspective.
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SEANCE DU 8 JUILLET 1914.
PRESIDENCE DE M. VESSIOT.
Communication :

M. Coblyn : Sur la perspective du cercle.

SEANCE DU 28 OCTOBRE 1914.
PRESIDENCE DE M. FOUCHE.

Communications :

M. Bioche : Sur une construction géométrique fournissant une
valeur approchée du nombre e.

M. Fouché : Sur les transformations de Malus.

SEANCE DU 23 DECEMBRE 1914.

PRESIDENCE DE M. VESSIOT.

Rapport de la Commission des Gomptes.

(MM. G. Fourer, G. HumBERT; C. BiocHE, rapporteur.)

Messievrs ET cuErs COLLEGUES,

Conformément a l'article 16 de nos Statuts et aux articles 33
et 34 de notre Réglement administratif, j’ai 'honneur de vous
présenter le résultat de I’examen auquel a procédé la Commission
chargée par votre Conseil d’administration de vous faire un
Rapport sur la gestion de notre trésorier et sur la situation morale
et financiére de notre Société.
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Les comptes de I'exercice clos, s’étendant du 1°* novembre 1912
au 31 octobre 1913, s’établissent comme il suit :

Etat des recettes et des dépenses courantes.

fr
Solde actif au 1°" novembre 1912........ ... . ... il 1936,86
Recettes.
Cotisations.. ... e 4115 »
Abonnements, ventes de volumes............ FR PN 1386,90
Boni sur facture Gauthier-Villars de 1912.................... 95,10
Subvention du Ministére ......c..vvirieeennrnnrneeneeneenn. 400 »
Intéréts et revenus................ et eetee et 1510,60
Total de l'actif....... 9444,46
Dépenses.
Bulletin (T. XLI) : impression, brochage, expédition........ 5763‘,’44
Tirages @ Parte...o.vuee et ittt iiiiiannns 433,75
Traitement de 'agent, gratifications......................... 350 »
Frais de bureau, de poste et divers.......................... 458,05
Souscription aux ceuvres d’Euler................. ... ... .. 129,80
Traduction ....oooiii i iiii ittt e 100 »
Total des dépenses . ... m
Excédent de l'actif.............. 2009, 42

Total comme ci-dessus.... 9444,46

Réserve disponible.

Il y avait au 1* novembre 1912, & titre de réserve disponible, fr
498" de rente 3 pour 100 sur I’Etat, ayant codté............ 16313 ,09
Excédent d’actif disponible en espéces ....................... 2009,42
Réserve inaliénable.
La réserve inaliénable se composait au 1*" novembre 1912 de :
1° En portefeuille : 886" de rente 3 pour 100 sur I'Etat;
» 3 obligations du Chemin de fer de
POuest 3 pour 1003
» 2 obligations des Chemins de ferdu Sud; fr

ayant couté ensemble........... . .ol 25677,36
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fr

2° En espéces: A la Société Générale...................... 280,33
» BN Gal SCuuvnereireeteereiiennanannns . 250,00
Dans le cours de 'année 1912-1913 il a été encaissé, comme dioits
d’entrée et souscriptions perpétuelles (droits d’entrée 180",
souscriptions perpétuelles 600™).. ...l 780,00
ce qui constituait au 31 octobre 1913 un tolal en espéces de: 1310,33

J’a1 cru devoir signaler a part, au lieu de les faire entrer dans
les comptes de dépenses diverses : 1° une souscription aux ceuvres
d’Euler; 2° des frais de traduction; ces dépenses sont un peu
spéciales et il peut y avoir intérét a les mentionner.

La subvention du Ministére qui, en 1912, avait é1é portée a
1000" n’a é1é en 1913 que de 400", comme dans les années anté-
rieures 4-1912. Le trésorier se propose de faire des démarches
pour ticher d’obtenir un relévement de la subvention.

Lia Commission des comptes vous propose de voter une gratifi-
cation de 150™ a M. Vézinaud et une autre de roo™ a la secrétaire
du trésorier. Elle vous prie aussi de voter des remerciments a
notre trésorier ainsi qu’aux secrétaires qui donnent leurs soins a
I’administration de la Société et a la publication du Bulletin et
d’approuver, avec les comptes qui vous sont présentés, la con-
clusion du présent Rapport.

Cu. Brocse.



