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(1.1)

(1.2)

1. TERMINOLOGIE

Scalaires numériques.

Dans 1'étude de la géométrie de 1'espace physique, on utilise le
modéle mathématique ]R3 , muni du produit scalaire
(vlx) = Y %, + Y, %, + YaXs dans la théorie de la relativité réstreinte, on
utilise le modéle R~ , muni du produit scalaire
(y|x) = Y% + Yo%, + VoXg = VX, - D'autres études ont inspiré les ma-
thématiciens a étudier un espace vectoriel sur les scalaires ou réels, ou
complexes, (ou bien plus généraux) muni d'une fonction (y|x) qui est
suppqsée posséder certaines propriétés 3 cause desquelles la fonction
(v|x) est appelée : produit scalaire. Dans ce livre, les scalaires sont gé-
néralement numériques, notés K , i.e. ou R , les nombres réels, ou
C les nombres complexes ou IH , les nombres quaternioniques
g=a+ib + jc + kd (a,b,c,d réels) . Le produit d'un vecteur v par
un scalaire a s'écrit va (on n'écrit pas av , sauf quand a est

scalaire central, dans d'autres conditions il y a des ennuis).

Fonction veut dire : ensemble f de couples (y,xX) avec la propriété
de fonction : (y,x) et (z,x) € f entrafne vy = z .

(v,x) € f s'écrit aussi x._f_>y , xpby , v=1fx), v=1fx ;
y est appelé valeur de f & x .

L'ensemble o f est défini, {x|ay , (y,x)ef} , est noté Df .

L'ensemble des valeurs de f , {yl|dx, (y,x)ef} , est noté VI .
Extension g de f , et restriction f de g , veut dire : f c g .
Si M c Dg I'ensemble {(y,X)Eglxé M} est une restriction de g ,

notée glM et appelé la restriction de g & M .

Fonctionnelle veut dire : fonction & valeurs scalaires.

Opérateur (aussi transformation, graphe) veut dire : un triplet (f,Y,X) ,

écrit aussi f : XY ou simplement f , tel que f est une fonction,

X>oDf , et Y DVE,
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Opérateur défini partout (aussi application) écrit f : X - Y , veut-dire :
X =Df .

Extension g : XY de f: X1 Q«Yl , et restriction f de g , veut-
dire : fc g, X, ©X et Y <Y (le cas échéant, on insiste pour

1 1

que X1 =X et Y1 =Y ). On écrit f c g pour extension de fonction

et aussi pour extension d'opérateur.

Soit Y, X des espaces vectoriels. Un opérateur f : X ¥ Y est
appelé linéaire si Df est un sous-espace vectoriel de X et
f(xa+y) = f(x)a + f(y) (autrement dit, f est un sous-espace vectoriel

de l'espace vectoriel Y x X ), linéaire-conjugué si Df est un sous-

espace vectoriel de X et f(xa+y) = af(x)+£f(y) (si les scalaires sont
quaternioniques, on insiste pour que f soit une fonctionnelle).
Noyau de f est l'ensemble {x|f(x)=0} , noté Nf . Si f est

linéaire ou linéaire-conjugué Nf est un sous-espace vectoriel de X .

Opérateur fermé f: XRY veut-dire : X et Y sont des espaces

topologiques et f est fermé dans l'espace topologique Y x X . Si

Y ,X sont des espaces vectoriels normés alors f fermé est é&quivalent
A la propriété : X, ~u, f(xn) - v entralne que u ¢ Df et f(u) =v .
Attention : f fermé n'entratne ni que Df ou Vi sont fermés, ni que
f est continu, et f continu n'entratne pas que f est fermé ; par con-
tre, f est fermé si f est continu et Df est fermé, et (théoréme du
graphe fermé) si f est linéaire et fermé et Df est fermé alors f est

continu. Si f est fermé, forcément Nf est fermé.

Norme de f : X1 X oo ><Xrl v Y , notée HfH , définie quand n 21

et X1 fe e ,Xrl , Y sont des espaces vectoriels semi-normés, veut-dire :
» si |[fx)|] # 0 pour quelque x = (x1 e ’Xn) € Df avec
Il = n_lx Il = 0, autrement sup(llfG)|l/||x|| |xeDf, ||| #0) . Quand

f est linéaire, ||f|l = sup(|lfx)] | xeDf , ||Ix|| = 1) .
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Fonctionnelle f : Y xX - X est appelée bilinéaire si

f(ylb1 +.. .+ymbm, x 8+ .+xnan) = Zs,tbsf(ys ,xt)at , sesquilinéaire si
f(y1b1+.. .+ymbm, x,a+.. .+xnan) = ):,‘S,tk—)sf(ys,xt)at , réel si Y =X
et f(x,x) est réel, symétrique si Y=X et fly,x) = £flx,y) ,
hermitien-symétrigue, ou simplement hermitien, si Y = X et

fly,x) = f(x,y) . f est forcément réel si f est

hermitien, |f(x,x)| s'écrit aussi ||x| .

Le sous-espace vectoriel engendré par une partie M d'un espace

vectoriel X , i.e. {x.,a,+...+x a |n20,x €M,a €K} s'écrit lin M .
171 nn m m

Le sous-espace linéaire fermé engendré par une partie M d'un espace

vectoriel topologique, i.e. (lin M) , est noté [M] .

Produit scalaire, p.s., dans un espace vectoriel X veut-dire : fonction-

nelle sesquilinéaire et hermitienne. Il est noté (y|x)X , ou simplement
(v|x) .

Orthogonal veut-dire : pour y,x que (y|x) =0 , noté y L x ; pour
y,M que vy 4 x pour tout x € M , noté y L+ M ; pour M,N que
y + N pourtout y €M , noté M L N ; pour M que y L X pour

tout {y,x}eM , y #x , not¢é (M)L ; pour que x, L X

&) jer

pour i # j , noté (( )L

*Dier
Si M L N , on écrit aussi M @®N au lieude M+ N .
L'orthogonale de M , noté MJ' , veut-dire : le sous-espace vectoriel
{(x|xtM} . Ona M" = (lin M)*, McNs=sM SN , McM™*,

ML - M+

Vecteur isotrope x veut-dire : (x|x) = 0 . Attention : les vecteurs isotro-

pes ne forment pas en général un sous-espace vectoriel.

Vecteur dégénéré x veut-dire : x 1. X . Les vecteurs dégénérés forment

. . L
un sous-espace vectoriel, et ceci est contenu dans chaque M

L'orthogonal de M dans N , noté N © M , veut-dire : {xeN|xiM}

Normal veut-dire : pour e que (e|le) =1 ou -1 , pour M que chaque

e ¢ M est normal, pour que xi est normal pour tout i .

(3 i1
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Orthonormal, o.n., veut-dire : orthogonal et normal.

Produit scalaire positif, négatif, strictement positif, strictement négatif,

veut-dire respectivement : (xlx) >0 , (xlx) <0, (xlx) >0,
(xlx) <0 pour x #0 .

Produit scalaire défini, strictement défini , veut«dire respectivement :

positif ou négatif, strictement positif ou strictement négatif. Un p.s. est
strictement défini si, et seulement si, 0 est le seul vecteur isotrope.

Produit scalaire indéfini, strictement indéfini veut-dire : il existe une re-

présentation X = X, @ X, telle que (x|x) =2 0 pour tout x # 0 ,

1 2

X € X1 , S0 pourtout x #0 , x € X2 , respectivement avec > , <

au lieu de = , <,

Somme. Soit % = (F,G,...) un ensemble ordonné filtrant & droite et
(XF)PEg une famille d'éléments d'un espace topologique X . On dit que
la famille est convergente & limite x dans X si pour chaque voisinage

V(x) de x il existe FV(x) €% tel que F > F (x) = Xp € Vix) (si X

\Y
est séparé la limite x est unique). On dit que la famille est Cauchy si

X est un espace uniforme et pour chaque entourage V il existe

X)) €V,

PV € tel que F2F,, G =F_  entraftnent (xF G

A \Y
Soit
it &)
F = {il,... ,im} < I on pose Xp = X Foo4x, Un élément x d'un
m
espace vectoriel topologique X est appelé somme de la famille (Xi)i

une famille d'éléments d'un espace vectoriel X . Pour

€’

notée x = ZieI x, si x est limite de la famille (XF)FEg , ot % est

l'ensemble des parties finies de 1 , ordonné par inclusion. Si X est

un espace vectoriel semi-normé on a x = ):i si, et seulement si,

X,
€l i
'ensemble {iniH#O} étant noté I' , on a :

- ou (i) I' est fini et X=X, est un vecteur isotrope
- ou (ii) il existe une application bijective o : IN - I' et pour

chaque application de cette sorte, on a :

= li +.. .+
x hmnﬂco(xcp(l) . xcp(n))
Soit (ai)ieI une famille d'éléments dans RT . Si les a, ne sont pas
bornés, on écrit I, _a, = » .

iel i



2. EGALITES ET INEGALITES DANS UN ESPACE VECTORIEL
A PRODUIT SCALAIRE

(2.1) Polarisation.

Riy|x) = % ((y+x|y+x) - (y-x|y-x)) .
(ylx) = % ((y+x|y+x) - (y-x|y-%)) si K=R ,
= 3 (y+xly+ - (y=xly-)
+ ((yi+x|yi+x) - (yi-x]|yi-x))i si K=¢ ,
=% ((y+x]|y+x) - (y-x|y-%))
+ ((yi+x|yi+x) - (yi-x|yi-x))i
+ ((yi+x|yi+x) - (yvi-x|yi-x))j
+ ((yk+x|yk+x) - (yk—xlyk-x))k) si K=IH.

Corollaire, Pour deux p.s. (y|x) et (yllx) sur X ona (y|x) = (y[x
pour tous les y,x si (x|x) = (x||x) pour tous les x . En particulier,

(yix) = 0 pour tous les y,x si (x|x) = 0 pour tous les x .

(2.2) Parallélogramme.

(y+x|y+x) + (y-x|y-x) = 2((y|ly) + x|x) .

Corollaire. Si le p.s. est défini Hy+x\l2 + Hy-xnz = 2(|\y||2+\\xl|2) .

(2.3) Pythagore.
(x1®...®xn|x1@...@xn) = (xllx1)+...+(xn|xn) .

Corollaire,  Si le p.s. est défini Hx1®...@xn\|2 = Ix, Hz +...+Hxn|\2 .

(2.4) Représentation orthogonale.

Soit x non-isotrope. Il existe pour chagque vy une représentation

unique
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y =xa ®u , a scalaire, x L u .

Forcément, a = (x|y)/x|x) et u=7y-xa.

Soit le p.s., défini. Chaque vecteur isotrope est dégénéré.

Démonstration.

Supposons le p.s. positif et (x|x) = 0 . Pour chaque vy ,
0 < (va-x|ya-x) = é(yly)a - 2R ((x]y)a) . Le choix a = (y|x)t , t>0

démontre que (ylx) =0,

Schwarz. Soit le p.s. défini. On a :

lyl=) | s vl lIx])
égalité si, et seulement si, ou X est un vecteur isotrope ou v = xa®u,

a scalaire et u un vecteur isotrope.

Démonstration.

A cause de (2.5) et (2.4) on peut supposer que X est non-isotrope
et que vy =xa®u , x L u . Ensuite, par Pythagore,
2 2 2 2 2 2 2
IvlI® = Wzl 1al® + ull® = x| ]al® = [l 17/|x|

égalité si, et seulement si, |ju]l =0 .

2

Minkowski. Soit le p.s. défini. On a :

ly+xll = llyll + li|

égalité si, et seulement si, ou x est un vecteur isotrope ou y = xXa®u ,

a>0 et u un vecteur isotrope.

Corollaire. ||| est une semi-norme dans X , une norme si le p.s. est

strictement défini.

Démonstration.
rrxlyin) = (y|y) + 280y 1) + xl0 .yl s )P+ 2yl ) + )
égalité si, et seulement si, pour p.s. positif (y|(x) = |y| ||x|| , et pour

p.s. négatif (v|x) = -|ly]| x|} .
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_6a_

Espace hilbertien X veut-dire : le p.s. est strictement positif et X

est complet pour la norme ||| .

Soit M un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel & p.s. quel-
conque et supposons que la restriction du p.s. & M soit strictement po-
sitive. Alors si M est complet pour la norme ||| , en particulier si

M est de dimension finie, M est un sous-espace hilbertien.
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Espace pontrjagien X veut dire : X est un espace hilbertien pour un
autre p.s. [. l-] et posséde une décomposition X = X1 @Xz pour ce
.s. telle que, en écrivant = :
o) o X xl@x2 , x]EX1 , X2€X2 on a :

(v|x) = [yl |x1] - [y2|x2] (le cas échéant, on insiste pour qu'un de

ces X1 , X soit de dimension finie).

2
Le maihématicien russe L.S. Pontrjagin étudia le cas que dimX1=n<°°.

En supposant que l'opérateur linéaire T : X - X est borné pour la norme

hilbertienne et (Ty|x) = (y|Tx) pour tous les v,x € X pour le p.s.

indéfini, Pontrjagin a démontré en 1944, qu'il existe un sous-espace vec-

toriel M c X & dimM = n tel que la restriction du p.s. &8 M est

positif et TM < M . M.G. Krein, M,A. Naimark, I.S. Iochvidov,

M. Brodskii, H. Langer et d'autres ont développé ce théme (voir :

M.A. Naimark, On commuting unitary operators in spaces with indefinite

metrics, Acta Sc. Math, Szeged, 24 (1963), 177-189).

Pvthagore pour une famille orthogonale guelcongue.

Soient le p.s. défini et (x,l), une famille orthogonale. Pour

i€l

~ g C = x, ® x. i

F {11,.,, ’ln} - I , posons Xo x11 @... xln . La famille (XF)
&

est Cauciy si, et seulement si, < o . Si la somme 2

< it
-1 jer’i

existe et (Xi)i est une famille orthogonale, on écrit aussi ZiEI ®xi ,

€l 2 5
et on a (Pythagore) HZ/i@XiH = Zil\xiH .

Démonstration.
2 2 2
X = Xp 4 X, X = XF®(X~XF) , HX-XFH = |Ix|| HXFH .
Inégalité de Bessel.
Soit le p.s. défini et (ei)iEI une famille o.n. Pour chaque x , on a :
Yool 0% < [x)?
i€l i e

égalité si, et seulement si, x = ZiEI ei(eilx) (p.s. positif) et

x = ZieI —ei(eilx) (p.s. négatif).

Démonstration.

Posons X, = ei(eilx) si le p.s. est positif et -ei(eilx) si le p.s.
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est négatif. On a : x—xP L e],L , 1€T , alors
X = X, ® (x—xP),”tz = IIXFHZ + Hx—xFH2 > lleHz = igl(eilx)lz ,
enfin,
2 O e e I R P

i€l

Corollaire 1.

Xy € lin {eiliEI} pour chaque TF . La famille {XF|FC:I , F finie} est

Cauchy et limP(XP) , s'il existe, € [eilieI]

Corollaire 2.

Soit X complet pour la semi-norme. Alors, chaque x € X posséde une
P > — @ _ [y

représentation x X (x xI) telle que X € [ei|1€I] et

(x-x.) L [eiliEI] . Soit x = x, ®x, une telle autre représentation,

I 1 2

on a : xI - x1 isotrope.

Base orthonormale et égalité de Parseval.

Soient le p.s. défini et (ei)iEI une famille o.n. La famille est appelée
une base o.n. pour X , si [eiIiEI] = X , ce qui se tient, si, et
seulement si, (Parseval) : HX”Z =Ei|(eilx)|2 pour chaque x (utilisez

le corollaire 1 de (2.10) ).

Une base o.n. est forcément une famille o.n. maximale, mais

attention : si X n'est pas complet pour la semi-norme, il existe tou-

jours une famille o.n., maximale qui n'est pas une base o.n.

Théoréme.

Soient X complet pour la semi-norme et (ei)iEI une famille o.n.

maximale. Alors, la famille est une base o.n.

Démonstration.

En utilisant le corollaire 2 de (2.10), on voit, si [eilieI] # X , il

-1/2
existe x, non-isotrope, Xy L [eilieI] : avec le(xz,xz)l / au

2

lieu de x2 , on a aussi x2 normal, ce qui est en contradiction avec



I'hypothése que (ei)iEI est o.n. maximale.

Corollaire 1.

Si le p.s. est défini et si X est complet pour la semi-norme, alors X

posséde une base o.n.

Corollaire 2.

Si le p.s. est défini, et si M est un sous-espace vectoriel hilbertien
de X , on a pour chaque X une représentation x = x_ _@®x' ,

M
XMEM, x Lt M.
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3. THEOREME DE JORDAN ET VON NEUMANN

Théoréme.

Soit X un espace vectoriel semi-normé. Pour que la semi-norme de X
coincide avec la semi-norme d'un p.s. positif dans X , il faut et il

suffit que 1'égalité du parallélogramme se vérifie.

Démonstration.

Nous donnons la démonstration pour le cas de scalaires complexes. En

définissant la fonctionnelle
(130 = & (ysl® = fly=xl® + 1(llyieal)® - fryimx]®)

il suffit de démontrer que cette fonctionnelle est un produit scalaire (il
est évident que (x|x) = HXHZ 2 0).

On vérifie facilement, méme sans utiliser 1'égalité du parallélogramme,
que  (x|y) = (y|x) .

11 reste seulement & démontrer que la fonctionnelle (y‘x) est linéaire
en x . Il suffit de démontrer que la fonctionnelle

oy %) = flyrxl - fly-x]

est linéaire en x . Or, pour voir 1l'additivité de ®© en x , on note,

en utilisant 1'égalité du parallélogramme, que

Ply,x +x,) = Hy+x1+x2H2 - ly-x, -Xz\\z
C oL, P4 L ) - ()= (L)
201 - P L - 1B+ 1 E ) - (- x))?
cp(y,x1+x2) = 2(H§+x1\\2 + H*z\i+x2“2 - H%—xl ”2_ H%—XZHZ)

_ (Y 2 _1¥_, 12 y 2 _nY_, y2
R L (TR o P L
= oy % +0) + ¢y, 0+x,) = oly,x,) + 0ly,x,) .

Pour voir 1'homogénéité de (y|x) en x , on vérifie (vio) =0 ,

(y]-%) = -(y|x) , (y|xi) = (v|®)i ; et pour r = % rationnel, en utili-

sant l'additivité, on a : no(y,xr) = ¢(y,xm) = mo(y,x) et par suite,



oly,xr) = oly,x)r ; finalement, pour ¢ > 0 , il existe r rationnel

convergent & ¢ et on a, en utilisant la définition de (y\x)

(vlxc) = lim (y|xr ) = lim ((y|x)r) = (ylx)e .

Noeo N—g

Corollaire 1.

La norme d'un espace de Banach coincide avec celle d'un espace

hilbertien si, et seulement si, elle vérifie 1'égalité du parallélogramme.

Corollaire 2.

Un espace de Banach est un espace hilbertien si, et seulement si,

chaque sous-espace vectoriel de dimension 2 est hilbertien.
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4. EXISTENCE DU POINT LE PLUS PROCHE ET
EXISTENCE DU PROJECTEUR

Soit M une partie non-vide, convexe, d'un espace vectoriel X & p.s.
Supposons la restriction du p.s. & M strictement positif, et M complet
pour la norme de cette restriction. Alors, pour x € X , il existe

X € M tel que pour chaque vy € M , v # x , on a Hx—xMH < |lx-yl|

et R(X_XMW—XN? < 0 et pour chaque z € X , on a : HXM— ZMH < ||x-z|| .

Démonstration.

Posons d = inf(||x-y|||yEM) . Il existe Y, € M tels que
d < Hx—ynH < d+-1r; . La famille (yn) est Cauchy, car

ly =y I* = v, %0 - v_-»)])”

1]

2(ly_-x1%+lly_-xl|*) - lly_+y_-2x]?

< aldrpem)? - a7 m -

< 4(d+i+é)2 - 4d2 -0 quand n,m - o« .
Puisque M est complet yn - XM pour quelque XM € M . Ensuite
HX'XMH 11’11_13; HX Yo H ; llx—YH =d , y# X\ impliquent
Hx-yZXMH < d , contradiction ; pour 0 <t <1 , on a :

< |lx- (xN]l-t(y—xN))Hz - HX-XMH2 = tz‘ly—lez - ZtR(x—xM]y—xM) ,

ﬂ(X-XNﬂy—xM)S 0 . Finalement,

Hlx ”2 = [(x ) + (x-z|x ) + (z—zM

M- leM
R[...] < R(x-z|x

MM

< -zl Jx

M *M

]

M ZM) M2l

Iy -2yl = lx-z]]

Corollaire.,

Si M est aussi un sous-espace vectoriel, ona : x-x ., L M .

Démonstration.

(Une autre démonstration a été donnée dans le corollaire 2 de (2.12)).

0 (3¢- = - - <
Pour chaque y € M , on a (x XM|Y) R (x-x |(y+xM) xM) 0

M


http://Hx-.-z_.il
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Avec vyly|x-x,,) au lieu de y on voit que (x—ley) =0,

M
Définition.

Soit X un espace vectoriel a p.s. strictement positif. Un opérateur
T : X X est appelé symétrigue si (Ty|x) = (y|Tx) pour tous les
yv.X € DT , idempotent si T(DT) ¢ DT et T2 =T . Une application

T : X - X est appelée projecteur sur TX et noté PTX , 8i T est

symétrique et idempotent.

Théoréme.

Soit T un projecteur. Alors, T est linéaire; TX est linéaire et
fermé ; si T#0 ,ona: [Tl =1 ; x-Tx + TX pour tous les
x €X ;s8i Tx#x ,ona: |ITx|| <|x||l ; Tx=x siet seulement

Si X €TX ; Tx =0 si et seulement si x + TX .

Démonstration.

T est linéaire, car pour chaque =z € X ,
(T(x+y) -Tx-Ty|2z) = ((x+y)-x-y|Tz) = 0 ,
(T(xa)- (Tx)a|z) = (3 | Tz) - a(x|Tz) = 0 .
Pour chaque vy € X , (Ty|x-Tx) = (y|T(x-Tx)) = 0 , =x-Tx + TX .

Ensuite, \ﬂx\lz = [[Tx ® (x—TX)H2 = HTXHZ + HX—TXH2 .ol s |Ix]] et

lTx|| < |Ix|| si Tx #x . Aussi, si y=Tx #0 , ona: |Ty]=][y|]|#0,
IT{| = 1 . Finalement, TX = N(1-T) est fermé puisque 1-T est linéaire
et borné.

Théoréme.

Soit T : X ¥ X idempotent et symétrique. Pour que T soit projec-

teur, il faut et il suffit que T soit fermé, DT linéaire et [DT] = X .

Démonstration.

Il suffit de démontrer que DT = X . Or, NT est linéaire, fermé,
e.g. Vv,X € NT entrafnent que v +x € DT et, pour z € DT ,
(T(y+x) |z) = (y+x|Tz) = (Ty|z) + (Tx|z) = 0 , par conséquence T(y+x)+DT,
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T(y+x) = 0 . De la méme fagon TX = N(I-T) est linéaire, fermé, et
NT + TX . Finalement, pour chaque x € DT , on a : x = (x-Tx)®Tx
de sorte que X = [DT] = [NT®TX] = [NT]® [TX] = NT®TX = DT .

(4.5) Théoréme.
Soit T une application : X - X . Pour que T soit projecteur,
il est nécessaire et suffisant que chaque x € X posséde une représen-
tation x = ) ®x2 P €TX , X, * ™, Tx = % (la représentation
est forcément unique).

Démonstration.

Pour voir 1'unicité de la représentation, supposons x = u®v ,

u€TX , viTX : alors, (v-xz) L TX , (v—xz) Lu , (v—xz) X
(v—xz) L (xl—u) = VX, . V=X, u=Xxo. De cette unité, on voit
que, pour x =Ty ,ona: x=Ty®0 , Tx = Ty , c'est-a-dire

sz =Ty , T =T . Ensuite, T est symétrique, car

(Ty|x) = (yllx1 ®x,) = (yllxl) = (y|Tx)

Corollaire,

Soit M un sous-espace vectoriel complet pour la norme du p.s.
strictement positif. Alors, il existe un projecteur T avec TX =M ,
appelé projecteur sur M , noté P (forcément unique). Le projecteur

M
1
existe également si M est complet, méme si M n'est pas complet.

Si X est complet, alors -PM existe si, et seulement si, M est fermé.



- 15 -

5. DEUX THEOREMES DE F. RIESZ ET

LES OPERATEURS ADJOINTS DES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

Théoréme.

Soit X un espace hilbertien et ¢ € X* (c'est-a-dire ¢ est une
fonctionnelle linéaire dans X et © est continue, autrement dit bornée).
11 existe ycp € X telle que :

P(x) = (y_|x)
®

pour tous les x ¢ X (forcément, Hycp“x = |loll ).

Démonstration.

Posons M=Ncp.SiM=X,ycp=O.SiM7£X,ilexisteun
vecteur y € M* , y # 0 . Posons Vo = ya avec a = cp(y)/ny\\z .
Alors, o(x) = (ycp|x) pour Xx = ycp , pour X € M , et par conséquence

pour chagque x € X .

Corollaire 1.

L'application h : X* - X , h( = Yo est un bijection linéaire-

conjugué et isométrique.

Corollaire 2.

Il existe une bijection V : x* - X qui est linéaire et isométrique,

autrement dit, un espace hilbertien est auto-dual.

Démonstration.

Soit (ei)iEI

I(Zieiai) = fea, . Posons Y = Joh

une base o.n. pour X et soit J : X - X 1'application

Attention.
Quand K =TH et T € £(Y,X) , l'opérateur aT n'est pas défini
sauf si T™Xc K , ou a€R .
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Soit Y,X des espaces de Banach. Notons par &(Y,X) 1'espace de
Banach de toutes les applications linéaires, bornées : X - Y (espace

de Banach sur les scalaires : centre de K ), et par &(X) 1'algébre

de Banach de toutes les applications linéaires, bornées : X - X (algébre

de Banach sur les scalaires : centre de K).

Théoréme.

Soit Y ,X des espaces hilbertiens et ¢ une fonctionnelle sesqui-
linéaire, bornée dans Y x X . Il existe Tcp € £(X,Y) tel que

ely,x) = (Tcpylx)X pour toutes les y,x € YxX (forcément, HTCPH = [lo]]).

Démonstration.

Pour y fixe, la fonctionnelle ®(y,x) est linéaire en x et bornée.
Par (5.1), il existe un unique y' € X tel que oly,x) = (y'|x)X . Notons
Tcp l'application y+ vy , v €Y .

Corollaire,

Pour T € &£(Y,X) , il existe un unique T € £(X,Y) appelé 1l'adjoint

de T , tel que (yITx) = (T'x'ylx) pour tous les (y,x) € YxX .

L'application % : &(Y,X) - £(X,Y) est une bijection, isométrique ;

™" =T, (T1+T2)’X‘ = T1 + T2 . @n® =T"a si a est un scalaire

central ou T est une fonctionnelle ; si T1 € £(2,Y) et T2 e £(Y,X)
R +* — Fmat

on a : (Tsz) Tle .

Théoréme.

Soient X un espace hilbertien et T : X = X une application symétri-

que. Alors T est forcément linéaire, bornée, et auto-adjointe.

Démonstration.

Pour voir que T est linéaire, notons que pour chaque v € X ,
on a :

(v|T(xa+x') - (Tx)a-Tx') = (Ty|xa+x'-xa-x') = 0 .
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Supposons que T ne soit pas bornée. Notons Br(X) la boule
{y|lly-x|l<r} . Alors,

i) il existe pour chaque a > 0 dans chaque boule Br(x) , T>0
un vecteur y tel que ||Tyll>a .

ii) si |[|Tx|] > a , il existe r > 0 tel que |Ty| >a pour tous
les vy € Br(x)

Par conséquence, il existe une suite de boules Brl(xl) D B, (xz) o...

telle que ||Ty|| > n pour y € B, (Xn) , \\xn+1—xn]] <r_ et

n
Fe1 <Tp” Hxn+1_an . La famille (x ) est Cauchy, la limite x ¢ Brn(xn) ,

ITx|| > n pour chaque n (absurde).
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6. LE CALCUL DES PROJECTEURS DANS UN ESPACE HILBERTIEN

(6.1) Soit X un espace hilbertien et M,N des sous-espaces vectoriels
fermés. On dit que M,N sont relativement orthogonaux si

(MOMAN) + (N© MAN) (autrement dit, (M© MaN) 1 N) .

(6.2) Théoréme.

' ] . +o.ot
Soit PM , ’PM des projecteurs. La somme PM PM
1 n 1 n
est un projecteur (forcément sur 1\/11@...@Mn ) si, et seulement si,
Mi L Mj pour i#j , si et seulement si, PMiPMj =0 pour j #1i.
Démonstration.

Supposons que la somme soit un projecteur P . Alors, pour x € 1\/Ii ,

on a :
112 = px|? = (Px|x) = (lexlx) P (PMnXlX)
L LR VI
HPMiXHZ _ HX\\Z et ceci entratnent que pij S0 si j A
PPy =0 pour j#i

(6.3) Théoréme.

Soient des projecteurs. On a P P un projecteur, si

N
PM/\N

PM’PN
et seulement si, PMPN = PNPM (forcément,

ment si M,N sont relativement orthogonaux.

]

) et si, et seule-

Démonstration.
PMPN est auto-adjoint et idempotent si, et seulement si,
= = i i t M .
PMPN PNPM . PMPNX X oi et seulement si X € N et x €
Si x € MB(MAN) et y €N e P P_=P P, ona

M N N' M

X € MAN , P Pux =0, (v|x) = (Poy[P %) = (y|P P

=0 .
PnPM N' M M
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(6.4) Théoréme.

Soient PM,PN des projecteurs. PM—PN est un projecteur (forcé-

ment, sur M © N ) si, et seulement si, M D N , si et seulement si

PMPN = PN .
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7. EXTENSION PAR LINEARITE ET PAR CONTINUITE

(7.1) Théoréme.
Soient Y,X des espaces vectoriels. Un opérateur T : X v Y

posséde une extension linéaire si, et seulement si,

X X eDT , xa +...+x a =0 o (Tx,)a, +...+(Tx Ja_ = 0 .

1 171 1771 m m
Autrement dit, lin T, le sous-espace vectoriel de Y x X, est une fonc-

tion. En ce cas, 1linT : X %Y est la plus petite extension linéaire

de T. Ona: D(inT) = 1lin(DT) : x € D(linT) si, et seulement si,
X = x1a1+...+xmam , Xl""'Xm € DT et

i +... = .o .

lin T) (xla1 +xmam) (Txl)a1 +.. .+ (Txm)am

(7.2) Théoréme.
Soient Y,X des espaces topologiques. Un opérateur T : X [ Y
posséde une extension fermée si, et seulement si, le sous-espace fermé
T de YxX est une fonction. En ce cas, T : X Y est la plus

petite extension fermée de T et T est appelé fermable : D(T ) « (DT)

(7.3) Théoréme.
Soient Y,X des espaces vectoriels semi-normés, Y normé et
supposons que T : X 3 Y soit un opérateur linéaire. On a : [T] = T
si T est fermable, alors [T] est la plus petite extension linéaire
et fermée de T . Pour que T soit fermable, il est nécessaire et
suffisant que xnéDT, xn—>0, Txn—>v=v=0.

Si T est fermable, x € D([T]) et [T]x

]

v si, et seulement
si, pour quelque suite xrl € DT , on a : xn - X , Txn v ., S8i T
est lindaire et borné, forcément [T] est un opérateur linéaire, borné,

et [I[T]f = liT}l .
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8. ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT

Théoréme.

Soit X un espace vectoriel & p.s. strictement positif. Soient
x1 ’XZ"' . une suite finie ou infinie de vecteurs de X , indé-
pendante, c'est-a-dire : X, # 0 et pour chaque n 2 1 ,

Xn+1 £ lln{x1 P ,xn} . Il existe e o.n. et, pour chaque

1,82,...

a ee.,8 tels que a 0
1,n’ “n,n ‘' a n,n”> = '

X = e_.a +...+ e a ; forcément lin{x.,...,x = linte,,...,e },

n 171,n nn,n ' {1’ ’n} {1’ ’n}

les e ,a, sont uniques, et e s'exprime : e = xX.b +...*x b ,
n , n n 1 n n

les b, étant des scalaires uniques , b =a’l >0.
i,n n,n n,n

n>1 des scalaires

Démonstration.

Définissons a, | = llx1|)-1>0 , e. = x.a : pour n =1 , par

récurrence, S AR étant définis,

a
n+l1 ,n+]

= ~(e,| pour 1s<is<n

a,

i,n+1 i
n

- e
i=1

X 0+1)80+1 o+l
)

(eilx

, a
i n+1 n+l ,n+1

Corollaire.

Soit M un sous-espace vectoriel séparable de X , c'est-a-dire :

il existe Xy X tels que {x] , X ..}c M c [x1 Xy re e .] (on peut

2 re s 2 re
méme supposer que (Xi) est une famille indépendante). Alors, M pos-

séde une base o.n., bien que M ne soit pas supposé complet.
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9. TOPOLOGIES SUR X ET SUR &%)

Soit X un espace de Banach.

(9.1) Théoréme.
Supposons E un espace vectoriel et (pi)iEI une famille de semi-

normes sur E . Pour Fcl , F fini, x € E , et r >0 , nous posons
Br(XtF) = {yEE\pi(y—x)<r pour tout i€F} .

Les réunions des ensembles de la forme Br(x;F) forment une topolo-

gie sur E , appelée topologie déterminéde par les semi-normes (pi)iel .

(9.2) La topologie sur X déterminée par la seule semi-norme {p} ,
p(x) = ||x|| , autrement dit, la topologie de la norme, est appelée :

topologie normique. La topologie sur X déterminée par les semi-normes

{pq)\cpex*, pcp(x) = |o(x)|} est appelée : topologie faible (top. faible).

La topologie sur &£(X) déterminée par les semi-normes

{pXIXEX , pX(T) = ||Tx||} est appelée : topologie opératorielle forte (top.
op. forte).

La topologie sur &£(X) déterminée par les semi-normes

3* - . i -
{pxlcp|X€X ., v €X , px,cp(T) |o(Tx)|} est appelée : topologie opé

ratorielle faible (top. op. faible).

La topologie sur £(X) déterminée par les semi-normes (nous écrivons
2 2 ,
el = /2 g7l =zl st = gy ) 0 = ()
3 —
avec x €X, ¢ €X') f{p | 1x]j<e , p,(T) = (anTxn\\ )77 %) est

appelée : topologie opératorielle ultraforte (top. op. uforte).

La topologie sur £(X) déterminée par les semi-normes

{px,cleX“<°° o lell<e px,cp(T) = Izncpn(Txn)l} est appelée : topologie

opératorielle ultrafaible (top. op. ufaible).
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(9.3) Théoréme.
On a :

top. faible < top. normique,

top. op. forte
< top. op. uforte

top. op. faible « ¢ top. op. ufaible C top. normique

top. faible

(9.4) Théoréme.
Soit I une famille filtrant & droite. On a X, =X
pour la top. faible si, et seulement si, cp(x—xi) - 0 pour chaque o € X*.
On a Ti - T
- pour la top. op. forte si, et seulement si, H(Ti—T)xH - 0 pour tout
xe€X ;
- pour la top. op. faible si, et seulement si, Cp((Ti—T)x) - 0 pour tout
x € X et tout o e X* ;
- pour la top. op. uforte si, et seulement si, EHH(Ti—T)an2 - 0 pour
tout x = (x ) avec Il < »
- pour la top. op. ufaible si, et seulement si, zncpn((Ti-T)xn) - 0 pour

tout x = (Xn) , P = (cpn) avec ||| <o, ol <.

Soit supiHTiH <. Encecas, ona T - T : pour latop. op.
uforte si, et seulement si, Ti - T pour la top. op. forte ; pour la top.

op. ufaible si, et seulement si, Ti - T pour la top. op. faible.

Si Trl - T, n=1 (c'estle cas I = IN) pour une de ces six
topologies sur £(X) , forcément suanTnH <o .8 x -x, nz1,

pour la top. normique ou pour la top. faible, forcément suanan < o .

(9.5) Théoréme.
8i x, - x pour la top. fajble sur X , on a Ix]| = lim ianxiH ;

si x, - x pour la top. normique sur X on a x| = lim\\xiH .

Si Ti - T pour urede ces six topologies sur £(X) on a :

INT|| = lim inf\\TiH .
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(9. 6) On définit, sur &£(Y,X) les topologies op. forte, op. faible, op.

uforte, op. ufaible par les semi-normes :

p (T) = lrx|| , xeXx
Py oM = lo(Tx)| , x €X , o€ Y*

p (T) = Jan\TXn\|2 , X = (xn) . X EX anlxnllz < ®
px,CP(T) B |chpn(Txn)| rXE (Xn) ! anX ! ZnnxnHz <e

2
p=() o €Y' T ol <e.
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10. CALCUL AVEC LES MATRICES INFINIES
POUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

(10.1) Théoréme.
Soit Xi , i €1 une famille des espaces hilbertiens et notons

2. =9 (Xi , 1€l ) l'espace vectoriel des familles (Xi)iEI ;X GXi ,

2 2
Zinin <o . Notons (y|x) le produit scalaire dans ¢, : pour
x = ()i Y = )i
(y|x) = Ziel(yi\xi) .
Alors, 22 est un espace hilbertien.
Si Xi = X pour tout i € I , nous écrivons 22 = ez(X,I) , le cas

X=K , I =N ¢étant le cas de l'espace hilbertien classique,.

(10.2) Théoréme.

Soit X un espace hilbertien et (X une famille orthogonale des

i)iEI
sous-espaces vectoriels fermés de X . Alors, {x|x= Zi@xi , xiEXi} .
noté XI , ZieaXi , est un sous-espace vectoriel fermé qui coincide avec
[Xi , i€I] . On a :
PX[ = Zi PX,
i
(la somme & droite pour la top. op. forte sur &£(X) ) autrement dit (puisque

Fcl1 , F fini entratnent que HPXFH <1)

P x=2.1@P

X X,X pour tout x € X

I i

(la somme & droite pour la top. normique sur X ).

L'application : Zi®xi - P (Xi , 1 €1) , Zi&)xi - (Xi)' est une

2 i€l

bijection linéaire, dit canonique, qui conserve le p.s.

(10.3) Théoréme.

Soient Y = ziEI @Yi , X = ZjEI@Xj des représentations des espaces



- 26 -

hilbertiens Y , X . Soit T € £(Y,X) . Soit Ti j 1'opérateur Py, TPy
’ 1 :
La matrice d'opérateurs (Ti,j)iEI,jEI a les propriétés suivantes : J

T, € LY.,X) , HTi'jH < |||

si x =2, @®x, , x.€X, ,ona Tx=25L @(Tx), ot (Tx), =175 .T. X,
j J ) J i ( )1 ( )1 ZJE] 1,77
la somme & droite étant formée pour la top. normique sur Y . La matrice

(Ti J,) est dite : assignée & T par les familles orthogonales (Yi) , (X],)

On a : (cT)i j = c(Ti j) si ¢ est un scalaire central,
(T*), . = (T, )* .

J.1 1,]

Soit S € £(Y¥,X) . Ona (S+T), .=S, .+ T, ..

1,] 1[] llJ

Soit S € £(Z,Y) , Z étant un espace hilbertien Z = 2h€H®Zh .

On a :
(ST) =

h,j ZiEI Sh,iTi,j

la somme & droite étant formée pour la top. op. forte sur £(Z,X) .

Corollaire 1.

Soient (f,), , (e ) des bases o.n. pour Y,X respectivement.
i'iel jeJ (K)
Posons Yi = [fi] , J = [e ] On a T1 JeJ = flT i avec un scalaire
Ti(]Kj) unique. Si Z eJ J et Tx = Zfb on a
b = g 1

(K)

On dit que la matrice de scalaires Ti j est assignée & T par les

!

bases o.n. (fi) , (ej)

Avec la notation du théoréme, on a :

(S + T)(IK) - 5K, K
1,] 1,) 1,]
(K) _ (K)
(cT)1 = c(T 1,J)
wK  _ (lK)
(T )J ; i
(ST) (K) _ (K) T(]K)

hj o~ “i€l Sh,i Ty

Corollaire 2.

Soient Y = 82

il existe une matrice d'opérateurs (T, ), , unique, telle que
. P ( 1,1)161 . J€J 1 a

(Y L iel) , X = ez(xj , j€]) . Pour chaque T € £(Y,X)
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T, , € &Y., X) , et pour tout x = (x,),.. € X ,ona (Tx), =2, _T. .x,
i, 177 P J)JGI ( )1 JET 71,57
la somme & droite étant formée pour la top. normique sur Yi . Avec

les notations usuelles,

(5+1), (=8 (+ T
(CT)i,j = CTi,j
(T*)j’i = (Ti,j)*
BTy 5 = e Sy 4T

la somme & droite étant formée pour la topologie forte sur &£(Z XJ.) .
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11. OPERATEUR ADJOINT D'UN OPERATEUR NON-BORNE

Soient Y , X , ¥YxX , XxY des espaces hilbertiens,

(11.1) Pour M c Y xX , on pose
M = {(x,9)|y,xEM} c X xY
M(—) = {(~y,x) |y, x)eM}c Y x X
M¥ = MI‘(")-L

(11.2) Théoréme.

M = M i M =M ; si M est un sous-espace vectoriel
MI‘(-) - M(-)r . M?"r - MJ-(')T . M* = [M]* ) M** - [M] .
¥* ¥*
M1 c M2 = M2 C M1

(11.3) Théoréme.
M* consiste précisément en tous les (x',y') € X xY qui satisfait &

(y* |y)Y = (x' \X)X pour tout (y,x) € M .

(11.4) Théoréme.
M* est un opérateur : Y R X , forcément linéaire et fermé, si, et
seulement si :

[x|lgy, (y,x) eM] = X

Corollaire 1,

Si T est un opérateur ;: Y X alors T¥* est un opérateur :

Y X si, et seulement si, [DT] =X .

Soit [DT] = X . L'opérateur T* :Y R X , appelé l'opérateur adjoint
de T , est le plus grand opérateur : Y R X pour lequel (Tx|y) = (x|T*y)
pour tout x € DT et tout y € DI*¥ . Quand T € £(Y,X) cette définition

de l'adjoint coincide avec celle donnée dans le corollaire de (5.4).
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Corollaire 2.

Soit T : X Y un opérateur. Alors [T] = T** est un opérateur :

X QY si, et seulement si, [{y|(x.,y)eT*] =Y .

(11.5) T:XRY estdit: de la classe (%) si [DT] =X et T est
linéaire et fermé, essentiellement de la classe (#) si [T] est un
opérateur de la classe (¥) , c'est-a-dire [DT] =X et [T] est un
opérateur. T : X R X est appelé auto-adjoint si T = T*, ce qui en-

trafne que T est de la classe (¥)

(11.6) Théoréme.
Soit T : X Y essentiellement de la classe (¥) . .Alors, T*:YRX
est de la classe (*) et T** = [T] .
Supposons que ||Tx|| > a 2 0 pour un x € X . Il existe r > 0

tel que ||Ty|| > @ pour tout y € Br(X) .

Démonstration.

[DT¥] = Y et par conséquence il existe u ¢ DT* , |ju|| =1

tel que |(Tx|u)| >a . Pour r > 0 et chaque v ¢ Br(X) on a :

ITyll = [Ty fw| > [(Tx]w] - [(T(y-x)|w)|
z [(Tx|uw)]| - |({y-%)|T*u)|
> [(Tx|u)| - r||T*ul| >a
si r< ||[(Tx|w] - aHlT*uH-1 .

(11.7) Théoréme de graphe fermé pour un espace hilbertien.

Une application T : X - Y qui est linéaire et fermée est forcément

bornée.

Démonstration.

Utilisez (11.6) et la méthode du théoréme 5.5.
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(11.8) Théoréme.
Soit T : X X un opérateur. T est symétrique si, et seulement

si, T T* . Si T est symétrique et DT = X forcément T est auto-

adjoint et borné.

(11.9) Théoréme.

Soit T : X R X symétrique. Il existe un opérateur T1 maximal
tel que T, : X ¥ X est une extension symétrique de T . Si [DT] = X

1

on a T1 est forcément de la classe (#) . Si T est auto-adjoint, T
est forcément symétrique maximal, mais si dim X est infinie, il existe

T : X X symétrique maximale mais non auto-adjoint.

(11.10) Théoréme.
Soient X , Y , Z des espaces hilbertiens et M C Y x X ,

M, cYxX , M, cZxY . Posons

1 2
M + M1 = {(y+y1 ) |y, x)EM, (yl,x)E Ml}
M,M = {(z,x)lay,(z,y)EM2 et (y,x)eM} .
On a :

M + Ml)* -5 M* + Mf
€ 3
(M,M)* > M*M7 .

Si T :Y-> Z est linéaire, borné, on a (TM)¥* = M¥*T¥* |

(11.11) Théoréme.
Soit T:X RY de la classe (*) . Alors 1 + T*T : X A X est

injectif, V(Q1+T*T) = X , (1+T*T)‘1 est ure application, auto-adjointe,
bornée : X - X , l|(1+T*T)_1H <1 , T*T est auto-adjoint,

(T*Tx|x) = 0 pour tout x € D(T*T) .

Démonstration.

T®T =Y x X . Par conséquence, pour chaque x € X , (0,x) a une
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représentation (0,x) = (Tx1 ’Xl) + (yz,-T*yz) , X, € DT , y. € DT* .

1 2
Cela donne Tx, ty, =0, x=x - T*y2 , c'est-a-dire Tx, € DT* ,

1 1

+ T -
x1 T Tx1 X .
Il est évident que 1 + T*T : X B X est un opérateur linéaire symé-
trique, et V(1+T*T) = X . En plus, pour x € D(T*T) = D1 +T"T) on a

lasrnx] fx] = [(@+mDxl]| = [x® + lm=)® = Ixl* , Ja+T*Dx]) = ]| -

Par conséquence, 1 + T'T est injective et n(1+T*T)_1H <1 . Cela
implique que : (1+T*T)_1 est fermé, 1 + T*T est fermé, T*T est fer-

mé, T*T est auto-adjoint,
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12. OPERATEURS SPECIAUX

Soient Y ,X des opérateurs hilbertiens et T : X - Y une application

linéaire. T est appelé isométrique-partiel de E sur F , noté

T =W(F,E) si E est un sous-espace vectoriel fermé de X , Fc Y ,
Itx|| = |Ix|| pour tout x € E, Tx =0 pourtout x +t E, TX =TE =F.
Un tel T est appelé isométrique si E = X , *-isométrique si F=Y ,

unitaire si E =X et F =Y.

Théoréme.

Soit T : X - Y isométrique-partiel, = W(F,E) . Alors, F = TE
est forcément un sous-espace vectoriel fermé, T* a la forme W(E,F) ,

T*T = Pr . TT* = P.,ou T=0 ou Tl =1 .

Théoréme.

Soit T : X - Y une application linéaire. T est isométrique-partiel
si, et seulement si, T¥* est isométrique~-partiel, et si, et seulement si,
T*T est un projecteur. T est isométrique si, et seulement si,

T*T = 1(€ £(X)) , *-isométrique si, et seulement si, TT¥* = 1(€¢(Y)) .

T : X ¥ X est appelé normal si T est de la classe (¥) et

T*T = TT* .

Théoréme.
Soit T : X %X de la classe (*¥) . T est normal si, et seulement

si, D(T*T) = D(TT*) et pour tout x € D(T*T) on a [|T*x]| = |Tx| .



- 383 -

13. SUPPORT D'UN OPERATEUR,
SOMME ORTHOGONALE D'OPERATEURS

(13.1) Soient Y,X des espaces hilbertiens. Soit T : X 'Y un opérateur
tel que pour chaque x € DT , il existe une représentation x = Xy @xz ,
X, L NT , X, € NT , Xy € DT , avec Tx = Tx1 .Dansce cas, le sous-

espace vectoriel fermé [DT] © [NT] est appelé le support de T ,

écrit supp T .

(13.2) Soit T : X R Y un opérateur tel que [T] est un opérateur. On a
[NT] = N[T] , [D[T]] = [DT] , supp T existe et = supp [T] . Si

T est essentiellement de la classe (#) , ona supp T = [VT¥] . Si T

est de la classe (¥) , on a N(T*T) = N(T) , supp(T*T) = supp T .

Démonstration.

Soit T : X VY essentiellement de la classe (*) . On a :

x L [VI*] & x L1 VT*
s (x|T*y) = 0 pour tout y € DT¥*
& (T**x|y) = 0 pour tout y € DT*
® T¥¥x =0
® [T]lx =0
® x € N[T] = [NT] .

Par conséquence [VT¥] ® [NT] =X .

(13.3) Un opérateur T : X VY est appelé somme orthogonale des

Ti c: XWVY , 1€1 , écrite T =L, @Ti , si [Ti] existe pour tout

i€l
i€l , (supp T),;p+ ., (IVID); g+ ., DI= {x|P x € DT, ,

i€l supp T

x| < ®} et Tx = Z, ® T,(P x) pour x € DT .

zieI”TiPsupp Ti i supp Ti
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(13.4) Théoréme.

Soit T = ziel &) Ti . Alors [T] est un opérateur ; [T] = ZieI

T est linéaire, fermé, essentiellement de la classe (#), de la classe (%)

® [Ti] ;

respectivement si, et seulement si, chaque Ti , 1 €l , a cette proprié-

2

té, |Tll = sup, T,



