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1. TERMINOLOGIE 

( 1 . 1 ) S c a l a i r e s numér iques . 

Dans l ' é tude de la géomét r ie de l ' e s p a c e p h y s i q u e , on u t i l i s e l e 
3 

modèle mathémat ique 1R , muni du produit s c a l a i r e 

( y | x ) = Y'^i + y 2 X 2 + y 3 x 3 ' c * a n s * a t h é o r i e de la r e l a t i v i t é r e s t r e i n t e , on 
4 

u t i l i s e l e modèle IR , muni du produit s c a l a i r e 

( y | x ) = y ^ + y 2 X 2 + y 3 X 3 y 4 X 4 " D , a u t r e s é tudes ont insp i ré l e s ma­

t h é m a t i c i e n s à é tudier un e s p a c e v e c t o r i e l sur l e s s c a l a i r e s ou r é e l s , ou 

c o m p l e x e s , (ou b i en plus généraux) muni d'une fonct ion ( y | x ) qui e s t 

supposée p o s s é d e r c e r t a i n e s propr ié tés à c a u s e d e s q u e l l e s la fonct ion 

( y | x ) e s t appe l ée : produit s c a l a i r e . Dans c e l i v r e , l e s s c a l a i r e s sont g é ­

néra lement numér iques , no té s K , i . e . ou IR , l e s nombres r é e l s , ou 

(D l e s nombres c o m p l e x e s ou IH , l e s nombres qua te rn ion iques 

q = a + ib + j e + kd ( a , b , c , d r é e l s ) . Le produit d'un v e c t e u r v par 

un s c a l a i r e a s ' é c r i t va (on n ' é c r i t pas av , s au f quand a e s t 

s c a l a i r e c e n t r a l , dans d 'au t res cond i t ions i l y a des e n n u i s ) . 

( 1 . 2 ) Fonc t ion veut dire : e n s e m b l e f de c o u p l e s ( y , x ) a v e c la propriété 

de fonct ion : ( y , x ) e t (z ,x ) £ f en t ra îne y = z . 

( y , x ) £ f s ' é c r i t a u s s i x f J _ > y , x y , y = f(x) , y = fx ; 

y e s t appe lé va leur de f a x . 

L ' e n s e m b l e où f e s t d é f i n i , { x | a y , ( y , x ) e f } , e s t noté Df . 

L ' e n s e m b l e des va l eu r s de f , [ y | 3 x , ( y , x ) ç f } , e s t noté Vf . 

Ex tens ion g de f , e t r e s t r i c t i o n f de g , veut dire : f c g . 

S i M c Dg l ' e n s e m b l e { ( y , x ) Çg | x Ç M } e s t une r e s t r i c t i o n de g , 

no tée g | M e t appelée la r e s t r i c t i o n de g à M . 

F o n c t i o n n e l l e veut dire : fonct ion à va l eu r s s c a l a i r e s . 

( 1 . 3 ) Opérateur ( a u s s i t r ans format ion , graphe) veut dire : un t r ip le t ( f , Y , X ) , 

é c r i t a u s s i f : X Q, Y ou s implement f , t e l que f e s t une fonc t i on , 

X => Df , e t Y 3 Vf . 
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Opérateur déf ini partout ( a u s s i app l ica t ion) é c r i t f : X Y , veu t -d i re : 

X = Df . 

Ex tens ion g : X |> Y de f : X J fV , e t r e s t r i c t i o n f de g , v e u t -

dire : f c g , X 1 c X et Y c Y (le c a s é c h é a n t , on i n s i s t e pour 

que = X e t = Y ) . On éc r i t f c g pour e x t e n s i o n de fonct ion 

e t a u s s i pour e x t e n s i o n d f opéra teur . 

( 1 . 4 ) So i t Y , X d e s e s p a c e s v e c t o r i e l s . Un opérateur f : X Y e s t 

appe lé l i néa i r e s i Df e s t un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l de X et 

f (xa + y) = f (x)a + f(y) (autrement d i t , f e s t un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l 

de l ' e s p a c e v e c t o r i e l Y x X ) , l i n é a i r e - c o n j u g u é s i Df e s t un s o u s -

e s p a c e v e c t o r i e l de X et f (xa + y) = a f ( x ) + f ( y ) ( s i l e s s c a l a i r e s sont 

q u a t e r n i o n i q u e s , on i n s i s t e pour que f so i t une f o n c t i o n n e l l e ) . 

Noyau de f e s t l ' e n s e m b l e { x | f ( x ) = 0 } , noté Nf . S i f e s t 

l i néa i r e ou l i n é a i r e - c o n j u g u é Nf e s t un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l de X . 

( 1 . 5 ) Opérateur fermé f : X fi Y veu t -d i re : X e t Y sont des e s p a c e s 

topo log iques e t f e s t fermé dans l ' e s p a c e topologique Y x X . S i 

Y , X sont des e s p a c e s v e c t o r i e l s normes a lo r s f fermé e s t équ iva len t 

à la propriété : x - u , f (x ) -* v en t ra îne que u f Df e t f(u) = v . 
n n 

Attention : f fermé n ' en t ra îne ni que Df ou Vf sont f e r m é s , ni que 

f e s t c o n t i n u , e t f cont inu n B ent ra îne pas que f e s t fermé ; par c o n ­

t r e , f e s t fermé s i f e s t cont inu et Df e s t f e rmé , e t ( théorème du 

graphe fermé) s i f e s t l i néa i r e e t fermé e t Df e s t fermé a lors f e s t 

con t inu . S i f e s t f e rmé , forcément Nf e s t fermé. 

( 1 . 6 ) Norme de f : X x . . . x X Y , no tée | |f | | , déf inie quand n ^ 1 

e t X, , . . . , X , Y sont des e s p a c e s v e c t o r i e l s s e m i - n o r m é s , veu t -d i re : 
l n 

c» s i | | f (x) | | ^ 0 pour quelque x = ( x 1 # . . . , x ) € Df a v e c 

| |x | | = TT l |x H = 0 , autrement sup ( | | f ( x ) | | / | | x | | | x g D f , | | x | | y* 0) . Quand 

f e s t l i n é a i r e , | |f | | = sup( | | f (x) | | | x Ç D f , | |x | | s 1) . 
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( 1 . 7) F o n c t i o n n e l l e f : Y x X - K e s t appe lée b i l i néa i r e s i 

f (y 1 b + . . . + y b , x- a 1 + . . . +x a ) = £ b f(y / x x ) a J . , s e s g u i l i n é a i r e s i 
i l m m i l n n s ,t s s t t 

f(y b + . . . + y b x a + . . . + x a ) = S e .5 f(y , x ) a . , r é e l s i Y = X 
i l m m l l. n n s ,t s s t t 

e t f ( x , x ) e s t r é e l , symétr ique s i Y = X e t f ( y , x ) = f ( x , y ) , 

he rmi t i en - symét r ique , ou s implement he rmi t i en , s i Y = X et 

f ( y , x ) = f ( x , y ) . f e s t forcément r é e l s i f e s t 

hermi t ien . J\f{x,x) | s ' é c r i t a u s s i | |x | | . 

( 1 . 8 ) Le s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l engendré par une part ie M d'un e s p a c e 

v e c t o r i e l X , i . e . { x 1 a 1 + . . . + x a I n^ 0 , x C M , a Ç K } s ' é c r i t l in M . 
i l n n m m 

Le s o u s - e s p a c e l i néa i r e fermé engendré par une par t ie M d'un e s p a c e 

v e c t o r i e l t o p o l o g i q u e , i . e . (lin M) , e s t noté [ M ] . 

( 1 . 9 ) Produit s c a l a i r e , p . s . , dans un e s p a c e v e c t o r i e l X veu t -d i re : fonc t ion­

n e l l e s e s q u i l i n é a i r e e t he rmi t ienne . I l e s t noté ( y | x ) ^ , ou s implement 

( y | x ) . 

Orthogonal veu t -d i r e : pour y , x que ( y | x ) = 0 , noté y JL x ; pour 

y , M que y x x pour tout x 6 M , noté y x M ; pour M , N que 

y -L N pour tout y € M , noté M x N ; pour M que y i x pour 

tout f y , x } Ç M , y ^ x , noté (M)j. ; pour ( x . ) . _ que x , x x . 
x ici i J 

pour i ï j , noté ( ( x j . j i . 
1 i c i 

S i M i N , on éc r i t a u s s i M © N au l i eu de M + N . 

L 'or thogonale de M , noté M 1 , veu t -d i re : le s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l 

{ x | x x M } . On a M X = (lin M ) 1 , M c N ^ M 1 D N X , M e M 1 1 , 

M = M 

Vecteur i so t rope x veu t -d i r e : ( x | x ) = 0 . Attent ion : l e s v e c t e u r s i s o t r o ­

pes ne forment pas en géné ra l un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l . 

Vec teur dégénéré x veu t -d i r e : x x X . Les v e c t e u r s dégéné ré s forment 

un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l , e t c e c i e s t contenu dans chaque M 1 . 

L 'or thogonal de M dans N , noté N 0 M , veu t -d i r e : { X Ç N | X - L M } 

Normal veu t -d i re : pour e que ( e | e ) = 1 ou -1 , pour M que chaque 

e £ M e s t normal , pour ( x ^ ç j 9 u e x ^ e s t normal pour tout i . 
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Orthonormal , o . n . , veu t -d i re : or thogonal e t normal. 

( 1 . 1 0 ) Produit s c a l a i r e p o s i t i f , n é g a t i f , s t r i c t ement p o s i t i f , s t r i c tement n é g a t i f , 

veu t -d i re r e s p e c t i v e m e n t : ( x | x ) 2> 0 , ( x | x ) ^ 0 , ( x | x ) > 0 , 

( x | x ) < 0 pour x ^ 0 . 

Produit s c a l a i r e d é f i n i , s t r i c t ement défini , veut^dire r e spec t i vemen t : 

p o s i t i f ou n é g a t i f , s t r i c tement p o s i t i f ou s t r i c t ement néga t i f . Un p. s . e s t 

s t r i c t ement déf ini s i , e t seu lement s i , 0 e s t l e seu l v e c t e u r i so t rope . 

Produit s c a l a i r e indé f in i , s t r i c t ement indéfini veu t -d i re : i l e x i s t e une r e ­

p résen ta t ion X = X 1 e X 2 t e l l e que ( x | x ) ^ 0 pour tout x ^ 0 , 

x ç X j , ^ 0 pour tout x ^ 0 , x 6 , r e s p e c t i v e m e n t a v e c > , < 

au l i eu de ^ , ^ . 

( 1 . 1 1 ) Somme. Soi t g? = ( F , G , . . . ) un e n s e m b l e ordonné fi l t rant à droite e t 

( x _ ) _ . une famil le d ' é l é m e n t s d'un e s p a c e topologique X . On dit que 
F Ftgr 

la famil le e s t convergen te à l imi te x dans X s i pour chaque v o i s i n a g e 

V(x) de x i l e x i s t e € 9? t e l que F ;> Fyj(x)
 x p e v ^ ( s i x 

e s t s épa ré la l imi te x e s t un ique) . On dit que la famil le e s t Cauchv s i 

X e s t un e s p a c e uniforme e t pour chaque entourage V il e x i s t e 
F 6 5? t e l que F ^ F , G ;> F , 7 en t ra înent ( x - ^ ) £ V . 

V V V r b 

Soi t ( x . ) , ^ T une famil le d ' é l émen t s d'un e s p a c e v e c t o r i e l X . Pour 
î i€I 

F = { i i , i } c I on pose x _ = x . + . . . + X . . Un é lément x d'un 
1 m 1 1

m 

e s p a c e v e c t o r i e l topologique X e s t appe lé somme de la famil le ^ x ^ ç j ' 

no tée x = x . s i x e s t l imi te de la fami l le ( x j . ^ , où y e s t 
i€I î F Ftg? 

l ' e n s e m b l e des pa r t i e s f i n i e s de I , ordonné par i n c l u s i o n . S i X e s t 

un e s p a c e v e c t o r i e l semi -normé on a x = S . ^ T x . s i , e t seu lement s i , 

l ' e n s e m b l e { i | | x j | ^ 0 } é tant noté I ' , on a : 

- ou (i) I 1 e s t f ini e t x - x ^ , e s t un v e c t e u r i so t rope 

- ou (ii) i l e x i s t e une app l i ca t ion b i j e c t i v e cp : IN -> I ' e t pour 

chaque app l i ca t ion de c e t t e s o r t e , on a : 

x = lim (x . . +x , J . 
n -oo cp(i) cp(n) 

Soi t tej^çj u n e famil le d ' é l é m e n t s dans ]R + . S i l e s a p ne sont pas 

b o r n é s , on é c r i t S. T a . = » . 
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2 . EGALITES ET INEGALITES DANS UN ESPACE VECTORIEL 

A PRODUIT SCALAIRE 

( 2 . 1 ) P o l a r i s a t i o n . 

fô(y|x) = j ( ( y+x |y+x) - ( y - x | y - x ) ) . 

( y | x ) = j ( ( y + x | y + x ) - ( y - x | y - x ) ) s i K = TR , 

= | - ( ( (y+x |y+x) - ( y - x | y - x ) ) 

+ ( (y i+x iy i+x) - ( y i - x | y i - x ) ) i s i K = <D , 

= ^ ( ( (y+x |y+x) - ( y - x | y - x ) ) 

+ ( ( y i + x | y i + x ) - ( y i - x | y i - x ) ) i 

+ ( ( y j + x | y j + x ) - ( y j - x | y j - x ) ) j 

+ ( (yk+x |yk+x) - ( y k - x | y k - x ) ) k ) s i K = IH . 

C o r o l l a i r e . Pour deux p. s . ( y | x ) e t (y| |x) sur X on a ( y | x ) = (y| |x) 

pour tous l e s y , x s i ( x | x ) = (x | |x) pour tous l e s x . En p a r t i c u l i e r , 

( y lx ) = 0 pour tous l e s y , x s i ( x | x ) = 0 pour tous l e s x . 

( 2 . 2 ) Para l lé logramme. 

(y+x |y+x) + ( y - x | y - x ) = 2 ( ( y | y ) + ( x | x ) ) . 

9 9 9 9 
C o r o l l a i r e . S i l e p . s . e s t défini | |y+x|| + Hy-x| | = 2 ( | |y | | + | |x | | ) . 

( 2 . 3 ) Pvthagore . 

(x, © . . . © x | x , © . . . © x ) = (x, | x j + . . . + ( x | x ) . 
1 n i n i i n n 

2 2 2 
C o r o l l a i r e . S i le p. s . e s t défini | |x © . . . © x || = Hx^l + . . . + | | x J | . 

( 2 . 4 ) Représen ta t ion o r thogona le . 

So i t x n o n - i s o t r o p e . I l e x i s t e pour chaque y une représen ta t ion 

unique 
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y = x a © u , a s c a l a i r e , x JL U . 

F o r c é m e n t , a = ( x | y ) / ( x | x ) e t u = y - x a . 

( 2 . 5 ) Soi t le p. s . dé f in i . Chaque vec t eu r i so t rope e s t dégéné ré . 

Démons t ra t ion . 

Supposons l e p . s . p o s i t i f e t ( x | x ) = 0 . Pour chaque y , 

0 £ ( y a - x | y a - x ) = a ( y | y ) a - 2 B ( ( x | y ) a ) . Le c h o i x a = ( y | x ) t , t > 0 

démontre que ( y | x ) = 0 . 

( 2 . 6 ) Schwarz . Soi t l e p . s . déf in i . On a : 

l ( y | x ) l * | |y|| | | x | | 

é g a l i t é s i , e t seu lement s i , ou x e s t un v e c t e u r i so t rope ou y = x a © u , 

a s c a l a i r e e t u un vec t eu r i so t rope . 

Démons t ra t ion . 

A c a u s e de ( 2 . 5 ) e t ( 2 . 4 ) on peut supposer que x e s t non- i so t rope 

e t que y = x a © u , x i u . E n s u i t e , par Py thagore , 

| | y | | 2 = | | x | | 2 | a | 2 + | |u | | 2 * | | x | | 2 | a | 2 = | ( y | x ) | 2 / | | x | | 2 

é g a l i t é s i , e t seu lement s i , ||u|| = 0 . 

( 2 . 7 ) Minkowsk i . So i t l e p. s . dé f in i . On a : 

| |y+x| | s | |y | | + | | x | | 

é g a l i t é s i , e t seu lement s i , ou x e s t un v e c t e u r i so t rope ou y = x a © u , 

a > 0 e t u un v e c t e u r i so t rope . 

C o r o l l a i r e . | |* | | e s t une semi-norme dans X , une norme s i le p . s . e s t 

s t r i c t ement déf in i . 

Démons t ra t ion . 

(y+x |y+x) = ( y | y ) + 2f t (y |x ) + ( x | x ) , | | y + x | | 2 s | | y | | 2 + 2 | |y | | | | x | | + | | x | | 2 

é g a l i t é s i , e t seu lement s i , pour p . s . p o s i t i f ( y | x ) = | |y| | | | x | | , e t pour 

p . s . n é g a t i f ( y | x ) = - | | y | | | | x | | . 
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( 2 . 8 ) E s p a c e h i lbe r t i en X veu t -d i re : le p . s . e s t s t r i c tement p o s i t i f e t X 

e s t complet pour la norme | | - | | . 

So i t M un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l d'un e s p a c e v e c t o r i e l à p . s . q u e l ­

conque e t supposons que la r e s t r i c t i on du p . s . à M so i t s t r i c tement p o ­

s i t i v e . Alors s i M e s t complet pour la norme | | - | | , en par t i cu l ie r s i 

M e s t de d imension f i n i e , M e s t un s o u s - e s p a c e h i lbe r t i en . 
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E s p a c e pontr jaqien X veut dire : X e s t un e s p a c e h i lber t i en pour un 

autre p . s . [• I - ] e t p o s s è d e une décompos i t ion X = X © X pour c e 

p. s . t e l l e q u e , en éc r ivan t x = ® , x} € X 1 , x^ £ X^ on a : 

( y | x ) = [y^ | x j ] - [ y 2 | x 2 ] (le c a s é c h é a n t , on i n s i s t e pour qu'un de 

c e s X^ , X^ so i t de d imension f i n i e ) . 

Le ma thémat i c i en r u s s e L . S . Pontrjagin étudia le c a s que d i m X ^ = n < < » . 

En supposant que l 'opéra teur l i néa i r e T : X ~> X e s t borné pour la norme 

h i lbe r t i enne e t (Ty |x) = ( y | T x ) pour tous l e s y , x £ X pour le p. s . 

i ndé f in i , Pontr jagin a démontré en 1 9 4 4 , qu ' i l e x i s t e un s o u s - e s p a c e v e c ­

to r i e l M c X à dim M = n t e l que la r e s t r i c t i o n du p . s „ à M e s t 

p o s i t i f e t TM <= M . M. G. Kre in , M. A. Na imark , I . S . I o c h v i d o v , 

M. B r o d s k i i , H. Langer e t d 'au t res ont développé c e thème (voir : 

M o A. Na imark , On commuting unitary opera tors in s p a c e s with indefini te 

m e t r i c s , Acta S c . Math . S z e g e d , 24 ( 1 9 6 3 ) , 1 7 7 - 1 8 9 ) . 

( 2 . 9 ) Pythaqore pour une famil le or thogonale q u e l c o n q u e . 

So ien t le p . s . déf ini e t ( x ^ ç j u n e fami l le o r thogona le . Pour 

F = [ L , . . . , i } c ; I , posons - x- © . . . © x . . La fami l le ( x j 
I n F \ i n F 

e s t Cauchy s i , e t seu lement s i , ^ , ',ix.|| < «> . S i la somme S . ^ x . 
1 - • ' i € l u î" iÇl i 

e x i s t e et (x.) e s t une famil le o r t h o g o n a l e , on éc r i t a u s s i S © x , , 
1 I C I Q Q INZI 1 

et on a (Pythagore) | | E © x || = E | |x || . 

Démons t ra t ion , 

x - x p x x p , x = x © ( x - x ) , H x - X p l l 2 = | | x | | 2 - | | x F | | 2 . 

( 2 . 1 0 ) I n é g a l i t é de B e s s e l . 

Soi t le p. s . déf ini e t ( e . ) . _ T une famil le o . n . Pour chaque x , on a : 

é g a l i t é s i , e t seu lement s i , x - ^ ç j e ^ e J x ) ( P - s - pos i t i f ) e t 

x = S. _ - e . ( e . | x ) (p. s . n éga t i f ) , 
ici 1 1 

Démons t ra t ion . 

Posons x . = e . ( e j x ) s i le p . s . e s t p o s i t i f e t - e . t e j x ) s i le p . s . 
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e s t néga t i f . On a : x - x ^ 1 e

i ' i € F / a l o r s 

x = x 0 ( x - x ) , | | x | | 2 = | |x I I 2 + | | x - x I I 2 ^ | |x I I 2 = E | ( e | x ) | 2 , 
i€F 

e n f i n , 

E | ( e | x ) | 2 * | | x | | 2 , | | x - x _ | | 2 = | | x | | 2 - | | x _ | | 2 

i € I 1 * B 

Coro l l a i r e 1. 

x F € l in { e ^ i i € I } pour chaque F . La famil le [ X F | F C : I , F f i n i e } e s t 

Cauchy et l i m ^ x ^ ) , s ' i l e x i s t e , € [ e , | i £ l ] 

Coro l l a i re 2 . 

Soi t X comple t pour la s emi -norme . A l o r s , chaque x € X p o s s è d e une 

r ep résen ta t ion x = X j © ( x - X j ) t e l l e que X j € [ e , | i € I ] e t 

( x - X j ) i [ e | i € I ] . Soi t x = © x^ une t e l l e autre r e p r é s e n t a t i o n , 

on a : X j - x^ i so t rope . 

( 2 . 1 1 ) B a s e orthonormale e t é g a l i t é de P a r s e v a l . 

So ien t le p. s . déf ini e t te^çj u n e famil le o . n . La famil le e s t appe lée 

une b a s e o . n . pour X , s i [ e . | i € I ] = X , c e qui se t i e n t , s i , e t 

2 ^ 2 

seu lement s i , (Parseval ) : | | x | | = S | ( e ^ | x ) | pour chaque x (u t i l i s ez 

le co ro l l a i r e 1 de ( 2 . 1 0 ) ) . 

Une b a s e o . n . e s t forcément une famil le o . n . m a x i m a l e , mais 

a t ten t ion : s i X n ' e s t pas comple t pour la s e m i - n o r m e , i l e x i s t e t o u ­

jours une famil le o . n . , maximale qui n ' e s t pas une b a s e o . n . 

( 2 . 1 2 ) Théorème. 

So ien t X comple t pour la semi-norme e t ( e ^ ç j u n e famil le o . n . 

max ima le . A l o r s , la famil le e s t une b a s e o . n . 

Démons t ra t ion . 

En u t i l i s an t le co ro l l a i r e 2 de ( 2 . 1 0 ) , on v o i t , s i [ e . | i ç l ] ji X , i l 
1 - 1 / 2 

e x i s t e x^ n o n - i s o t r o p e , x^ x [ e ^ [ i € I ] ; a v e c x^ I (x^ , x ^ ) | au 

l i eu de x^ , on a a u s s i x^ normal , c e qui e s t en con t rad ic t ion a v e c 
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l ' hypo thèse que ( e ^ ç j e s t ° * n - max ima le . 

Coro l l a i re 1. 

S i le p. s . e s t défini e t s i X e s t comple t pour la s e m i - n o r m e , a lo r s X 

p o s s è d e une b a s e o . n . 

Coro l l a i re 2 . 

S i le p. s . e s t d é f i n i , e t s i M e s t un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l h i lber t i en 

de X , on a pour chaque x une r ep résen ta t ion x = x ^ © x ' , 

x__ € M , x ' x M . 
M 
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3 . THEOREME DE JORDAN ET VON NEUMANN 

( 3 . 1 ) Théorème. 

Soi t X un e s p a c e v e c t o r i e l s emi -no rmé . Pour que la semi-norme de X 

coi 'ncide a v e c la semi-norme d'un p. s . p o s i t i f dans X , i l faut e t i l 

suffit que T é g a l i t é du para l lé logramme se v é r i f i e . 

Démons t ra t ion . 

Nous donnons la démonstra t ion pour l e c a s de s c a l a i r e s c o m p l e x e s . En 

dé f in i s s an t la fonc t ionne l l e 

( y | x ) = \ ( | | y+x | | 2 - | | y - x | | 2 + i ( | | y i + x | | 2 - | | y i - x | | 2 ) ) 

i l suffit de démontrer que c e t t e fonc t ionne l l e e s t un produit s c a l a i r e (il 

e s t évident que ( x | x ) = | | x | | ^ 0 ) . 

On vér i f ie f a c i l e m e n t , même s a n s u t i l i s e r T é g a l i t é du pa ra l l é logramme, 

que ( x | y ) = ( y | x ) . 

Il r e s t e seu lement à démontrer que la fonc t ionne l l e ( y | x ) e s t l inéa i re 

en x . Il suffit de démontrer que la fonc t ionne l l e 

cp(y,x) = | | y+x | | 2 - | | y - x | | 2 

e s t l i néa i re en x . Or , pour voir Tadd i t i v i t é de cp en x , on n o t e , 

en u t i l i san t l f é g a l i t é du pa ra l l é log ramme, que 

2 2 
C p ( y , X l + X 2 ) = H y + X l + X 2 l l " l | y - x r x

2 H 

= 2( | | f + X l | | 2

+ . | | f + x 2 | | 2 ) - | | ( | + X l ) - ( f + x 2 ) | | 2 

^ ( l l l - x J l ^ l l f - ^ ^ + I K j - V - t f - V l l 2 ; 

c p ( y , V x 2 ) = 2 ( | | f + x 1 | | 2

 + | | f + x 2 l | 2 - | | | - x 1 | | 2 - | | f - x 2 | | 2 ) 

= 2 ( | | f + X l | | 2 - | | | - X l | l 2 ) + 2 ( | | f + x 2 | | 2 - | | f - x 2 H 2 ) 

= cp(y,x +0) + c p ( y , 0 + x 2 ) = cp(y,x ) + c p ( y , x 2 ) . 

Pour voir l ' homogéné i t é de ( y | x ) en x , on vé r i f i e (y 10) = 0 , 

( y | - x ) = - ( y | x ) , ( y | x i ) = ( y | x ) i ; e t pour r = ~ r a t i o n n e l , en u t i l i ­

san t l ' a d d i t i v i t é , on a : ncp(y,xr) = cp(y,xm) = mcp(y,x) e t par s u i t e , 
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cp (y ,x r ) = c p ( y , x ) r ; f i na l emen t , pour c > 0 , i l e x i s t e r ra t ionnel 
n 

convergent à c e t on a , en u t i l i san t la déf ini t ion de ( y | x ) : 

( y | x c ) = lim ( y | x r ) = lim ( ( y | x ) r ) = ( y | x ) c . 
n—»00 n—*oo 

Coro l la i re 1. 

La norme d'un e s p a c e de Banach coi 'ncide a v e c c e l l e d'un e s p a c e 

h i lber t i en s i , e t seu lement s i , e l l e vér i f ie T é g a l i t é du para l lé logramme. 

Coro l l a i re 2 . 

Un e s p a c e de Banach e s t un e s p a c e h i lbe r t i en s i , e t seu lement s i , 

chaque s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l de d imension 2 e s t h i lbe r t i en . 
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4 . EXISTENCE DU POINT LE PLUS PROCHE ET 

EXISTENCE DU PROJECTEUR 

( 4 . 1 ) Soi t M une part ie n o n - v i d e , c o n v e x e , d'un e s p a c e v e c t o r i e l X à p . s . 

Supposons la r e s t r i c t i o n du p. s . à M s t r i c t ement p o s i t i f , e t M complet 

pour la norme de c e t t e r e s t r i c t i o n . A l o r s , pour x € X , i l e x i s t e 

x ^ ç M t e l que pour chaque y € M , y / x , on a | | x - x M | | < | | x -y | | 

e t ^ ^ " ^ l Y " * ! ^ ^ 0 et pour chaque z € X , on a : l l 3 ^ " ^ l l x " z l l • 

Démons t ra t ion . 

Posons d = inf ( | | x -y | | | y € M ) . I l e x i s t e y € M t e l s que 
1 n 

d £ | | x -y 11 < d + ~ . La fami l le (y ) e s t C a u c h y , ca r 
n n n 

l l y n - y m l | 2 = I K y n - x ) - ( y m - x ) | | 2 

= 2 ( | | y n - x | | 2

 + | | y i n - x | i 2 ) - | | y n + y m - 2 x | | 2 

* 4 ( d + i + J - ) 2 - 4 | | I î ^ ! m - x | | 2 

n m 11 z 11 

1 1 2 2 
^ 4(d + — + — ) - 4d -» 0 quand n ,m -* œ . 

n m 

Puisque M e s t comple t y^ -> pour quelque x ^ € M . Ensui te 

| | x - x || = lim | | x - y || = d ? | | x - y | | = d , y ^ x impliquent 

| |x - y ^ X M | | < d , con t rad ic t ion ; pour 0 < t < 1 , on a : 

0 , | | x - ( x ^ t ( y - x ^ ) | | 2 - | | x - x M | | 2 = ^ H y - x J 2 - 2 t f c ( x - x J y - x M ) , 

fô(x-XJJy-XJ^) ^ 0 . F i n a l e m e n t , 

I | X M ' Z M I I = [ ( X M - X | X M - V + ( X - Z | X M - Z M ) + ( Z - Z M | X M - Z M ) ] 

= ft[...] * fô(x-z|xM-zM) £ | i x - z | | | | x M - z M | | , 

Hx-. -z_ . i l £ | | x - z | | . 
Il M M H II II 

C o r o l l a i r e . 

S i M e s t a u s s i un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l , on a : x ~ x M i M . 

Démons t ra t ion . 

(Une autre démonstra t ion a é t é donnée dans le co ro l l a i r e 2 de ( 2 . 1 2 ) ) . 

Pour chaque y £ M , on a & ( x - x M | y ) = ^x"xu ^ y + X M ^ " X M ^ ^ ° ' 

http://Hx-.-z_.il
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Avec y ( y | x - x M ) au l i eu de y on voi t que ( x - x M | y ) = 0 . 

( 4 . 2 ) Déf in i t ion . 

So i t X un e s p a c e v e c t o r i e l à p. s . s t r i c t ement pos i t i f . Un opérateur 

T : X Q, X e s t appe lé symétr ique s i ( T y | x ) = ( y | T x ) pour tous l e s 
2 

y , x € DT , idempotent s i T(DT) c DT e t T = T . Une app l i ca t ion 

T : X -> X e s t appe l ée pro jec teur sur TX et noté P , s i T e s t 
TX 

symétr ique e t idempotent . 

( 4 . 3 ) Théorème. 

Soi t T un p ro jec teu r . A l o r s , T e s t l i néa i r e ; TX e s t l i néa i r e e t 

fermé ; s i T / 0 , on a : | | T | | = 1 ; x - Tx JL TX pour tous l e s 

x G X ? s i Tx f x , on a : | |Tx | | < | | x | | ; Tx = x s i e t seu lement 

s i x € TX ? Tx = 0 s i e t seu lement s i x J- TX . 

Démons t ra t ion . 

T e s t l i n é a i r e , ca r pour chaque z ç X , 

(T(x+y) - T x - T y | z ) = ((x+y) - x - y |Tz ) = 0 , 

( T ( x a ) - ( T x ) a | z ) = (#x |Tz) - â ( x | T z ) = 0 . 

Pour chaque y £ X , ( T y | x - T x ) = ( y | T ( x - T x ) ) = 0 , x - T x i TX . 

E n s u i t e , | | x | j 2 = | | T x 0 ( x - T x ) | | 2 = | | T x | | 2 + | | x - T x | | 2 , | |Tx | | £ | | x | | e t 

| |Tx| | < | j x | | s i Tx ji x . A u s s i , s i y = Tx ^ 0 , on a : | |Ty| | = | |y| | ï 0 , 

| |T| | = 1 . F i n a l e m e n t , TX = N ( l - T ) e s t fermé puisque 1 - T e s t l inéa i re 

e t borné . 

( 4 . 4 ) Théorème. 

Soi t T : X f i X idempotent e t symét r ique . Pour que T so i t p r o j e c ­

t e u r , i l faut e t i l suffit que T so i t f e rmé , DT l i néa i r e e t [ D T ] = X . 

Démons t ra t ion . 

I l suffit de démontrer que DT = X . O r , NT e s t l i n é a i r e , f e rmé , 

e . g . y , x € NT ent ra înent que y + x £ DT e t , pour z € DT , 

(T (y+x) | z ) = ( y + x | T z ) = ( T y | z ) + ( T x | z ) = 0 , par c o n s é q u e n c e T(y+x) i D T , 
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T(y+x) = 0 . De la même façon TX = N(I -T) e s t l i n é a i r e , f e rmé , e t 

NT x TX . F i n a l e m e n t , pour chaque x € DT , on a : x = ( x - T x ) © T x 

de sor te que X = [DT] = [NT©TX] = [ N T ] © [ T X ] = NT©TX = DT . 

( 4 . 5 ) Théorème. 

Soi t T une app l i ca t ion : X -» X . Pour que T so i t p r o j e c t e u r , 

i l e s t n é c e s s a i r e e t suff isant que chaque x 6 X p o s s è d e une r e p r é s e n ­

ta t ion x = x1 © x 2 , X j € TX , x 2 x TX , Tx = x 1 (la r ep résen ta t ion 

e s t forcément un ique) . 

Démons t ra t ion . 

Pour voir l ' u n i c i t é de la r e p r é s e n t a t i o n , supposons x = u © v , 

u € TX , v x TX ; a l o r s , ( v - x ) x TX , ( v - x ) x u , ( v - x ) x , 

(v -x^ ) x (x^-u) = v - x ^ / v = x^ , u = x^ . De c e t t e u n i t é , on voi t 

q u e , pour x = Ty , on a : x = Ty © 0 , Tx = Ty , c ' e s t - à - d i r e 
2 2 

T y = Ty , T = T . E n s u i t e , T e s t s y m é t r i q u e , c a r 

( T y | x ) = ( y J x ^ X g ) = ( y ^ x ^ = ( y | T x ) . 

C o r o l l a i r e . 

Soi t M un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l comple t pour la norme du p. s . 

s t r i c t ement p o s i t i f . A l o r s , i l e x i s t e un p ro jec teur T a v e c TX = M , 

appe lé p ro jec teur sur M , noté P (forcément un ique) . Le pro jec teur 

e x i s t e éga lement s i M e s t c o m p l e t , même s i M n ' e s t pas comple t . 

S i X e s t c o m p l e t , a lo r s P ^ e x i s t e s i , e t seu lement s i , M e s t fermé. 
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5 . DEUX THEOREMES DE F . RIESZ ET 

LES OPERATEURS ADJOINTS DES OPERATEURS LINEAIRES BORNES 

( 5 . 1 ) Théorème. 

Soi t X un e s p a c e h i lbe r t i en e t cp 6 X * ( c ' e s t - à - d i r e cp e s t une 

fonc t ionne l l e l i néa i r e dans X e t cp e s t c o n t i n u e , autrement dit b o r n é e ) . 

I l e x i s t e € X t e l l e que : 

cp(x) = (y | x ) 

pour tous l e s x g X ( forcément , ||y | L = | | c p | | ) . 

Démons t ra t ion . 

Posons M = N c p . S i M = X , y = 0 . S i M X , i l e x i s t e un 

v e c t e u r y 6 M , y ^ 0 . Posons y ^ = ya a v e c a = cp(y)/ | |y | | 

A l o r s , cp(x) = ( y ^ l x ) pour x = y ^ , pour x € M , e t par c o n s é q u e n c e 

pour chaque x € X . 

Coro l l a i re 1. 

L ' app l i ca t ion h : X * -* X , h(cp) = y ^ e s t un b i j e c t i o n l i n é a i r e -

conjugué et i somét r ique . 

Coro l l a i re 2 . 

I l e x i s t e une b i j e c t i o n Y : X~'c -* X qui e s t l i néa i r e e t i s o m é t r i q u e , 

autrement d i t , un e s p a c e h i lbe r t i en e s t au to -dua l . 

Démons t ra t ion . 

Soi t ( e . ) . £ T une b a s e o . n . pour X e t so i t J : X -> X l ' app l i ca t i on 
i i c i 

K S . e . a . ) = E . e . i . . Posons t|f = J° h 
1 1 1 1 1 1 

( 5 . 2 ) At tent ion. 

Quand K = Œï e t T € £ ( Y , X ) , l ' opéra teur aT n ' e s t pas défini 

sauf s i TX e K , ou a € ]R . 
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( 5 . 3 ) Soi t Y , X des e s p a c e s de Banach . Notons par £ ( Y , X ) l ' e s p a c e de 

Banach de t ou t e s l e s a p p l i c a t i o n s l i n é a i r e s , bo rnées : X -> Y ( e s p a c e 

de Banach sur l e s s c a l a i r e s : cen t re de K ) , e t par £(X) l ' a l g è b r e 

de Banach de t ou t e s l e s a p p l i c a t i o n s l i n é a i r e s , bo rnées : X X (a lgèbre 

de Banach sur l e s s c a l a i r e s : cen t re de K ) . 

( 5 . 4 ) Théorème. 

Soi t Y , X des e s p a c e s h i l be r t i ens e t cp une fonc t ionne l l e s e s q u i -

l i n é a i r e , bornée dans Y x X . I l e x i s t e T^ € £ (X ,Y) t e l que 

c p ( y , x ) = (T y | x ) v pour t ou t e s l e s y , x € Y x X ( forcément , ||T l| = | |cp||). 
cp X cp 

Démons t ra t ion . 

Pour y f i x e , la fonc t ionne l l e c p ( y , x ) e s t l i néa i r e en x e t bo rnée . 

Par ( 5 . 1 ) , i l e x i s t e un unique y 1 € X t e l que c p ( y , x ) = ( y ' | x ) . Notons 

T^ l ' a p p l i c a t i o n y H y 1 , y € Y . 

Coro l l a i re o 

Pour T 6 £ ( Y , X ) , i l e x i s t e un unique T* 6 £ ( X , Y ) appe lé l ' ad jo in t  

de T , t e l que ( y | T x ) = ( T * y | x ) pour tous l e s ( y , x ) € Y x X . 

L ' app l i ca t i on # : £ ( Y , X ) -* £ (X ,Y) e s t une b i j e c t i o n , i sométr ique ; 

T*"* = T , ( T 1 + T 2 ) ' x " = T* + T* , ( aT)* = T * i s i a e s t un s c a l a i r e 

cen t r a l ou T e s t une fonc t ionne l l e ; s i T 6 £ (Z ,Y) e t T 2 ç £ (Y ,X) 

on a : ( T ^ ) * = T*T* . 

( 5 . 5 ) Théorème. 

So ien t X un e s p a c e h i lbe r t i en e t T : X -» X une app l i ca t ion symét r i ­

que . Alors T e s t forcément l i n é a i r e , b o r n é e , et a u t o - a d j o i n t e . 

Démons t ra t ion . 

Pour voir que T e s t l i n é a i r e , notons que pour chaque y € X , 

on a : 

( y | T ( x a + x ' ) - ( T x ) a - T x ' ) = (Ty | x a + x ' - x a - x ' ) = 0 . 
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Supposons que T ne so i t pas b o r n é e . Notons B ^ x ) la boule 

£ y | | | y - x | | < r } . A l o r s , 

i) i l e x i s t e pour chaque a > 0 dans chaque boule B (x) , r > 0 
r 

un v e c t e u r y t e l que | |Ty| | > a . 

ii) s i | |Tx | | > a , i l e x i s t e r > 0 t e l que | |Ty| | > a pour tous 

l e s y £ B (x) . 

Par c o n s é q u e n c e , i l e x i s t e une sui te de b o u l e s B r (x 1 ) D B r ( x 0 ) => . . . 
Ll 1 2 1 

t e l l e que | |Ty| | > n pour y € B r ( x n ) , l l x

n + 1 - x

n l l < r

n

 e t 

r . < r - llx - x II . La famil le (x ) e s t C a u c h y , la l imi te x ç B r (x ) , 
n+1 n 11 n+1 n" n J n n 

| |Tx || > n pour chaque n (absurde) . 
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6 . LE CALCUL DES PROJECTEURS DANS UN ESPACE HILBERTIEN 

( 6 . 1 ) Soi t X un e s p a c e h i lber t ien e t M , N d e s s o u s - e s p a c e s v e c t o r i e l s 

f e rmés . On dit que M , N sont r e l a t ivement or thogonaux s i 

( M O M A N ) x ( N G M A N ) (autrement d i t , ( M 0 M A N ) x N) . 

( 6 . 2 ) Théorème. 

Soi t P_, , . . . ,P__ des p r o j e c t e u r s . La somme P A / r + . . . + P . -

e s t un pro jec teur (forcément sur M, © . . . © M ) s i , e t seu lement s i , 
1 n 

1VL x Mj pour i ^ j , s i e t seu lement s i , P ^ P ^ ^ = 0 pour j ^ i . 

Démons t ra t ion . 

Supposons que la somme so i t un p ro jec teur P . A l o r s , pour x € M , 

on a : 

| | x | | 2 * | |Px | | 2 = (Px | x ) = (P x | x ) + . . . + ( P M x|x) 
2 1 2 N 

= I I P . , xl l + . . . + llp xl l 
Il jyj II 11 M " 

||P x | j = | |x( | e t c e c i en t ra înent que P ^ x = 0 s i j ^ i ; 

P M . P M . = 0 P O U R J ^ 1 • 

J 1 

( 6 . 3 ) Théorème. 

So ien t P

M ' P

N

 d e s p r o j e c t e u r s . On a P

M

P

N

 u n p r o j e c t e u r , s i 

e t seu lement s i , P

M

P

N

 = P

N

P

M ( fo rcément , = P

M A N ) e t s i / e t s e u l e ­

ment s i M , N sont r e l a t ivement or thogonaux. 

Démons t ra t ion . 

P^JP*, e s t au to -ad jo in t e t idempotent s i , e t seu lement s i , 
M N 

P „ P * , = î \ T

p * , • P , A T x = x s i e t seu lement s i x 6 N e t x € M . 
M N N M M N 

Si x e M O ( M A N ) e t y € N e t P M P N = P N P M , on a : 

P N P M X € M A N ' P N P M X = ° ' ( y l x ) = ( V I P M X ) = ( y l P N P M X ) = ° ' 
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( 6 . 4 ) Théorème. 

So ien t P 1 v y r / P 1 V T des p r o j e c t e u r s . P „ - P * T e s t un pro jec teur ( fo r cé -
M N M N 

men t , sur M O N ) s i , e t seu lement s i , M D N , s i e t seu lement s i 

P P = P 
M N N ' 
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7. EXTENSION PAR LINEARITE ET PAR CONTINUITE 

( 7 . 1 ) Théorème. 

So ien t Y , X des e s p a c e s v e c t o r i e l s . Un opérateur T : X f> Y 

p o s s è d e une e x t e n s i o n l i néa i r e s i , e t seu lement s i , 

x , , x c DT , x , a , + . . . + X a = 0 => ( T x j a . + . . . + (Tx )a = 0 . 

1 m ^ 1 1 m = 1 1 m m 

Autrement d i t , l in T , le s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l de Y x X ; e s t une f o n c ­

t i on . En c e c a s , l in T : X 0 / Y e s t l a plus pe t i t e e x t e n s i o n l inéa i re 

de T . On a : D( l in T) = l in(DT) ; x £ D ( l i n T ) s i , e t seu lement s i , 

x = x , a, + . . . + x a , x , , . . . , x g DT et 
1 1 m m 1 m 

(lin T ) ( x a + . . . + x a ) = ( T x j a , + . . . + (Tx )a . 
1 1 m m 1 1 m m 

( 7 . 2 ) Théorème. 

So ien t Y , X des e s p a c e s t o p o l o g i q u e s . Un opérateur T : X (\ Y 

p o s s è d e une e x t e n s i o n fermée s i , e t seu lement s i , l e s o u s - e s p a c e fermé 

T de Y x X e s t une fonc t ion . En c e c a s , T : X Y e s t la plus 

pe t i t e e x t e n s i o n fermée de T et T e s t appe lé fermable ; D(T ) c (DT) . 

( 7 . 3 ) Théorème. 

So ien t Y , X des e s p a c e s v e c t o r i e l s s e m i - n o r m é s , Y norme et 

supposons que T : X Q, Y so i t un opérateur l i n é a i r e . On a : [ T ] = T ; 

s i T e s t f e rmable , a lo r s [ T ] e s t la plus pe t i t e e x t e n s i o n l inéa i r e 

e t fermée de T . Pour que T so i t f e r m a b l e , i l e s t n é c e s s a i r e e t 

suff isant que x £ DT , x - 0 , Tx -> v => v = 0 . 
n n n 

S i T e s t f e rmable , x € D ( [ T ] ) e t [ T ] x = v s i , e t seu lement 

s i , pour quelque su i te x ^ ç DT , on a : x ^ -> x , T x ^ -* v . S i T 

e s t l i néa i r e e t b o r n é , forcément [ T ] e s t un opérateur l i n é a i r e , b o r n é , 

e t u m i i = uni . 
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8. ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT 

( 8 . 1 ) Théorème. 

Soi t X un e s p a c e v e c t o r i e l à p . s . s t r i c t ement pos i t i f . So ien t 

x^,x^,... une su i te f inie ou infinie de v e c t e u r s de X , i ndé ­

pendan t e , c ' e s t - à - d i r e : x ^ 0 e t pour chaque n ^ 1 , 

x

n + 1 £ l i n fx^ , . . . , x^3 • H e x i s t e e^te^,... o . n . e t , pour chaque 

n > l des s c a l a i r e s a, , . . . , a , t e l s que a > 0 , 
l ,n n ,n n ,n 

x = e,a, + . . . + e a^ ; forcément l i n f x , ,x ] = l i n { e , , . . . , e } , 
n 1 1 ,n n n ,n L 1 n J 1 n J 

l e s e , a . sont u n i q u e s , e t e s ' expr ime : e = x - b . + . . . + x b , 
n i , n n n l l , n n n , n 

l e s b , é tant des s c a l a i r e s uniques , b = a " 1 > 0 . 
i , n n , n n , n 

Démons t ra t ion . 

D é f i n i s s o n s a x 1 = ||x11| ] > 0 , e 1 = x 1 a 1 1 ; pour n ;> 1 , par 

r écur rence , e , , . . . , e é tant déf in is , 
1 n n i 

a , = | |x - E e . ( e . x J | | > 0 
n+1 ,n+l , ! n+1 . , i l 1 n+1 11 

i=l 

a i , n + l = - ( e i l X n + l ) a n + l , n + l P ° u r l £ i £ n 

e n + 1 = ( V f i | e

i ( e

i I V l ) ) V l , n + l • 

C o r o l l a i r e . 

Soi t M un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l s épa rab l e de X , c ' e s t - à - d i r e : 

i l e x i s t e X j ,x^ , . . . t e l s que { X j ,x^ , . . . } c M c: [ x 1 ,x^ , . . . ] (on peut 

même supposer que (x ) e s t une fami l le indépendan te ) . A l o r s , M p o s ­

sède une b a s e o . n . , b ien que M ne so i t pas supposé comple t . 
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9 . TOPOLOGIES SUR X ET SUR £(X) 

Soi t X un e s p a c e de B a n a c h . 

( 9 . 1 ) Théorème. 

Supposons E un e s p a c e v e c t o r i e l e t ( P ^ Q u n e famil le de s e m i -

normes sur E . Pour F c I , F f i n i , x € E , e t r > 0 , nous posons 

B r ( x ; F ) = { y € E | p 1 ' ( y - x ) < r pour tout i € F } . 

Les réunions des e n s e m b l e s de la forme B f ( x ; F ) forment une t o p o l o ­

g ie sur E , appe lée topo log ie déterminée par l e s s emi -normes ( P ^ ) ^ J • 

( 9 . 2 ) La topo log ie sur X dé terminée par la s e u l e semi-norme { p } , 

p(x) = | |x | | , autrement d i t , la topo log ie de la norme , e s t appe l ée : 

topo log ie normique. La topo log ie sur X dé terminée par l e s s emi -no rmes 

{ p ^ l c p Ç X * , Pcp(x) = | cp ( x ) | } e s t appe l ée : t opo log ie fa ib le ( top. f a i b l e ) . 

La topo log ie sur £(X) dé terminée par l e s s emi -no rmes 

[p | x € X , p (T) = | | T x | | } e s t appe lée : topo log ie o p é r â t o r i e l l e forte (top. 
X X 

op. fo r te ) . 

La topo log ie sur £(X) dé terminée par l e s s emi -no rmes 

{p | x € X , cp € X * / P (T) = | cp (Tx) | } e s t appe l ée : topo log ie o p é -
x ,cp x ,cp 

r a t o r i e l l e fa ib le (top. op . f a i b l e ) . 

La topo log ie sur £(X) dé terminée par l e s s emi -no rmes (nous éc r ivons 

| |x | | = VSjlxJI2
 , ||cp|| = ysjcpjl2

 s i x = ( x 1 # x 2 , . . . ) , cp = ( c p l f c p 2 , . . . ) 

a v e c x e X , cp n e X * ) {p ì | | x | | < o o , p (T) = ( E J | T x | | 2 ) 1 / 2 } e s t 
il LI X J\. I I I I 

appe l ée : topo log ie opérât o r i e l l e ultraforte (top. op . ufor te) . 

La topo log ie sur £(X) dé terminée par l e s s emi -no rmes 

{ P X çp l lMH 0 0 / I M ! < c o
 / P X çp(T) = l ^ n ^ V l }

 e s t appe l ée : topo log ie 

opérât o r i e l l e u l t rafa ib le (top. op . u f a i b l e ) . 
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(9 . 3) Théorème. 

On a : 

top. f a ib le c t op . normique , 

Î
top . op . forte 1 J 

top . op . ufaible J t 0 p # ° P # u ^ o r t e t c top. normiqœ 

top . f a ib le 

( 9 . 4 ) Théorème. 

So i t I une fami l le f i l t rant à dro i te . On a x , -> x 
i 

pour la t op . f a ib le s i , e t seu lement s i , cp (x -x^ ) -» 0 pour chaque cp € X * . 

On a T. -> T : 
i 

- pour la t op . op. forte s i , e t seu lement s i , [|(T - T ) x | | 0 pour tout 

x e X ; 

- pour la top . op. fa ib le s i , e t seu lement s i , cp((T - T ) x ) 0 pour tout 

x e X et tout cp e X * ; 

- pour la top . op . uforte s i , e t seu lement s i , E | | ( T \ - T ) x || -> 0 pour 

tout x = (x ) a v e c | | x | | < œ ; 

- pour la top . op. ufaible s i , e t seu lement s i , ^ c P n ^ i ~ , ^ x

n ) ^ pour 

tout x = (x^) , cp = ( c p ^ ) a v e c | | x | | < 0 0 , | | c p | | < 0 0 . 

Soi t s u p J J T j l < » . En c e c a s , on a T, T : pour la t o p . op . 

uforte s i , e t seu lement s i , T -> T pour la t op . op . forte ; pour la top . 

op. ufa ible s i , e t seu lement s i , T., -> T pour la top . op . f a i b l e . 

S i T T , n > 1 ( c ' e s t le c a s I = IN ) pour une de c e s s i x 
n 

t o p o l o g i e s sur £(X) , forcément sup I I T II < » . S i x -> x , n ^ 1 , 
n" n 1 1 n 

pour la t op . normique ou pour la top . f a i b l e , forcément sup^Jjx || < » . 

( 9 . 5 ) Théorème. 

S i x^ -+ x pour la top . fa ib le sur X , on a ||x|| £ lim i n f | | x j | ; 

s i x^ -» x pour la t op . normique sur X on a ||x|| = l i m | | x j | . 

S i T -* T pour une de c e s s i x t o p o l o g i e s sur £(X) on a : 

| |T| | ^ lim inf | |T , | | . 
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( 9 . 6 ) On dé f i n i t , sur £ ( Y , X ) l e s t o p o l o g i e s op . f o r t e , op . f a i b l e , op . 

u for te , op . ufa ible par l e s s emi -no rmes : 

p (T) = | |Tx| | , x € X 

p (T) = | c p ( T x ) | , x € X , cp € Y * 
x , c p 

p (T) = | |Tx II2 , x = (x ) , x 6 X , E | |x | | 2 < « 
x n" n" n n n" n" 

p (T) = | S cp (Tx ) | , x = (x ) , x € X , E | |x | | 2 < • , 
x,cp 1 n n n 1 n n n n" 

cp = (cpn) , cpn e Y * , E j c p J 2 < * . 
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1 0 . CALCUL AVEC LES MATRICES INFINIES 

POUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES 

( 1 0 . 1 ) Théorème. 

So i t , i € I une famil le des e s p a c e s h i l be r t i ens e t notons 

i = €_(X. , i€I ) l ' e s p a c e v e c t o r i e l des f ami l l e s (x.) , x € X. , 

ù ù 1 1 X VZJL 1 1 

Z . | | x , | | 2 < « . . Notons ( y | x ) le produit s c a l a i r e dans € : pour 

X = ( X . ) i a , y = ( y i , i € i 

( y | x ) = ^ ( y . l x . ) . 

A l o r s , £ e s t u n e s p a c e h i lbe r t i en . 

S i X. = X pour tout i € I , nous éc r ivons € = £ 9 ( X , I ) , le c a s 

1 ù Là 

X = K , I = IN é tan t le c a s de l ' e s p a c e h i lber t i en c l a s s i q u e . 

( 1 0 . 2 ) Théorème. 

Soi t X un e s p a c e h i lbe r t i en e t (X,V T une famil le or thogonale des 
î îÇI 

s o u s - e s p a c e s v e c t o r i e l s fermés de X . A l o r s , f x | x = E . © x , , x , € X . } , 
î 1 1 î 

noté X_ , E^®X ' e s t u n s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l fermé qui coi 'ncide a v e c 
[X, , i € I ] . On a : 

î 

\ = S i P X . 

(la somme à droite pour la top . op . forte sur £(X) ) autrement dit (puisque 

F c I , F fini en t ra înent que l | P v II £ 1 ) 

P Y x = S , 0 P Y x pour tout x € X 
A_ 1 A, 

I 1 

(la somme à droite pour la top . normique sur X ) . 

L ' app l i ca t ion : E. © X . - € (X, , i €1) , £. © x . -> (x,) e s t une 
1 1 Là 1 1 1 1 1\_1 

b i j e c t i o n l i n é a i r e , dit c a n o n i q u e , qui c o n s e r v e l e p . s . 

( 1 0 . 3 ) Théorème. 

So ien t Y = s

i ç I © Y

i / x = ^ e s r e P r é s e n t a t i o n s d e s e s p a c e s 
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h i lbe r t i ens Y , X . Soi t T 6 £ (Y,X) . So i t T. . l 'opéra teur P v T P V . 
i,] ^ A 

La mat r ice d 'opéra teurs (T. . ) . „ . „ a l e s propr ié tés su ivan te s : 
i , J i € I , j € J 

T € £ ( Y , X ) , ||T || * | |T| | ; 

s i x = S, 9 x . , x . € X . , on a Tx = S. © (Tx) . où (Tx) . = E. , T . ,X. , 
) J J J i l i J6J 1/3 J 

la somme à droite é tan t formée pour la top . normique sur Y . La matr ice 

(T, .) e s t di te : a s s i g n é e à T par l e s f ami l l e s o r thogona les (Y.) , (X.) . 
i / J i J 

On a : ( cT) . , = c (T . ,) s i c e s t un s c a l a i r e c e n t r a l , 
i * J i / J 

(T* ) . . = (T. . ) * . 
J / l 1/3 

Soi t S € £ ( Y , X ) . On a (S + T) . . = S. . + T. . . 
i , J i,l i ,3 

Soi t S e £(Z,Y) , Z é tan t un e s p a c e h i lbe r t i en Z = E, _ T T 0 Z, . 
N C H N 

On a : 

(ST), . = E. , S, .T. . 
h , ] i€ l h , i i , j 

la somme à droite é tant formée pour la top . op . forte sur £ (Z ,X) . 

Coro l l a i re 1. 

So ien t (Î-).CT i ( e . ) . T des b a s e s o . n . pour Y , X r e s p e c t i v e m e n t . 
1 ^ (K) 

Posons Y . = [ f . l , X . = [ e . 1 . On a T. , e . = f . T . . a v e c un s c a l a i r e 
/ K ) i i J J U J i U 

T. . un ique . S i X = E. © e .a. e t Tx = E. f .b . on a 

b. = S . T ( K ) a . . 
1 J 1/3 J 

(K) 
On dit que la mat r ice de s c a l a i r e s T. , e s t a s s i g n é e à T par l e s 

i / J 
b a s e s o . n . (f.) , (e.,) . 

Avec la nota t ion du t h é o r è m e , on a : 

(S + T ) ( K ) = s ( K )

 + T ( K ) 

i , j i , J i , j 

< c T ) ( K > = c ( T ( K ) ) 
1 / J 1 / J 

/ T # ) K _ t ( k ) 
j , i i/j 

( S T ) < K ) = S . C T s ' » T ( K ) . 
h , j x€I h , i i j 

Coro l l a i r e 2 . 

So ien t Y = € (Y. , i€ l ) , X = Z {X. , j € J ) . Pour chaque T € £ ( Y , X ) 
c* 1 c* J 

i l e x i s t e une mat r ice d 'opéra teurs (T, . ) , „ un ique , t e l l e que 
i , J i€I , ] 6 J 
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T. . € £(Y. ,X . ) , e t pour tout x = (x.) € X , on a (Tx) . = S T . .x . 

l a somme à droite é tan t formée pour la t op . normique sur . Avec 

l e s no ta t ions u s u e l l e s , 

(S + T ) . . = S. . + T. . 
x ,J i / J i / J 

(cT) . . = cT . . 

(T*) . . = (T. . ) * 

(ST). . = E . C T S. .T. . 
h j i€ l h , i i , j 

l a somme à droite é tan t formée pour la topo log ie forte sur Z{Z^,Xj . 
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1 1 . OPERATEUR ADJOINT D'UN OPERATEUR NON-BORNE 

So ien t Y , X , Y x X , X x Y des e s p a c e s h i l b e r t i e n s . 

( 1 1 . 1 ) Pour M c Y x X , on pose 

M r = { ( x , y ) | ( y , x ) € M ) c X x Y 

M ( _ ) = { ( - y , x ) | ( y , x ) € M ) c Y x X 

M* = M r ( " ) x 

( 1 1 . 2 ) Théorème. 

^ X = M 1 ^ ^ ; M r X = M±r ; s i M e s t un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l 

M r ( _ ) = M ( _ ) r ; M * = M x ( _ ) r ; M * = [ M ] * , M * * = [ M ] ; 

M c M 2 => M* c M * . 

( 1 1 . 3 ) Théorème. 

M * c o n s i s t e p r éc i s émen t en tous l e s (x 1 , y ' ) € X x Y qui s a t i s f a i t à 

(y 1 | y ) Y = (x 1 | x ) pour tout ( y , x ) € M . 

( 1 1 . 4 ) Théorème. 

M * e s t un opérateur : Y Q, X , forcément l i néa i r e e t f e rmé , s i , e t 

seu lement s i : 

[ x | a y , ( y , x ) ç M ] = X . 

Coro l l a i r e 1. 

S i T e s t un opérateur : Y f^X a lo r s T* e s t un opérateur : 

Y f l X s i , e t seu lement s i , [DT] = X . 

So i t [DT] = X . L 'opéra teur T* : Y Qr X , appe lé l 'opéra teur adjoint 

de T , e s t l e plus grand opérateur : Y Q,X pour l eque l ( T x | y ) = ( x | T * y ) 

pour tout x £ DT e t tout y € DT* . Quand T € £ (Y ,X) c e t t e défini t ion 

de l ' ad jo in t coi 'ncide a v e c c e l l e donnée dans l e co ro l l a i r e de ( 5 . 4 ) . 
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Coro l l a i re 2 . 

So i t T : X Q, Y un opéra teur . Alors [T ] = T** e s t un opérateur : 

X f i Y s i , e t seu lement s i , [ { y | ( x , y ) € T*] = Y . 

( 1 1 . 5 ) T : X R , Y e s t dit : de la c l a s s e (*) s i [DT] = X e t T e s t 

l i néa i r e e t f e rmé , e s s e n t i e l l e m e n t de la c l a s s e (#) s i [T] e s t un 

opérateur de la c l a s s e (*) , c ' e s t - à - d i r e [ D T ] = X e t [ T ] e s t un 

opéra teur . T : X Q, X e s t appe lé au to -ad jo in t s i T = T * v c e qui e n ­

t r a î n e que T e s t de la c l a s s e (*) . 

( 1 1 . 6 ) Théorème. 

Soi t T : X Q, Y e s s e n t i e l l e m e n t de la c l a s s e (*) . A l o r s , T * : Y f t X 

e s t de la c l a s s e (*) e t T** = [T] . 

Supposons que | |Tx| | > a ^ 0 pour un x € X . I l e x i s t e r > 0 

t e l que | |Ty| | > a pour tout y € B f ( x ) . 

Démons t ra t ion . 

[ D T * ] = Y e t par c o n s é q u e n c e i l e x i s t e u Ç DT* , ||u|| = 1 

t e l que | ( T x | u ) | > a . Pour r > 0 e t chaque y £ B r ( x ) on a : 

| |Ty| | ^ | ( T y | u ) | > | (Tx | u) | - | ( T ( y - x ) | u ) | 

> | ( T x | u ) | - | ( ( y - x ) | T * u ) | 

> | (Tx |u ) | - r |JT*u| | > a 

s i r < | | ( T x | u ) | - a j I l T ^ u i r 1 . 

( 1 1 . 7 ) Théorème de graphe fermé pour un e s p a c e h i l be r t i en . 

Une app l i ca t ion T : X -* Y qui e s t l i néa i r e e t fermée e s t forcément 

bo rnée . 

Démons t ra t ion . 

U t i l i s e z (11 .6 ) et la méthode du théorème 5 . 5 . 
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( 1 1 . 8 ) Théorème. 

Soi t T : X f> X un opéra teur . T e s t symétr ique s i , e t seu lement 

s i , T c T* . S i T e s t symétr ique e t DT = X forcément T e s t a u t o ­

adjoint e t bo rné . 

( 1 1 . 9 ) Théorème. 

So i t T : X ftX symét r ique . I l e x i s t e un opérateur T^ maximal 

t e l que ^ : X №X e s t une e x t e n s i o n symétr ique de T . S i [ D T ] = X 

on a ^ e s t forcément de la c l a s s e (*) . S i T e s t au to-ad jo in t , T 

e s t forcément symétr ique maximale, mais s i dim X e s t i n f i n i e , i l e x i s t e 

T : X X symétr ique maximale^ mais non au to - ad jo in t . 

( 1 1 . 1 0 ) Théorème. 

So ien t X , Y , Z des e s p a c e s h i l be r t i ens e t M c Y x X , 

M • c: Y x X , M 2 e Z x Y . Posons 

M + M 1 = { ( y + y i , x ) | ( y , x ) € M , ( y ^ x J Ç M j } 

M 2 M = { ( z , x ) | a y , ( z , y ) € M 2 e t ( y , x ) € M ) . 

On a : 

(M + M ) * 3 M * + M * 

( M 2 M ) * 3 M * M * . 

S i T : Y -> Z e s t l i n é a i r e , b o r n é , on a (TM)* = M*T* . 

( 1 1 . 1 1 ) Théorème. 

Soi t T : X ^ Y de la c l a s s e (*) . Alors 1 + T*T : X X e s t 

i n j e c t i f , V(1+T*T) = X , (1+T*T)~ e s t une a p p l i c a t i o n , a u t o - a d j o i n t e , 

bornée : X - X , | | ( l + T ^ T ) " 1 1 | £ 1 , T*T e s t a u t o - a d j o i n t , 

( T * T x | x ) ^ 0 pour tout x 6 D(T*T) . 

Démons t ra t ion . 

T © T"1 = Y x X . Par c o n s é q u e n c e , pour chaque x € X , (0 ,x) a une 
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r ep résen ta t ion ( 0 , x ) = ( T X j , X j ) + ( y 2 , - T * y 2 ) , 6 DT , € DT* . 

C e l a donne T x 1 + y 2 = 0 , x = x 1 - T * y 2 , c ' e s t - à - d i r e TXj 6 DT* , 

x 1 + T*Tx = x . 

I l e s t évident que 1 + T*T : X Q- X e s t un opérateur l i néa i r e s y m é ­

tr ique , e t V ( 1 + T * T ) = X . En p l u s , pour x € D(T*T) = D ( 1 + T * T ) on a 

| | ( l + T * T ) x | | | | x | | ^ | ( ( l + T * T ) x | x ) | = | | x | | 2 + | | T x | | 2 ^ | | x | ! 2 , | | ( l+T*T)x | | s | |x | | . 

Par c o n s é q u e n c e , 1 + T*T e s t i n j e c t i v e e t | | ( 1 + T * T ) _ 1 1 | £ 1 . C e l a 

implique que : ( 1 + T * T ) - 1 e s t f e rmé , 1 + T*T e s t f e rmé , T*T e s t f e r ­

m é , T*T e s t au to - ad jo in t . 



- 32 -

1 2 . OPERATEURS SPECIAUX 

( 1 2 . 1 ) So ien t Y ,X des opéra teurs h i lbe r t i ens e t T : X - Y une app l ica t ion 

l i n é a i r e . T e s t appe lé i somé t r ique -pa r t i e l de E sur F , noté 

T = W ( F , E ) s i E e s t un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l fermé de X , F c Y , 

| |Tx| | = | |x | | pour tout x e E , Tx = 0 pour tout x i E , TX = TE = F . 

Un t e l T e s t appe lé i sométr ique s i E = X , * - i somé t r ique s i F = Y , 

uni taire s i E = X e t F = Y . 

( 1 2 . 2 ) Théorème. 

Soi t T : X - Y i s o m é t r i q u e - p a r t i e l , = W ( F , E ) . A l o r s , F = TE 

e s t forcément un s o u s - e s p a c e v e c t o r i e l f e rmé , T* a la forme W ( E , F ) , 

T*T = P £ , TT* = Pp , ou T = 0 ou | |T| | = 1 . 

( 1 2 . 3 ) Théorème. 

Soi t T : X -» Y une app l i ca t ion l i n é a i r e . T e s t i somé t r ique -pa r t i e l 

s i , e t seu lement s i , T* e s t i s o m é t r i q u e - p a r t i e l , e t s i , e t seu lement s i , 

T*T e s t un p ro jec t eu r . T e s t i sométr ique s i , e t seu lement s i , 

T*T = 1 ( € £ ( X ) ) , * - i s o m é t r i q u e s i , e t seu lement s i , TT* = 1 ( € £ ( Y ) ) . 

T : X X e s t appe lé normal s i T e s t de la c l a s s e (*) e t 

( 1 2 . 4 ) Théorème. 

So i t T : X O X de la c l a s s e (*) . T e s t normal s i , e t seu lement 

s i , D(T*T) = D(TT*) e t pour tout x € D(T*T) on a | |T*x | | = | |Tx| | . 
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1 3 . SUPPORT D'UN OPERATEUR, 

SOMME ORTHOGONALE D'OPERATEURS 

( 1 3 . 1 ) So ien t Y , X des e s p a c e s h i l b e r t i e n s . Soi t T : X Q, Y un opérateur 

t e l que pour chaque x € DT , i l e x i s t e une r ep résen ta t ion x = x^ © x^ , 

X j i NT , x 2 € NT , x € DT , a v e c Tx = T x 1 . D a n s c e c a s , le s o u s -

e s p a c e v e c t o r i e l fermé [ D T ] 0 [ N T ] e s t appe lé le support de T , 

é c r i t supp T . 

( 1 3 . 2 ) Soi t T : X Y un opérateur t e l que [T] e s t un opérateur . On a 

[ N T ] = N [ T ] , [D [ T ] ] = [DT] , supp T e x i s t e e t = supp [T] . S i 

T e s t e s s e n t i e l l e m e n t de la c l a s s e (*) . , on a supp T = [ V T * ] . S i T 

e s t de la c l a s s e (*) , on a N(T*T) = N(T) , supp(T*T) = supp T . 

Démons t ra t ion . 

So i t T : X fV Y e s s e n t i e l l e m e n t de la c l a s s e (*) . On a : 

x i [ V T * ] « x ± VT* 

* ( x | T * y ) = 0 pour tout y € DT* 

» ( T * * x | y ) = 0 pour tout y 6 DT* 

« T**x = 0 

« [T ]x = 0 

« x e N [T] = [NT] . 

Par c o n s é q u e n c e [VT*] © [NT] = X . 

( 1 3 . 3 ) Un opérateur T : X Y e s t appe lé somme or thogonale des 

T, : X Ar Y , i € I , é c r i t e T = E © T, , s i [T . ] e x i s t e pour tout 

i \ I . (supp T . ) 1 € I x , ( [ V T . ] ) 1 6 ) x , 'DT = ( x | P s u p p T i X 6 DT t , 

S i 6 I « T i P s u P p T * " 2 < " ) 6 t T X = \ 9
 T i ( P s u P p T * 1 P O U R X « D T • 
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( 1 3 . 4 ) Théorème. 

So i t T = © T. . Alors [T] e s t un opérateur ; IT ] = v e t T . ] ; 

T e s t l i n é a i r e , f e rmé , e s s e n t i e l l e m e n t de la c l a s s e ( # ) , de la c l a s s e (*) 

r e s p e c t i v e m e n t s i , e t seu lement s i , chaque T^ , i Ç I , a c e t t e propr ié-

t é , | |T| | = s u p i € I | | T . | | . 


