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//-séries de Dirichlet 
et séries L 

1. SERIE DE DIRICHLET ASSOCIEE A UNE FORME MODULAIRE ' ( c f . [ 2 6 ] ) 

1 . 1 . FORMES PARABOLIQUES DE TYPE ( k , N , e ) . 

1 . 1 . 1 . Nous a l l o n s g é n é r a l i s e r l a notion de forme pa rabo l ique , introduite 

en ( 1 . 2 . 2 ) . Soi t N un en t i e r ^ 1 , e un c a r a c t è r e de ( Z / N Z ) * dans 

(D . Nous dirons qu'une fonct ion f de ü dans (D e s t une forme  

parabol ique de type ( k , N , e ) s i f vér i f ie l e s 2 condi t ions su ivan t e s : 

(i) f e s t une forme parabol ique de poids k pour r (N) (au s e n s 

de 1 . 2 . 2 ) . 

(ii) Pour toute matr ice ( a *?) de r (N) , f L ( a *?) = e ( d ) . f . 
c d o 1 k c d 

Remarques : Lorsque e = 1 / c e l a équivaut à dire que f e s t 

parabol ique de poids k pour r (N) . D 'au t re par t , s i y e t
 Y * S O N T 

dans I M N ) , et y" = Y ' Y ' ' o n a d # d ' 5 d " ^ m o d N ^ ( avec des 

no ta t ions évident e s ) , c a r c = 0 (mod N ) . A i n s i , e définit un c a r a c t è r e 
a b 

n de r (N) dans (C* , déf ini par : r|(( H ) ) = e(d) • 
O C Q 

Avant de parler de s é r i e s de D i r i c h l e t , nous a l l ons démontrer q u e l ­

ques l e m m e s . 

1 . 1 . 2 . Soi t W N = (° Q1) € G L * » ) ; on a : dé t . = N , 

9 - M 0 9 k 
W N ( 0 V ' e t f l k W N = P ° U r t O U t e f o n c t i o n f d é f i n i e 

sur ît : 

c ' e s t évident s i l ' on s e souvien t de l a déf ini t ion : 

( f ' k ( c d ) ) ( T ) = ( a d " b c ) k / 2 ( C T + d ) ^ d - 2 . 3 . 1 ) . 
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LEMME. L 'opéra teur V\f T normal i se r (N) . D 'au t re par t , s i f 
N o 

e s t une forme parabol ique de type ( k , N , e ) , a lors f | ^ W ^ e s t p a r a ­

bo l ique de type ( k , N , ë ) . 

I c i G d é s i g n e le complexe conjugué de e . 

• Soi t Y = C hJ € T (N) , a lors 1 Ne a o 

W N Y W N = ( N 0 ) ( N c d } ( - l 0 } = ( - N b a ^ P o ( N ) ' 

donc W^ T e s t dans le normal isa teur de r (N) . Et 
N o 

« W ^ Y " ' № = f | k Y ' W N - £ ( a ) f | k W N . 

Or ad = det y = 1 (mod N) : a i n s i e (a ) = e(d) = e ( d ) . B 

1 . 1 . 3 . So ien t m un en t ie r premier à N , f une forme parabol ique 

de type ( k , N , e ) , de développement de Fourier f ( î ) = S a e ^ T T i n T 

n ^ l 
et x un c a r a c t è r e primitif modulo m , c ' e s t - à - d i r e un c a r a c t è r e de 

( Z / m Z ) * dans (C qui ne peut s e f a c t o r i s e r par aucun ( Z / d Z ) * (d |m) . 

D é f i n i s s o n s la fonct ion f sur îi par : 
X 

r f \ *r f \ 2l7inT 
f ( T ) = TJ a v ( n ) e 

LEMME. On a l a formule su ivante : f | E X ^ C U) = 

k u € ( Z / m Z f 0 m X 
où Q e s t l a somme de G a u s s : 

Q(X) S x M e 2 n i U / m ( c f . [ 1 7 ] , 4 . 3 ) 
u € ( Z / m Z ) * 

et où l ' a c t i o n no tée " | ^ " de G L ^ R ) sur l e s fonc t ions sur M e s t  

é tendue par l i néa r i t é à M^iR) . 

« Avec c e s n o t a t i o n s , 
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K u6(I/ml)* 0 m u€(S /mï )* k ° 1 

L \(u) f ( T + u / m ) . 

u € ( ï / m l ) * 

M a i s ls développement de Fourier de f donne f ( î ) = E a qn où 
1 n 

2r iT n 

q = e , et l ' e x p r e s s i o n p récéden te vaut : 

v 2rrinT ^ - / \ 2ninu /m 
L, a e 2J y\u^e 

n*l n u€(I/mZ)* 

Or , d ' après une propriété s imple d e s sommes de G a u s s ( c f . [ 1 7 ] , 4 . 3 ) , 

on a 
^ - , x 2rrinu/m , x 

£ xM e = x<n) Q(x) • 
usCZ/mZ)*' 

La déf :n i t ion de f donne a lors le l emme. • 
X 

LEMME. So i t a une matr ice de GL^SE) , de déterminant 8 , 

e t N un en t i e r ;> 1 . Alors r (N€) e a " 1 r ( N ) a . 

• Soi t g e r (N«) , i . e . 3 = 1 (mod N€) ; a lors a . 3 . £ a 1 = € 

(mod N 0 , d'où c t f a " 1 € r(N) . • 

PROPOSITION. La fonc t ion f e s t une forme parabol ique de type 

( k , N f 2 , e x 2 ) e t vér i f ie : f ^ W ^ = e ( m ) X ( - N ) g . , où 

^ = f k W N ' 

• D ' abo rd , f e s t modulaire pour r(N) , c ' e s t - à - d i r e i\^y=f 

pour tout Y

 d a n s r ( N ) • S o i t a 6 G L g d ) ; a lors (f | k a ) | k a - 1 Y a = f | f e a 

autrement dit f | a e s t modulaire pour a ~ 1 r ( N ) a , et a fort iori pour 

r (N€) d ' après le lemme qui p r é c è d e , s i 8 = dét a . En pa r t i cu l i e r , 

s i a = U ) / on a { = , e t le lemme ( 1 . 1 . 3 ) montre que f 
0 m 2 X 

e s t modulaire de poids k pour r(Nm ) . 
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Montrons que f Ly = e X

2 ( d M x s i y = ( ^ 2 € ^ ( N m 2 ) : 

d ' après l e lemme ( 1 . 1 . 3 ) , Q(x) f

YlY = S ^ ( u ) f | . (™ U)y . 
* k u € ( Z / m Z ) * * U m 

Or Ç ^)Y(Q " U m } = M V O Ù ^ $ r o ( N m 2 ) , d 'où y' € rQ(N) e t 
2 2 

d' = d(mod.N) . Donc t\X U ) Y = «LY') L C ^ ) = e(d) f I. (™ u d ) . 
'k 0 m ' ' k 1 ' k 0 m »k 0 m 

Ains i 

-(d,2e(^Jw*(ud2,f|'(° - v 

2 

Comme d e s t premier à m , l ' a p p l i c a t i o n u . • ud e s t un 

automorphisme de ( Z / m Z ) * ; et le lemme ( 1 . 1 . 3 ) donne : 

Q ( X ) f x | k y = eX 2 (d )Q (x ) f Y ; 

Donc fy^ e s t de type (k,Nm , ex ) . 

C a l c u l o n s Q(x)*S<L^ 9 * D ' a P r è s I e lemme ( 1 . 1 . 3 ) , c e t t e f o n c -
k Nirr 

t ion e s t é g a l e à £ x(u)f L (T U ) W 0 . Or , s i u e t v v é r i -

uecs/mi:)* k 0 m N m 2 

f ient -Nuw + mv = 1 (ce qui e s t p o s s i b l e ca r N e t u sont premiers 

à m ) , a lors 

,1 u/m, , 0 - 1 . ,0 - l w m - w u m w, 
^0 1 ' l N m 2 0 j l N 0 M - N u v M 0 m} ' 

d'où 

M a i s d ' après le lemme ( 1 . 1 . 2 ) , g e s t de type ( k , N , ê ) ; or ê(v) = e(m) 

puisque mv = 1 (mod N) , d 'où 

X K N m u € ( Z / m Z ) * U m 

Enfin , comme -Nuw = 1 (mod m) , x(u) = x ( ~ N ) - X ( w ) , e t w parcourt 

( Z / m Z ) * lorsque u parcourt ( Z / m Z ) * . Le lemme ( 1 . 1 . 3 ) permet de 

conc lu re : 

Q ( * ) f v l k W . T 2 = e ( m ) X ( - N ) g | L XWC Z] = e ( m ) X ( - N ) Q ( X ) g - . • 
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1 . 1 . 5 . LEMME. Soi t f une forme parabol ique de poids k pour un 

sous -g roupe G d ' i nd ice f ini de r . Pour T dans U , posons 

T = x+ iy e t q = e 2 n i T . So i t f ( î ) = L a qU le développement de 
n ^ l 

Fourier de f . Alors : 

- k / 2 
(i) i l e x i s t e une c o n s t a n t e M t e l l e que | f (T ) | £ M . y 

(ii) a = 0 ( n k / 2 ) . 
n 

k / 2 
n La fonct ion h ( î ) = | f ( î ) | y v é r i f i e , pour tout y dans G : 

h (y r ) = | f ( y î ) | ( I m ( Y T ) ) K / 2 = | c T + d | k | f ( T ) | / I m % \ ^ = h ( r ) 

\ | c T + d | V 
— 2 y 

donc h e s t cont inue sur G \ j i . Comme e décro î t plus v i te 
- k / 2 

que y , h e s t défini par une sé r i e convergen te à l ' i n f i n i . Ainsi 

h e s t cont inue sur le compact G\ î t / d 'où l ' e x i s t e n c e de M . 
D 'aut re par t , a = f f ( r ) e 2 î T i n T d x , donc 

n Jo 

Kl * n f < T > | e 2 T m y d x * M y ' k / 2 e 2 ï ï r i y 

pour tout y > 0 , en par t i cu l ie r pour y = 1/n . D 'où 

. , k / 2 2rr 
a £ Mn e . • 

1 n 1 

1 . 2 . - SERIES DE DIRICHLET. 

1 . 2 . 1 . So ien t f une forme parabol ique de type ( k , N , e ) / de d é v e l o p ­

pement de Fourier f ( î ) = L a qU (où q = e 2 ™ 1 1 ") , m un en t i e r 

m>l 

premier à N , X u n c a r a c t è r e primitif modulo m , s une va r i ab l e 

c o m p l e x e . D é f i n i s s o n s l e s s é r i e s de D i r i c h l e t : 

L ( s / f / x ) = L a X ( n ) n " s 

et 

A ( s , f , X ) = ( N m 2 ) s / 2 ( 2 r T ) " S r ( s ) L ( s / f / X ) 

où T e s t l a fonc t ion d 'Euler : r ( s ) = f°°e t t S 1 dt . 
J 0 
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THEOREME. 

(i) La s é r i e L e s t convergen te pour R e ( s ) > 1 + k / 2 . 

( i i) La s é r i e L s e prolonge ana ly t ique ment en une fonc t ion e n ­

t i è r e (encore notée L ) . 

( i i i ) La s é r i e L vér i f ie l ' équa t ion fonc t i onne l l e : 

A ( s , f , X ) = i k e ( m ) x ( - N ) j & j A ( k - s , g , x ) 

où g = f | k W N . 

k / 2 
• D ' ap rè s le lemme ( 1 . 1 . 5 ) , a = 0 ( n ) , d 'où (i) . 

n 

Montrons qu ' i l suffit de démontrer ( i i) et ( i i i ) lo rsque x = 1 
n 9 9 

et m = 1 : en e f f e t , f = L a x ^ Ç e s t de type (k ,Nm ,ex ) 
X ^ 

d ' après l a proposi t ion ( 1 . 1 . 4 ) , donc L ( s , f , x ) = L ( s , f , 1 ) e t 
A. 

A ( s , f , x ) = m S A ( s , f ^ , l ) . 

Supposons (ii) et ( i i i ) démontrés pour x = 1 # m = 1 • Alors 

(i i) e s t vrai pour m e t X q u e l c o n q u e s , e t l ' équa t ion f o n c t i o n n e l l e 

nous donne : 

A ( s , f , l ) = i k A ( k - s , f | W 2 , 1 ) . 
\ \ K Nm 

Or l a proposi t ion ( 1 . 1 . 4 ) montre que f I W 2 = c

v 9 v s i o n P ° s e 

X K Nm * X 

c x = e(n . )x(-N) | | ] . 

s k s 
D 'où : m A ( s , f , 1 ) = i c v m A ( k - s , g _ , l ) c ' e s t - à - d i r e 

X X x 
A ( s , f , x ) = i k c x A ( k - s , g , x ) . 

Supposons donc maintenant que m = 1 e t x = 1 ' e t u t i l i s o n s 

l a t ransformat ion de M e l l i n : so i t I ( s ) = f ° ° f ( i y )y S — . Pour tout s 
J Q y 

t e l que Re( s ) > 1 + k / 2 , c e t t e in tégra le e s t c o n v e r g e n t e , e t même 

f f (iy) y s — e s t une fonct ion en t i è re de s . M a i s 
J l / / N Y 

f 1 ^ f ( i y ) y S ^ = N " S f f ( i / N u ) u " S ^ 

par le changement de va r i ab le y = 1/Nu ; et f ( i /Nu) = f ( W ^ ( i u ) ) , 
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a lors que g( iu) = (f I W . J ( i u ) = N k / 2 ( N i u ) " k f ( W ^ T ( i u ) ) . A i n s i , 

I ( s ) = r f ( i y ) y & — + i N f g d y ) y ~ J L  

J l / / N 7 J1/VN y 

e s t une fonc t ion en t i è re de s . Or 

Ks) = Z a n f e " 2 n n y y S ^ = (2TT)" S L(s / f , l )r(s) = N ~ s / 2

A ( s , f , 1 ) , 

g 

et r ( s ) n*a pas de zéro dans (D ; donc L(s) = (2TT) I ( s ) / r ( s ) , e t 

l ' a s s e r t i o n (ii) e s t démont rée . 

Enf in , r emplaçons ( f , s ) par ( g , k - s ) dans l ' é g a l i t é : 

A ( s , f , 1 ) = N S / 2 f f ( i y ) y S ^ + i k N k / 2 ' s / 2 f g ( i y ) y k - S ^ . 

C e l a donne : 

„ _ T k / 2 - s / 2 „00 k - s dy ^ .k - T s /2«oo . ...2 > s dy 
A ( k - s , g , l ) = N f g ( iy )y ~ " + i N f f W (iy)y - f 

i 2 k 
Comme f | ^ W ^ = ( -1 ) f ( c f . 1 . 1 . 2 ) , nous ob tenons : 

A ( s , f , l ) = i k A ( k - s , g , l ) 

c ' e s t - à - d i r e ( i i i ) . • 

1 . 2 . 2 . En gu i se de r é c i p r o q u e , W e i l a démontré le r ésu l t a t suivant 

( c f . [ 2 6 ] , théorème 17) : 

So ien t N un en t ie r ^ 1 , 7l\ un e n s e m b l e de nombres e n t i e r s 

premiers à N / c h a c u n étant é g a l à 4 ou à un nombre premier > 2 , 

y\ rencontrant toute p rogress ion ar i thmétique de l a forme { a + n b } ^ 

où ( a , b ) = 1 ; so i en t e un c a r a c t è r e de (2Z/N2Z)* dans (C , C 

une c o n s t a n t e é g a l e à ± 1 e t a 1 # a 0 / . . . , a des nombres t e l s 
1 z n 

que a^ = 0 ( n ) pour un ce r t a in a > 0 . Pour tout en t ie r m premier 

à N et tout c a r a c t è r e x primitif modulo m , posons 

L ( s ) = E a X ( n ) n " s 

et X n 

A (s) = N s / 2 m s ( 2 n ) " s L v ( s ) . 

Soi t 0 . 

f ( î ) = E a e 
1 N 

m>l 



- 59 -

THEOREME, s i , pour tout m dans 7/\ e t tout x primitif modulo m , 

A (s) s e prolonge ana ly t ique ment en une fonct ion en t i è re de s bornée 
X 

dans toute bande v e r t i c a l e , et vér i f ie l ' équa t ion fonc t ionne l l e : 

A (s ) = C A- ( k - s ) 
X X X 

où = C e ( m ) x ( - N ) ^j^j / et s i L(s) e s t absolument conve rgen te 

en un point s = k -ô ( avec ô > 0 ) , a lors f e s t une forme parabol igue 

de type ( k , N , e ) e t vér i f ie l ' égua t ion fonc t ionne l l e : f = c i k f I ^W^ . 

2 . PRODUIT EULERIEN 

2 . 1 . - CORRESPONDANCES DE HECKE. 

2 . 1 . 1 . So ien t X et Y deux courbes dé f in ies sur un corps K . Une 

app l i ca t ion T de X dans l ' e n s e m b l e -# n (
Y ) de s d iv i seu r s de degré n 

sur Y e s t appe lée une co r respondance de X dans Y déf in ie sur K 

s ' i l e x i s t e une courbe Z déf inie sur K , con tenue dans X x Y , 

t e l l e que , 
d l - 1 

T(x) = E (y 4 ) s i { ( x , y i ) } l j s ; i j S d = PTj (x) 
i = l 1 

(on note pr^ ( r e sp . pr2) la p ro jec t ion de Z sur X ( r e sp . sur Y ) , et 

d^ ( r e sp . d 2 ) son degré) ; 

Z cz XxY Remarquons q u e , pour presque tout 

/ \ x , l e s d, va l eu r s des y. sont 
/ \ l i 

p r l / \ p r 2 d i s t i n c t e s . Par l i n é a r i t é , T induit 
( D E G R É Y \ (degré d 2 ) ^ a p p U c a t i o n d e M d a n s M 

x * T ^ Y t e l l e que pour tout d € IN , ^ ( X ) 

e s t envoyé dans ^ n d ( Y ) / e t en par ­
t i c u l i e r M (X) dans fi (Y) . 

o o 

Lorsque Z e s t une va r i é t é i r r éduc t i b l e , on dit que T e s t une 

co r re spondance i r r éduc t ib l e . 
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2 . 1 . 2 . Cor respondance de Hurwltz (ou H e c k e ) . 

C ' e s t une co r respondance de X Q ( N ) dans lu i -même : pour tout 

en t i e r n ^ 1 , d é f i n i s s o n s T n sur Y Q (N) par 

T n ( ( E , C ) ) = E ( E / F , C + F / F ) . 
F sous -g roupe de E 

| F | = n 
C f l F = { 0 } 

Rappelons que Y Q ( N ) e s t formé d e s c l a s s e s de (D-isomorphisme 

des c o u p l e s ( E , C ) où E e s t une courbe e l l ip t ique sur (C et C 

un sous -g roupe c y c l i q u e d'ordre N de E . D ' ap rè s ( 1 . 4 . 3 . 3 ) , E / F 

e s t une courbe e l l i p t i q u e . Et C + F / F =* C / C f l F C e s t un sous -g roupe 

de E / F d'ordre N . 

On vér i f ie ( c f . [ 4 3 ] , 7 . 2 ) que T n e s t une cor respondance sur 

Y Q ( N ) , et on la prolonge à X Q ( N ) . 

T n e s t r a t i onne l l e sur Q , c a r , s i ( E , C ) e s t ra t ionne l sur Q , 

l e s s o u s - g r o u p e s F de E d'ordre n t e l s que C f l F = { 0 } sont 

permutés par l ' a c t i o n du groupe de G a l o i s . 

2 . 1 . 3 . C a l c u l de T„ : C a l c u l o n s T à partir des Tp (g premier) n n c 

( c f . [ 3 8 ] , proposi t ion 1 0 , ou [ 2 6 ] , théorème 6 ) . 

PROPOSITION. 
(i) S i (n ,m) = 1 , a lo r s T = T -T = T -T . 

— nm n m m n 

(ii) S i £ e s t premier et r ^ 1 , a lors 

( T r + 1 s i «|N 

1 e 

T -T = 
ZX C T r + 1 + « T s i ijfti 

1 e c 

( i i i ) Pour tous l e s e n t i e r s n et m s 1 , on a : 

T -T = £ d T / A i . 
n m , x nm/d" 

d | ( n , m ) 
(d ,N)= l 
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• (i) On a : 

T -T ( ( E , C ) ) = T ( E ( E / F , C + F / F ) ) 
n m n F c E 

| F | = m 
FnC = { 0 } 

L E ( E / F / F ' , ( C + F / F ) + F ' / F ' ) . 
F c E F ' c E / F 

| F | = m | F ' | = m 
F n C = { 0 } F ' n ( C + F / F ) = { 0 } 

Posons F" = F + F ' . Alors F c F " c E , | F " | = nm , e t F" n C = { 0 } . Or 

(m,n) = 1 , e t d o n c , pour tout sous -g roupe F" de E d'ordre nm t e l que 

F"D C = { 0 } , i l e x i s t e un e t un s e u l sous -g roupe F de F" d 'ordre 

n , e t F f l C = { 0 } . D 'où : 

T T ( ( E , C ) ) = E ( E / T " , C + F " / F " ) = T ( ( E , C ) ) . 
n m F , l c E nm 

| F " | = n m 
F"nc = { 0 } 

(ii) De manière a n a l o g u e , 

T T ( (E ,C)) E E ( E / F " , C + F " / F " ) . 
€ r e F c E F c F " c E 

| F | = e | F " | = C r + 1 

F n C = { 0 } F"nC = { 0 } 

N o t o n s , pour tout groupe a b é l i e n A , A^ le sous -g roupe des é l émen t s 

dont l 'ordre d i v i s e £ . 

r+1 

Par tons d'un sous -g roupe F " de E d'ordre Z d ' i n t e r s e c t i o n 

nul le a v e c C , e t che r chons l e s s o u s - g r o u p e s F de F " d'ordre Z . 
2 

S i £ | N , F£ e t Cg sont deux s o u s - g r o u p e s non nuls de E g = ~ ( Z / S Z ) 

d ' i n t e r s e c t i o n n u l l e . Donc F" a un s e u l sous -g roupe d'ordre Z , é g a l 

à F J , e t 

T T„( (E ,C)) = E (E /F" , C + F " / F " ) = T ( (E ,C) ) . 
e r « F " c E « r + 1 

| F " | = « F + 1 

F"nC = { 0 ] 
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S i C )( N , ou b i e n F " e s t c y c l i q u e e t a un s eu l sous -g roupe d'ordre 

t é g a l à F " , ou b ien F " n ' e s t pas c y c l i q u e , F 1 ' non p l u s , e t 
2 

a lo r s F£ = E ? =» ( Z / e z ) a (£+1) s o u s - g r o u p e s d'ordre Z . D 'où : 

T T ( ( E , C ) ) = E ( E / F " , C + F " / F " ) + * L ( E / F " , C + F " / F " ) . 
c r F "cE E»cF"cE 

| F " | = f + 1 | F " | = € r + 1 

F " n C = { 0 } F " n C = { 0 } 

Or , lorsque F " con t ien t E g , ( E / F " , C + F " / F " ) e s t K- isomorphe à 

^ ( E / E g ) / f F " / E c ) , ( C + E e / E e ) + ( F " / E € ) / ( F " / E e ) j . Comme la mul t ip l ica t ion par e 

donne la su i t e e x a c t e 0 • E . • E ^ • E • 0 e t induit un 

i somorphisme de E/E^ sur E , dans l eque l C+Eg/E^ e s t t ransformé 

en C , et l e s s o u s - g r o u p e s F " de E d'ordre £ r + * con tenan t Eg 

en l e s s o u s - g r o u p e s F de E d'ordre ZT~^ , on a dans Y Q ( N ) : 

E ( E / F " , C + F " / F " ) = 2 ( E / F , C + F / F ) = T ( ( E , C ) ) . 
E » c F " c E F c E « 
| F " | = « r + 1 \ ? \ = ? - 1 

F " n C = { 0 } F n C = { 0 } 

Ains i T T. = T , , + ? T , s i C / N . 

( i i i ) e s t une s imple combina i son de (i) e t (ii) . • 

COROLLAIRE. Le s co r r e spondances (pour € premier) engendrent 

une a lgèbre commuta t ive , gui con t ien t tous l e s . 

2 . 2 . - OPERATEURS DE HECKE. 

2 . 2 . 1 . Lorsque E = (C/L , l a b a s e { u ^ / U ^ } de L peut ê t re c h o i s i e 

de t e l l e sor te que C = Zu^ © Z U ^ / n / ^ . Un t e l c h o i x étant f a i t , i l y a 

une b i j e c t i o n entre l e s s o u s - g r o u p e s F de E d'ordre n e t l e s r é ­

s e a u x L' de (C contenant L e t t e l s que [ L ' : L ] = n , b i j e c t i o n d é ­

f in ie par : F = L ' / L . A i n s i , 

T ( ( E , C ) ) = E ((D/L' , (Zuu .œZ^ /Nj+L ' / l ' ) . 
L ' 3 L 1 2 / 

[ L ' : L ] =n 
(ZOJ 1 ©ZUU2/N)+L*/L' c y c l i q u e d'ordre N 
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Or , l e s cond i t ions L 1 => L e t [ L ' : L ] = n sont équ iva l en t s à l ' e x i s t e n c e 

d 'une mat r ice A dans M 2 ( Z ) , de déterminant n , t e l l e que L' = A *L . 

De p l u s , un changement de b a s e dans L* cor respond à la mul t ip l i ca t ion 

à droi te de A par un é lément de r . D o n c l e s r é s e a u x L' t e l s que 

L' o L e t [ L ' : L ] f i t sont c l a s s i f i e s par ^ i m p o r t e q u ' e l s y s t è m e de 

r ep ré sen t an t s de l ' e n s e m b l e des ma t r i ces de M 9 ( Z ) de déterminant n , 
d - b 

modulo l ' a c t i o n à droite de r , par exemple { ( ^ ) | ad = n , a > 0 , 

0 * b < d } . 

r. .x a A ~ b \ i a " 1 / a / n b / n N Soi t A = ( ) , a lors A = ( ' ' ) e t 
0 a 0 d /n 

L' = Z (aWj+buj^/n © Z d(u 2 /n . 

Donc 

( Z ^ e Z o ^ / N Î + L ' / t ' = Z ( a a ) 1 + b u u 2 ) / n e Z ( ï ï + jj)ou2 /L 1 - (n + j ^ ) Z / ^ Z 

= ( - + - ) Z / - Z ; v a N A 

c e groupe e s t c y c l i q u e d'ordre N s i et seu lement s i ( N , a ) = 1 , d 'où 

le r é su l t a t : 

PROPOSITION. Soi t ( E , C ) 6 Y 0 (N)«D) déf ini par : E = (C/L , 

L = Zuu i eZ(ju 2 , C = Z u u 1 © Z ( o j 2 / N ) / L . Alors : 

T n ( ( E , C ) ) = L d _ b (v/A^L ^ ( ( a u u j + b ^ î / n î e Z l d u i ^ n N î / A - 1 ^ 

A = ( 0 a ) 

a d = n , a > 0 
Osb<d, ( a , n ) = l 

2.2.2. L ' i den t i f i ca t i on de Y n (N)((C) a v e c T (N) \ « ( c f . 1 - 4 . 2 . 1 ) 
u o 

permet de définir T sur FTÎN) \N par : 
n u 

T (T) = L ^ . 
n / j d 

[ ad=n 
) a>0 
j Osb<d 
( a , N ) = l 
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PROPOSITION. So i t L n = { ( ^ d ) € M 2 ( Z ) / a d - b c = n , ( a , N ) = 1 , 

c s 0 (mod N) } . Alors (i) r Q ( N ) opère par mul t ip l ica t ion à droi te e t 

à gauche sur £ , (ii) on a r ( N ) . £ = £ . r n ( N ) = £ _ e t ( i i i ) 
n o n n n 

Z N - i i r o < N ) (* \) - i i romnl d> r o < N » 

ad = n ad = n 
a > 0 a > 0 

0^b<d a | d 
( a , N ) = l ( a , N ) = l 

(où le symbole | | indique la réunion d i s j o i n t e ) . 

• La vé r i f i ca t ion de (i) e t ( i i) e s t immédia te . Etant donné une 

matr ice ( a J de L / e s s a y o n s de déterminer ( a f) € r (N) e t 
c a n y o o 

(g ^ , ) t e l l e que a 'd ' = n , a* > 0 , 0 s b ' < d' , (a* ,N) = 1 , de sor te 
, _ ,a 3 w a b x ,a ' b \ , ^ N qu 'on ait ( ^)( ,) = ( n , , ) c ' e s t - à - d i r e : 

Y o c a 0 a 

!

ya + ôc = 0 

Y b + ôd = d' 
a a + pc = a' 
ab + 3d = b ' . 

Notons e = ( a # c ) le pgcd de a e t c , e t remarquons que e d i v i s e 

n = ad - b c et e s t premier à N ; a lors l e s so lu t ions {y,à) de l a 

1ère équat ion : ys + bc = 0 , sont l e s c o u p l e s (-k—,k—) où k € Z 
e e 

e t l 'on a : y = 0 (mod N) . Comme ctô - 3y e s t à la fo i s é g a l à 1 

e t d i v i s i b l e par k , on voit que k = ± 1 . La 2e équat ion donne a lors : 
ad b c 

d' = k — - — = k -g : on veut d' > 0 , c e qui impose k = +1 e t 

a lo r s a' = Ij, = e . A i n s i , nous avons déterminé de manière unique l e s 

nombres y , 6 , a' , d' . Res t en t a # 3 # b ' . Le s y s t è m e formé 

par l e s 2 de rn iè res é q u a t i o n s , où l 'on prend b ' comme paramètre e t 

( a , 3 ) comme i n c o n n u e s , e s t un s y s t è m e de Cramer , e t a une so lu t ion 
2 

un ique , dans Q , pour chaque va leur en t i è r e de b ' , à savo i r 

(a#3) = ( e c * k c

 / — — Ë * L ) # L 6 S va leu r s de b ' pour l e s q u e l l e s ( a , 3 ) € Z ^ 
n n 

forment une p rogress ion ar i thmétique dont la r a i s o n k 1 e s t le plus pet i t 

en t i e r t e l que et so i en t en t i e r s ; autrement dit k ' = y = d' . 
n n 

A i n s i , i l e x i s t e une s e u l e valeur de b ' t e l l e que 0 £ b ' < d' e t que 
2 

( a / 3 ) € Z . E n r é s u m é , nous avons montré la 1ère formule de ( i i i ) . 
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Pour la 2e formule , remarquons que ( a , d ) d i v i s e t ou t e s l e s 
a 0 

ma t r i ce s de r ( N ) L ,) r (N) , e t que ( a , d ) = a . C e l a nous permet 
o 0 d o 

de nous ramener à démontrer que l e s ma t r i ces pr imit ives de L n / c ' e s t -

à -d i re l e s ma t r i ce s ( a *?) de TJ t e l l e s que ( a / b / c , d ) = 1 forment 
c a n 

la double c l a s s e I \ ( N ) {\ ^)r (N) . Et la 1ère formule permet de s u p -

o o n o 

poser que c = 0 . A i n s i , i l s ' a g i t de montrer que toute mat r ice de S n 

de la forme ( a *?) s ' é c r i t r(l ^ ) T ' pour deux ma t r i ces T e t T ' de 
O n . . 

r (N) . Etant donnés 4 en t i e r s oc/ |3,Y/ô , posons = ( ô ) et 
T 2 = ( d Y a ô - b Y

} : a l ° r S ( 0 n ) T l = T 2 ( 0 d> C a r a d = n * R e s t e à 

déterminer (a#|3/Y#ô) de sor te que e t so i en t dans r Q ( N ) / 

c ' e s t - à - d i r e de sor te que y ^ 0 (mod N) e t aaô - baY - d^Y = 1 • 

Or ( a , N ) = 1 e t ( a , b , d ) = 1 , donc ( a , N b , N d ) = 1 . Le théorème 

de la p rogress ion ar i thmétique ( c f . [ 3 8 ] , 6 ) appl iqué aux nombres 

7~TT7\ e t 1—ttttt prouve qu ' i l y a une inf in i té de nombres premiers 
( a ,bN) ( a ,bN) 

-bN , . a a bN 
congrus a -,—r—r modulo 7—rrrr- . Soi t p = 7—r-rr: 0 - 7—r—: un 

* ( a ,bN) ( a , bN) * ( a , bN) ( a , b N ) 

de c e u x - c i , t e l que p > dN . Alors (p,dN) = 1 , e t comme ( a , b N , d N ) = l 

nous ob tenons ( ( a ,bN)p ,dN) = ( aô -bN,dN) = 1 . Le théorème de Bezout 

prouve a lors l ' e x i s t e n c e de <x#P t e l s que aaô - baN - dpN = 1 , e t i l 

suffit de poser y = N . m 

2 . 2 . 3 . Ma in t enan t , nous pouvons définir l 'opéra teur de H e c k e T n sur 

l e s formes modulaires de poids k pour r o ( N ) par : 

f 1 T = n 1 " 7 2 " " 1 E f i a . 
'k n i € I Ile 1 

où { a . } . T e s t un s y s t è m e de r ep ré sen t an t s de s c l a s s e s à gauche de 

E n modulo r Q (N) (par exemple t 0 ^ } ^ = HQ d ) € M 2 ( 2 ) / a d = n , a > 0 , 

0 £ b < d , ( a , N ) = 1 } , c f . 2 . 2 . 2 ) . 

Remarques : (i) e s t l ' i den t i t é ; ( i i) la déf in i t ion de f 

e s t indépendante du c h o i x des a^ : en e f f e t , s i y € T q ( N ) , a lo r s 

f l k YC4 = tt | k Y > l k a . = f 1 ^ . 
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2 . 2 . 4 . PROPOSITION. S i l a fonc t ion f e s t une forme modulaire ( r e s p . 

parabol ique) de poids k pour r Q ( N ) , i l en e s t de même pour la f o n c -

t ion f | k T n . 

• Soi t y € T Q ( N ) ; a lo r s ^ j Y ^ ç i f ° r m e u n autre s y s t è m e de 

r ep ré sen t an t s des c l a s s e s à gauche de £ modulo r (N) , donc 
n o 

« t T n > l k ï - » k / ï " i | I

ï ^ l - f k I n -

D 'au t re par t , f | T n e s t holomorphe dans M . Vérif ions q u ' e l l e e s t 

holomorphe aux po in tes ; tout d ' abord , c a l c u l o n s son développement de 

Fourier à l ' i n f i n i , à partir de c e l u i de f : 

f(T) = E a e 2 T T i v T , 

a b 
et c h o i s i s s o n s { a . } _ T = { L ,) I ad = n , a > 0 , 0 ^ b < d , ( a , N ) = l } . 

i J i€l O d 1 

Alors 

( f l T H r ) ^ ^ 2 - 1 E E n k / V k f ( ^ ) 
k n ( a , d ) , ad=n Osb<d 

j a > 0 
< ( a , N ) = l 

- 1 v k v

 2 ^ _ 2 n i v * 
= n Lt a 2J a e E e 

( a ,d ) , ad=n v^O v Osb<d 
j a > 0 
< ( a , N ) = l 

Or b 

2niv^" ( 0 s i v ¥ 0 mod d 
E e 

0£b<d ' d s i v = 0 mod d 

D 'où : 

(f I T ) ( T ) = E a ( n ) e 2 n i v T 

' k n v^O v 

où a (n) = L a n a ^ " 1 . Ains i f I T e s t holomorphe à 
v I / \ / 2 k n 

a: , a | ( v ,n ) n v / a 
) a > 0 
' ( a , N ) = l 

k - l 
à l ' i n f i n i , e t a (n) = a ( E a ) e s t nul dès que a Q e s t 

a : < a | ( v , n ) 
j a > 0 
l ( a , N ) = l 
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nul . Par c o n j u g a i s o n , f | T e s t holomorphe à t ou t e s l e s po in te s de 
K n 

f ( n N ) \ # , e t parabol ique dès que f l ' e s t . Comme 

(N)a. 3 a 7 1 r ( N ) a , 3 r(nN) 

î o 1 1 1 

d 'après le lemme ( 1 . 1 . 4 ) , la proposi t ion e s t démont rée . • 

Remarque : r (N) e s t un sous -g roupe d i s t ingué de r , c e qui 

permet de comparer l e s po in tes à la pointe i n f i n i e . 

2 . 3 . - PRODUIT EULERIEN. 

2 . 3 . 1 . THEOREME . Soi t f une forme parabol ique de poids k pour T , 

de développement de Fourier : 

n \ ^ 2rrinT 
f ( î ) = L a e 

n ^ l 

Supposons que f e s t fonc t ion propre pour tous l e s opéra teurs de H e c k e , 

c ' e s t - à - d i r e qu ' i l e x i s t e , pour tout en t ie r n , un nombre complexe c ^ 

t e l que : f L T = c f . Alors a , e s t non nu l , e t l 'on peut r emplace r 
— 'k n n 1 c c  

f par 1 / a , - f . On obt ien t a lors : a = c pour tout n , e t : 
* — 1 n n — 

L ( s , f , i ) = J 7 d - V " 8 ) " 1 T T d - * , r s
 + e k " 1 " 2 s f 1 . 

o Comme f |. T = c f , leurs déve loppements de Fourier c o i ï i c i -
'k n n 

den t , c ' e s t - à - d i r e a (n) = c a pour tout v € IN . Or ( c f . 2 . 2 . 4 ) , 
v n v 

a (n) = L a y ? a k 1 = a (v) / 
v i / \ n v / a z n 

a , a | ( v , n ) 

J a > 0 
f ( a , N ) = l 

donc c a = c a et en par t i cu l ie r c . a = c a , . M a i s T . agi t 
n v v n l n n l 1 

t r iv ia lement sur f , donc c^ = 1 ; supposons a^ nul : a lo r s a^ e s t 

nul pour tout n , e t f e s t n u l l e , c e qui e s t i m p o s s i b l e pour une f o n c ­

t ion propre. Ainsi a e s t non nu l , e t , qui t te à remplacer f par — f , 
l a j 

on peut supposer que a . = 1 . A lo r s , pour tout n , c = a , e t • 
l n n 
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L ( s , f , l ) = E a /n = E c / n 8 . 
n£ 1 m> 1 

g 

R e s t e à vér i f ie r que E a / n a le produit eu lé r i en ind iqué . M a i s 
n ^ l n 

le c a l c u l d e s T ( c f . 2 . 1 . 3 ) s e traduit sur l e s c , donc sur l e s a , 
n n n 

par : a = a -a s i (n ,m) = 1 , a . = ( a J 1 s i « | N , e t 
nm n m € 1 

k - 1 
a i + 1 + £ a i - 1 a i # a g = 0 s i C / ^ N ' L a l è r e f o r m u l e P r o u v e que 

€ Z I 

E a / n 8 = "[T £ a /« i S • 
nssi e i ao e 

l a 2e que 

( 1 - a fi"8)"1 = E a . / C i S s i « | N , 

e t l a 3 e que 

( l - a A - 3 + « k " 1 _ 2 s ) ( E a , « " i s ) = 1 + E (a , . , - a . a 4 + « k _ 1 a . J e " 1 8 

* i*o c 1 i * i e 1 + 1 1 e 1 e 1 " 1 

= 1 s i l\K , 

d'où le t h é o r è m e . • 

2 . 3 . 2 . E x e m p l e . L ' e s p a c e d e s formes pa rabo l iques de poids 12 pour r 

e s t s t a b l e par T . Comme i l e s t de d imens ion 1 sur (D , tous s e s 
n 

é l émen t s non nuls sont fonc t ions propres des , en par t i cu l ie r 

A = q 7J d - q n ) 2 4 = S T ( n ) q n , 
n ^ l n;>l 

à l aque l l e on peut appliquer le théorème (N = 1) : 

L T(n) = y-y 1  

n*l n s c 1 -T(€)«"" S + « U " 2 S 

Nous avons a u s s i , par la proposi t ion ( 2 . 1 . 3 ) : 

T(nm) = r (n ) .T (m) s i (n ,m) = 1 
et 

T ( p ) - T ( p f ) = T(p r ) + P T ( p r ~ ) . 

2 . 3 . 3 . Remarque : Il e x i s t e au plus une forme modulaire non pa ra ­

b o l i q u e , de poids donné k , qui so i t fonc t ion propre des opéra teurs de 

H e c k e , (à une c o n s t a n t e mul t ip l i ca t ive près) : 



- 69 -

k - 1 
D'ap rè s ( 2 . 3 . 1 ) , a c = £ a a ; s i on suppose a 

o n , o o 
a / a I n 

] a > 0 

< ( a , N ) = l 

non nu l , la valeur propre c vaut £ a^ 1 ; enfin a = c - a , . 
n i n n 1 

a a | n 
a>0 

C(a ,N)= l 

3 . FONCTIONS PROPRES DES OPERATEURS DE HECKE 

Il s ' ag i t i c i de déterminer l e s formes f a u x q u e l l e s s ' app l ique le 

théorème ( 2 . 3 . 1 ) . 

3 . 1 . - PRODUIT SCALAIRE DE PETERSSON. ( c f . [ 2 6 ] , 3 ou [ 1 2 ] , 3 ) . 

2 

3 . 1 . 1 . LEMME . So ien t D un e n s e m b l e mesurable de R , f e t g 

deux fonc t ions holomorphes dans H , e t a un é lément de G L * ( R ) . 

Alors 

D y a ( D ) Y 

• D ' ap rè s ( 1 , 2 . 2 . 1 ) , 

(f | k a ) - ( g | k a ) ( T ) = (det a ) • | c T + d | Z l c f ( a î ) - g ( a T ) ; 

Or _ 2 

Im(aT) = (det a) | c T + d | Im(T) , 

6 t 2 - 4 
d(aî) A d(är) = (det a) ¡ cT+d | d T A d f , 

d'où : 
—r— k - 2 k—2 

(f | k a ) ( g | k a ) ( T ) - ( I m ( T ) ) d T A d î = f ( a î ) - g ( a î ) • (Im(aT)) d (aT)Ad(af ) . 

Comme d T A d f = - 2 i d x A d y , c e l a démontre le l emme. • 
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3 . 1 . 2 . DEFINITION . Soi t G un sous -g roupe de T , f et g deux 

formes modulaires de poids k pour G , et D un domaine fondamen­

t a l de G\U . Le produit s c a l a i r e de Peter s son de f e t g e s t déf ini 

,r v 1 w r - k dx dy 
< f ' g ) G = [f:G] IfD

 f g y — ' 

Remarques : 

(i) Comme f et g sont deux formes modulaires de poids k pour 

G , c e t t e déf in i t ion ne dépend pas de D , d ' après le lemme ( 3 . 1 . 1 ) . 

Par e x e m p l e , s i D e s t un domaine fondamental de f \ w , e t s i 

_ M- _ 
T = I I G , on peut prendre D = U cc.(D ) , e t a lors 

G ^ i = l a . (D ) Y 2 

1 O 

(ii) I l peut y avoir des problèmes de conve rgence de l ' i n t ég ra l e 

aux po in tes de G\ î t . A l ' i n f i n i , so ien t f ( î ) = Z a q 1 1 e t g ( î ) = L b qn 

n*0 n n^O n 

l e s déve loppements de Fourier de f e t g . S i a Q e t b sont non n u l s , 

l ' i n t ég ra l e e s t de même nature que c e l l e de y et ne converge p a s . Par 

c o n t r e , s i l 'une au moins des 2 formes e s t pa rabo l ique , l ' i n t ég ra l e c o n v e r ­

ge à l ' in f in i e t (par con juga i son) aux autres p o i n t e s . 

( i i i ) Le produit s c a l a i r e de P e t e r s s o n e s t un produit s c a l a i r e he rmi - 

t i en non dégénéré (car f e t g sont holomorphes) . 

(iv) S i f e t g sont modulaires pour 2 sous -g roupes H et G d ' ind ice 

fini de r , e t s i l ' i n t e r s e c t i o n de H et G e s t d ' ind ice f ini dans T , 

a l o r s , la déf in i t ion montre que : 

< f , g > H = < f , g > H n G = < f , g > G • 

Nous noterons désormai s <f/g> c e t t e v a l e u r . 

3 . 1 . 3 . PROPOSITION . S i n e s t premier à N , l 'opérateur T n e s t  

hermit ien pour le produit de P e t e r s s o n . 

C e l a s ign i f i e que <f | k T n # g > = <f ,g | k > • 
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• D ' a p r è s ( 2 . 1 . 3 ) , l ' a l gèb re engendrée par l e s opéra teurs Tg (pour Z 

premier , e ^ N ) con t i en t tous l e s T n (pour n premier à N ) , donc i l 

suffit de vér i f ier que l e s opéra teurs Tg sont h e r m i t i e n s . D ' a p r è s 

( 2 . 2 . 2 ) : 

1 0 P + 1 P + 1 

£ 0

 = r . ( N ) ( n e ) r o ( N ) = LL T n ( N ) a . = J J ^ (N) . £ o 0 Ç o j - o i j o 

Nous avons vu c e r t a i n e s va leurs p o s s i b l e s des ou ( c f . 2 . 2 . 2 ) mais i c i 

nous a l l ons en u t i l i s e r d 'au t res : comme e s t é g a l à une s e u l e c l a s s e 

double modulo r (N) , toute c l a s s e à droi te rencont re toute c l a s s e à 
o 

g a u c h e , et en c h o i s i s s a n t v, e T (N)a. n BX (N) pour tout i , on o b -
' i o i i o 

t i en t un s y s t è m e de r ep ré sen t an t s des c l a s s e s à droite e t à g a u c h e . 

Montrons maintenant que <f [ T ,g> = ( f ,g | T > lorsque f e t g 

sont modulaires pour G = r (N) . Appliquons la remarque ( 3 . 1 . 2 . ( i v ) ) 
o 

* 8 [ r r f ^ N H i = l D k 1 y Z 

P v> 1 1 pc ,c i \ - k d x d y 

où D e s t un domaine fondamental pour r (N)\M , D pour G \W , 

o i i 
e t où G, = T (N) n v . r (N)v, . Appliquons le lemme ( 3 . 1 . 1 ) à 

i o T i o T i 

Y A

 1 € GL*(R) / pour chaque i . C e l a donne : 

< f | k T g>=PL gj^JJ f . ^ T ^ ) y k ± ! d y . 
e i = i L i ' ^ i J - i . k 1

 Y 

YA (D.) 

Or Y ^ ^ ) e s t u n domaine fondamental pour 

\ G i \ = r o ( N ) 0 Y i ~ l r o ( N ) Y i ' 

e t l e s i n d i c e s [ f : G . ] e t [ T - Y ^ ^ V ^ ] sont é g a u x . Le s y s t è m e 

{ ( d é t . Y j ) 1 } forme, comme {y^} / un s y s t è m e de r e p r é s e n t a n t s à 

droite et à gauche de IL pour l ' a c t i o n de r (N) ; a i n s i 
Z o 

< f | k T 8 , g > = < f . 9 | k y . • 
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3 . 2 . I N V O L U T I O N D 1 A T K I N - L E H N E R ( c f . f 2 l J 1 9 1 ) . 

3 . 2 . 1 . So ien t N , N , N , des en t i e r s ;> 1 t e l s que N = N N 9 

N 
et (1SL , N 0 ) = 1 . D é f i n i s s o n s une a p p l i c a t i o n , no tée W^ T , de X ( N ) 

i £ o 

dans l u i - m ê m e , en p o s a n t , pour tout ( E , C ) 6 Y ( N ) : 
o 

W ^ ( ( E , C ) ) = ( E / C N i , E N i + C N V C N i ) 

où C e s t l 'unique sous -g roupe c y c l i q u e de C d'ordre N , ( i = l , 2 ) 
w i 1 

(a ins i C = C N + C N ) , e t où E J J e s t le groupe des points d'ordre N j 
1 2 1 

dans E . 

PROPOSITION . L ' a p p l i c a t i o n W?ï e s t un automorphisme de X ( N ) , 
1M j o 

déf ini sur Q , et c ' e s t une involu t ion . 

• S i ( E , C ) e s t déf ini sur $ # a lo r s wjj ( ( E , C ) ) l ' e s t a u s s i . 

C a l c u l o n s wJJ ( ( E ' , C ) ) où ( E ' , C ) = W^J ( ( E , C ) ) = ( E / C N , E N + C N / C N ) . 

1 1 1 1 2 1 
Comme + C N / C N i = E N / C N + (cN + C N ^ / C N , nous avons : 

1 2 1 1 2 

= E N / C

N I ' E T C N 2 = C N 2

 + C N / C N 1 ' D ' A U T R E P ^ ' ^ = T / C * X 

s i F d é s i g n e le sous -g roupe des é l émen t s x de E t e l s que 

N x x e C N . A i n s i , W J J ( ( E ' , C ) ) = ( E / E N , F + C N / E N ) . Or la mul t i -
1 1 1 2 1 

p l i c a t i on par induit un isomorphisme de Œ/Ejyj ' f + ( ^ N ^ S U R 

1 2 1 
( E , C ) , d 'où : ( W ^ ) 2 = 1 . • 

3 . 2 . 2 . So ien t E = ( D / L , L = Zu^QZuig e t C = Z u ^ ® ^ Z c d 2 / L . Alors 

C N i = ZoUj© Z u j 2 / L (i = 1 ,2 ) ; posons L ' = Z o u ^ - ^ - Z u ^ ; a i n s i 

* 1 * 1 
C N = L ' / L e t E / C N = <D/L' • Comme E N = — Z u ^ © — Zou 2 A / 

* * 1 1 * * 
nous avons E N + C N / C N = — ZoUj© — Z u ^ / L ' • Cherchons une b a s e 

1 2 1 i 
i 

{uu'^uug} de L ' t e l l e que E N + C N = Z u ^ © jjZou^A' / c ' e s t - à - d i r e 
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a b 
une matr ice A = ( ,) € G L 0 ( Z ) , de déterminant N . , t e l l e que 

c a z l 

L' = A et que la b a s e {uu^ = (dou - b c u ^ / N j , uu^ = ( -cu^+acu^/N.^} 

de L' vér i f ie E N ^ + C N 2

/ / C N 1

 = e ^ 2Eu^/L' . C e t t e dernière 

condi t ion équivaut à la congruence : 

Z u j l + N Z u J 2 s ÏÏ~ Z U J 1 + N Z U J 2 ( m ° d # L , ) 

c ' e s t - à - d i r e Z K d u ^ - b u ^ ) + ^ « ( - c u i j + a u ) 2 ) s Zu^ + ^ - Z w 2 

2 

( m o d . N ^ ' = N lui e Zu^) . Donc N doit d iv i se r c , e t N 1 d i ­

v i s e r a . D 'aut re par t , ^ = ( d u ^ - b u ^ ) / ^ e s t dans L' = Zu^ 0 Z u u 2 , 

donc N^ doit d iv i se r d . 

Et on vér i f ie f ac i l emen t que c e s t ro i s cond i t ions sont s u f f i s a n t e s . 

En résumé : 

PROPOSITION . So ien t ( E , C ) = «DA/*w© Zcu2A) , où 

L = SEu) © I u j 2 e t ( E ' , C ) = ( C / L ' , Z u u ^ + ^ : Z u u ^ / L ' ) , où L' = Z u ^ e Z u ^ . 

Alors ( E ' , C ' ) = ( ( E , C ) ) s i et seu lement s i l a matr ice de p a s s a g e 

N l N x a b 

de { u j j f U j g } i { u u ^ u ^ } e s t de la forme ( N c N ^ e t de dé t e rmi ­

nant N 1 . 

N 

Notons enco re c e t t e m a t r i c e . E l l e vér i f ie l e s propr ié tés 

s u i v a n t e s : 

(i) W^J (W^J ) 1 € r Q ( N ) s i wj^ e s t une matr ice du même type^. 

<"> Wt
 € r o ( N ) ; 

( i i i ) W?î normal i se r (N) . 
o 

La mat r ice permet de définir un opéra teur , enco re noté , 
N l W l 

sur l ' e s p a c e d e s formes modulaires de poids k pour r Q ( N ) g r â c e à : 

N k / 2 - k N i a T + b 

( f | k W ^ ) ( T ) = N ^ ^ N c r + N 1 d ) k f ( i ^ ï ï - ) . 
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En p a r t i c u l i e r , s i N j = N , N 2 = 1 , W^J = = ""*) : nous 

re t rouvons a i n s i l 'opéra teur é tudié en ( 1 . 1 ) . 

La propriété (i i) prouve que l 'opéra teur W^J e s t invo lu t i f . 

3 . 3 . FORMES PRIMITIVES ET THEOREME D'ATKIN. 

3 . 3 . 1 . Remarques : 

(i) S i f e s t une forme modulaire pour r (M) et s i M d iv i se N , 
o 

a lo rs f e s t une forme modulaire pour r (N) , puisque r (N) c T (M) . 
o o o 

(ii) S i f e s t une forme modulaire pour r (M) , s i M d iv i s e N , 
m 0 ^ 

e t s i m d i v i s e N / M , a lo r s f | ( n J e s t modulaire pour r (N) : en 
1 U l o 

e f f e t , 
,m Owâ bv _ ,a mb,,m (h 
[0 l M N c d' c N / m d M 0 r 

et M d i v i s e N/m , donc ( a ._ , m b ) € r (M) , et 
c N / m a o 

f 1 ( m °) ! ( a b ) = f ! ( a m b ) I ( m ° ) = f I ( m 0 ) 
* I l 0 l ' i l c N d' 1 I l cN /m d' 1 l 0 V * I l 0 1 } " 

( i i i ) Rappelons que f | (™ J ) (T ) = m k / / 2 f (m?) . 

3 . 3 . 2 . C e s remarques jus t i f i en t l a déf in i t ion su ivante : une forme 

modulaire de poids k pour r (N) e s t di te anc i enne ("oldform") s i 
o 

c ' e s t une combina i son l inéa i re de fonc t ions de la forme T f (mî ) , 

où f e s t une forme modulaire de poids k pour r (M) , M d i v i s e N , 

M / N , e t où m d iv i s e M/N . 

Notons S ( N , k ) l ' e s p a c e des formes parabo l iques de poids k 

pour r (N) , e t S (N,k) le s o u s - e s p a c e des formes a n c i e n n e s . 

LEMME . L ' e s p a c e S (N ,k ) e s t s t a b l e par l e s opéra teurs T 
N n 

pour tout n premier à N , e t W pour tout N d iv i san t N t e l 
JNI ^ 1 

que ( N ^ N / N j ) = 1 . 
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• Rappelons que f L T = n k / / 2 _ 1 E f 1 (« j ) ( c f . 2 . 2 . 3 ) 
j a d = n K 

\ a > 0 
j 0*b<d 
( ( a , N ) = l 

e t que S ( N , k ) e s t s t a b l e par T n ( c f . 2 . 2 . 4 ) . Or 

( M J)(Q B

D) = (Q M ^ ) Ç J) , e t (m,d) = 1 ca r m |N , d | n , e t (n ,N) = 1 . 

A i n s i , s i b ' d é s igne le r e s t e de la d iv i s ion euc l i d i enne de mb par d , 

nous ob tenons : 

L ad=n J 

a>0 
0^b '<d 
( a , N ) = l 

et S (N ,k ) e s t s t a b l e par T n . 

N N l a b 

Rappelons que f = f 1^ ^ N c N d ) P ° u r n ' importe que l s 

en t i e r s a , b , c , d t e l s que N ^ d - N 2 b c = 1 ( s i N 2 = N / N j ) . Comme 

m 0 N l a m b m 0 

( 0 1 ) W N X

 = ( c N / m N d* ( 0 1* ' ° n m ° n t r e ( d e m ê m e q U e P ° U r V q u e 

S a ( N / k ) e s t s t a b l e par wJJ . • 

3 . 3 . 3 . Par dé f in i t ion , l ' e s p a c e des formes pa rabo l iques de poids k 

pr imit ives pour r (N) ("newforms") e s t l 'o r thogonal de S (N ,k ) dans 

S ( N , k ) pour le produit s c a l a i r e de Peter s s o n , et i l e s t noté S ° ( N , k ) . 

LEMME • L ' e s p a c e S ° ( N / k ) e s t s t a b l e par l e s opéra teurs T n 

pour tout n premier à N , et par wïï pour tout N d iv i san t N . 

i 1 

• Vu le lemme ( 3 . 3 . 2 ) , i l suffit de vér i f ie r que T n e t wjJJ 

sont des opéra teurs hermi t iens pour le produit s c a l a i r e de P e t e r s s o n . 

Nous l ' a v o n s d é j à montré pour T (proposi t ion ( 3 . 1 . 3 ) ) , et pour W?î 
1 

nous a l l ons u t i l i s e r l e s propr ié tés ( i i) et ( i i i ) de ( 3 . 2 . 2 ) : W^J e s t un 

opérateur involut i f sur S ( N , k ) , e t i l normal i se T Q ( N ) . Ains i , s i W 
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N 
d é s i g n e W . T , 

< f , g | W > = JJ f . g f w = JJ f | W _ 1 . g = JJ f j W . g = < f | W , g > . • 

D W%) D 

S i M | N , r (N) e s t un sous -g roupe de r (M) ; c h o i s i s s o n s un 
1 o o 

s y s t è m e { a . } de r ep ré sen t an t s des c l a s s e s à gauche de r (M) modulo 
i o 

T (N) , c ' e s t - à - d i r e r (M) = I I r (N)a. # puis d é f i n i s s o n s une app l i -
o o -Lt-1- o i 

c a t i o n no tée t r j ^ de S ( N , k ) dans S ( M , k ) par : t r j^( f ) = E f | k a . . 

N 1 

Alors t r w e s t indépendante du c h o i x des a . . 
M i 

PROPOSITION . So i t f e S ( N , k ) . Alors f e s t primitive pour i M N ) 

s i e t seu lement s i . pour tout nombre premier C d iv i san t N , on a : 

TRJJ/E(F) - 0 ET T R ^ l f ^ ) - 0 . 

Ce théorème e s t démontré dans [19] ( théorème 4) . 

3.3.4. PROPOSITION . Tous l e s opéra teurs T r ( ( n , N ) = l ) et wjj (N1|N/ 

et ( N ^ N / N j ) = 1) commutent . 

• Nous avons vu (cf.2.1.3) que l e s T R commutent entre e u x e t 

N 
i l e s t évident que l e s commutent entre e u x . Montrons que 

T o W „ = W o T : so i t ( E , C ) € Y (N) ; a lors 
n N N n o 

T o W , . ( ( E , C ) ) = T ( E / C E . / C ) = TJ ( ( E / C ) / F ' , ( E / C + F ' ) / F ' ) 
n N p c E / c N 

| F ' | = n 
e t 

W . . ° T ( ( E , C ) ) = W ( E ( E / F , C + F / F ) ) = S ( E / C + F , ( ( E / F ) ) / c+P) /F ) . 
N n N FcE F<=E ' 

| F | = n ! F l = n 

Or l ' hypo thèse (n ,N) = 1 montre que ( E / F ) ^ =
 E

N

+ F/ F e t q"'11 e x i s t e 

une b i j e c t i o n ent re l e s s o u s - g r o u p e s F de E d'ordre n e t l e s s o u s -

groupes F ' de E / C d'ordre n , déf in ie par F ' = F + C / C . Ains i 
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T ° W ( ( E , C ) ) = W °T ( ( E , C ) ) = E ( E / C + F , ( E + F ) / ( C + F ) ) . 
n JM JM n N 

| F | = n 

Enf in , s i N e s t un d iv i seur de N t e l que (N , N / N ) = 1 , on 
N 

montre de manière analogue que T o T 
^ n N 1 n 

COROLLAIRE . Les opéra teurs W^J et pour (n ,N) = 1 

sont d i a q o n a l i s a b l e s s imul tanément . 

• En e f f e t , i l s sont hermi t iens et commutent entre e u x . • 

3 . 3 . 5 . L ' in té rê t de l ' involu t ion d 'Atkin-Lehner vient du r é su l t a t su ivant 
r r r H"l 

où le symbole Z || N s ign i f i e : Z |N e t Z )( N : 

THEOREME PRINCIPAL D'ATKIN. Sur l e s formes p r i m i t i v e s , l 'opéra teur 

e s t déterminé par W ^ s i Z || N , r ^ l . Plus p r é c i s é m e n t , s i f 
Z 

e s t une forme primitive pour r Q ( N ) , on a : 
2 k / 2 -1 

T f = 0 s i Z |N , e t I f = -C 7 W f s i e II N . 
Z 1 ~~ Z z ~ 11 

Pour une démonst ra t ion de c e t h é o r è m e , voir ( [ 1 9 ] , théorème 3 , 

ou [ 2 ] ) . 

COROLLAIRE . I l e x i s t e une b a s e de l ' e s p a c e des formes pr imi t ives  

formée de fonc t ions propres de TOUS l e s T n . 

A c e s formes s ' app l ique le théorème ( 2 . 3 . 1 ) sur le produit eu l é r i en 

des s é r i e s de Di r i ch le t a s s o c i é e s . 

3 . 3 . 6 . Exemple : N = Z et_ k = 2 . 

PROPOSITION • S i N e s t un nombre premier noté Z , toute forme  

parabol ique de poids 2 pour T Q ( Z ) e s t p r imi t ive , et T^f = - W f . 
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Z Z 

m Le s fonc t ions t r ^ f ) e t t r ^ f |g W ) s o n t d e s formes parabol iques 

de poids 2 pour r (1) = T , donc e l l e sont nu l l e s (cf . 1 . 2 . 2 . 3 ) . D ' ap rè s 

la p ropos i t ion ( 3 , 3 . 3 ) , c e l a prouve que f e s t p r imi t ive . 

D 'au t re pa r t , f | 2 T | W | - f | 2 ( V ( J J ) + <° > , e , 

a—0 
,1 a u 0 - 1 . ,0 - l w 1 (X 

( 0 0 } = ( « 0 ) ( - a l> ' d o n c 

f l 2 W 2 W i = M 2 w c | 2 ( E V X > = t r ! ( f l 2

w e ' • 
a—u 

D ' a p r è s c e qui p r é c è d e , f j T +W = 0 . • 
2 Z Z 

COROLLAIRE . I l e x i s t e une b a s e de l ' e s p a c e S(Z,2) = S ° U , 2 ) t e l l e 
«g —2 _g 1—2s ""1 

que L ( s , f , l ) = ( 1 - a Z ) \ \ ( 1 - a p +p ) pour toute forme f 
P ^ P 2mnT 

de c e t t e b a s e , de développement de Fourier f ( î ) = S a e , 
n;>l 

no rma l i sée par a = 1 . De p l u s , a = ±1 . 

m C ' e s t le théorème ( 2 . 3 . 1 ) . La dernière a s s e r t i o n vient de c e 

que a e s t va leur propre de T = - W , qui e s t une invo lu t ion . • 

4 . JACOBIENNE 

4 . 1 . TACOBIENNE D'UNE COURBE. 

4 . 1 . 1 . D i v i s e u r s sur une c o u r b e . 

So ien t K un corps é g a l à (D ou à un corps l o c a l , X une courbe 

p ro j ec t i ve non s ingu l i è re déf in ie sur K , munie d'un point O déf in i sur 

K , L une e x t e n s i o n a lgébr ique de K . Rappelons l e s déf in i t ions s u i ­

van te s : ^ (X)(L) dé s igne le groupe des d iv i seu r s de X déf in is sur L , 

c ' e s t - à - d i r e le Z -modu le l ibre engendré par l e s " c y c l e s " de la forme 

e ( ( P 1 ) + ( P J + . . .+(P )) où P 1 , P 0 , . . . , P sont des points de X , où 
1 2 S 1 Z S 
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P 2 / - , # / ^ s S O n t * 6 S c o n J u 9 u ^ s ^ e P i s u r L / e t où e e s t le degré 

d ' i n s é p a r a b i l i t é de L ( P j / L ; fi (X)(L) e s t le sous -g roupe de ^(X)(L) 
1 o 

formé des d iv i s eu r s de degré nu l , le degré é tant l ' app l i c a t i on d de 

^(X)(K) dans Z déf in ie par l i néa r i t é à partir de : 

d ( e ( ( P j + ( P 9 ) + . . . + (P ))) = s . e ; 
i z s 

A (X)(L) e s t le sous -g roupe de fi (X)(L) formé d e s d iv i s eu r s de fonc t ions 
Z o 

de K(X) . 

Nous noterons fi(X) , fi (X) , fi (X) , pour ^(X)(K) , fi (X)(K) , 
o Z o 

^ ( X ) ( K ) • 

4 . 1 . 2 . Tacobienne ( [ 5 2 ] ) . 

En f a i s an t correspondre à L le groupe quot ient fi {X){L)/fi (X)(L) 
o Z 

on déf ini t un foncteur de l a c a t é g o r i e des e x t e n s i o n s de K dans c e l l e 

de s groupes a b é l i e n s . 

PROPOSITION . I l e x i s t e une va r i é t é a b é l i e n n e déf in ie sur K , no tée 

J(X) , t e l l e que J(X)(L) = fi {X){L)/fi (X)(L) pour toute e x t e n s i o n L de K. 
o z 

La d imens ion de J(X) e s t é g a l e au genre de X . 

Rappe lons qu 'une va r i é t é a b é l i e n n e déf in ie sur K e s t une v a r i é t é 

p r o j e c t i v e déf in ie sur K , munie d 'une lo i de groupe a b é l i e n t e l l e que 

l ' addi t ion s ' expr ime sur l e s coordonnées par d e s fonc t ions r a t i o n n e l l e s à 

c o e f f i c i e n t s dans K . D 'au t re pa r t , J(X)(K) d é s i g n e l e s points de J(X) 

à coo rdonnées dans K . 

On peut t rouver une démonst ra t ion de la p ropos i t ion , a v e c une 

cons t ruc t i on de J(X) , dans [ 6 ] . 

PROPOSITION. S i le genre de X e s t non nu l , pour tout point P Q  

de X , l ' a p p l i c a t i o n de X dans J(X) qui a s s o c i e au point P la c l a s s e  

du d iv i seur (P) - ( P Q ) e s t une i n j e c t i o n . 

• S i l e s d iv i seu r s (P) - ( P Q ) e t (Q) - (Q Q ) sont é q u i v a l e n t s , 

pour deux points P e t Q d i s t i n c t s de X , a lo rs (P) - (Q) e s t le d i v i ­

seur d 'une fonct ion f sur X . M a i s a lors f défini t un revê tement de 
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degré un : X - P 1 , donc X e s t de genre nu l . • 

Remarques : 

- S i P Q e s t r a t ionne l sur L , a lors l ' i n j e c t i o n l ' e s t a u s s i . 

- S i X = X Q ( N ) , on pose P = » , e t a lors l ' i n j e c t i o n e s t r a ­

t i o n n e l l e sur Q . 

4 . 1 . 3 . Courbes e l l i p t i q u e s . 

PROPOSITION I . S i X e s t une courbe e l l ip t ique E , l e s v a r i é t é s  

a b é l i e n n e s E et J(E) sont i s o m o r p h e s . 

• Remarquons que J(E) e s t une c o u r b e , puisque g = 1 . A 

tout point P de E , a s s o c i o n s la c l a s s e de (P) - (O) dans 

Jfr (E)/f t (E) . C e t t e app l i ca t ion e s t i n j e c t i v e : en e f f e t , s i 
o Z 

(P) - (O) = (Q) - (O) , le d iv i seur (P) - (Q) e s t un d iv i seur de fonc t ions 

sur E , c e qui e s t i m p o s s i b l e sur une courbe de genre 1 (K(E)/K se ra i t 

m o n o g è n e ) . 

S u r j e c t i v i t é : s i d ç -&Q(E) » ^ e d iv i seur d + ( 0 ) e s t de degré 

1 > 2g - 2 , e t le théorème de Riemann-Roch donne 

e(d+(0) ) = deg (d+(0 ) ) - g + 1 = 1 : 

autrement d i t , i l e x i s t e un d iv i seur p o s i t i f l inéa i rement équiva len t à 

d + (O) , i . e . un point P de E t e l que d s (P) - (O) (mod. ^ ( E ) ) . 

Ce t t e app l i ca t ion e s t un homomorphisme de groupes : é c r i vons 
2 3 2 

l ' équa t ion de E sous l a forme y + a . x y + a . y = x + a 0 x + a . x + a c , 
1 6 Z 4 B 

et cons idé rons t ro i s points P , Q , R de E de somme n u l l e , i . e . t ro i s 

points a l i g n é s dans le plan ( x , y ) . Soi t f ( x , y ) = ux + vy + w = 0 

l ' équa t ion de la droite PQR . La fonc t ion f a 3 zé ros en P , Q , R , 

e t un s eu l pôle en O , donc son d iv i seur e s t (f) = (P) + (Q) + (R) - 3 ( 0 ) . • 

4 . 1 . 4 . C a s c o m p l e x e . 

Sur (D , une courbe p ro j ec t i ve non s ingu l i è re de genre g peut 

ê t re c o n s i d é r é e comme une sur face de Riemann compac te ; l ' e s p a c e des 

formes d i f f é r en t i e l l e s holomorphes sur c e t t e sur face e s t de d imens ion g . 
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So i t {uu ,uu9 , . . . ,uu } une b a s e de l ' e s p a c e des formes d i f f é r e n t i e l -
J. Z g 

l e s holomorphes sur c e t t e sur face de Riemann (notée X) ; so i t A le 

r é s e a u de (C engendré par l e s g - u p l e s ( J ujj , J ujg # • • • # J ci) ) # où y 

parcourt l ' e n s e m b l e des l a c e t s sur X ; so i t P Q un point f i xé de X . 

Cons idé rons l ' app l i c a t i on de X dans ( C G / A déf in ie par : 

P P P 

p » — • ( ; u ) 1 , j w 2 , . . . , j a j g ) . 
o o o 

PROPOSITION . L ' app l i ca t i on qui fai t correspondre au d iv i seur 
P P P 

(P) - ( Q ) (sur X) le q-uple ( J <D« # J U ) 2 # • • • # J ou ) défini t un i somor -

0 Q Q 9 

phisme de la j a c o b i e n n e de X sur ( D G / A . 

Remarque : Ce t t e proposi t ion prouve que 

oP/a 
e s t une va r i é t é 

a b é l i e n n e ; on peut le montrer d i rec tement : ( D 9 / A e s t un groupe a b é -

l i e n , e t i l faut vér i f ier que c ' e s t une va r i é t é p r o j e c t i v e . 

En f a i t , on montre qu ' i l e x i s t e une forme de Riemann sur ( C 9 / A , 

c ' e s t - à - d i r e une app l i ca t ion E de (C 9 x (C g dans R , vér i f iant l e s 

cond i t ions su ivan t e s : 

(i) E e s t R - b i l i n é a i r e ; 

(i i) E ( x , y ) = - E ( y , x ) ; 

( i i i ) s i ( x , y ) 6 A X A a lors E ( x , y ) € Z ; 

(iv) l a forme R - b i l i n é a l r e : ( x , y ) E ( x , i y ) e s t symétr ique 

déf in ie p o s i t i v e . 

Or l ' e x i s t e n c e d'une forme de Riemann sur Œ G / A e s t une c o n d i ­

t ion n é c e s s a i r e e t su f f i san te pour que < C 9 / A so i t une v a r i é t é a b é l i e n n e . 

( c f . [ 4 3 ] , A p p . l l ; [ 4 6 ] , t h m . 3 8 ) . 

4 . 1 . 5 . Formes d i f f é r en t i e l l e s ( c f . [ 4 3 | , Appendix ; [ 4 4 ] , 1 . 2 ) . 

Pour définir l e s formes d i f f é r en t i e l l e s sur un corps de b a s e q u e l c o n ­

que K , on procède a i n s i : so i en t V une v a r i é t é déf in ie sur K de 

d imens ion n , e t Q un domaine un ive r se l pour K ( c f . [ 4 3 ] ) . Notons 

L(V) le corps des fonc t ions r a t i o n n e l l e s de V dans L , pour toute 

e x t e n s i o n L de K . 
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PROPOSITION . I l e x i s t e un e s p a c e v e c t o r i e l Dif(V) sur q(V) 

de d imens ion n , e t une app l ica t ion Q- l inéaire d de fi(V) dans 

Dif(V) t e l l e que : 

(i) d(fg) = fdg + gdf (quels que so i en t f , g dans n(V)) ; 

(ii) { d f , d f ? , . . . , d f ] e s t une b a s e de Dif(V) sur n(V) s i i z n -—-
et s eu l emen t s i { f , f 9 , . . . , f } e s t une b a s e de t r a n s c e n -

J. ш n 
dance séparan te de n(V) sur n . 

Dif(V) e s t l ' e s p a c e des formes d i f f é r en t i e l l e s sur V . Une forme 

d i f fé ren t ie l l e ш sur V e s t di te holomorphe s i , en tout point de V , 

on peut éc r i r e ш = S f .dg^ , a v e c des fonc t ions L e t g., holomorphes 
i 

en ce point. Nous noterons Dif (V) l ' e s p a c e des formes d i f f é ren t i e l l e s 
о 

holomorphes sur V . 

De façon a n a l o g u e , uu e s t di te déf in ie sur L (К с L с Q) s i 

en tout point de V , on peut éc r i r e uu = S f.dg, a v e c f, e t g^ dans 
i 

L(V) . L ' e s p a c e des formes d i f f é r en t i e l l e s sur V dé f in ies sur L e s t 

noté Dif(V;L) . On définit de même Dif (V;L) . 
о 

Soi t W une autre va r i é t é sur К , e t \ un morphisme de V 

dans W . On défini t une app l i ca t ion \ ^ de Dif(W) dans Dif(V) par : 

\ЛЪ f .dg.) = Tj (f.oX)d(g,o\) , * , i i , i i 
i i 

e t a lors \ ^ ( D i f (W)) e s t i nc lus dans Di f (V) . 
о о 

En pa r t i cu l i e r , s i K = ( C , V = X , W = J(X) = < £ g / A pour une 
z z z 

courbe X sur (D , et s i X e s t défini par : z -* (J u ^ , J ^ / - - - / J w ) / 
z z z 

о о о 
l ' app l i ca t i on \ e s t un isomorphisme de Dif (J(X)) sur Di f (X) . 

•M* о о 
Déc r ivons \ : so ien t z , , z 0 , . . . , z l e s app l i ca t i ons coordonnées de 

# 1 2 g 
J(X) dans CD . Alors {dz ,dz , . . • ,dz } e s t une b a s e de Di f ( J (X) ) , 

j . ùà g 

et X^ e s t déf ini par : X^ (dz ) = ш. . En f a i t , on a un r é su l t a t plus 

géné ra l : 
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En c a r a c t é r i s t i q u e q u e l c o n q u e , D i M j ( X ) ) e t D i M X ) sont i s o m o r ­

phes . 

En p a r t i c u l i e r , sur (C , s i X e s t une courbe modulaire X Q ( N ) , 

l ' a p p l i c a t i o n f »-> uj = f(T)dî e s t un i somorphisme entre l ' e s p a c e des 

formes pa rabo l iques de poids 2 pour i M N ) et l ' e s p a c e d e s formes 

d i f f é r e n t i e l l e s holomorphes sur X Q ( N ) . C e s deux e s p a c e s sont a u s s i 

i somorphes à l ' e s p a c e des formes d i f f é r en t i e l l e s holomorphes sur J ( X Q ( N ) ) , 

et i l s sont de d imens ion g sur (D , s i g d é s i g n e le genre de X Q ( N ) . 

4 . 2 . CORRESPONDANCES. 

4 . 2 . 1 . Cor respondance et j a c o b i e n n e . So ien t X e t Y deux cou rbes 

dé f in i e s sur K , et T une co r respondance de X dans Y . La l i ­

néa r i t é permet de supposer T i r réduc t ib le : c e l a s i g n i f i e , ( a v e c l e s 

no ta t ions de 2 . 1 . 1 ) , qu ' i l e x i s t e une s o u s - v a r i é t é i r réduc t ib le Z de 

X x Y , t e l l e que 

d i - i 
T(x) = S (y.) S i { ( X / Y j ) } ^ ^ = (x) . 

i = l 1 

Par l i n é a r i t é , c e l a défini t un homomorphisme T de £ (X) dans «& (Y) . 
o o 

PROPOSITION . L ' image par T de £ (X) e s t dans $ (Y) . 

• S o i t f une fonct ion r a t i onne l l e sur X . Les p r o j e c t i o n s : 
Z # K"(Z) * 

p r ^ / \pr^ 2 d é f i n i s s e n t des i n j e c t i o n s : p r l ^ 

X Y K(X) K ( Y ) 

Soi t N la norme de K(Z) dans K(Y) , e t f | T = N(pr*(f)) . 

Montrons que T((f)) = (f | T) . Pour tout y dans Y , nous avons : 

d 2 

f | T ( y ) = N(pr*(f))(y) = "[T pr*(f) (x ,y) 
i = l 

où l e s x . sont déf in i s par : p r ^ t y ) = f ( x . , y ) } . , , . Comme 

d 2

 2 

p r * ( f ) ( x , y ) = f(x) , nous ob tenons : f | T(y) = J~\ • E t e n d é s i -
i = l 1 

gnant par l 'ordre d 'une fonc t ion f en un point x : 
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(f 1 T) = Tj v (f l T ) . ( y ) = L ( E v (f))(y) 
y ç Y 7 yeY xçX X 

(x,y)(EZ 

= T v (f) ( L (y)) = E v ( f ) . (T(x) ) = T((f)) . • 

x € X X yeY x ç X 
( x , y ) € Z 

COROLLAIRE '. Toute co r respondance T de X dans Y déf ini t  

un homomorphisme de J(X) dans J(Y) . 

Nous noterons enco re c e t homomorphisme T . 

4 . 2 . 2 . T r a n s p o s é e . So i t T une co r respondance de X dans Y , 

déf inie par T(x) = £ y. comme précédemment . On appel le co r respondance 
i = l 1 

t r a n s p o s é e de T la co r re spondance T' de Y dans X déf in ie par 

d 2 

T'(y) = Tj X , O Ù [ ( X j i y ) } ^ ^ . = pr~ (y) • 

i = l 2 

4 . 2 . 3 . F r o b e n i u s . Soi t q une p u i s s a n c e d'un nombre premier p , e t 

notons K le corps F ^ : a lors l ' app l i ca t i on x - x q e s t un automorphis -

me de K . Soi t V une va r i é t é p ro j ec t i ve déf in ie sur K par des p o l y ­

nômes homogènes F, (X) (où X = (X ,X , . . . ,X )) , so i t F ^ Ç X ) le 

polynôme obtenu en f a i san t agir x >-* x q sur l e s c o e f f i c i e n t s de F, , 

et so i t V H l a va r i é t é déf in ie par l e s F.^QC) . L ' app l i ca t i on 

(x ,x„ , . . . , x ) ̂ * {x^ ,x},. . . , x q ) envo ie V dans V e * et e s t appe lée 
o 1 r o 1 r 

l ' a p p l i c a t i o n de F r o b e n i u s . 

TTq 
Lorsque V e s t déf in ie sur F , on a V = V . S i V e s t une 

q 
courbe X , on peut définir une co r re spondance de X dans e l l e - m ê m e , 

appe lée co r re spondance de Froben ius e t no tée TT , par : n (x) = ( x q ) . 

• i / q 
La co r re spondance t r a n s p o s é e TT' e s t a lors déf in ie par : TT' ( X ) = q (x ) , 

q q 
et nous avons : 

TT TT' (x) = TT' TT (x) = q(x) . 
q q q q 
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5 , EWOMORPHISMES D'UNE COURBE ELLIPTIQUE 

5 . 1 . ENDOMORPHISMES D'UNE VARIETE ABELIENNE. 

5 . 1 . 1 . Soi t A une va r i é t é abé l i enne sur un corps que lconque K , 

A le groupe des points dont l 'ordre d i v i s e n , C un nombre premier 
n 

différent de la c a r a c t é r i s t i q u e de K. La mul t ip l i ca t ion par Z envo ie 

A dans A i , et l ' e n s e m b l e des A (nÇlN) forme un s y s t è m e 
e n e n - l c n 

p r o j e c t i f . Par dé f in i t ion , le module de Tate T (A) e s t é g a l à lim A 
Z *- »n 

n ç l N * 

5 . 1 . 2 . En c a r a c t é r i s t i q u e n u l l e , A e s t un tore Œ g /A muni d 'une forme 

de Riemann (cf 4 . 1 . 4 ) , et End(A) e s t isomorphe à l ' anneau des e n d o ­
r t 9 r r 

morphismes de (C qui l a i s s e n t A s t a b l e s ; comme A — 22 , on a : 

End(A) c M 0 (Z) . 
2g 

D 'aut re par t , A - ( Z / e n Z ) 2 g , T (A) - (Z ) 2 g e t même T (A) 
^n Z Z Z 

e s t canoniquement isomorphe à A (Sw 2 â (u t i l i se r l ' i somorphisme c a n o ­
ns Z 

nique A - A g ^ Z / r t ) . 
Z 

L'anneau End (A) opère sur A , donc sur T (A) , e t on ob t i en t 
Z 

a i n s i une r ep ré sen t a t i on R^ de End(A) dans End^, (Tg(A)) = E n d ^ 
Z Z 

appe lée r ep ré sen ta t ion l - a d i g u e de End (A) . 

5 . 1 . 3 . C e s r é s u l t a t s s e g é n é r a l i s e n t a i n s i : 

THEOREME (Wei l ) ( c f . [ 5 2 ] ) . Soient A , K , C comme dans ( 5 . 1 . 1 ) , 

e t g l a d imens ion de A . Alors : 

(i) A - № / z n m 2 g ; 
z n 

(i i) I l e x i s t e une i n j e c t i o n R de End (A) ® Z dans End (T (A)) ; 

( i i i ) End(A) e s t un Z-module l ibre de rang £ (2g) 
2 
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5 , 2 . ISOGENIE TRANSPOSEE. 

5 . 2 . 1 . So ien t E , F , deux courbes e l l i p t i q u e s sur K , et X une 

i s o g é n i e déf in ie sur K , de E dans F ( c f . 1,4 . 3 . 1 ) . On peut c o n s i ­

dérer X comme une co r respondance de E dans F , e t définir s a 

t r a n s p o s é e X' de F dans E ( c f . 4 . 2 . 2 ) ; a lors X'(Q) = E e (P) 

PCE 

X(P)=Q 
où e p e s t la "mul t ip l i c i t é " de P . 

D ' a p r è s le co ro l l a i r e ( 4 . 2 . 1 ) , X' défini t un homomorphisme de 

J(F) dans J(E) . M a i s la j a c o b i e n n e d'une courbe e l l ip t ique s ' i den t i f i e 

à c e t t e courbe ( c f . 4 . 1 . 3 ) , donc X' défini t un homomorphisme,, encore 

noté X ' , de F dans E . 

Déc r ivons l 'homomorphisme X' : so ien t d le degré de X et d 
- 1 s 

son degré de s é p a r a b i l i t é ( c f . 1.4 .3 . 1 ) , f ^ i ^ j ^ d = ^ ^ ' 

f a . } - , . . = X *(0) = Ker x . Alors X' e s t composée des 3 app l i ca t ions : 
i J l £ i £ d 

F ~ ^ - ^ J ( F ) ^ ^ J ( E ) ~ •» E 

d 
Q • ^ ( Q ) - ( O ) . * » Z ( P . ) - ( a . ) • 

1=1 1 1 

d 
où Q' e s t déf ini par : Z ( P . ) - (a . ) = (Q' ) - (O) (mod. £ ( E ) ) ; a i n s i , 

1=1 

X' e s t un homomorphisme non nul de F dans E , c ' e s t - à - d i r e une 

i s o g é n i e . 

5 . 2 . 2 . PROPOSITION ( c f . [ 5 ] , 2 . 8 ) : L ' a p p l i c a t i o n X X' t ransforme  

toute i s o g é n i e de E dans F en une i s o g é n i e de F dans E , et 

vér i f ie l e s propr ié tés s u i v a n t e s : 

(i) X . X ' = deg X ; 

(ii) s i n ç Z , a lo rs n' = n ; 

( i i i ) O^Xj) = \ 1 \ 2 '> 

(iv) X" = \ ; 

(v) i\1+\2V = \\ + \'2 s i X x + X 2 f 0 . 
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• I l suffit de vér i f ier c e s propr ié tés en cons idé ran t X e t X ' comme 

des homomorphismes entre ^ (E) et ^ ( F ) . S i Q ç F , a lors 

X X ' ( ( Q ) ) = X ( E (P)) L (Q) = (deg x ) . ( Q ) , 
PgE PçE 

X(P)=Q X(P)=Q 

d'où (i) . De p l u s , s i X = n e %> , deg X = n ( c f . 1 , 4 . 3 . 2 ) f e t (i) 

implique n' = n , c ' e s t - à - d i r e ( i i ) . 

Pour ( i i i ) , so ien t E , F , G t ro i s courbes e l l i p t i q u e s sur K , 

\ une i s o g é n i e de E dans F , x 2 de F dans G , a lo r s l a d e s ­

cr ip t ion de x' donne : 

O v ^ J ' U R ) ) = E (P) = ((R)) , 
PeE 

\2\1i?)=R 

c ' e s t - à - d i r e ( i i i ) . 

Or pour montrer ( i v ) , i l suffit de montrer que X ' V = XX* , puisque 

X ' e s t s u r j e c t i v e . U t i l i s o n s s u c c e s s i v e m e n t ( i i i ) , ( i ) , ( i i ) , (i) : c e l a 

donne X ' V = (XX1Y = (deg x ) ' = deg X = XX1 , d 'où ( i v ) . 

Enf in , so i t Z^ ( r e sp .Z^ ) la courbe de E x F d é f i n i s s a n t l a c o r ­

r e spondance X^ ( r e s p . X_ 2 ) de E dans F ( c f . 2 . 1 . 1 ) ; la co r re spondance 

X ^ = ^ ^ + ^ 2 correspond donc à l a courbe / "réunion" de Z^ e t Z^ . 

Rappelons que X\(y) = E (x) (1=1 ,2 ) ; a i n s i , 
1 (x,y)GZ, 

X ^ ( y ) = E (x) = E (x) + E (x) = x i ( y ) + y^(y) 
( x , y ) ç Z 3 ( x , y ) € Z j ( x , y ) € Z 2 

et (v) e s t démontré , (on t rouvera dans [ 5 ] , Appendix C , une autre d é ­

monstra t ion de ( v ) ) . • 

Remarque : En posant O' = O , pour l 'homomorphisme nu l , on ob t ien t 

une app l i ca t ion de Hom(E,F) dans Hom(F,E) qui vér i f ie l e s propr ié tés 

(i) à ( v ) . 

COROLLAIRE . L ' app l i ca t i on X X ' déf ini t une involut ion sur End(E) . 
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5 . 2 . 3 . PROPOSITION ( c f . [ 18 ] , 13 . 2 ) . So i t X un endomorphisme de E , 

X non en t i e r r a t i o n n e l . Alors Q(x) e s t une e x t e n s i o n quadratique i m a g i ­

naire de Q , le conjugué de X sur Q e s t l 1 i s o g é n i e t r a n s p o s é e x' , 

et le polynôme minimal de X sur Q e s t à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s . 

• Cons idé rons l ' é g a l i t é : ( l - x ) d - X ' ) = 1 - ( X + X ' ) + XX' , dans 

l aque l l e ( 1 - X ) ( 1 - X ' ) e t XX' sont des e n t i e r s na ture ls (on u t i l i s e 5 . 2 . 2 , 

(i)) . E l l e montre que x + X' e s t e n t i e r , donc que le polynôme 
2 

P(x) = (x-xMx-x 1) = x - x ( x + X ' ) + XX' e s t à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s , e t que 
X et X 1 sonc a lgébr iques sur Qj , de degré inférieur à 2 . Comme 

2 2 
n - nm(x+X') + XX'm = (n-mX)(n-mX') e IN s i n ,m 6 2E , le polynôme 

P(x) prend des va leurs p o s i t i v e s ou nu l l e s en tout point de Q , donc 

de R , et son d iscr iminant e s t néga t i f ou nu l . S ' i l e s t nu l , X = X' 

e s t r a t i o n n e l , donc e n t i e r , c e qui e s t cont ra i re à l ' h y p o t h è s e . S ' i l e s t 

s t r i c t ement n é g a t i f , Q (x ) /Q e s t imaginai re quadra t ique , e t la p r o p o s i ­

t ion e s t démont rée . • 

COROLLAIRE . L ' i s o g é n i e x e s t é g a l e à s a t r a n s p o s é e X' .si 

e t seu lement s i X 6 22 . 

5 . 2 . 4 . L ' app l i ca t ion X -> X' correspond à 1*involution d 'Atkin-Lehner 

sur X (N) : 
o 

PROPOSITION . S i N e s t premier , W ^ ( ( E ,Ker x)) = (x (E) ,Ker X') • 

a Nous avons vu que Y (N) e s t en b i j e c t i o n a v e c l ' e n s e m b l e 
o 

des c o u p l e s (E , x ) où X e s t une i s o g é n i e sur E de degré N , par : 

(E ,X) - (E,Ker X) ( c f . 1 , 4 . 3 . 3 ) . 

Puisque XX' = N , le groupe ^ ( E N ) e s t i nc lus dans Ker X' ; 

or c e s 2 groupes ont le même ordre N . Donc 

W N ( ( E , K e r X)) = (E /ke r X / E ^ e r x) = ( x ( E ) , K e r X ' ) 

sur Y (N) . • 
o 
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5 . 3 . COURBES ELLIPTIQUES SUR (C AVEC MULTIPLICATION COMPLEXE 

( c f . [ 4 8 ] ) . 

5 . 3 . 1 . Une courbe e l l ip t ique E sur un corps K e s t di te à mul t ip l ica t ion  

complexe s i End E ^ 22 . Supposons maintenant que K = (C , E = (C/L , 

L = Z u u ^ e Z u t ^ / e t T = u u g / f o j /' a lo rs End(E) e s t un Z-modu le l ibre de 

rang au plus éga l à 2 , e t la proposi t ion ( 5 . 2 . 3 ) prouve q u e , s i E a 

de la mul t ip l ica t ion c o m p l e x e . End E e s t un ordre dans un corps q u a ­

drat ique i m a g i n a i r e . On démontre a lors l e s r é s u l t a t s su ivan t s : 

5 . 3 . 2 . PROPOSITION . La courbe e l l ip t ique ( C / L a de la mul t ip l i ca t ion  

complexe s i et seu lement s i le corps Q ( T ) e s t quadrat ique i m a g i n a i r e . 

Et a l o r s , End ((C/L) e s t un ordre dans Q{r) . ( c f . [ 4 8 ] p r o p . 4 . 5 ) . 

5 . 3 . 3 . So ien t K un corps de nombres , <y un ordre de K , G un r é s e a u 

de K . On dit que g e s t un ffr-idéal propre s i 0 = [ x ç K / x G e G } . L ' e n ­

semble des 0 - i d é a u x propres forme un groupe , d ' é l ément neutre 0 , e t 

l 'on définit le groupe des c l a s s e s de 0 - i d é a u x propres (modulo la r e l a t ion : 

G équivaut à G' s ' i l e x i s t e un x Ç t e l que g = *G') • 

PROPOSITION . Soi t o un ordre dans un corps quadrat ique i m a g i ­ 

naire K . I l e x i s t e une b i j e c t i o n entre l e s c l a s s e s de courbes e l l i p t i g u e s  

sur (C t e l l e s gue End E o , e t l e s c l a s s e s de o - i d é a u x p ropres . 

Dans c e t i somorph i sme , à la c l a s s e d'un 0 - i d é a l propre G c o r r e s ­

pond la c l a s s e de la courbe e l l ip t ique ( C / g . ( c f . [ 4 8 ] p r o p . 4 . 8 ) . On 

note j(g) l ' invar ian t de ( C / g . 

COROLLAIRE . S i O e s t l 'ordre maximal de K , c ' e s t - à - d i r e  

l ' anneau des en t i e r s de K , le nombre de c l a s s e s de courbes e l l i p t i g u e s 

E sur (C t e l l e s gue End E o e s t é g a l au nombre de c l a s s e s du  

corps K . ( c f . [ 4 8 ] p r o p . 4 . 1 0 ) . 

(Dans c e c a s , un 0 - i d é a l propre e s t un i déa l f rac t ionnai re de K ) . 
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5 . 3 . 4 . La théor i e du corps de c l a s s e s permet de démontrer le r é su l t a t 

su ivant : 

THEOREME . Soi t Q- un ordre dans un corps quadratique imaginai re 

K , e t so i t G un ft-idéal propre. Alors : 

(i) Tout conjugué de j(q) sur K ( r e sp . sur Q ) e s t de la forme 

j((B) / pour un ffr-idéal propre (£> . 

(ii) L ' e x t e n s i o n K ( J ( G ) ) A e s t g a l o i s i e n n e , et l 'on définit un i s o -

morphisme du groupe de G a l o i s de K ( J ( G ) ) A sur le groupe des  

c l a s s e s de ( 3 - i d é a u x p ropres , en a s s o c i a n t à tout 

a 6 Gal(K(j (G ) ) / ÎC) la c l a s s e d'un o - i d é a l propre (B t e l gue 

J ( G ) q = J t e " ^ ) • 

( i i i ) Les e x t e n s i o n s K ( J ( G ) ) A e t Q 0 ( G ) ) / Q sont de même d e g r é . 

(iv) S i O e s t l 'ordre maximal de K , a lors K ( J ( G ) ) e s t l ' e x t e n ­

s ion abé l i enne non ramif iée maximale de K . 

( [ 4 8 ] , theorem 5 . 7 ) . 

5 . 4 . SEPARABILITE DES MORPHISMES. 

5 . 4 . 1 . So ien t deux courbes V et W sur K , et \ un morphisme non 

cons t an t de V dans W défini sur K . Nous avons vu en ( 4 . 1 . 5 ) que 

X induit un homomorphisme \ de Dif(W;K) dans Dif(V;K) , e t a u s s i 

( c f . 1 , 4 . 3 . 1 ) un homomorphisme \ * de K(W) dans K(V) . Par dé f in i t ion , 

\ e s t s epa rab l e ( r e s p . i n s é p a r a b l e , purement i n s é p a r a b l e ) , s i l ' e x t e n s i o n 

K(V)A*(K(W)) e s t s epa rab l e ( r e s p . i n s é p a r a b l e , purement i n s é p a r a b l e ) . 

PROPOSITION " ( c f . [ 4 8 ] , 5 . 1 ) . Soi t o) € Dif(W;K) , uu ^ 0 ; a lors X 

e s t s epa rab l e s i et seu lement s i \^(u)) e s t non nu l . 

• Cons idé rons le diagramme c i - d e s s o u s / où [ g ] forme une b a s e 

de t r a n s c e n d a n c e sépa ran te de K(W)/K . Alors A * ( K ( W ) / K U * g ) e s t s e p a ­

rab le comme K(W)A(g) / e t K(V)A*(K(W)) e s t s epa rab l e s i e t seu lement 
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s i K ( V ) / № ' r g ) l ' e s t a u s s i , c ' e s t - à - d ire s i et seu lement 
K(V) 

s i { X * g } forme une b a s e de t r a n s c e n d a n c e sépa ran te d< 
) * • 

K(W) • \ * (K(W)) K(V)/k . D ' ap rè s ( 4 . 1 . 5 ) , c e l a équivaut à dire que 

| x | {d (x*g)} forme une b a s e de Dif(V) sur fi(V) , ou encore 

K(g) — • K(x*g) q u e d ( x * g ) -¿ Q , a lors que l ' hypo thèse sur g s ign i f i e 

Que { d g } forme une b a s e de Dif(W) sur fi(W) . A i n s i , 

(ju s ' é c r i t h-dg a v e c h ± 0 , e t X e s t s epa rab l e s i e t seu lement s i 

X (̂uu) = (X*h)-d(x*g) e s t non nul . • 

COROLLAIRE • Les cond i t ions su ivan t e s sont é q u i v a l e n t e s : X e s t  

s e p a r a b l e ; \ e s t non nul le ; \ ^ e s t i n j e c t i v e . 

5 . 4 . 2 . Soi t p un nombre premier et q = p* . S i K = F et V = W , 
q 

cons idé rons l ' app l i ca t i on de Frobenius TT déf in ie en ( 4 . 2 . 3 ) . 

PROPOSITION . Le Frobenius e s t purement i n s é p a r a b l e de degré q . 

• Le degré de TT e s t é g a l à n n 1 d ' après ( 5 . 2 . 2 ) , qui e s t 

q q q 
é g a l à q d ' après ( 4 . 2 . 3 ) . D 'aut re par t , 

(TT ) # ( d f ) = d ( T T * f ) = d ( f o T T ) = ( f o n ).d(rr ) = 0 , 
P P P P P 

donc (n ) e s t nul e t rr i n sépa rab l e d ' après ( 5 . 3 . 1 ) . Comme p e s t 
P * P f 

premier , T T P e s t purement i n s é p a r a b l e , e t rr q = (TT^) a u s s i . • 

5 . 4 . 3 . Hypothèse de Riemann ( c f . [ 1 6 ] , 8 ) . 

PROPOSITION . S i E e s t une courbe e l l i p t ique sur F , on a : 
q 

| » ( E ( F )) - ( l + q ) | ¿ 2 q l / 2 . 

• L ' i s o g é n i e 1 - TT e s t s epa rab l e (d 'après ( 5 . 4 . 1 ) e t ( 5 . 4 . 2 ) ) , 
q 

donc i l n 'y a pas de problème de m u l t i p l i c i t é , e t 

d e g ( l - n ) = « K e r ( l - T T Q ) = « E ( F q ) . 

D'aut re par t , 
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d e g ( l - T T ) = ( 1 - t t K W ) = 1 - (tt + t t ' ) + n tt ' = l-tr(rr ) + q . 
q q q q q q q q 

2 2 
Et e n f i n , s i n ,m £ TL , d e g ( n + m ) J = n + mntr(x) + m deg \ e s t un 

2 
en t i e r p o s i t i f , autrement dit le tr inôme X + X t r ( \ ) + deg(x) e s t p o s i t i f 

2 
sur Q , donc sur R , e t le d i sc r iminant t r ( \ ) - 4 deg X e s t néga t i f 

1/2 
ou nu l . Ains i ( t r (x) | £ 2fJdeg X. , e t en par t i cu l ie r |tr(rr ) | £ 2q ' . • 

q 

Remarque : Ce t t e proposi t ion e s t un c a s par t i cu l ie r du r é su l t a t 

s u i v a n t , dû à W e i l ( c f . [ 1 6 ] , 8 ) : s i X e s t une courbe p ro jec t ive non 

s ingu l i è r e de genre g déf in ie sur F , on a : 
q  

| « X ( F q ) " ( l + q ) | * 2 g q 1 / 2 . 

Ce r é su l t a t équivaut au suivant ( c f . [ 1 6 ] , 9 . 3 ) : Tous l e s zé ros de la  

fonc t ion z ê t a de Riemann sur X ont une part ie r é e l l e é g a l e à 1/2 . 

Il e s t g é n é r a l i s é par l e s c o n j e c t u r e s de W e i l e t P e t e r s s o n 

(cf . [ 1 6 ] , 9 . 4 ) récemment démontrées par De l igne ( [6a ] , [ 6 b ] , [ 4 0 ] ) dont nous 

repar le rons en ( 7 . 4 . 2 ) . 

5 . 5 . SUPERSINGULARITE. 

Soi t K un corps de c a r a c t é r i s t i q u e p ^ 0 , et E une courbe 

e l l i p t ique sur K . 

5 . 5 . 1 . LEMME . La mul t ip l i ca t ion par p e s t une i s o g é n i e i n s é p a r a b l e  

de E . 

• L ' app l i ca t i on p^ e s t la mul t ip l ica t ion par p des d i f f é ren t i e l l e s ; 

donc p^ = 0 . • 

C e l a s ign i f i e que l ' e x t e n s i o n K(E)/p*(K(E)) e s t i n s é p a r a b l e . 

Remarque : Nous s a v o n s , d ' après ( 5 . 4 . 2 ) , que TT e s t i n sépa rab l e 
"~' —-—— p 

et de degré p = rr TT' . A i n s i , l ' e x t e n s i o n K(E)/p*(K(E)) s e décompose 
P P 

en 2 e x t e n s i o n s s u c c e s s i v e s de degré p : K ( E ) / ( T T ) * ( K ( E ) ) qui e s t toujours 
P 



- 93 -

i n s é p a r a b l e , et (n )*(K(E))/p*(K(E)) = (TT ' ) * ( T T )*(K(E)) qui e s t i n s é p a r a b l e 
P P P 

s i et seu lement s i TT 1 e s t i n s é p a r a b l e . 
P 

K(E) E 

I 4\ 
(TT )*(K(E)) E | p 

f 4 
p*(K(E)) = ( T T ' ) * ( T T )*(K(E)) E 

P P 

5 . 5 . 2 . La courbe E e s t di te non- supe r s inqu l i è r e s i TTp e s t s e p a r a b l e . 

Dans c e c a s , Ker(p) 22/pZ£ , chaque é lément é tant compté a v e c la 

mul t ip l i c i t é p . 

Dans le c a s c o n t r a i r e , TT' e s t i n s é p a r a b l e , p e s t purement 
P 2 

i n s é p a r a b l e , Ker(p) e s t réduit à l ' é l émen t 0 a v e c la mul t ip l i c i t é p , 

e t E e s t di te s u p e r s i n g u l i è r e . 

PROPOSITION . S i E e s t s u p e r s i n g u l i è r e , son invar iant j e s t 

dans F 0 (même s i E n ' e s t pas déf ini sur F 9 ) . (c f . [ 1 8 ] , 1 2 . 2 ) . 
P 2 P Z 

• La courbe E e s t supers ingu l iè re s i e t seu lement s i p e s t 
- p 2 

purement i n s é p a r a b l e , et a lors p*(K(E)) e s t une e x t e n s i o n de (K(E)) 
2 2 

Or [K(E) : p*(K(E))] = deg(p) = p 2 , e t d 'autre part ( K ( E ) ) P = K ( E P ) 
- ~ n 2 2 2 

puisque K e s t a lgébr iquement c l o s , d 'où [K(E): ( K ( E ) ) P ] = deg(rr ) = p 
_ _ 2 2 P 

A i n s i , p*(K(E)) = ( K ( E ) ) P , e t pE - E p . Comme on a i c i E - pE , 
2 2 

on en déduit que j (E) = j ( E p ) = j ( E ) p . • 

A i n s i , le nombre des invar ian ts des courbes supe r s ingu l i è r e s e s t 

f i n i , donc le nombre des c l a s s e s de K isomorphisme de cou rbes s u p e r ­

s i n g u l i è r e s sur K e s t f i n i . 

5 . 5 . 3 . Nous admettrons le r é su l t a t su ivan t , dû à Deuring ( c f . [ 7 ] ) r 
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THEOREME . Soi t E une courbe e l l ip t ique sur un corps K de  

c a r a c t é r i s t i q u e p ^ 0 . Alors : 

(i) S i j e s t t r anscendan t sur F , End(E) = TU ; 

p 

(ii) S i E e s t s u p e r s i n g u l i è r e , End(E) e s t l 'ordre maximal de  

l ' a l gèb re de quatern ions ramif iée en p e t » s e u l e m e n t . 

( i i i ) S i E e s t non supers ingu l iè re et s i K e s t un corps f i n i , 

End(E) e s t un ordre dans un corps guadrat igue imag ina i r e , et 

p e s t complètement décomposé dans c e corps guadra t igue . 

On trouvera une démonst ra t ion de c e théorème dans [ 1 8 ] , 1 3 . 2 , 

théorème 5 (pour ( i i i ) ) , t héorèmes 7 , 8 , 9 (pour (i i)) . L ' a s s e r t i o n (i) 

provient de l ' a s s e r t i o n analogue en c a r a c t é r i s t i q u e nulle ( [ 1 8 ] , 3 . 3 ) , 

j o in te à un r é su l t a t de Deuring sur la réduct ion (mod.p) des invar ian ts 

a lgéb r iques sur Q ( [ 1 8 ] , 1 3 . 4 , théorème 1 3 ) . 

5 . 5 . 4 . Exemple 1. 

PROPOSITION . Sur F 9 ou F , la courbe e l l ip t ique E d 'équa t ion 
2 3 ¿ 4 

y +y = x e s t s u p e r s i n g u l i è r e , e t TT^ = - 2 . 

• On peut le voir en u t i l i s an t le théorème de Deuring ( i i i ) 

e t la remarque ( 1 , 1 . 2 . 3 ) : End E con t ien t Aut E S L ^ F ^ ) , donc ne 

peut pas ê t re contenu dans un corps quadratique imag ina i r e . 

On peut a u s s i reveni r à la dé f in i t ion , en montrant que la mul t ip l i ­

ca t i on par 2 e s t purement i n s é p a r a b l e : nous a l lons montrer que 2 = - T T ^ / 

qui e s t purement i n sépa rab l e d ' après ( 5 . 3 . 2 ) . Soi t P un point de E , 

de coordonnées ( x , y ) , P* le 3e point d ' i n t e r s e c t i o n de la t angen te à E 

en P et de E . Par dé f in i t ion , 2P = - P ' . Or , un c a l c u l é l émenta i re 
2 2 

donne l ' équa t ion de la t angen te e n P : Y = x X + y , et l e s coordonnées 

de P' : x ' = x 4 , y ' = y 4 ; d 'où -2P = T T 4 ( P ) pour tout P de E . • 
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5 . 5 . 5 . Exemple 2 . 

PROPOSITION. Sur. F ((q)) , l a courbe de Ta te e s t non s i n g u l i è r e . 
P 

• I c i , q d é s i g n e un é lément d'un corps de c a r a c t é r i s t i q u e p , 

e t E(q) l a courbe de Tate d ' équa t ion Y 2 - X Y = X 2 - h X - h ( c f . 1 . 3 . 3 ) . 

( 1 / p ) Zj 22 

Les points d'ordre p de E(q) forment le groupe q / q c y c l i q u e 

d'ordre p , d 'où la p ropos i t ion , n 

6 . REDUCTION 

Nous donnons i c i que lques d é f i n i t i o n s , e x e m p l e s et r é s u l t a t s dont 

nous aurons b e s o i n . Pour plus de p r é c i s i o n , voir [ 5 ] ou [42 a ] , par 

e x e m p l e . 

6 . 1 . REDUCTION DES VARIETES PROTECTIVES. 

6 . 1 . 1 . So ien t K un corps de nombres ou un corps p - a d i q u e , p un 

idéa l premier de K , R l ' anneau des en t i e r s en P , e t K = R / P le 

corps r é s i d u e l en P . Soi t V une va r i é t é p ro j ec t i ve déf in ie sur K , 
n~i~l ~ 

p longée dans P (K) . On défini t une va r i é t é p ro j ec t i ve sur K , appe lée 

réduct ion de V (modulo P) , et notée V , de la f açon su ivan te : on 

c h o i s i t pour tout point P de V , un s y s t è m e de coordonnées homogènes 
(a , a i , . . . , a ) t e l que t ou t e s l e s coordonnées so ien t dans R , et que 

o 1 n 
l 'une au moins ne so i t pas dans P . Alors le n-uple (a , a . , . . . , a ) 

o 1 n ^ 

(où a i e s t la réduct ion modulo P de a.) , défini t un point noté P 

de P n + 1 ( K ) . La va r i é t é V e s t formée de l ' e n s e m b l e des poin ts P 

lorsque P parcourt V 

6 . 1 . 2 . En pa r t i cu l i e r , cons idé rons une courbe e l l i p t ique E sur Q . 

Nous verrons ( c f . I I I . 2 ) q u e , s i le nombre premier p ne d i v i s e pas le 
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d i sc r iminant de E , a lors l a réduct ion Ë de E modulo p e s t encore 

une courbe e l l i p t ique ; dans c e c a s , la réduct ion modulo p e s t un homo-

morphisme de groupes de E sur E , dont le noyau e s t formé des points 

P admettant un sy s t ème de coordonnées homogènes ( x , y , z ) t e l que : p 

d i v i s e z , mais p ne d iv i s e pas l e s t ro i s c o o r d o n n é e s . 

6 . 2 . POINTS D'ORDRE FINI SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE. 

6 . 2 . 1 . Soi t E une courbe e l l ip t ique sur un corps de nombres ou sur 

un corps p - a d i q u e , noté K . 

PROPOSITION . La réduct ion modulo p induit un homomorphisme 

s u r j e c t i f de E . T sur (Ê)_ T ; autrement d i t , (E__) = (E)_ T . 
N N N N 

• Pour démontrer c e r é s u l t a t , on peut u t i l i s e r le fai t que la 

réduct ion modulo p commute a v e c l e s opéra t ions de la géométr ie a l g é ­

b r ique , et décr i re E ^ de la manière su ivan te : E ^ e s t le noyau de 

la mul t ip l ica t ion par N dans E ; cons idé rons le graphe de la 

mul t ip l ica t ion par N ( c ' e s t un s o u s - e n s e m b l e de E x E ) ; l ' i n t e r s e c t i o n 

de a v e c E x { O j , p ro je tée sur la première c o m p o s a n t e , nous donne 

le noyau de la mul t ip l ica t ion par N : i . e . E ^ = P r j ( r N D ( E x { 0 } ) ) 

( c f . [ 1 8 ] , 9 . 1 ) . a 

6 . 2 . 2 . COROLLAIRE . S i p )( N , la réduct ion modulo p induit un i s o -

morphisme de E ^ sur ( Ê ) ^ . Par c o n t r e , s i p = N , l 'homomorphisme 

de réduct ion mod.p de E sur E n ' e s t pas i n j e c t i f . 
— p p 

• I l suffit de comparer l e s ca rd inaux de c e s e n s e m b l e s f in i s : 
2 2 

or # E N = N pour tout N , # E N = N s i p ( N , $ E p = p ou 1 

s e l o n que E e s t non supers ingu l i è re ou super s i n g u l i è r e . • 
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6 . 3 . REDUCTION DES HOMOMORPHISMES. 

6 . 3 . 1 . So ien t E et F deux courbes e l l i p t i q u e s sur le corps de nombres 

К ayant bonne réduct ion modulo p . 

PROPOSITION . I l e x i s t e un homomorphisme i n j e c t i f de Hom(E , F ) 

dans Hom(Ê,F) . 

• Cons idé rons le graphe d'un homomorphisme x. dans la va r i é t é 

E x F , e t r édu i sons modulo p . Nous ob tenons le graphe d'un homomor­

phisme X de Ê dans F , de même degré que x. . C e t t e dernière 

propriété prouve que Г homomorphisme : X -* X e s t i n j e c t i f . • 

6 . 3 . 2 . Remarque : X e s t toujours s é p a r a b l e , mais X peut ne pas l ' ê t r e , 

par exemple s i X = p . 

6 . 3 . 3 . PROPOSITION . So ien t e un nombre premier différent de p , 

et \ un endomorphisme de E . Alors l e s endomorphismes Rg(^) de 

T (E) e t R ix) de T (Ê) ont même polynôme c a r a c t é r i s t i q u e . 
Z £ £ 

• Rappelons que le module de Tate T (E) = lim E , a i n s i que 

la r ep ré sen ta t ion R , ont é t é dé f in i s en ( 5 . 1 ) . Comme p ^ l , on a 

un isomorphisme de T (E) sur T (E) , e t un diagramme commutat i f : 

RAx) 
T (E) ^ „ T (e) 

" ~ R . U ) t ~ 
T (Ë) - »-T (E) 

г t 

A i n s i , e t R ( \ ) ont même polynôme c a r a c t é r i s t i q u e , в 

Remarque : La déf in i t ion de X , a i n s i que c e t t e p ropos i t ion , s e 

g é n é r a l i s e n t à une va r i é t é abé l i enne que lconque ( c f . [ 4 2 a ] ) . 
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6 . 4 . REDUCTION DES TACOBIENNES. 

PROPOSITION ( c f . [ 1 5 ] , I gusa ) : 

(i) Les v a r i é t é s x

q ( N ) e t X(N) ont bonne réduct ion en tout p 

ne d iv i san t pas N ; 

(ii) S i X e s t une courbe p ro jec t ive non s ingu l iè re avant bonne 

réduct ion en p , a lors s a j a c o b i e n n e a bonne réduct ion en p , 

e t J(X) = J(X) . 

7. SERIE L ASSOCIEE A UNE COURBE MODULAIRE 

7 . 1 . CONGRUENCE DE KRONECKER (cf.1*181 , 5 . 2 ) . 

7 . 1 . 1 . Pr incipe du q -déve loppemen t . 

PROPOSITION . Soi t f une fonct ion modulaire de poids nul pour 

F / holomorphe sur m , et so i t f ( ï ) = Z b.q* (où q = e 2 n i T ) le 
i^m 

développement de Fourier de f . Alors f e s t un polynôme en j à 

c o e f f i c i e n t s dans Z b ^ . 
i^m 

• S i m ^ 1 , f e s t une forme parabol ique de poids nul pour r / 

donc f = 0 (cf . 1 , 2 . 2 . 3 ) . S i m <; 0 , r emplaçons f par la fonct ion 

f = f - b j ~ m : f , e s t une fonc t ion modulait e de poids nul pour r / 
l m l 

holomorphe sur jt , e t f ( r ) = Z b q , où b € Z b Z . 
i2>m+l î^m 

S i m+l <; 0 , on i tè re le p r o c é d é , j u s q u ' à la fonc t ion qui e s t 

nulle (comme forme parabol ique de poids nul pour r ) et dans 

f + ( Z b ,2£)[ j ] (par c o n s t r u c t i o n ) . • 

i^m 

7 . 1 . 2 . Courbes i s o g è n e s . Soi t E une courbe e l l ip t ique sur (D d ' i n ­

var iant j . 
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PROPOSITION . Les invar ian ts des courbes i s o g è n e s à E sont  

e n t i e r s sur 2£[j] . 

Nous a l lons démontrer la proposi t ion dans le c a s où T i s o g é n i e e s t 

de degré premier p . Ce t t e démonst ra t ion s e g é n é r a l i s e a i s émen t au c a s 

d'un degré que lconque ( c f . [ 4 3 ] , 4 . 6 ) . 

• Nous avons vu en ( 1 , 4 . 3 . 3 ) que l e s courbes i s o g è n e s à E 

par une i s o g é n i e de degré p sont l e s courbes E / F où F parcourt 

l e s (p+1) sous -g roupes d'ordre p de E ; s i E = Œ/L , c e sont l e s 

courbes Œ/L' , où L' = ou *L e t où l ' e n s e m b l e des forme un s y s ­

tème que lconque de r ep ré sen tan t s des c l a s s e s à gauche modulo r de s m a ­

t r i c e s de déterminant p dans M^K) , par exemple 

K W l = ( J P> „ U <0 Î» « • * • * • » • 

0<£u<p 

A i n s i , l e s invar ian ts des courbes p - i s o g è n e s à E sont l e s r a c i n e s du 

polynôme cp ( X ) = ( X - J o o l . ( T ) ) . Le s c o e f f i c i e n t s de cp sont 
P l s i s p + 1 1 P 

l e s fonc t ions symétr iques é l émen ta i r e s des j o a < , c ' e s t - à - d i r e des fonc t ions 
1 1 /n 

holomorphes sur JJ , a v e c un développement de Fourier en q à c o e f ­

f i c i e n t s dans Z [ r ] ( s i r = e 2 r r i / / p ) ; ca r j ( î ) = E c ( n ) q n , a v e c 
p P r ,-. 1 

, n ^ - l / 
c(n) € Z , d 'où : j(pt) = L c ( n ) q p n e t j ( ^ ) = £ c ( n ) C n V / P . 
De p l u s , s i y£T , l ' e n s e m b l e [ou 0 y ] forme un s y s t è m e de r ep ré sen t an t s 

(comme {a , j} )# donc l e s c o e f f i c i e n t s de cp̂  sont des fonc t ions modulaires 

de poids nul pour r , holomorphes dans u , dont le développement de 

Fourier e s t à c o e f f i c i e n t s dans 22 [ £ ] . D ' a p r è s le pr incipe de q - d é v e -
P 

loppement ( 7 . 1 . 1 ) , c e s c o e f f i c i e n t s sont des polynômes en j , à c o e f ­

f i c i e n t s dans 2Z[£ ] . De p l u s , l ' a c t i o n de Ga l (Q(£ ) / Q ) permute l e s 
P P 

fonc t ions jocx. (i l suffit de regarder l e s déve loppements de Fourier e x p l i ­

c i t é s c i - d e s s u s ) , donc l e s c o e f f i c i e n t s de cp ( X ) sont en fai t dans Z [ j ] . 
P 

Comme cp ( X ) e s t un i t a i r e , s e s r a c i n e s joa.. sont e n t i è r e s sur 22[j] . • 
P 
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7 . 1 . 3 , Polynôme modula i re . D ' ap rè s c e qui p r é c è d e , on peut cons idé re r 

cp (X) comme un polynôme en 2 v a r i a b l e s $ ( X , j ) Ç 22 [X , j ] . 
P P 

PROPOSITION . 

(i) Le polynôme $ ( X , j ) e s t symétr ique ; c o n s i d é r é comme p o l y -
P 

nôme en 1 s eu l e va r i ab le (X ou j ) , i l e s t i r réduct ib le de degré 

P+1 ; 
(i i) Et $ ( j , j ) e s t un polynôme en j uni taire de degré 2p . 

P 

a Comme r permute t r ans i t ivement l e s joou (1 £ i £ p+1) / 

l e s r a c i n e s de cp (X) sont con juguées sur Q( j ) , donc le polynôme § ( X , j ) 
p P 

c o n s i d é r é comme polynôme en X e s t i r réduct ib le (sur Q( j ) ) . 

D 'aut re par t , on peut prendre l e s 2 ma t r i ce s ( P ^ ) e t ^) parmi 

l e s a . / autrement d i t , $ ( J ( P T ) J ( T ) ) e t $ ( J ( T / p ) / ] ( T ) ) - O U $ ( J ( T ) J ( P T ) ) -
î P P P 

sont nuls pour tout T € W • C e l a équivaut à dire que $ p ( X , j ) e t $ p ( j , X ) 

ont pour r ac ine commune X = j o p . Comme $ ^ ( X , j ) e s t un polynôme en 

X i r r éduc t i b l e , i l e x i s t e (par le lemme de G a u s s ) un polynôme 

g ( X , j ) 6 Z [ X , j ] t e l que $ (j ,X) = g ( X , j ) $ ( X , j ) ; on en déduit 
P P 

$ ( j , X ) = g ( X , j ) g ( j , X ) $ ( j , X ) , donc g ( X , j ) = ± 1 . S i g ( X , j ) = - 1 , a lors 
P P 

$ ( j / j ) = - $ ( j / j ) / et j s e r a i t une r a c i n e $ ( X , j ) , c e qui e s t f a u x . 
P P P 

Ainsi $ ( X , j ) = $ ( j , X ) e t (i) e s t démontré . 
P P 

Le développement de Fourier de $ ( j , j ) = | | ( j - j ° a . ) a pour 
p l s i s p + 1 1 

terme de plus b a s degré ( - l / q P ) x ( l / q ) P = - l / q 2 p d ' après l e s formules 

r a p p e l é e s en ( 7 . 1 . 2 ) , donc le polynôme en j , $ ( j , j ) a pour terme de 
2p P 

plus haut degré - j . • 

7 . 1 . 4 . Congruence de Kronecke r . 

PROPOSITION . Les polynômes $ p ( X , j ) e t ( X - j P ) ( X P - j ) sont congrus  

modulo p . 
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• Les déve loppements de Fourier donnés en ( 7 . 1 . 2 ) montrent que 

j o ( P ° ) - J P € p « ( ( q ) ) et que j o (J - j l / p e ( 1 - S )« [Ç ] ((q)) , 

d 'où $ ( X , j ) == ( X - j P ) ( X - j 1 / p ) P m o d ( l - § ] . M a i s $ ( X , j ) e Z [ X , j ] 
P P P P 

et ( X - j P ) ( X - j 1 / P ) P e s t congru à ( X - j P ) ( X P - j ) m o d . ( l - § )2E[§ ] # donc 
P P 

$ (X/j) e s t congru à ( X - j P ) ( X P - j ) modulo )2E[§ ] n Z = pZ . • 
P P P 

La congruence $ ( X , j ) = ( X - j P ) ( X - j 1 / / p ) P s ign i f i e que l 'une des 

courbes p - i s o g è n e s à E (réduction modulo p de E) a pour invariant j P , 
1 / D D 

et que l e s p aut res ont pour invariant j . O r j e s t l ' invar ian t de 

TT (Ë) , e t s i E' e s t une courbe d ' invar iant j , TT (Ê 1 ) e t Ê ont 
P ^ P 

même invariant j : donc TT (Ë') ~ E . 
P 

7 . 2 . THEOREME D'EICHLER-SHIMURA. 

7 . 2 , 1 . Comme X (N) e s t déf in ie sur Q , s a réduct ion X Q ( N ) (mod.p) 

e s t déf in ie sur F , e t TT e s t une co r re spondance sur X (N) . 
P P o 

THEOREME . S i p | N , la co r re spondance de H e c k e T p sur 

X (N) a une réduct ion T modulo p qui vér i f ie : T = TT + n' • 
o p P P P 

H II suffit de vér i f ie r la formule sur Y (N) . On peut même s e 
o 

l imiter aux coup le s ( E # C ) de Y (N) t e l s que E ait bonne réduc t ion 
o 

non supers ingu l i è re modulo p . On a a lors la su i t e e x a c t e : 

0 D E - (Ê) - . 0 
P P 

2 
où #E = p , #(E) = p , donc #D = p , e t l a p ro jec t ion : E - E / D 

P P 
e s t une i s o g é n i e de degré p . 

En réduct ion mod.p , c e t t e i s o g é n i e r e s t e de degré p ( c f . 6 . 3 . 1 ) 

mais son noyau D e s t t r i v i a l , c ' e s t donc une i s o g é n i e i n s é p a r a b l e de 

E . L e s p aut res i s o g é n i e s de degré p de E sont de la forme : 

E - E / F , où F parcourt l e s s o u s - g r o u p e s de E d'ordre p d i s t i n c t s 

de D ; donc F ~ Ê p et en réduct ion l e s p c o u p l e s ( E / F , C + F / F ) sont 
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tous égaux à (Ê /Ê , C+E / E ) : i l s sont i s o g è n e s à ( Ë , C ) par une 
P P P 

i s o g é n i e de degré p s é p a r a b l e . 

D ' ap rè s ( 7 . 1 . 4 ) , la 1ère i s o g é n i e e s t le Frobenius TT / e t l 'on a : 
~ P 

TT ( E / E I C+E / E ) = ( E , C ) . A i n s i , 
P P P P 

T ( ( Ê , C ) ) = TT ( ( É , C ) ) + p(Ê/E ,C+Ê / É ) 
P P P P P 

= TT ( ( É , C ) ) + rr' .TT ( Ê / Ê ,C+Ê / É ) ( d ' a p r è s 4 . 2 . 3 ) 
P P P P P P 

= r r p ( ( Ê , C ) ) + T T p ( ( Ê , C ) ) , 

e t T = TT + TT' . • 

P P P 

7 . 2 . 2 . Afin de traduire sur l e s formes pa rabo l iques de poids 2 le t h é o ­

rème d ' E i c h l e r - S h i m u r a # nous rappelons i c i d e s r é s u l t a t s ob tenus depuis le 

paragraphe 4 : 

L ' e s p a c e S ( 2 , N ) d e s formes pa rabo l iques de poids 2 pour r (N) 

e s t isomorphe à l ' e s p a c e Dif (X (N)) des formes d i f f é ren t i e l l e s ho lomor-
o o 

phes sur X (N) , par : f - ^ = f(z)dz . Et Dif (X n (N) ) e s t isomorphe 
o o u 

à l ' e s p a c e Dif (J (N)) d e s formes d i f f é r en t i e l l e s holomorphes sur J (N) 
o o o 

( c f . 4 . 1 . 5 ) . 

Or J (N) e s t une va r i é t é abé l i enne sur CD , de la forme (C g//y 
o 

pour un r é s e a u A de (C g ( c f . 4 . 1 . 4 ) : a i n s i , tout endomorphisme U 

de J (N) peut ê t re c o n s i d é r é comme un endomorphisme R(U) de (D g 

o 
l a i s s a n t f ixe A , e t R défini t l a r ep ré sen ta t ion complexe de 

E n d ^ ( J (N)) = End(J (N) (g) Q dans M ((D) . Puisque A e s t l a i s s é f ixe 
Q o o g 

par R(U) , on défini t a u s s i l a r ep ré sen ta t ion r a t ionne l l e R Q de 

E n d ^ ( J (N)) dans End^(A®Q) M 0 (Q) e t , pour tout nombre premier Z , 
Q o Q) 2g 

la r ep ré sen ta t i on l - a d i q u e R . de End_ (J (N)) = End(J (N)) ® Z É dans 
\i âxi £ o 

E n d ^ ( A ® Z g ) - E n d ^ ( T £ ) - M

2 g ( z

€ ) ( c f . 5 . 1 ) . S i U 6 End(J Q (N) ) , en 

fai t R (U) , R f t (U) e t R(U) © R(U) sont r e p r é s e n t é s par des ma t r i ces 
o Z 

é q u i v a l e n t e s , e t ont le même polynôme c a r a c t é r i s t i q u e à c o e f f i c i e n t s 

en t i e r s (cf [ 4 3 ] lemma 3 . 4 9 ) . En p a r t i c u l i e r . 
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det R (U) = det R (U) = det R(U) x det R(U) = Idet R ( U ) | 2 . 
o C 1 1 

Or l 'homomorphisme U ~ U , de End (J (N)) dans End(Dif (J (N))) 
* o o o 

déf ini en ( 4 . 1 . 5 ) défini t une r ep résen ta t ion équ iva len te à la r e p r é s e n -

t a t ion complexe R , donc d é t . Rg(U) = ( d é t . U ^ J 

Soi t p un nombre premier différent de € , et r édu i sons modulo p : 

d ' après ( 6 . 3 . 3 ) , R . ( U ) et R . ( U ) ont même polynôme c a r a c t é r i s t i q u e . 

En r é s u m é , nous ob tenons : 

d é t . R (Û) = | d é t . U ^ | 2 . 

2 
7 . 2 . 3 . Appliquons c e qui p récède à l 'endomorphisme U = 1 - T u + pu 

P 
de J (N) , où u e s t une indé te rminée , 

o 

PROPOSITION . S i p j ' N , nous avons : 

d é t Q , 9 n ( l - T u+pu 2 ) = d é t ^ _ _ / ( 1 - T T u) . 
S ( 2 / N ) P T e(jQ(N)) P 

2 

• Le polynôme en u : d é t g ^ N j ( l - T p u + p u ) e s t à c o e f f i c i e n t s 

r é e l s . D ' a p r è s ( 7 . 2 . 2 ) , 
d é t Q f 9 -nt\(1 ~~T u + p u 2 ) = d é t ( R ( l - T u + p u 2 ) ) , S(2 tN) p p ^ 

G t (dét , 9 M , ( l - T u + p u 2 ) ) 2 = d é t ^ s ( 1 - T u + p u 2 ) . 
S ( 2 , N ) p T p ( J (N)) P 

C o 
Or . 

^ 2 ? 2 
1 - T u + pu = 1- T u + pu = 1 - (TT + T T ' ) U + TT T T ' u = ( 1 - T T u M l - n 1 u) 

p p p p p p p p 

d ' après le théorème d 'E ich le r -Sh imura ( 7 . 2 . 1 ) # ca r p ^ N . 

D 'au t re par t , 1 - T T ^ U et 1 - rr^u sont conjugués», donc leurs 

dé terminants sur T (J (N)) sont égaux ; a i n s i 
l o 

{dêt*(o T v n ( 1 " T U + P u 2 ) ) 2 = ( d é t ^ . ( 1 - T T u ) ) 2 , 
S ( 2 , N ) p f l j l N ) ) P 

e o 

et le s igne doit ê t re le même (poser u = 0 par exemple ! ) , d 'où l a 

p ropos i t ion . • 
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7 . 3 . FONCTION ZETA D'UNE VARIETE SUR UN CORPS FINI (c f f l 6 l , 9 ) 

7 . 3 . 1 . So ien t p un nombre premier , q une p u i s s a n c e de p , V 

une va r i é t é affine ou p ro j ec t i ve non s ingu l i è re déf in ie sur F . On a p -

pe l l e fonc t ion z ê t a de V la fonct ion d'une va r i ab le complexe s d é f i ­

nie par : 

x 6 ï q 

où I e s t l ' e n s e m b l e des c y c l e s premiers de V ra t ionne l s sur F , 
d q 

c ' e s t - à - d i r e l ' e n s e m b l e des d iv i seu r s de la forme S (P.) où l e s P. 
i = l d 

sont tous l e s con jugués de P^ sur F ^ (le degré du c y c l e L e s t 

é g a l à d ) . * * 

Lorsque V e s t a f f ine , l ' e n s e m b l e M des idéaux maximaux de 
l - i 

F [V] e s t en b i j e c t i o n a v e c I , et C v ( s ) = | | (1 ) / où 
q m€M N m s 

Nm = • <KF [V] / m ) . On montre que le produit infini qui défini t £ . . (s) 
q V 

converge au moins pour R e ( s ) > dim V . On a : 

c v ( s ) - n u - < f n s f V n 

n ^ l 

s i v e s t le nombre de c y c l e s x € ï de degré n , e t : 

1 1 N n 
log C T y(s) = L s i N = E d v , e s t le ca rd ina l de V(F ) , 

V i ns n , « a ~n 
n^ l nq d | n Q 

c ' e s t - à - d i r e le nombre de points de V f i x e s par TT 
q n 

Les cohomolog ie s de W e i l permettent de déterminer ( [ 1 6 ] 

donne une idée de la méthode e t de nombreuses r é f é r e n c e s ) . 

7 . 3 . 2 . En pa r t i cu l i e r , lorsque V e s t une courbe X p ro j ec t i ve non 

n 2 g n 
s ingu l i è re sur F de genre g , on ob t ien t N = 1 + q - S a . 

q n . = 1 i 

s i a 1 , a 2 # . . . , a 2 sont l e s va leu r s propres de T T Q sur T ^ ( J ( X ) ) , n u ­

méro tées de t e l l e sor te que a . « a . . = q (1 £ i £ g) / d 'où l e : 
1 î+g 
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2 9 
TT ( l - a . q S ) 

THEOREME DE HASSE-WEIL : £ (s) = — : . 
X ( i - q - S ) ( l - q 1 _ S ) 

— g 

Notons u = q et L ^ ( u ) l ' i nve r se du numérateur de Qx.^ ' 

c ' e s t - à - d i r e L r ( u ) = T | ( l - a , u ) = d é t m / T / V X V ( l - n u) . Nous u t i l i s o n s 
a , ' = | i T g U ( X j ) q 

c e c i en ( 7 . 4 . 1 ) en prenant pour X la réduct ion modulo p de X Q ( N ) . 

7 . 4 . SERIES L ET SERIES DE DIRICHLET. 

7 . 4 . 1 . Ma in t enan t , so i t X la courbe X (N) , e t X (N) s a r é d u c -
o o 

t ion modulo p . On défini t la s é r i e L a s s o c i é e à ^ ( N ) par : 

h ( N ) ( U ) =
 ^

 L — ( D ) ( u )
 X Tl d é t

S ( N 2 ) ( 1 " V r l ' 
o l N ' pjflt X Q ( N ) ( P ) p | N S ( N / 2 ) P 

D'aut re par t , on a vu ( 3 . 3 . 5 e t 3 . 3 . 6 ) qu 'on peut t rouver une 

b a s e f i , f n / . . . , f de l ' e s p a c e des formes pa rabo l iques de poids 2 
1 z g 

pour r (N) qui so i t formée de fonc t ions propres pour tous l e s opéra teurs 

. r t \ ^ (j) 2niT l t r (j) , 
T ; s i f . ( T ) = 2j a e , normal i sons c e s fonc t ions par : a = 1 . 

<j i i n i 
n ^ l 

THEOREME . Avec c e s n o t a t i o n s , nous avons la r e l a t i on su ivan te  

entre s é r i e L e t s é r i e s de D i r i c h l e t : 

O 1=1 

• D ' ap rè s ( 2 . 3 . 1 ) , 

t / r i \ -t—r t 1 (i) - s , - 1 -r—r . (i) - s , k - l - 2 s > - 1 
L ( s , f , 1 ) = I f ( 1 - a p ) x H d - a P + P ) 

P | N P P^N P 

or d ' après ( 7 . 2 . 3 ) , dét (1-TT U ) = dé t_ / l k T „ V ( l - T u+pu 2 ) 
T (P(N)®) P S ( N , 2 ) p 
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c ' e s t - à - d i r e 

L — ^ ( D ) ( u ) = n ( 1 ~ a

D

 u + p u > x M u> • • 
x I n P i = l P 1=1 P 

o 

7 . 4 . 2 . Hypothèse de Riemann ( c f . ( 5 . 3 . 3 ) e t [ 1 6 ] , 9 ) . 

PROPOSITION . S i p | N , l e s va leurs propres des T p vér i f ient : 

• On a : 

" f ] ( l - a ( i ) u - f p u 2 ) = fj ( l - a . u ) ( l - a . u ) 
1=1 P 1=1 1 

A - - 2 
= j I ( l - ( a +â )u+pu ) ca r oua. = p , 

i= l 

d 'où a ^ = a, + 5 . ; or I ce. 1 2 = 15 .1 2 = a.â. = p , donc l a ^ l £ 2>Jp . B 
p i i 1 i 1 1 i 1 i i 1 p 1 

Cet t e proposi t ion e s t la démons t ra t ion , pour k = 2 , de la 

con jec tu re su ivan te de P e t e r s s o n : 

Con jec tu re : L e s va leurs propres a^ des opéra teurs de H e c k e T p 

sur l e s formes pa rabo l iques de poids k pour r (N) vér i f ient 
k - 1 / 2 ° 

| a j £ 2p s i p yfN) . C e t t e con jec tu re a é t é récemment démontrée 

par De l igne ( [ 6 a ] , [ 6 b J , [ 4 0 ] ) . 

7 . 4 . 3 . COROLLAIRE . L e s va leurs propres des opéra teurs de Hecke sont  

des nombres r é e l s . 

• L e s va leu r s propres des opéra teurs de H e c k e sont l e s nombres 

a ^ ( c f . 2 . 3 . 1 ) ; or nous venons de voir que a ^ = a. + et. / donc que 
n p i i 

a ^ e s t r é e l . • 
P 
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8 . LA COURBE MODULAIRE XQ(11) 

8 . 1 . L'ESPACE M ( l l , 2 ) . 

8 . 1 . 1 . I c i N = 11 e s t premier , et le co ro l l a i r e ( c f . 1 . 4 . 2 . 3 ) donne 

le genre de X (11) : g (11) = 1 . La courbe X (11) e s t une courbe 
o o o 

e l l ip t ique . Nous a l l ons déterminer son équa t ion . 

L ' e s p a c e des formes parabo l iques de poids 2 pour r (11) / noté 

3 ( 1 1 , 2 ) , e s t de d imension g (11) = 1 ( c f . 4 . 1 . 5 ) . Or la fonc t ion 
2 2 ° 

cp(î) = r| ( T ) T | ( H T ) e s t une forme parabol ique (non nul le) pour r (11) 

(nous le démontrons dans un c a s plus géné ra l en ( I V . 2 . 1 . 3 ) ) . D o n c 

S ( l l , 2 ) e s t engendré par cp . 

D 'aut re par t , i l ne peut pas e x i s t e r deux formes modulai res non 

pa rabo l iques de poids 2 i ndépendan t e s . 

Nous a l lons cons t ru i re une fonct ion modulaire \|r de poids 2 pour 

T (11) / non pa rabo l ique , et prouver a i n s i que l ' e s p a c e M ( l l , 2 ) de s 
o 

formes modulaires de poids 2 pour F (11) e s t de d imension 2 . 
o 

8 . 1 . 2 . Tout d ' abord , so i t A = ( a „ ) une matr ice ca r r ée d'ordre pair 

n = 2k , à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s , symét r ique , d é f i n i e , p o s i t i v e , e t t e l l e 

que l e s c o e f f i c i e n t s a de la d iagona le so ien t p a i r s . Soi t Q l a fo r -

1 n 

me quadrat ique à c o e f f i c i e n t s en t i e r s déf in ie par : Q(x) = — TJ a x . x . 
1 1=1 1 3 1 3 

s i x = (x , , . . . , x ) , et d é f i n i s s o n s la fonc t ion 0-. sur U par : 
~~ 1 n v 

e N ( T ) = TJ E

2 T T I 0 ( ^ ) T . 

Soi t N le plus pet i t en t ie r t e l que NA * vér i f ie l e s mêmes h y p o ­

t h è s e s que A . Soi t e le c a r a c t è r e quadrat ique déf ini par : 

. ( „ ) . ( ' - " " f t A _ 
a 

PROPOSITION . La fonct ion 6 ^ e s t une forme modulaire de type 

( k , N , e ) , non pa rabo l ique . 
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a b 
• Il s ' a g i t de montrer que 6 ^ I ( _) = e(d) 0 ^ lorsque c s 0 

Q 'k c d Q 

(mod N) et ad - b c = 1 . C ' e s t une c o n s é q u e n c e de la formule somma-

to i re de P o i s s o n (cf . 1 . 2 . 3 • 1 ) . 0 n n ' e s t pas parabol ique : en e f f e t , 

. . . , . . . . . 2niT 

c o n s i d é r é e comme sé r i e en t i è re en q = e , son terme cons t an t c o r ­

respond à m = 0 puisque la forme quadrat ique Q e s t non d é g é n é r é e , 

et vaut 1 . • 

2 1 
8 . 1 . 3 . Appl ica t ion : Soi t A = ( 1 J , dét A = 11 , N = 11 et 

- 1 6 - 1 

1 1 . A = ) . La proposi t ion dit que la fonc t ion § , déf in ie sur 

ît par : 
- , X V 2ni(m + m n + 3 n 2 ) î 
Ç>(T) L e 

( n , m ) € Z Z 

e s t une forme modulaire de type ( l , l l , ( - ~ - ) ) c ' e s t - à - d i r e : 

s i ( a *?) = ( " T ^ Ç dès que ( a *?) 6 r (11) . Et § n ' e s t pas p a r a b o -
c d cl c cl o 

l i q u e . 

2 

Posons i|j = Ç . Alors \|r e s t une forme modulaire non p a r a b o l i ­

que de poids 2 pour F (11) • D 'où le r é su l t a t : 

PROPOSITION . L ' e s p a c e M ( l l , 2 ) e s t de d imens ion 2 e t {cp,\|j} 

en forme une b a s e . 

8 . 2 . EQUATION DE X q ( 1 1 ) . 

8 . 2 . 1 . Rappelons que l ' involu t ion d 'Atkin-Lehner = ( ^ *) norma­

l i s e r

Q ( N ) . Soi t r + ( N ) le sous -g roupe de G L 2 ( Z ) engendré par 

T (N) e t W X T . L ' i n d i c e de r (N) dans r . (N) e s t éga l à 2 , 
o N o + ^ ^ - ^ 

donc le degré du revê tement X ( N ) - X + ( N ) = r + ( N ) \ » e s t é g a l à 2 . 

Les gen res g (N) e t g^(N) de X (N) e t X (N) sont l i é s par 
o + o + 

la formule de Riemann-Hurwi tz , qui donne i c i : 

2g (N) - 2 = 2 ( 2 g + ( N ) - 2 ) + L (e - 1 ) 
° P € X (N) P 

o 
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où e e s t l ' i nd i ce de ramif ica t ion en p . Or e = 1 ou 2 , e t 
P P 

e = 2 s i e t seu lement s i p e s t un point f ixe pour W^ T dans 
p N 

X (N) . A i n s i , uu dés ignan t le nombre de points f i x e s de W^ T , on a : 
o JM 

2g (N) - 2 = 2(2g (N) -2 ) + tu . 
o + 

Remarquons que uu e s t au moins é g a l à 1 , ca r W ŝj Cyĵ O = y = . 

Lorsque N = 11 , g ( H ) = 1 , e t 4 ( g + ( l l ) - l ) + uu = 0 . Comme g + ( l l ) 

e t uu sont des e n t i e r s , g + ( l l ) ^ 0 et uu ^ 1 , l a s e u l e so lu t ion e s t : 

g (11) = 0 et uu = 4 . D 'où le r é su l t a t : 

PROPOSITION . Le revê tement : X (11) -> X + ( l l ) e s t de degré 2 , 

la courbe X + ( l l ) e s t de genre nu l , et W ^ a quatre points f i x e s 

dans X (11) . o 

COROLLAIRE . Nous avons • l 2

w n = ' — c p l 2 W l l = - C p # 

a Nous avons vu que la va leur dé § à l ' in f in i e s t é g a l e à 1 . 

D'autre par t , on peut c a l c u l e r l a va leur de ^ | à l ' in f in i : e l l e 

vaut ( -1 ) . Donc (\|r + * | 2 W u ) ( T ) d T e t (cp + c p | 2 W u ) ( T ) d T sont des fo r ­

mes d i f f é ren t i e l l e s holomorphes sur X (11) , qui e s t de genre nul ; 

d 'après ( 4 . 1 . 5 ) , c e s formes d i f f é ren t i e l l e s sont n u l l e s . • 

8 . 2 . 2 . LEMME . L e s d iv i seurs de cp e t t|/ sont de degré 2 . Plus  

p r é c i s é m e n t , (^) = 2 (y==) e t (cp) = (0) + (») . 

• La forme d i f fé ren t ie l l e cp(r)dî e s t holomorphe sur X q ( 1 1 ) , 

donc de degré 2 g - 2 = 0 (théorème de R i e m a n n - R o c h ) . Or la forme d i f ­

f é r e n t i e l l e d î a pour d iv i seur (d î ) = - ( 0 ) - ( o o ) : d 'où (cp) = (0)+(<*>) 

e t deg(cp) = 2 . Le quotient cp/i|j e s t une fonc t ion sur X (11) , donc 

l e s degrés de (cp) e t (\|i) sont é g a u x . Comme \|> e s t un c a r r é , t ous 

s e s zé ros sont d'ordre pair ; et comme i|j e s t ho lomorphe , l a s e u l e p o s ­

s i b i l i t é e s t la su ivan te : i|/ a un zéro double sur X Q ( 1 1 ) . Or la 

fonc t ion cont inue : y - \|i(ly) , pour y € ]0,+<*>[ , e s t à va leurs r é e l l e s ; 

comme \|i(0) = -1 e t \|f(») = +1 , le théorème des va leurs i n t e rméd ia i ­

r e s prouve que le zéro de \|i e s t sur le d e m i - a x e imaginai re ; comme 
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* l 2

W n = / c e zéro doit ê tre f ixe par W . Autrement d i t , \|f 

a un pôle double au point ~~JJJ~ • • 

8 . 2 . 3 . Posons X = cp/\jj ; a i n s i , X e s t une fonct ion sur X (11) ; 
o 

e t X | = X , donc X induit une fonct ion sur X + ( l l ) . De 

p l u s , X a un pôle double en J^- et deux zéros s i m p l e s , en 0 et » 

( c f . la fonct ion p de W e i e r s t r a s s ) . Cons idérée comme fonct ion sur X + ( l l ) , 

X a un pôle s imple en J— et un zéro s imple à la pointe 0 = oo . 

PROPOSITION . Q(X (11)) = Q(X) . 

• Le corps Q(X) e s t i nc lus dans Q ( X + ( 1 1 ) ) , e t le degré 

[Q(X (11)) : Q(X)] e s t é g a l au degré des zé ros de X dans X + ( l l ) , 

c ' e s t - à - d i r e à 1 . » 

8 . 2 . 4 . Cons idé rons la s é r i e d ' E i s e n s t e i n E , (définie en 1 . 2 . 1 . 1 ) 

- V E4 U w n 
et posons f = • C a l c u l o n s : 

(E4 l 4 W n ) ( T ) = H 2 . ( 1 1 T ) - 4 . E 4 ( ^ ) = 1 1 2 E 4 ( 1 1 T ) 

car ^ . ( ^ ~Q) 1 = (_J J) € SL2(Z) et E 4 est une fonction mo-

1 2 1 E 4 ( 1 1 T ) - E 4 ( T ) 

dulaire de poids 4 pour SL2(2Z) ; donc f(î) = • Rappelons 

que E ( T ) = 1 + 240 £ o„(n)qn donc f(q) est une série entière en q 
n ^ l 

à c o e f f i c i e n t s e n t i e r s , dont le terme cons t an t e s t éga l à 1 . 

De par s a dé f in i t ion , f [ j W ^ = " f • 

f 2 2 
Posons Y = — ; comme \|r I W = , on a \|i I W = \k , 

f 2 1 1 4 1 1 

et Y | 4 W n = - Y . 

Enf in , f n ' ayan t pas de p ô l e , l e s pô l e s de Y sont l e s zé ros 

2 2 i 
de \|i ; or a un s e u l z é r o , d'ordre 4 , en y j j . Donc Y a 

un pôle d'ordre au plus 4 en ~j= . Et même d'ordre au plus 3 ca r 

f(y=y) = 0 puisque f | W n = - f . 
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D 'aut re par t , Y | W j j = - Y donc l e s 4 points f i x e s de 

sont des points " s i n g u l i e r s " (zéros ou pôles ) pour Y , e t le pôle e s t 

d'ordre au moins 3 . D 'où le r é su l t a t su ivant : 

PROPOSITION . Y a un pôle t r ip le en y== , e t un zéro s imple  

en chacun des 2 autres points f i x e s de "W^j * 

8 . 2 . 5 . THEOREME \. Q ( X (11)) = Q(X,Y) . 

m En e f f e t , [Q(X (11)) : Q(X ( 1 1 ) ) ] = 2 , Q(X (11)) = Q(X) 
o + + 

d ' après ( 8 . 2 . 3 ) , et Y € Q(X (11)) , Y ^ Q ( X + ( 1 1 ) ) . • 

2 , 
De p l u s , Y (étant invar iant par W 1 ) appart ient à 

2 

Q ( X + ( 1 1 ) ) = Q(X) , donc Y e s t éga l à un polynôme en X de degré ^ 3 

ca r le s eu l pôle de X ( r e s p . Y ) e s t le point » e t ^ e s t d'ordre 2 

( r e s p . 3 ) . 

En écr ivan t l e s premiers t e rmes des déve loppements de Fourier de 
2 2 3 

X et Y , on obt ien t l ' équa t ion : Y = 1 - 20X + 56X - 4 4 X et pour s e 

ramener à la forme c a n o n i q u e , on e f fec tue le changement de va r i ab l e : 

v 2 y + l l + 1 0 x v - x / r r o i \ • A 
Y = —2—— , X = — , ( c f [ 9 ] ) qui donne : 

y 2 + 10xy + l l y = x 3 - l l x 2 . 

8 . 2 . 6 . L e s formules de ( 1 . 1 . 1 . 2 ) donnent a lo rs le d i sc r iminan t de 

X (11) : A = - H 5 . 
o 

Ce t t e dernière équat ion e s t une équat ion minimale pour X Q ( 1 1 ) : 

en e f f e t , tout changement de va r iab le mult ipl ie le d i sc r iminan t par une 

p u i s s a n c e douz ième , or le nombre - 1 1 5 ne comporte aucun fac teur à 

une p u i s s a n c e 12 . 
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8 . 3 . QUELQUES PROPRIETES DE X (11) . 

8 . 3 . 1 . Po in te s e t poin ts r a t i onne l s d'ordre f i n i . 

Les po in tes 0 0 e t 0 de X (11) cor respondent r e spec t i vemen t aux 

points ( x , y ) = ( 0 , 0 ) e t ( 0 , - 1 1 ) : en e f f e t , X s ' annu le aux p o i n t e s , 
Y - l 

donc x a u s s i , e t l 'on a y = 1 1 . — ; o r , à l ' in f in i on a : 

f(œ) = 1 , f(œ) = 1 , donc Y(œ) = 1 et y(«) = 0 ; et en 0 , f (0) = - 1 , 

i|;(0) = -1 , donc Y(0) = - 1 et y(0) = - 1 1 . 

Le point ( x , y ) = ( 0 , 0 ) e s t ra t ionne l sur Q , e t s i on lui applique 

l e s formules d 'addi t ion sur l e s courbes e l l i p t i q u e s (c f [ 3 1 ] , 3 . 4 ) , on 

c o n s t a t e qu ' i l e s t d'ordre 5 . Dans le chap i t re IV, nous g é n é r a l i s e r o n s 

c e r é s u l t a t , et montrerons que c e s 5 points sont l e s s e u l s poin ts r a t i on ­

n e l s de X (11) . 

o 

8 . 3 . 2 . Réduct ion de X Q ( 1 1 ) . 

La courbe e l l i p t ique X q ( 1 1 ) e s t à bonne réduct ion modulo p pour 

tout nombre premier p ^ 11 . 

En 1 1 , l e s formules de ( 1 . 1 . 1 . 2 ) montrent que - c c e s t congru à 
b 

9 modulo 1 1 , donc ( -Cg/A) = +1 . 

Nous verrons en ( I I I , p r o p . 1 . 1 . 5 e t théorème 1 . 2 . 4 ) , que c e l a 

prouve que X Q ( 1 1 ) e s t u n e courbe de Tate sur Q . 

8 . 3 . 3 . E i c h l e r - S h i m u r a . 

2 2 

Les c o e f f i c i e n t s c n du q-déve loppement de cp(î) = r\ ( î ) . r i ( H T ) 

s e c a l c u l e n t f a c i l emen t à partir du q-déve loppement de r| : 

~ n , l / 24pT n 2 i i / 2 4 - r - r n l l n u 2 
L c n q = (q I ] ( 1 - q )) (q j | ( 1 -q )) 

m>l n ^ l m»l 

- r - r / 1 n.2n l l n . 2 0 2 3 c 4 , 
= q I I ( 1 - q ) (1-Q ) = q - 2q - q - 6q + . . . . 

n^ l 

D 'aut re par t , on peut a u s s i c a l c u l e r N = # X (11) ( F ) pour 
p o p 

tout nombre premier p . 
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On peut a lors vér i f ie r la formule : N = 1 - c + p ( c f . 7 . 3 . 2 e t 
P P 

7 . 4 . 2 ) e t l ' hypo thèse de Riemann : ) l + p - N ^ ( ^ 2jç> c ' e s t - à - d i r e : 

| c p | * 2Vp . 

Pour c a l c u l e r N , on sa i t que c ' e s t un multiple de 5 , ca r le 
P 

point ( 0 , 0 ) e s t un point d'ordre 5 de E ( F ) , pour tout p différent de 
P 2 

5 et 11 . D 'au t re par t , e s t inférieur ou é g a l à ^P^{F^) = p + 1 . 

Par e x e m p l e , c e l a donne immédiatement = 5 , a lo rs qu 'on ava i t 

= - 2 . Pour p = 3 , E ( F ^ ) comporte l e s points 

( x , y ) = ( 0 , 0 ) , ( 0 , 1 ) , ( - 1 , 0 ) , ( - 1 , - 1 ) , e t le point à l ' i n f i n i , donc N 3 = 5 , 

a lo rs que c ^ = - 1 • . . 


