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Il - séeries de Dirichlet
et series L

1. SERIE DE DIRICHLET ASSOCIEE A UNE FORME MODULAIRE ' (cf.[26])

1.1. FORMES PARABOLIQUES DE TYPE (k,N,e) .

1.1.1, Nous allons généraliser la notion de forme parabolique, introduite
en (I.2.2). Soit N un entier > 1 , ¢ un caractére de (Z/NZ)* dans
€ . Nous dirons qu'une fonction f de 3 dans € est une forme

parabolique de type (k,N,e) si f vérifie les 2 conditions suivantes :

(i) f est une forme parabolique de poids k pour T(N) (au sens

de 1.2.2).

, , ab ab, _
(ii) Pour toute matrice (c d) de I‘O(N) , f]k(c d) = ¢(d).f .

Remarques : Lorsque ¢ = 1 , cela équivaut & dire que f est

parabolique de poids k pour I‘O(N) . D'autre part, si y et y' sont
dans I‘O(N) , et y" =y.y' , ona d.d' =d" (mod N) (avec des
notations évidentes),car c = 0 (mod N). Ainsi, e¢ définit un caractére

n de I‘O(N) dans €% , défini par : n((z 2)) = ¢(d) .

Avant de parler de séries de Dirichlet, nous allons démontrer quel-
ques lemmes.

0 -1

+
1.1.2. Soit W, = ( ) € GLZ(Z) :ona: dét., W._ =N,

N N O N
2 -N 0 2 _ k P
WN = (0 —N) , et f\kWN = (-1) f pour toute fonction f définie
sur H

c'est évident si 1l'on se souvient de la définition :

ab

(f!k(c d) a'r+b)

)(1) = (ad-bc)*” (cr+d) 7K PRI

(I.2.3.1).
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LEMME . L'opérateur WN normalise I‘O(N) . D'autre part, si f

est une forme parabolique de type (k,N,e) , alors fIkWN est para-

bolique de type (k,N,¢)

Ici € désigne le complexe conjugué de ¢ .

s Soit y = (ac 2) € ro(N) , alors

N
WNYWI;1 - (1(31 _3)(1\1 g) (—01 lf)N) - (—%b _:) =y er,m,
donc WN est dans le normalisateur de .I‘O(N) . Et
(flkWN) |kY =i |kWNY = f\ky'WN = e(a)f‘kWN .
Or ad = det y = 1 (mod N) : ainsi e(a) = cd =¢c(d). =
1.1,3. Soient m un entier premier 8 N , f une forme parabolique

. . 2mi
de type (k,N,e¢) , de développement de Fourier f£(1) = 2, a e mnT
n=1
et x un caractére primitif modulo m , c'est-a-dire un caractére de

(Z/mZ)* dans C€ qui ne peut se factoriser par aucun (Z/dZ)¥ (d|m) .

Définissons la fonction fX sur H par :

()= T a_xme™
X nx=1
LEMME. On _a la formule suivante : f|k 2 X(u)(i)n ;) = g(Rf
ué (Z/mz) X
ou G est la somme de Gauss :
- - 21i
glx) = 2 . x(we miu/m (cf.[17] ,4.3)
ué(Z,/mz)
+
et ol l'action notée "|k" de GLZ(R) sur les fonctions sur Y est
étendue par linéarité & M,(R) .

2

@ Avec ces notations,
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(£] Zx@ S = 2 @i ¢ Y™
uc(Z,/mzZ)* ue(Z,/mz)*
= 2 X () £(T4+u/m) .
u€ (Z/mzZ)*
Mais 12 développement de Fourier de f donne f(7) = 20 anqn ol
, eri'r nz1
= e , et l'expression précédente vaut :
5 aneznm'r 5 )-((u)ehrinu/m
n=1 uc(Z,/mz)*

Or, d'aprés une propriété simple des sommes de Gauss (cf.[17] ,4.3),

on a -
> L) eZmnu/m

us(Z/mz)”

= x(n) g

La déf:nition de fX donne alors le lemme. =

+
LEMME . Soit ¢ une matrice de GLZ(Z) , de déterminant ¢ ,

et N un entier > 1 . Alors T(Ne) ¢ o~ Ir(N)a .

m Soit Ber(Neg) , i.e. B =1 (mod Ng) ; alors q.B.eq'l = @

(mod N8 , d'od  aBa | € T(N) . m

PROPOSITION. La fonction fX est une forme parabolique de type

Nm2 -

e (m) 3 (-N) %{% 9. . o

(k,Nfz,exz) et vérifie :fx|kW
s D'abord, f est modulaire pour T(N) , c'est-a-dire fIkY =f
pour tout vy dans T(N) . Soit q« € GL-Z'-(Z) ; alors (flku)|ka"1ya = flka
autrement dit f|kq est modulaire pour o~ T (N)a , et a fortiori pour
T(Neg) d'aprés le lemme qui précéde, si ¢ = dét o . En particulier,
(m l'l) m2 , et le lemme (1.1.3) montre que £

Om
est modulaire de poids k pour I‘(Nmz)

si o = ,ona ¢
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Montrons que fX|kY = g;xz(d).fX si y = (cl\?m d) € Ty (Nm ) :
d'aprés le lemme (1.1.3), g(f, |y = Z x(u) f| (™ Yy .
\ Xk o () k ‘0 m
or (@Y @ M) =’y oty er (md) dob e T et
. . d d
d' = d(mod.N) . Donc £, (" My = ([ y) [ (§ ) =e@i] G )
Ainsi
@fly= 2w e(@ ], (™ 9
X k uE(Z/mZ)* k 0 m
2 ud?
= @%@ T x(ud® ], (U0
ue(Z/mz) " m

Comme d est premier & m , l'application u —> ud2 est un

automorphisme de (Z/mZ)* ; et le lemme (1.1.3) donne :
- 2 -
GO0 Ey | v = ex (A g1, ;

Donc fy est de type (k,Nmz,exz) .

Calculons  G(x) fy |kWN , - D'aprés le lemme (1.1.3), cette fonc-
m
tion est égale & > ¥ (u)f |k (r(;l ;)W g - Or, si uetv véri-
u€ (Z./mz)* Nm
fient -Nuw + mv = 1 (ce qui est possible car N et u sont premiers

4 m), alors

1 u/m -1, _0-1, m -w,mw
(0 ) ( 0) = (N o _Nu V)(0 m) /
d'ou
- - m -w,,m w
LW = T g (DG

u€(Z,/mZ)*
Mais d'aprés le lemme (1.1.2), g est de type (k,N,e) ; or ¢g(v) = ¢(m)

|

puisque mv = 1 (mod N) , d'ol
QL [ W o = elmg], T @ )
u€(Z/mZ)*
Enfin, comme -Nuw = 1 (mod m) , x(u) = x(-N).x(w) , et w parcourt
(Z/mZ)* lorsque u parcourt (Z/mZ)¥ . Le lemme (1.1.3) permet de
conclure :

R | W = ¢(m)x(-N)g 2 WY = cmx(-N)gg- .=
G Xlk Nm? | we (Z,/mZ)* 0 m ¢ X
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1.1.5. LEMME. Soit f wune forme paraboligue de poids k pour un

sous-groupe G d'indice fini de T’ . Pour Tt dans ¥ , posons
eZni'r

T =xHty et q-=

. Soit (1) = % anqn le développement de
nz1
Fourier de f . Alors :

(i) il existe une constante M telle que |f('r)| s M.y_k/2 .

. _ k

(ii) a = O(n
. k/2 .

s La fonction h(r) = |f('r)|y vérifie, pour tout y dans G

k/2
- |CT+d|k 150 | < Im 7 > - hr)
|cr+d|

hyr) = [£(y) | Imlym)</2

donc h est continue sur (E\H . Comme e-ZWy décroft plus vite

-k /2 P ‘s es c
y / , h est défini par une série convergente & l'infini, Ainsi

que
Z\ .
h est continue sur le compact G\} , d'olu l'existence de M .

1 o
D'autre part, a =J' f(r)e zmanx , donc
n

1 -
|an| < j‘ |f(ﬂr)\e2ﬂnydx < My k/2e2nny
0

pour tout y >0 , en particulier pour y = 1/n . D'ol

‘an| < Mnk/zeZTT .

1.2, - SERIES DE DIRICHLET.

1.2.1. Soient f une forme parabolique de type (k,N,¢) , de dévelop-

— n . 2TiT ,
pement de Fourier f(1) = 2 a q (ot q =e ) ., m un entier
nz1
premier & N , X un caractére primitif modulo m , s une variable

complexe. Définissons les séries de Dirichlet :

L(s,f,x) = X anx(n)n_S

n21
et

Nm?)%2 2m) r(s) Lis £.%)

As.E,%)

~t, -1
ol T est la fonction d'Euler : T(s) = fme ttS dt .
0
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THEOREME .

(i) La série L est convergente pour Re(s) > 1 +k/2

(ii) La série L se prolonge analytiquement en une fonction en-

tiére (encore notée L).

(iii) La série L vérifie 1'équation fonctionnelle :

AMs.E,x) = Felm) x(-N) 3%3 Ak=5,g,%)

ol g=f|kW

N

e D'aprés le lemme (1.1.5), a = O(nk/z) , d'ou (i) .
Montrons qu'il suffit de démontrer (ii) et (iii) lorsque y =1

et m =1 : en effet, fX =2, anx(n)qn est de type (k,Nmz,exz)

d'aprés la proposition (1.1.4), donc L(s,f,x) = L(s,f_,1) et

X
AMs.f,x) = m® /\(s,fx, 1)

Supposons (ii) et (iii) démontrés pour x =1 , m=1 . Alors
(ii) est vrai pour m et X quelconques, et 1'équation fonctionnelle
nous donne :

k
I]- = i - ri ¥ .
Ms, £ 1) = i Ak-s,f lkWNmz 1)
Or la proposition (1.1.4) montre que fX lkWNmz = cXg)-( si on pose
(x)
C = _N i?
) = elmx(-m &

D'ol : ms/\(s,fx,l) = ikcxmS AMk-s,g_,1) c'est-a-dire
X

As.£,y) = if

CX A(k_s 9 1)2)

Supposons donc maintenant que m=1 et yx =1 , et utilisons

la transformation de Mellin : soit I(s) = J‘mf(iy)ys%y- . Pour tout s
0

tel que Re(s) > 1 +k/2 , cette intégrale est convergente, et méme

® .y s dy - 5 .
J‘ f(iy) y ~ est une fonction entiére de s . Mais

1//N _
[Ny = N5 (7 /NS

0 Y 1/ /N
par le changement de variable y = 1/Nu ; et f£(i/Nu) = f(WN(iu)) ,
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alors que g(iu) = f| W Y(iu) = Nk/z(Niu)—kf(WN(iu)) . Ainsi,
16) = [ty yS e KN gy RS
1//N Y 14/ N Y

est une fonction entiére de s . Or

® =2 - -
) = % a [ e 2™ yS Y o St () = N s 8,
n=1 " 0 Y

et TI'(s) n'a pas de zéro dans € ; donc L(s) = (Zn)SI(s)/T‘(s) , et

l'assertion (ii) est démontrée.

Enfin, remplagons (f,s) par (g,k-s) dans 1'égalité :

2 » - o k-
as,f,1) = NS/ J f(iy)yng +ika/2 S/zj _gliy)y sdy
1//N Y 1//N Y
Cela donne
k/2-8/2 o k- k 2
alk-s,g,1) = N /2-s/ [ alivy sdy Ns/ j' flk N(IY)Y sdy
1//N Y 1//N
Comme fIkWIZ\I = (-1)"f (cf. 1.1.2), nous obtenons :

Ms, £, 1) = 5 Ak-s.g.1)

c'est-a~dire (iii) . =

1.2.2. En guise de réciproque, Weil a démontré le résultat suivant

(cf. [26], théoréme 17)

Soient N un entier = 1 , 7 un ensemble de nombres entiers
premiers & N . chacun étant égal a8 4 ou & un nombre premier > 2 ,

m rencontrant toute progression arithmétique de la forme {a +nb}n

od (a,b) = 1 : soient ¢ un caractére de (Z/NZ)* dans €, C
une constante égale a +1 et al,az, .,an,... des nombres tels
que a_ = O(no) pour un certain ¢ > 0 . Pour tout entier m premier

n
& N et tout caractére y primitif modulo m , posons
_ -s
LX(S) Zanx(n)n
et s/2
_ s -s
AX(S) N m” (21m) LX(S)
Soit '
2mninT
e
n

f(r) = 2

nx1
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THEOREME, Si, pour tout m dans ¥ et tout X primitif modulo m ,

A (s) se prolonge analytiquement en une fonction entiére de s bornée
X

dans toute bande verticale, et vérifie 1l'équation fonctionnelle :

/\X(s) =C, A (k-s)

ol CX = Ce(m) x(-N) %—8_3 , et _si L(s) est absolument convergente

en un point s = k-5 (avec & >0), alors f est une forme parabolique

de type (k,N,e) et vérifie 1'équation fonctionnelle : f = cikf ‘kWN .

2. PRODUIT EULERIEN

2.1. - CORRESPONDANCES DE HECKE.

2.1.1. Soient X et Y deux courbes définies sur un corps K . Une
application T de X dans l'ensemble _Bn(Y) des diviseurs de degré n

sur Y est appelée une correspondance de X dans Y définie sur K

s'il existe une courbe Z définie sur K , contenue dans X xY ,
telle que 4
T(x) = Z (vp) si {(x,yy)]}

= pr—l(X)
lsisd1 1

(on note Pry (resp. prz) la projection de Z sur X (resp. sur Y), et

d1 (resp. d2) son degré) ;
Z < XxY Remarquons que, pour presque tout
x , les d1 valeurs des yi sont
P prz distinctes. Par linéarité, T induit
(degré dl) (degré dz) une application de 5(X) dans p(Y)
et T >y telle que pour tout d € IN , .ad(x)

est envoyé dans ,Bnd(Y) , et en par-

ticulier .BO(X) dans _BO(Y) .

Lorsque Z est une variété irréductible, on dit que T est une

correspondance irréductible.
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2.1.2. Correspondance de Hurwitz (ou Hecke)

C'est une correspondance de XO(N) dans lui-méme : pour tout

entier n>1 , définissons Tn sur YO(N) par
T ((E,C)) = 2 (E/F,C+F/F) .
n
F sous-groupe de E
|F| =n
CnF = {0}

Rappelons que YO(N) est formé des classes de C-isomorphisme
des couples (E,C) ou E est une courbe elliptique sur € et C
un sous-groupe cyclique d'ordre N de E . D'aprés (1.4.3.3), E/F
est une courbe elliptique. Et C+F/F =~ C/CNF = C est un sous-groupe

de E/F d'ordre N .
On vérifie (cf. [43],7.2) que T,, est une correspondance sur
YO(N) , et on la prolonge & X,(N)

T, est rationnelle sur Q , car, si (E,C) est rationnel sur Q ,

les sous-groupes F de E d'ordre n tels que CnNF = {0} sont

permutés par l'action du groupe de Galois.

2.1.3. Calcul de T, : Calculons Tn a partir des Ty (¢ premier)

(cf. [38], proposition 10, ou [26] , théoréme 6).
PROPOSITION .
(i) Si (n,m)=1, alors T =T .T =T T
=== nm

(i) Si & est premier et r=1 , alors

T si 2|N

et T . +eT . si ¢fN

(iii) Pour tous les entiers net m=1 , on a :

T -T = > d
nom d\(n,m)
(d,N)=1

Tnm/d2
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a (i) On a:

T T (E,C) =T ( X (E/F ,C+F /F))
n m n

FcE
|F|=
FNC={0}
= 2 2 (E/F/F',(C+F/F)+F' /F')
FcE F'cE/F / /i:‘
Fl=m  |F'|=m

FNC={0} F'n(C+/F)={0}

Posons F" =F+F' . Alors FcF'cE , |F'| =nm, et F'nC={0} . Or
(m,n) = 1 , et donc, pour tout sous-groupe F" de E d'ordre nm tel que
F'NC = {0} , il existe un et un seul sous-groupe F de F" d'ordre
n, e FNC = {0} . D'od :
—_ " + n 1" —
TnTm((E,C)) F'EE (E/F",C+F"/F") Tnm((E,C)) .

|F"|=nm
F'NC={0}

(ii) De maniére analogue,

T T ((E,C)) = 2 2 (E/F",CHF"/F") .
o ¢ FcE FCF"CE

|Fl=2¢ |F"|=ertl

FNC={0} F"nC={0}

Notons, pour tout groupe abélien A , Ae le sous-groupe des éléments

dont l'ordre divise ¢ .

+1
Partons d'un sous-groupe F" de E d'ordre Zr d'intersection

nulle avec C , et cherchons les sous-groupes F de F" d'ordre ¢ .

Si ¢|N , FE et C, sont deux sous-groupes non nuls de Eeﬁ-(Z/ZZ)z
d'intersection nulle. Donc F" a un seul sous-groupe d'ordre & , égal
a F'e' , et
T T E0) = T (EENCHED =T (E.0)
P |=et]

F'NC={0}
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Si ¢ J/N , ou bien F" est cyclique et a un seul sous-groupe d'ordre

2 égal a E , ou bien F" n'est pas cyclique, PE non plus, et
alors F'e' = ]3“3 = (%/8%)2 a (e+1) sous-groupes d'ordre 2 . D'ou :
T T(E.C) = L (BF,CH'E) +Y L (B/F",CHEY .
e F'cE E,F "cE
[P |=e 1 [Frj=ert
F"NC={0]} F"NC={0}

Or, lorsque F" contient E, , (E/F",CH+F"/F") est K-isomorphe &

((E/EQ)AF"/EK) , (C+E2/E€)+(F"/Ee)/(F"/E2)) . Comme la multiplication par @

e

donne la suite exacte 0 ——» E » E » E » 0 et induit un

4
isomorphisme de E/EB sur E , dans lequel C+E8/E2 est transformé

Br+1

en C , et les sous-groupes F" de E d'ordre contenant E.8

en les sous-groupes F de E d'ordre &'l , on a dans YO(N) :

2 (E/fF",CH"/F") = T (E/F,C+/F) =T _ (E,C) .
E,cF"CE FcE 2
|1:‘"|=er+l ‘F':er_l
F'nC={0} Fnc={0}
Ainsi TerTe = Telr+1 + 8 Ter'l si efN .

(iii) est une simple combinaison de (i) et (ii) . =

COROLLAIRE. Les correspondances Te (pour 2 premier) engendrent

une algébre commutative, gqui contient tous les % .

2.2. - OPERATEURS DE HECKE.

2.2.1. Lorsque E = €/L , la base {wl,wz} de L peut étre choisie

de telle sorte que C = Zwl @sz/N . Un tel choix étant fait, il y a

une bijection entre les sous-groupes F de E d'ordre n et les ré-
seaux L' de € contenant L et tels que [L':L] = n , bijection dé-
finie par : F = L'/L . Ainsi,

T (E,C)) = > (cc/L-,(mlemz/NHLyi-) .

n '

L'DL
[L':L]=n
(Zwl@sz/NHL'/L' cyclique d'ordre N
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Or, les conditions L'DL et [L':L] = n sont équivalents & l'existence
d'une matrice A dans MZ(%) , de déterminant n , telle que L' = A—lL .
De plus, un changement de base dans L' correspond & la multiplication
3 droite de A par un élément de I’ . Dong les réseaux L' tels que
L'oL et [L':L] = n sont classifiés par _ﬁ."importe qu'el systéme de
représentants de l'ensemble des matrices de M (Z) de déterminant n ,
modulo l'action & droite de T , par exemple {(d b) l ad =n, a>0,
0s<b<d}

soit A = '2) = (a/rl b/,

0 , alors d/n et

L' = %(aw1+bw2)/n o Z dwz/n .
Donc
(@ &, /N) +L A = Bl 4u) /oG 4, fr = Gez/ Sz
- (+E/FE ;
ce groupe est cyclique d'ordre N si et seulement si (N,a) =1 , d'ou

le résultat :

PROPOSITION, Soit (E,C) € Y,(N){C) défini par : E = C/L ,
L=2Zw,¢Zw, , C = Zuw @sz/N)/L.A

1 2
T ((E,C)) = 2 ((E/A_IL Z((aw, +bw,)/n) e Z(dw /nN)/A-lL)
n ' A=(d _b) ) U)l UJZ 2
0 a
ad=n,a>0

0<b<d,(a,n)=1

2.2.2. L'identification de Y,(N)}(C) avec I‘O(N) \H (cf. I-4.2.1)
permet de définir Tn sur I‘OZN) \4 par :

+
T (1) = 3% artb
n d
ad=n
a>0
Osb<«d

(a,N)=1
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b
PROPOSTTION. Soit L_ = {(2 3 € M,(®@)/ad-bc=n , (a,N) =1 ,

c=0 (mod N)} . Alors (i) l“o(N) opére par multiplication & droite et
4 gauche sur Zn , (1) ona 7t (N).Z = En ToN) =23 et (iii)

O n
o= Ll ot G o= L1 rm6 D r,m
ad =n ad=n
a>0 a>0
0<b<d ald
(a,N)=1 (a,N)=1

(o0 _le symbole |_L indique la réunion disjointe).

m La vérification de (i) et (ii) est immédiate. Etant donné une

matrice (a b) de Zn , essayons de déterminer (? g) € FO(N) et

cd
(3 g,) telle que a'd' =n , a'>0, 0sb'<d" , (a",N) =1 , de sorte
. , QB ab _ a' b' ' A .
gu'on ait (Y 6)(0 d) = (0 d,) c'est-a-dire :
va+éc =0
yb + 6d = d'
aga + Bc = a'
ob +Bd = Db’

Notons e = (a,c) le pgcd de a et ¢ , et remarquons que e divise
n = ad - bc et est premier & N ; alors les solutions (y,8) de la
lére équation : ya+dc = 0 , sont les couples (—kg,kz—) ol k€Z
et l'ona :y =0 (mod N) . Comme qob -By est a la fois égal & 1

et divisible par k , on voit que k= %1 . La 2e équation donne alors :
ad~bc

d =k = = k% tonveut d' >0 , ce qui impose k = +1 et
alors a' = g—. = e . Ainsi, nous avons déterminé de maniére unique les
nombres y , 8 , a' , d . Restent o , B , b' . Le systéme formé

par les 2 derniéres équations, ol l'on prend b' comme paramétre et

(0.,8) comme inconnues, est un systéme de Cramer, et a une solution

unique, dans CDZ , pour chaque valeur entiére de b' , 3 savoir
(@,B) = (edr-lb = abn—eb) . Les valeurs de b' pour lesquelles (a,B)EZZ
forment une progression arithmétique dont la raison k' est le plus petit

k'e

n
entier tel que 5 et 5

1
k'a soient entiers : autrement dit k' = 5 = d'

Ainsi, il existe une seule valeur de b' telle que 0sDb'<d" et que

(a,B) € Zz . En résumé, nous avons montré la lére formule de (iii).
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Pour la 2e formule, remarquons que (a,d) divise toutes les
matrices de I‘O(N)(g g) FO(N) , et que (a,d) = a . Cela nous permet
de nous ramener a démontrer que les matrices primitives de Z’n , Cc'est-
d-dire les matrices (2 2) de Z}n telles que (a,b,c,d) = 1 forment
la double classe TO(N) ((1) g

poser que c¢ =0 . Ainsi, il s'agit de montrer que toute matrice de 2

)FO(N) . Et la lére formule permet de sup-

n
de la forme (3 g) s'écrit ‘r((l) g)'r' pour deux matrices T et T' de
I‘O(N) . Etant donnés 4 entiers «,B,y.d , posons T, = (aa bc,-gdB) et

_ 0 B . 10 _ ab _
Ty = (dY a6—by) : alors (0 n)'r1 'rz(0 d) car ad = n . Reste &
déterminer (a,B,v,8) de sorte que T, et T, soient dans I‘O(N) .

c'est-a-dire de sorte que y = 0 (mod N) et aad -bay-dgy =1
Or (a,N) =1 et (a,b,d) =1, donc (a,Nb,Nd)

1 . Le théoréme

de la progression arithmétique (cf.[38],6) appliqué aux nombres

G abN) et (a'};)lf\” prouve qu'il y a une infinité de nombres premiers
-bN a : __a  _ _bN_
congrus a @ oN) modulo BN Soit p = (=,bN) (2.bN) un

de ceux-ci, tel que p>dN . Alors (p,dN) =1 , et comme (a,bN,dN)=1
nous obtenons ((a,bN)p,dN) = (ad-bN,dN) = 1 . Le théoréme de Bezout
prouve alors l'existence de ¢,B tels que agbd -baN-dBN =1, et il

suffit de poser y=N . @

2.2.3. Maintenant, nous pouvons définir 1l'opérateur de Hecke Tn sur
les formes modulaires de poids k pour T (N) par :

f\an - Q21 Z flkoni

i€l

ol {ai}iel est un systéme de représentants des classes a gauche de
ab _

Zn modulo I‘O(N) (par exemple {ai}iel = {(0 d) € MZ(Z)/ad—n , a>0 ,

0sb<d, (a,N) =1}, cf.2.2.2).

Remarques : (1) T1 est 1'identité ; (ii) la définition de f ‘k Trl

est indépendante du choix des a; :en effet, si vy € I‘O(N) , alors

f\k Yoy = (f|ky) lk a; = flkoni .
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2.2.4. PROPOSITION. Si la fonction f est une forme modulaire (resp.

parabolique) de poids k pour I‘O(N) , il en est de méme pour la fonc-

tion f|an.

m Soit ye¢ I‘O(N) ; alors {aiY}ieI forme un autre systéme de
représentants des classes a gauche de Zn modulo I‘O(N) , donc

nk/2—1

e L
1

D'autre part, f|k Tn est holomorphe dans ¥ . Vérifions qu'elle est
holomorphe aux pointes ; tout d'abord, calculons son développement de

Fourier 4 l'infini, & partir de celui de f :

f(r) = ¥ ael™T |
v=20 v

o _ @b _ _
et choisissons {ai}iel = {(0 d)\ad n,a>0, 0<b<d , (a,N)=1} .

Alors
€ T)m = 2 A R TRy
(a,d) (ad=n 0O<b<d
a>0
(a,N)=1
» , 2mivgT 2mivg
=n 2 a 2 ae 2 e
(a,d) (ad=n v20 VY 0<b<«d
a>0
(a,N)=1
Or b
2mivyg 0 si v#0 modd
Z e = ;
0<b<d d si v=0modd
D'ou
€} 1) = L a (n) e 2TVT
n Vv
v20
ol a (n) = 2 a ak~l | Ainsi f| T est holomorphe &
v 2 k n
a: (allv,n) nv/a
a>0
(a,N)=1
k-1 .
3 l'infini, et a (n) =a ( X a ') est nul dés que a, est
© ®a: allv,n)
a>0

(a,N)=1
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nul . Par conjugaison, f lk Tn est holomorphe & toutes les pointes de

T(nN)\ H , et parabolique dés que f l'est. Comme
on._lI‘ (N)a, 2 Otfll“(N)on. S T'(nN)
1 o 1 1 1

d'aprés le lemme (1.1.4), la proposition est démontrée. =

Remarque : T(N) est un sous-groupe distingué de T , ce qui

~

permet de comparer les pointes & la pointe infinie.

2.3. - PRODUIT EULERIEN.

2.3.1. THEOREME , Soit f une forme parabolique de poids k pour T ,

de développement de Fourier :

2minT
ae
n

f(r) = Z

nx1

Supposons que f est fonction propre pour tous les opérateurs de Hecke,
c'est-a-dire gu'il existe, pour tout entier n , un nombre complexe ch

tel que : f|k Tn = cnf . Alors a1 est non nul, et l'on peut remplacer

f par 1/a1‘f . On obtient alors : a = cn pour tout n , et :

L(s,f,1) = TT (1-a e TT (l-aee's+ek'1'zs)'1
¢|N eyN

2

m Comme f \k Tn = ¢ f , leurs développements de Fourier coinci-

n

dent, c'est-a-dire av(n) = c,a, pour tout VEIN . Or (cf. 2.2.4),
a = I PR RV
a (al(v,n)

a>0

(a,N)=1
donc ca =c a et en particulier c,a =c a, . Mais T agit

nwv v n 1 n nl 1

trivialement sur f , donc c, = 1 ; supposons a1 nul : alors an est

nul pour tout n , et f est nulle, ce qui est impossible pour une fonc-

tion propre. Ainsi a1 est non nul, et, quitte a remplacer {f par Sl—f .

on peut supposer que a1 = 1 , Alors, pour tout n , cn ='an , et -
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Lis,f,1) = ¥ a /m® = % ¢ /Mm°
n n
nz21 nz=1
Reste & vérifier que 2, a /nS a le produit eulérien indiqué. Mais
nz1
le calcul des Tn (cf. 2.1.3) se traduit sur les cn , donc sur les an ,

. = . i = = i
par : a ~=a .a si (n,m) 1, aei (ae) si &|N , et
k-1 ,
ae“_1 + 2 aei_1 - aei~ae =0 si g)YN . La lére formule prouve que
s _ is
La/n = TTZ a VAT
n=1 e i=z0 ¢
la 2e que .
-5, -1
(1—a22 " =% a i/eis si ¢|N ,
i=z0 ¢
et la 3e que
- -1- ‘ - ‘ - -
(1-a,2 Sy i =1+ T (a 14173,3,1 F " la j-1)¢ s
i=0 @ i21 ¢ ¢ e

=1 si e/N,

d'ou le théoréme. =

2.3.2. Exemple. L'espace des formes paraboliques de poids 12 pour T
est stable par Tn . Comme il est de dimension 1 sur € , tous ses

éléments non nuls sont fonctions propres des Trl ., en particulier

a=all 1-aH* = = ",
nz1 nz1

3 laquelle on peut appliquer le théoréme (N = 1)

7(n) 1
n=1 n° e 1-t(e)e S+pll?s

Nous avons aussi, par la proposition (2.1.3) :

f(nm) = t(n).t(m) si (n,m) =1

et

r+1 r-1
)

r@)-1) =t + ptlr(p

2.3.3. Remarque : Il existe au plus une forme modulaire non para-

bolique, de poids donné k , qui soit fonction propre des opérateurs de

Hecke, (& une constante multiplicative prés) ¢



D'aprés (2.3.1), aocn = > aoa ; Si on suppose ao
a (aln
a>0
(a,N)=1
non nul, la valeur propre cn vaut > ak_1 ; enfin an = cn-a
a al|n
a>0
(a,N)=1

3. FONCTIONS PROPRES DES OPERATEURS DE HECKE

Il s'agit ici de déterminer les formes f auxquelles s'applique le

théoréme (2.3.1).
3.1. - PRODUIT SCALAIRE DE PETERSSON. (cf. [26], 3 ou [12], 3).
3.1,1., LEMME . Soient D un ensemble mesurable de R2 , fetg

+
deux fonctions holomorphes dans ¥ , et o un élément de GLZ(R) .

Alors

k dxdy - kdxdy
JJ @] a@fay =% = 5y
p kK y? ”a(D) y?

@ D'aprés (I,2.2.1),

(£l o) (g ] a) (1) = (det ) |c'r+d|_2kf(a'r)-g(a'f) ;

Or 2
Im(or) = (det o) |cT+d| Im(T) ,
et 2 _4
dar) A d(aT) = (det o) |cr+d| “dTAdF ,
d'ol :

(t |, ) @T )N Um(r)* " 2ar A dF = £an)-g@n - Imlar)* 2 d(ar) Ad@T) .

Comme drAadf = -2idx Ady , cela démontre le lemme. ®
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3.1.2. DEFINITION . Soit G un sous-groupe de T , f et g deux
formes modulaires de poids k pour G , et D un domaine fondamen-

tal de G\¥ . Le produit scalaire de Petersson de f et g est défini

pat - k dxdy

1
(£.9)q = Fa HD fgy )

Remarques :

(i) Comme f et g sont deux formes modulaires de poids k pour
G , cette définition ne dépend pas de D , d'aprés le lemme (3.1.1).

Par exemple, si DO est un domaine fondamental de T\¥ , et si

— Mo
T = _.L:{_ Gcni , on peut prendre D = U ai(Do) , et alors
1 ¥ - kdx d
fog=y T[]
i=1 ai(Do) Y

(ii) Il peut y avoir des problémes de convergence de l'intégrale

. £ P . ‘ . n n

aux pointes de G\# . A l'infini, soient f(r) = 2. a q et g(r)= 2 bnq
n=0 n=0
les développements de Fourier de f et g . Si a, et b0 sont non nuls,

l'intégrale est de méme nature que celle de yk et ne converge pas. Par
contre, si l'une au moins des 2 formes est parabolique, l'intégrale conver-

ge & l'infini et (par conjugaison) aux autres pointes.

(iii) Le produit scalaire de Petersson est un produit scalaire hermi-

2 .2

tien non dégénéré (car f et g sont holomorphes) .

(iv) Si f et g sont modulaires pour 2 sous-groupes H et G d'indice
fini de T , et si l'intersection de H et G est d'indice fini dans T ,

alors, la définition montre que :

@y = EDy e = g -

Nous noterons désormais (f,g) cette valeur.

3.1.3. PROPOSITION . 8i n est premier 8 N , l'opérateur T, est

hermitien pour le produit de Petersson.

Cela signifie que (f |an:g> = (f,g |an> .
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m D'aprés (2.1.3), 1l'algébre engendrée par les opérateurs TE (pour ¢
premier, ¢ ,\/N) contient tous les Tn (pour n premier & N), donc il
suffit de vérifier que les opérateurs T, sont hermitiens. D'aprés
(2.2.2) :
10 p+1 pt+i

Zy = Dol T = LL oy = L 6yr 0
Nous avons vu certaines valeurs possibles des a; (cf. 2.2.2) mais ici
nous allons en utiliser d'autres : comme Z,e est égal a4 une seule classe
double modulo I‘O(N) , toute classe & droite rencontre toute classe a
gauche, et en choisissant Yy € I“O(N)oLi N BiI‘O(N) pour tout i , on ob-

-~

tient un systéme de représentants des classes a droite et & gauche.

Montrons maintenant que (f |sz,g> = (f,qg \kTe> lorsque f et g

sont modulaires pour G = I‘O(N) . Appliquons la remarque (3.1.2.(iv))

p+1

_ 1 - kdxdy
(L T,9) =— = L vJ)ay
p+1
1 - k dxdy
= 2 == (| v))oy
Z ) o v 2

ol D est un domaine fondamental pour rO(N)\u . Di
et ol Gi = I‘O(N) Ny, I‘O(N)\(i_1 . Appliquons le lemme (3.1.1) &

yi-l € GL;(R) , pour chaque i . Cela donne :

pour (";i\u .

p+1
(1} Ty9) = 2

1 -1 k
G ] H . f.(g lkYi )y dx CZiY
: v, (D) Y

Or vy (Di) est un domaine fondamental pour
-1 -1

Y, Gy = I‘O(N) Ny, I‘O(N) Yy o

et les indices [I::Gi] et [T":yi- GiYi] sont égaux. Le systéme

{(dét.yi) yi-l} forme, comme {yi} , un systéme de représentants a

droite et & gauche de Ez pour l'action de I‘O(N) ; ainsi

(), Tyo9) = (Eg| T, .
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3.2, INVOLUTION D'ATKIN-LEHNER (cf.[2],[19])

3.2.1., Soient N , N, , N, , des entiers = 1 tels que N = N_N

1 2 172
et (Nl’NZ) = 1 , Définissons une application, notée WII:]I , de XO(N)
1
dans lui-méme, en posant, pour tout (E,C) € YO(N) :
N
1 1 2 1
ou CN- est l'unique sous-groupe cyclique de C d'ordre Ni (i=1,2)

1

(@insi C = CN1+CN2) , et ol EN1 est le groupe des points d'ordre N,

dans E .

PROPOSITION . L'application Wﬂ est un_automorphisme de XO(N) ,
1

défini sur @ , et c'est une involution.

m Si (E,C) est défini sur @ , alors Wﬁl((E'C)) l'est aussi.

N (g o S (R N
Calculons WNI((E ,C')) ou (E',C") = WNI((E,C)) = (E/CNl'EN1+CN2/CN1) .

Comme EN +CN /CN1 = Ey /CN + (CN +CN1)/CN , nous avons :
1 2 1 1 2 1.
Ci\ll = ENI/CNI , et Cy = CN2 + CNl/CN1 . D'autre part, E! = F/CN

2 N,y 1

si F désigne le sous-groupe des éléments x de E tels que
3 ] N ] [}
le € CN1 . Ainsi, WNI((E ,CY)) = (E/ENI ,P+CN2/EN1) . Or la multi-

plication par N, induit un isomorphisme de (E/E,, ,F+Cy /Ey ) sur
1 Ny 2" "Ny

N ,2

(E,C) ,dod: W )" =1. =
Ny

o L
N

1l . . Voo 1 ) .

CNi = Zwlea Ni sz/L (i 1,2) ;: posons L Zwl@ N1 sz ; ainsi
[} — ] —_ —1— l

CN1 =L'/L et E/CN1 = C/L' . Comme E‘.N1 = NIZwl@NIsz/L ,

1 1

nous avons EN1+CN2/CN1 = ?\7—1 Zwleaﬁ sz/L . Cherchons une base

) ' — ' l. ' ' ] A
{wj.w,} de L' telle que EN1+CN2 = Zu|® NZwZ/L , C'est-3-dire

3.2.2, Soient E=C¢/L , L = ZwIEB sz et C = Zy sz/L . Alors

1
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une matrice A = (2 2) € GLZ(Z) , de déterminant N, , telle que

1

- -1 T _ vo— (o
L' = A 'L et que la base {wl = (dw1 bwz)/N1 P Wy = ( cw1+aw2)/N1}
de L' vérifie EN1 + CNZ/CNI = Zw'l @’I%'Zw'z/L' . Cette derniére

~

condition équivaut a la congruence :

1 —1- 1 — _1_ l t
Zw1+ N sz = N1 Zwl + Nsz (mod. L')
s e 1o - 1
c'est-a-dire Z(dw1 bwz) *N Z( cw1+awz) = Zwl + Nz %wz
(mod.NlL' = Nl%w1 ® sz) . Donc N doit diviser ¢ , et N, di-
. [] 1 = - | J— 1—
viser a . D'autre part, W) (duu1 bwz)/N1 est dans L' = Zwl <] N sz ’

1

donc N1 doit diviser d .

Et on vérifie facilement que ces trois conditions sont suffisantes.

En résumé :

PROPOSITION . Soient (E,C) = (C/L,Zwlea-I%ZwZ/L) , ol
[] ] — 1 1 ._]:. ] ] ] p— 1 ]
L= ZwléBsz et (E',C") = (C/L' , Zwl +NZw2/L) , o0 L' = Zwleasz
Alors (E',C') = WE ((E,C)) si et seulement si la matrice de passage
1 N;a b
1
de {wl,wz} a {wl,wz} est de la forme (Nc Nld) et de détermi-
nant N1
Notons encore WE cette matrice. Elle vérifie les propriétés
1
suivantes :
) -
(i) wi (WN ) L €T (N) si WY est une matrice du méme type.
N1 N1 o N1 /
. 1 N 2
(ii) i (WN )¢ ¢ I‘O(N) ;
1 1
N )
(iii) W normalise T (N)
N1 o

La matrice WII:I] permet de définir un opérateur, encore noté WE ,
1 1

sur l'espace des formes modulaires de poids k pour I‘O(N) grace a :

N.at+b
N _ Jk/2 k 1
(] Wy )1 = N ormd)

N1 ) (Ncr + Nld)
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En particulier, si N, =N , N, =1, W,._. = W_ = ( 1):nous

1 2
retrouvons ainsi l'opérateur étudié en (1.1)

La propriété (ii) prouve que l'opérateur WE est involutif,
1

3.3. FORMES PRIMITIVES ET THEOREME D'ATKIN.

3.3.1. Remarques :

(i) Si f est une forme modulaire pour I‘O(M) et si M divise N ,

alors f est une forme modulaire pour I‘O(N) , puisque I‘O(N) c I‘O(M)

(ii) Si f est une forme modulaire pour ro(M) , si M divise N ,

et si m divise N/M , alors f|(r(;1 g) est modulaire pour I‘O(N) : en

effet,
G Do d = Cnm 0 D
et M divise N/m , donc (C Jm mg) €T (M) , et
G D Cx @ = Cum @ 1G D =11G D

(iii) Rappelons que f (" 0)(’r) = mk/2 f(mr) .
o 1

3.3.2. Ces remarques justifient la définition suivante : une forme
modulaire de poids k pour I‘O(N) est dite ancienne ("oldform") si
c'est une combinaison linéaire de fonctions de la forme 1 - f(mr) ,

ol f est une forme modulaire de poids k pour I‘O(M) , M divise N ,

M#N , et od m divise M/N .

Notons S(N,k) 1l'espace des formes paraboliques de poids k

pour I‘O(N) , et Sa(N,k) le sous-espace des formes anciennes.

LEMME . L'espace Sa(N,k) est stable par les opérateurs Tn

pour tout n premier 8 N , et WE pour tout N1 divisant N tel
1
que (NI'N/NI) =1
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® Rappelons que flan = nk/?‘_1 z f (g 2) (cf. 2.2.3)
ad=n k
a>0
Osb<d
(a,N)=1

et que S(N,k) est stable par T, (cf. 2.2.4). Or

(m 0)(a b) _ (a mb)(m 0)

01'0d 0 d%‘o 1 , et (m,d)=1 car m|N,d|n,et (n,N)=1

Ainsi, si b' désigne le reste de la division euclidienne de mb par d ,

nous obtenons :

m 0 _ k/2~1 a b m 0
flelo O hTy = [n Z e & d)] G
ad=n
a>0
O<b’'<«d
(a,N)=t1
et Sa(N,k) est stable par Tn
N Nla b
Rappelons que f |kwN1 = f |k (Nc Nld) pour n'importe quels
entiers a,b,c,d tels que N,ad - N,.bc =1 (si N, = N/N,). Comme
1 2 2 1
m 0 Nla mb m 0
( w = ( ) (0 1) , on montre (de mé&me que pour Tn) que

0 1""N; cN/m Nld

Sa(N,k) est stable par WE . B
1

3.3.3. Par définition, l'espace des formes paraboliques de poids k
primitives pour I‘O(N) ("newforms") est 1l'orthogonal de Sa(N,k) dans

S(N,k) pour le produit scalaire de Petersson, et il est noté SO(N,k) .

LEMME . L'espace SO(N,k) est stable par les opérateurs T,

pour tout n premier 3 N , et par Wg pour tout N1 divisant N .
1

N
Ny
sont des opérateurs hermitiens pour le produit scalaire de Petersson.

m Vu le lemme (3.3.2), il suffit de vérifier que Tn et W

Nous l'avons déja montré pour Trl (proposition (3.1.3)), et pour WN
1

nous allons utiliser les propriétés (ii) et (iii) de (3.2.2) : Wg est un
1

opérateur involutif sur S(N,k) , et il normalise I‘O(N) . Ainsi si W
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N

dési Wy o .

ésigne Nl 1

(f.9|W) = [[ f.9[W =[] f|W g =[] £|W.§ = (f|W,g) . =
D Wio) D

Si M | N , I‘O(N) est un sous-groupe de I‘O(M) ; choisissons un
systéme {ai} de représentants des classes & gauche de I“O(M) modulo

I‘O(N) , c'est-a-dire I‘O(M) = JTI’ 1“O(N)<;Li , puis définissons une appli-

. . N N _
cation notée trM de S(N,k) dans S(M,k) par : trM(f) _iZ”kai .

Alors trll:I/I est indépendante du choix des a,

PROPOSITION . Soit f € S(N,k) . Alors f est primitive pour I‘O(N)
si et seulement si, pour tout nombre premier ¢ divisant N , on a :

N _ N =
trN/e(f) =0 et trN/e(f Wy =0 -

Ce théoréme est démontré dans [19] (théoréme 4).

3.3.4. ProposITION . Tous les opérateurs T ((n,N)=1) et WE (N1|N,
1
et (Nl’N/Nl) = 1) commutent.
8 Nous avons vu (cf.2.1.3) que les Tn commutent entre eux et
il est évident que les WE commutent entre eux. Montrons que
1
TnoWN = WNoTn : soit (E,C) € YO(N) ; alors
TnoWN((E,C)) = Tn(E/C’EN/C) = . > (E/C)/F '(EN/C+F )/F")
F'cE/C
|E*|=n
et
W.°T ((E,C) = W._( 5 (E/F,CH/F) = L (E/C+F,((E/F)N) C+F)/F) .
|F‘=n |F|=n

Or l'hypothése (n,N) = 1 montre que (E/F)N = EN+F/F et qu'il existe
une bijection entre les sous-groupes F de E d'ordre n et les sous-

groupes F' de E/C d'ordre n , définie par F' = F+C/C . Ainsi
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[} = o = ) <+
T oW ((E,C) = W oT (E,Q) = I (E/CH, (B +F)/(CH))
FcE
|F|=n
Enfin, si N1 est un diviseur de N tel que (NI'N/NI) =1, on
montre de maniére analogue que T oWN oT
n N1 n
. N
COROLLAIRE . Les opérateurs WN et Tn pour (n,N) =1
1

sont diagonalisables simultanément.

m En effet, ils sont hermitiens et commutent entre eux.

3.3.5. L'intérét de l'involution d'Atkin-Lehner vient du résultat suivant

ol le symbole ¢ | N signifie : 2r|N et erHXN :

THEOREME PRINCIPAL D'ATKIN. Sur les formes primitives, l'opérateur

Te est déterminé par W : si o' IN , r=1 . Plus précisément, si f
2
est une forme primitive pour I‘O(N) , on a:

k/2-1
N

Tef=0§_i_z2|N,§; T,f = Wi si ¢|N

2

Pour une démonstration de ce théoréme, voir ([19] , théoréme 3,

ou [2]).

COROLLAIRE . Il existe une base de l'espace des formes primitives

formée de fonctions propres de TOUS les Tn .

A ces formes s'applique le théoréme (2.3.1) sur le produit eulérien

des séries de Dirichlet associées.

3.3.6. Exemple : N =1¢ et k =2

PROPOSITION . Si N est un nombre premier noté ¢ , toute forme
2

parabolique de poids

pour 1"0(2) est primitive, et Tzf = -Wef .
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8 Les fonctions trf(f) et trf(f |2W2) sont des formes paraboliques
de poids 2 pour I‘O(l) =T , donc elle sont nulles (cf.I.2.2.3). D'aprés

la proposition (3.3.3), cela prouve que f est primitive.

2-1
. _ 1 a 0 -1
D'autre part, f lz T8+W2 = f\2(§) (0 2) + (2 0)) , et
a=0
1 a,,0 -1 _ 0 -1 10
(0 8)(1 0) = (e 0)(—a 1) , donc
&=l 5 0,0 -1 e
¥ = =
B, T W W, = £, W |2(a=0(_a DHG ) = e, W)

D'aprés ce qui précéde, f | T8+We =0.n
2

COROLLAIRE .. Il existe une base de l'espace S(£,2) = So(e,Z) telle

~s,-1 - 1-2s,-1
gue L(s,f,1) = (l-aee ) T—l (l-app S+p S) pour toute forme f
p#2 .
de cette base, de développement de Fourier f(r) = 2 a eZmn'r ,
n=1
normalisée par a, = 1 . De plus, a, = %1

1 e

m C'est le théoréme (2.3.1). La derniére assertion vient de ce

que ae est valeur propre de T2 = 'We , qui est une involution. =

4, JACOBIENNE

4.1, JACOBIENNE D'UNE COURBE.

4,1,1. Diviseurs sur une courbe.

Soient K un corps égal 8 € ou 3 un corps local, X une courbe
projective non singulidre définie sur K , munie d'un point O défini sur
K , L une extension algébrique de K . Rappelons les définitions sui-
vantes : B/X)(L) désigne le groupe des diviseurs de X définis sur L ,
c'est-a-dire le Z-module libre engendré par les "cycles" de la forme

e((P1)+(P2)+...+(PS)) ol Pl’PZ""’Ps sont des points de X , ol
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PZ""'Ps sont les conjugués de P sur L , et ot e est le degré

1
d'inséparabilité de L(Pl)/L : ,BO(X)(L) est le sous-groupe de HX)(L)
formé des diviseurs de degré nul, le degré étant l'application d de
HX)K) dans Z définie par linéarité a partir de :

d(e((P1)+(P2)+ ce. + (Ps))) = s.e ;

'BB(X)(L) est le sous-groupe de ,DO(X)(L) formé des diviseurs de fonctions
de K(X)

Nous noterons 5(X) , .BO(X) . ﬁz(X) , pour HX)K) , .BO(X)(E) ,
.Be(X)(f)

4.1.2. Jacobienne ([52]).

En faisant correspondre & L le groupe quotient ,BO(X)(L)/,Be(X)(L)
on définit un foncteur de la catégorie des extensions de K dans celle

des groupes abéliens.

PrOPOSITION . Il existe une variété abélienne définie sur K , notée

JX) , telle que JX)(L) = ‘Bo(x)(L)/’Bz(X)(L) pour toute extension L de K.

La dimension de J(X) est égale au genre de X .

Rappelons qu'une variété abélienne définie sur K est une variété
projective définie sur K , munie d'une loi de groupe abélien telle que
1'addition s'exprime sur les coordonnées par des fonctions rationnelles &
coefficients dans K . D'autre part, J(X)(K) désigne les points de J(X)

a coordonnées dans K .

On peut trouver une démonstration de la proposition, avec une

construction de J(X) , dans [6] .

PROPOSITION. Si le genre de X est non nul, pour tout point P,

de X , l'application de X dans J(X) gul associe au point P la classe

du diviseur (P) - (Po) est une injection.

» Si les diviseurs (P) - (Pg) et (Q) - (Q,) sont équivalents,
pour deux points P et Q distincts de X , alors (P) - (Q) est le divi-

seur d'une fonction f sur X . Mais alors f définit un revétement de
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degré un : X - ]P1 , donc X est de genre nul. =

Remarques

- Si Po est rationnel sur L , alors l'injection l'est aussi.
-S8i X = XO(N) , on pose Po = o , et alors l'injection est ra-

tionnelle sur Q@ .

4,1.3. Courbes elliptiques.

PROPOSITION !. Si X est une courbe elliptique E , les variétés

abéliennes E et J(E) sont isomorphes.

8 Remarquons que J(E) est une courbe, puisque g =1 ., A
tout point P de E , associons la classe de (P) - (O) dans
ﬁO(E)/_Be(E) . Cette application est injective : en effet, si
(P) - (O) = (Q) - (O) , le diviseur (P) - (Q) est un diviseur de fonctions
sur E , ce qui est impossible sur une courbe de genre 1 (K(E)/K serait

monogéne).

Surjectivité : si d ¢ ,BO(E) , le diviseur d+(0O) est de degré

1 >2g-2 , et le théoréme de Riemann-Roch donne

2(d+(0)) = deg(d+(0)) -g+1 =1 :

A

autrement dit, il existe un diviseur positif linéairement équivalent &

d+(0) , i.e. un point P de E tel que d = (P) - (O) (mod. ,Be(E)) .

Cette application est un homomorphisme de groupes : écrivons

3 2
= +
1 3y x + azx + a4x a6 '

et considérons trois points P,Q,R de E de somme nulle, i.e. trois

2
1'équation de E sous la forme y +a,xy + a

points alignés dans le plan (x,y) . Soit f(x,y) = ux + vy + w =0
1'équation de la droite PQR . lLa fonction f a 3 zéros en P,Q,R ,

et un seul p6le en O , donc son diviseur est (f) = (P) + (Q) + R) - 3(0) . =

4,1.4, Cas complexe.

Sur €, une courbe projective non singuliére de genre g peut
8tre considérée comme une surface de Riemann compacte ; l'espace des

formes différentielles holomorphes sur cette surface est de dimension g .
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Soit {wl,w .,wg} une base de l'espace des formes différentiel-

zlo.
les holomorphes sur cette surface de Riemann (notée X) ; soit 5 le

réseau de @ engendré par les g-uples (J’ U _qu wz,...,‘[‘ wg) , ol vy

Y

y
parcourt l'ensemble des lacets sur X ; soit P un point fixé de X .

o
Considérons l'application de X dans Gg//\ définie par :

P e uy e [

Wy s Whree0 W .

p +p 2 p 9
o} (o] (o)

PROPOSITION . L'application qui fait correspondre au diviseur

P P P
(P) - Q) (sur X) le g-uple (" wy, » [ Wnseo.,{ w_ ) définit un isomor-
‘YQ 1 IQ 2 IQ g

phisme de la jacobienne de X sur €9/p .

Remarque : Cette proposition prouve que Gg//\ est une variété

abélienne ; on peut le montrer directement : G?g/j\ est un groupe abé-

lien, et il faut vérifier que c'est une variété projective.

En fait, on montre qu'il existe une forme de Riemann sur (Bg/j\ .

c'est-a-dire une application E de (Ing(Dg dans R , vérifiant les

conditions suivantes :

() E est R-bilinéaire ;
(ii) E(x,y) = -E(y,x) :
(iii) si (x,y) € AxA alors E(x,y) €Z ;
(iv) la forme R-bilinéalre : (x,y) +~ E(x,iy) est symétrique

définie vpo sitive.

Or l'existence d'une forme de Riemann sur (Dg/A est une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que (Dg/j\ soit une variété abélienne.

(cf. [43], App.11 ; [46], thm.38).

4,1,5. Formes différentielles (cf.[43 , Appendix ; [44],1.2) .

Pour définir les formes différentielles sur un corps de base quelcon-
que K , on procéde ainsi : soient V une variété définie sur K de
dimension n , et Q un domaine universel pour K (cf.[43]). Notons
L(V) 1le corps des fonctions rationnelles de V dans L , pour toute

extension L de K
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PROPOSITION . Il existe un espace vectoriel Dif(V) sur (V)

de dimension n , et une application (-linéaire d de (V) dans

Dif(V) telle que :

(i) d(fg) = fdg + gdf (quels que soient f,g dans q(V)) :

(ii) {df ,df,,.. .,dfn} est une base de Dif(V) sur Qq(V) si

et _seulement si {fl,fz,...,fn} est une base de transcen-

dance séparante de (V) sur Q .

Dif(V) est l'espace des formes différentielles sur V . Une forme

différentielle w sur V est dite holomorphe si, en tout point de V ,

on peut écrire y =7, fidgi , avec des fonctions fi et 9; holomorphes
i
en ce point. Nous noterons Difo(V) l'espace des formes différentielles

holomorphes sur V

De facon analogue, w est dite définie sur L (KcLlc Q) si

en tout point de V , on peut écrire w = 2, fidgi avec fi et 9; dans
i
L(V) . L'espace des formes différentielles sur V définies sur L est

noté Dif(V:L) . On définit de méme Difo(V;L)

Soit W une autre variété sur K , et A un morphisme de V
dans W . On définit une application ), de Dif(W) dans Dif(V) par :
x*(zi? fdg,) = ‘lz (£.o0)d(g;on) o

et alors )\*(Difo(W)) est inclus dans Difo(V)

En particulier, si K=¢C , V=X, W = JX) = GJg//\ pour une
courbe X sur €, et si ) est défini par:z»»(J'zw,j’zw ,...,J‘zw) ,
z 104 2 g

I'application ), est un isomorphisme de Difo(I(X)) Osur DoifO(X) °
Décrivons Ny soient zl,zz,... ,zg les applications coordonnées de
JX) dans € . Alors {dzl,dzz,...,dzg} est une base de Dif(J(X)) ,
et ), est défini par : x*(dzi) =w; En fait, on a un résultat plus

général :
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En caractéristique gquelcongue, Difo(](X)) et Difo(X) sont isomor-

phes.

En particulier, sur € , si X est une courbe modulaire Xo(N) ,
l'application f » y = f(r)dr est un isomorphisme entre 1l'espace des
formes paraboliques de poids 2 pour I‘O(N) et l'espace des formes
différentielles holomorphes sur XO(N) . Ces deux espaces sont aussi
isomorphes a l'espace des formes différentielles holomorphes sur ](XO(N)) ’

et ils sont de dimension g sur €, si g désigne le genre de XO(N)

4.2, CORRESPONDANCES.

4.2.1, Correspondance et jacobienne. Soient X et Y deux courbes

définies sur K , et T une correspondance de X dans Y . La li-
néarité permet de supposer T irréductible : cela signifie, (avec les
notations de 2.1.1), qu'il existe une sous-variété irréductible Z de
X xY , telle que

-1

1 (x)

T(x) = 2 (y) si {(x, y)}1 <d. = PF

i=1 1

Par linéarité, cela définit un homomorphisme T de ,BO(X) dans _BO(Y) .

PROPOSITION ., L'image par T de _Be(X) est dans _Be(Y)

m Soit f une fonction rationnelle sur . Les projections :
V/ (Z)

pr’l/ \<2 définissent des injections : /

X Y K(X) K(Y)

Soit N la norme de K(Z) dans K(Y) , et f|T = N(pr*;(f))
Montrons que T((f)) = (f\T) . Pour tout y dans Y , nous avons :
da
£]T(y) = Npr¥E)(y 1_ pry(®) (x,v)

ou les x, sont définis par : plr2 (y) = {(Xi,y)}lsisd Comme
dy 2
pr’i‘(f) (x,y) = f(x) , nous obtenons : f|T(y) = i|=1| f(Xi) . Et en dési-

gnant par vx(f) l'ordre d'une fonction { en un point x :
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f|T) = 2 v.E|T).&v) = ZC T v (D))
yey 7 yeY xeX
(x,y)ez
= 2 vx(f)( >~ wyh =z vx(f).(T(X)) =T{f) . =
xeX veY xeX
(x,y)€Z

COROLLAIRE ‘. Toute correspondance T de X dans Y dé&finit

un _homomorphisme de J(X) dans J(Y)

Nous noterons encore cet homomorphisme T

4,2.2. Transposée. Soit T wune correspondance de X dans Y ,

dg
définie par T(x) = 2. y; comme précédemment. On appelle correspondance

i=1
transposée de T la correspondance T' de Y dans X définie par
do )
T'(y) = 121 x, ol {(Xi’Y)}lsisdz = pr, (y)

4.2.3. Frobenius. Soit g une puissance d'un nombre premier p , et

notons K le corps ]1:‘q : alors l'application x - xq est un automorphis-

me de K . Soit V une variété projective définie sur K par des poly-

m
némes homogénes Fi(x) (o X = (XO,X ""’Xr)) , soit Fiq()_() le

1
polynéme obtenu en faisant agir x v x9 sur les coefficients de Fi .

m m
et soit V 9 la variété définie par les Fiq(_)_(_) . L'application
a _qgq a
Xo'xl""'xr)

l'application de Frobenius.

T
(xo,xl,...,xr) — envoie V dans V 9 et est appelée

i
Iorsque V  est définie sur ]Fq ,ona V 9= V. Si V est une

courbe X , on peut définir une correspondance de X dans elle-méme,
9

l/q)

appeléé correspondance de Frobenius et notée Mg par : nq(x) = (x

La correspondance transposée na est alors définie par : n;q(x) = g(x

et nous avons
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5. ENDOMORPHISMES D'UNE COURBE ELLIPTIQUE

5.1. ENDOMORPHISMES D'UNE VARIETE ABELIENNE.

5.1.1. Soit A une variété abélienne sur un corps quelconque K ,
An le groupe des points dont l'ordre divise n , ¢ un nombre premier

différent de la caractéristique de K. La multiplication par 2 envoie

A dans A , et I'ensemble des A (neIN) forme un systéme
ph en-l g
projectif. Par définition, le module de Tate TG(A) est égal & lim A 0
o 2
nelN

5.1.2, En caractéristique nulle, A est un tore (Bg//\ muni d'une forme
de Riemann (cf 4.1.4), et End(A) est isomorphe & l'anneau des endo-
morphismes de (Dg qui laissent ) stables ; comme p\ = ZZg , on a :

End(A) c Mzg(Z)

D'autre part, A = @/e"2)%9 T, ~ (ze)zg ot meéme T, ()
2

est canoniquement isomorphe a A B Ze (utiliser 1'isomorphisme cano-

. n
nique Azn ~ A @Zz/e Z)

L'anneau End(A) opére sur A , donc sur TQ(A) , et on obtient

ainsi une représentation Re de End(A) dans Endze(Te(A)) =EndZ8(A®ZZ8)

appelée représentation £-adique de End(A)

5.1.3. Ces résultats se généralisent ainsi :

THEOREME  (Weil) (cf.[52]). Soient A,K,2 comme dans (5.1.1),

et g la dimension de A . Alors :

W A~ @/e"z)?9
en

(ii) Il existe une injection RB de End(d) @ Ze dans EndZ (TE(A)) :
2
(iii) End(A) est un Z-module libre de rang < (Zg)2




- 86 -

5.2. ISOGENIE TRANSPOSEE.

5.2.1. Soient E,F , deux courbes elliptiques sur K , et ) une
isogénie définie sur K , de E dans F (cf.I,4.3.1). On peut consi-
dérer )\ comme une correspondance de E dans F , et définir sa

transposée )\' de F dans E (cf.4.2.2) ; alors A'(Q) = X eP(P)
PcE
A (P)=Q

ou eP est la "multiplicité" de P .

D'aprés le corollaire (4.2.1), ' définit un homomorphisme de
J(F) dans J(E) . Mais la jacobienne d'une courbe elliptique s'identifie
A cette courbe (cf.4.1.3), donc ' définit un homomorphisme, encore

noté )\', de F dans E

Décrivons 1'homomorphisme )\': soient d le degré de ) et d

s
P P 13 2 — _1
son degré de _sleparablhte (cf.1.4.3.1), {fi}lsisd =x Q) ,
{ai}lsisd =) (0) = Ker » . Alors )\' est composée des 3 applications :
F—~](F) —*— JE) —=—E
d
Q —(Q)-(0) ——1Z (Pi)-(ai) —Q'
i=1
d
ol Q' est défini par : 2 (Pi) - (ai) = (Q') - (O) (mod. 'BZ(E)) : ainsi,
i=1

A' est un homomorphisme non nul de F dans E , c'est-a-dire une

isogénie.

5.2.2., PROPOSITION (cf.[5],2.8) : L'application X +~ A' transforme

toute isogénie de E dans F en une isogénie de F dans E , et

vérifie les propriétés suivantes :

i) x.\" =deg

) = Ayt A, st ta, £ 0

1
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s Il suffit de vérifier ces propriétés en considérant ) et )' comme
des homomorphismes entre S(E) et 5(F) . Si Qe F , alors
WHQ) =AC Z P) = Z (Q) = (deg 1\).(Q) ,

PcE PcE
A (P)=Q A (P)=Q

d'old (i) . De plus, si A =ne Z , deg ) = n2 (cf.1,4.3.2) , et (i)

implique n' = n , c'est-a-dire (ii).

Pour (iii), soient E,F,G trois courbes elliptiques sur K ,

i une isogénie de E dans F , )‘2 de F dans G , alors la des-

1
cription de )\' donne :

GAD@R) = T (®) = Apy(R)
PecE
xle(P)=R
c'est-a-dire (iii).
Or pour montrer (iv), il suffit de montrer que A")\' = x\' , puisque

L' est surjective. Utilisons successivement (iii), (i), (ii), (i) : cela

donne A"x' = (A\")' = (deg \)' = deg » = )" , d'ot (iv).

Enfin, soit Z1 (resp.Z,) la courbe de E xF définissant la cor-

2
respondance )‘1 (resp. )‘2) de E dans T (cf.2.1.1) ; la correspondance
)\3 = )\1+)\2 correspond donc a la courbe 23 , "réunion" de Z1 et Z2
Rappelons que A'(y) = 2, (%) (i=1,2) ; ainsi,
i
(x,y)€Z,
1
x‘3(y) = z (x®) = L x o+ (x) = x'l(y)+y'2(y)
(x,y)ez3 (x,y)€Z, (x,y)ez2

et (v) est démontré. (on trouvera dans [5] , Appendix C, une autre dé-

monstration de (v)). =

Remarque : En posant O' = O , pour l'homomorphisme nul, on obtient

une application de Hom(E,F) dans Hom(F,E) qui vérifie les propriétés
(1) & (v).

COROLLAIRE . L'application X + )\' définit une involution sur End(E) .
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5.2.3. PROPOSITION  (cf.[18],13.2). Soit ) un endomorphisme de E ,

A non entier rationnel. Alors @(\) est une extension guadratigue imagi-

naire de @ , le conjugué de A sur Q@ est l'isogénie transposée ' ,

et le polyn6éme minimal de » sur @ est & coefficients entiers.

s Considérons 1'égalité : (1-3)(1-\') = 1-(+\') + A\' , dans
laquelle (1-A)(1-)') et x)\' sont des entiers naturels (on utilise 5.2.2,
(i)) . Elle montre que ) +)' est entier, donc que le polynéme
P(x) = (x-)\)(x-\"') = xz-x()\+)\') + )\\' est & coefficients entiers, et que
A et »' sont algébriques sur @ , de degré inférieur a 2 . Comme
n2 - nm{) +\') + M'mz = (n-m\)(n-m\') ¢ N si n,m € Z , le polynéme
P(x) prend des valeurs positives ou nulles en tout point de @ , donc
de R , et son discriminant est négatif ou nul. S'il est nul, ) =)'
est rationnel, donc entier, ce qui est contraire & l'hypothése. S'il est
strictement négatif, Q(\)/® est imaginaire quadratique, et la proposi-

tion est démontrée. a

COROLLAIRE . L'isogénie ) est égale 3 sa transposée \' si

et seulement si )N € &

5.2.4. L'application )\ - )\' correspond & l'involution d'Atkin-Lehner

sur X (N) :
o

PROPOSITION . Si N est premier, WN((E,Ker A) = OL(E),Ker )\') .

g8 Nous avons vu que YO(N) est en bijection avec l'ensemble
des couples (E,\) ou ) est une isogénie sur E de degré N , par :

(E,») = (E,Ker )) (cf.1,4.3.3).

Puisque )\\' N , le groupe x(EN) est inclus dans Ker )\' ;

or ces 2 groupes ont le méme ordre N . Donc

WN((E,Ker A) = (E/Ker A,EN/Ker A) = (A (E),Ker )")
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5.3. COURBES ELLIPTIQUES SUR € AVEC MULTIPLICATION COMPLEXE
(cf.[48]).

5.3.1. Une courbe elliptique E sur un corps K est dite & multiplication

complexe si End E # Z . Supposons maintenant que K = € , E = C/L ,
L = Zwl@sz , et T = wz/wl : alors End(E) est un Z-module libre de
rang au plus égal a 2 , et la proposition (5.2.3) prouve que, si E a
de la multiplication complexe, End E est un ordre dans un corps qua-

dratique imaginaire. On démontre alors les résultats suivants

5.3.2. PROPOSITION . La courbe elliptiqgue C€/L a de la multiplication

complexe si et seulement si le corps @(T) est quadratique imaginaire.

Et alors, End(C/L) est un ordre dans Q@(7) . (cf.[48] prop.4.5).

5.3.3. Soient K un corps de nombres, @& un ordre de K , (@G un réseau

de K . On dit que ¢ est un p-idéal propre si ¢ = {xeK/xGcG} . L'en-

semble des @-idéaux propres forme un groupe, d'élément neutre ¢ , et

l'on définit le groupe des classes de @¢-idéaux propres (modulo la relation :

G équivaut & G' s'il existe un x € K* tel que g = xG')

PROPOSITION . Soit ¢ un ordre dans un corps guadratigue imagi-

naire K . Il existe une bijection entre les classes de courbes elliptiques

sur € telles que End E = , et les classes de (-idéaux propres.

~

Dans cet isomorphisme, 3 la classe d'un @-idéal propre (¢ corres-
pond la classe de la courbe elliptique €/G . (cf.[48] prop.4.8). On
note j{g) l'invariant de C/G .

COROLLAIRE . Si ¢ est l'ordre maximal de K , c'est-a-dire

l'anneau des entiers de K , le nombre de classes de courbes elliptiques

E sur € telles que End E ~ ¢ est égal au nombre de classes du

corps K . (cf.[48] prop.4.10).

(Dans ce cas, un (-idéal propre est un idéal fractionnaire de K).
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5.3.4. La théorie du corps de classes permet de démontrer le résultat

suivant :

THEOREME . Soit ¢ un ordre dans un corps quadratique imaginaire

K , et soit @ un ¢-idéal propre. Alors :

(i) Tout conjugué de j(g) sur K (resp. sur Q) est de la forme

il® , pour un @-idéal propre ® .

(ii) L'extension KX(j{(g))/K est galoisienne, et l'on définit un iso-

morphisme du groupe de Galois de K(j(G))/K sur le groupe des

A

classes de ¢-idéaux propres, en associant d tout

o € Gal(K(j(G))/K) 1la classe d'un ¢-idéal propre @® tel gque
)

i@° = i@ a) .

(iii) Les extensions K(j(g))/K et j(G)/® sont de méme degré.

(iv) Si ¢ est l'ordre maximal de K , alors K(j(g)) est l'exten-

sion abélienne non ramifiée maximale de K .

([48] , theorem 5.7).

5.4. SEPARABILITE DES MORPHISMES.

5.4.1. Soient deux courbes Vet W sur K , et )\ un morphisme non
constant de V dans W défini sur K . Nous avons vu en (4.1.5) que
A induit un homomorphisme ), de Dif(W;K) dans Dif(V;K) , et aussi
(c£.1,4.3.1) un homomorphisme )¥* de K(W) dans K(V) . Par définition,
A» est séparable (resp. inséparable, purement inséparable), si l'extension

K(V)/A¥(K(W)) est séparable (resp. inséparable, purement inséparable).

PrROPOSITION ~ (cf.[48] ,5.1). Soit w € Dif(W;K) , w # 0 ; alors A

est séparable si et seulement si k*(w) est non nul.

s Considérons le diagramme ci-dessous., ol {g} forme une base
de transcendance séparante de K(W)/K . Alors A*(K(W)/K(\*g) est sépa-
rable comme K(W)/XK(g) , et KV)/A¥EK(W)) est séparable si et seulement
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si K(V)/K(¥*g) 1'est aussi, c'est-a-dire si et seulement
I si {A¥g} forme une base de transcendance séparante d

KW) —2 4 3 *(K(W)) KWK . D'aprés (4.1.5), cela équivaut a dire que

l N I {d(X*g)} forme une base de Dif(V) sur (V) , ou encore
K *
(g)\-———»/K()\ g) que d()*g) # 0 , alors que l'hypothése sur g signifie
K que {dg} forme une base de Dif(W) sur (W) . Ainsi,

w s'écrit h-dg avec h# 0 , et ) est séparable si et seulement si

>~*(w) = (\*h).d()*g) est non nul., =

COROLLATRE . Les conditions suivantes sont équivalentes : A est

séparable ; g est non nulle ; My est injective.

5.4.2. Soit p un nombre premier et q=pf .81 K = ]Fq et V=W,

considérons 1l'application de Frobenius s définie en (4.2.3).

PROPOSITION . Le Frobenius est purement inséparable de degré q .

Y [}

m Le degré de nq est égal a ﬂqﬂq d'aprés (5.2.2), qui est

égal & q d'aprés (4.2.3). D'autre part,

(np)*(df) = d(n;;f) = d(foﬂp) = (f'onp).d(np) =0,

donc (ﬁp)* est nul et rrp inséparable d'aprés (5.3.1). Comme p est

. £ .
premier, ﬂp est purement inséparable, et nq = (np) aussi. =

5.4.3. Hypothése de Riemann (cf.[16],8) .

PROPOSITION . Si E est une courbe elliptique sur IFq , on a :
1/2

]#(E(]Fq)) - (1+q)| = 2q

s L'isogénie 1 - g est séparable (d'aprés (5.4.1) et (5.4.2)),
donc il n'y a pas de probléme de multiplicité, et
d 1- = Ker(1- = E(F
eg( nq) # Ker( nq) # E( q)

D'autre part,
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deg(l-1 ) = (1-7 )(1-1t') = 1 - +r7') + o= 1t + .
g q Ty ( ﬂq) (nq nq) Tq"g I'(TTq) q

, , 2
Et enfin, si n,m ¢ Z , deg(ntm)\) = n~ + mntr()) + mzdeg A est un
entier positif, autrement dit le trinéme X2 + Xtr(\) + deg(y) est positif

sur @ , donc sur R , et le discriminant tr()\)2—4 deg ) est négatif

1/2

ou nul. Ainsi |tr(\}| = 2,/deg A, et en particulier |tr(nq)| < 2q .8

Remarque : Cette proposition est un cas particulier du résultat

suivant, dd & Weil (cf.[16] ,8) : si X est une courbe projective non

singuliére de genre g dé&finie sur ]Fq , on a :

[ (F) - (1+a)| = 209/

Ce résultat équivaut au suivant (cf.[16],9.3): Tous les zéros de la

fonction zéta de Riemann sur X ont une partie réelle égale & 1/2

Il est généralisé par les conjectures de Weil et Petersson
(cf.[16],9.4) récemment démontrées par Deligne ([6a] ,[6b] ,[40])) dont nous

reparlerons en (7.4.2).

5.5. SUPERSINGULARITE.

Soit K un corps de caractéristique p # 0 , e¢ E une courbe

elliptique sur K .

5.5.1. r[EMME . La multiplication par p est une isogénie inséparable

de E

m L'application p, est la multiplication par p des différentielles

!

donc p*=0.l

Cela signifie que l'extension K(E)/p*(K(E)) est inséparable.

Remarque : Nous savons, d'aprés (5.4.2), que np est inséparable

et de degré p = npn;) . Ainsi, l'extension K(E)/p*(K(E)) se décompose

en 2 extensions successives de degré p : K(E)/(rrp)*(K(E)) qui est toujours
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inséparable, et (rb)*(K(E))/p*(K(E)) = (ni))*(np)*(K(E)) qui est inséparable

si et seulement si ﬁp est inséparable,

K(E)

3

(n )* (K(E))
p

pou |

T

p*(K(E)) = (ﬂ;))*(ﬂp)*(K(E))

5.5.2. La courbe E est dite non-supersinguliére si ﬂp est séparable.

Dans ce cas, Ker(p) ~ Z/pZ , chaque élément étant compté avec la
multiplicité p

Dans le cas contraire, np est inséparable, p est purement
inséparable, Ker(p) est réduit a 1'élément 0 avec la multiplicité p2 .

et E est dite supersinguliére.

PROPOSITION . Si E est supersinguliére, son invariant j est

dans F 2 (méme si E n'est pas défini sur F ,) . (cf.[18],12.2).
P p

@ La courbe E est supersinguliére si et seulement si p est
purement inséparable, et alors p*(®(E)) est une extension %le (E(E)z)p .
Or [K() : p*(K(E))] = deg(p) = p2 , et d'autre part KENP = KEP)
puisque K est algébriquement clos, d'od [K(E):(E(E))pz] = deg(nz) = p2
Ainsi, p (X)) = (-I-('(E))pz , et pE = Ep2 . Comme on a ici E al:;))E ,

2 2
on en déduit que Jj(E) = JEP) = jE)P . =

Ainsi, le nombre des invariants des courbes supersinguliéres est
fini, donc le nombre des classes de K isomorphisme de courbes super-

singuliéres sur K est fini.

5.5.3. Nous admettrons le résultat suivant, da & Deuring (cf.[7]):
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THEOREME . Soit E une courbe elliptique sur un corps K de

caractéristique p # 0 . Alors

(i) Si j est transcendant sur ]Fp , End(E) = Z ;

(ii) Si E est supersinguliére, End(E) est l'ordre maximal de

1'algébre de gquaternions ramifiée en p et « seulement.

(iii) Si E est non supersinguliére et si K est un corps fini,

End(E) est un ordre dans un corps quadratique imaginaire, et

p est _complétement décomposé dans ce corps quadratique.

On trouvera une démonstration de ce théoréme dans [18],13.2,
théoréme 5 (pour (iii)), théorémes 7,8,9 (pour (ii)) . L'assertion (i)
provient de l'assertion analogue en caractéristique nulle ([18] ,3.3),
jointe & un résultat de Deuring sur la réduction (mod.p) des invariants

algébriques sur @ ([18],13.4, théoréme 13).

5.5.4. Exemple 1.

, la courbe elliptique E d'équation

= -2

PROPOSITION . Sur F, ou F
Y2+Y = x3 est supersinguliére, et

4
g

m On peut le voir en utilisant le théoréme de Deuring (iii)
et la remarque (I,1.2.3) : End E contient Aut E = SLZ(]F3) , donc ne

peut pas étre contenu dans un corps quadratique imaginaire.

On peut aussi revenir 3 la définition, en montrant que la multipli-
cation par 2 est purement inséparable : nous allons montrer que 2 = =Ty ¢
qui est purement inséparable d'aprés (5.3.2). Soit P wun point de E ,
de coordonnées (x,y) , P' le 3e point d'intersection de la tangente & E

en P et de E . Par définition, 2P = -P' , Or, un calcul élémentaire

2 2 .
donne 1'équation de la tangente en P : Y = x'X + y , et les coordonnées

de P':x'=x4,y'=y4;d'otl ~2P = 17,(P) pour tout P de E . =

4
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5.5.5. Exemple 2.

PROPOSITION. Sur IFp((q)) , la courbe de Tate est non singuliére.

wm Ici, g désigne un élément d'un corps de caractéristique p ,

et E(q) la courbe de Tate d'équation Y2 -XY = Xz—hzx-h3 (cf.1.3.3).

q(l/p)%/qZ

Les points d'ordre p de E(gq) forment le groupe cyclique

d'ordre p , d'olu la proposition. a

6. REDUCTION
Nous donnons ici quelques définitions, exemples et résultats dont
nous aurons besoin. Pour plus de précision, voir [5] ou [42 a], par

exemple.

6.1. REDUCTION DES VARIETES PROJECTIVES. -

6.1.1, Soient K un corps de nombres ou un corps p-adique, §# un
idéal premier de K , R 1'anneau des entiers en P , et iE =R/ le
corps résiduel en & . Soit V une variété projective définie sur K ,
plongée dans ]Pn+1(f<_) . On définit une variété projective sur K , appelée

réduction de- V (modulo ©) , et notée V , de la fagon suivante : on

choisit pour tout point P de V , un systéme de coordonnées homogénes

(ao,a .,an) tel que toutes les coordonnées soient dans R , et que

1’..
I'une au moins ne soit pas dans . Alors le n-uple (50,51,...,5n)
(on Si est la réduction modulo P de ai) , définit un point noté f
de PNTL([K) . La variété V est formée de l'ensemble des points P

lorsque P parcourt V

6.1.2. En particulier, considérons une courbe elliptique E sur @ .

Nous verrons (cf.III.2) que, si le nombre premier p ne divise pas le
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discriminant de E , alors la réduction £ de E modulo p est encore
une courbe elliptique ; dans ce cas, la réduction modulo p est un homo-
morphisme de groupes de E sur E , dont le noyau est formé des points
P admettant un systéme de coordonnées homogénes (x,y,z) tel que : p

divise 2z , mais p ne divise pas les trois coordonnées.

6.2. POINTS D'ORDRE FINI SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE.

6.2.1, Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres ou sur

un corps p-adique, noté K .

PROPOSITION . La réduction modulo p induit un homomorphisme
jecti E).. it, £ ) = (E .
surjectif de EN sur (IE‘.)N autrement dit (EN) (E)N

a Pour démontrer ce résultat, on peut utiliser le fait que la
réduction modulo p commute avec les opérations de la géométrie algé-

brique, et décrire EN de la maniére suivante : EN est le noyau de

la multiplication par N dans E ; considérons le graphe I‘N de la

multiplication par N (c'est un sous-ensemble de E XE) ; l'intersection

de T avec Ex{O} , projetée sur la premiére composante, nous donne

N
le noyau de la multiplication par N : i.e. EN = prl(I‘N NEx{ON)
(cf.[18] ,9.1). =
6.2.2. (CoroLLATRE . 8i p ) N , la réduction modulo p induit un iso-
morphisme de EN sur (]'EIV)N . Par contre, si p =N , l'homomorphisme

de réduction mod.p de Ep sur Ep n'est pas injectif.

s Il suffit de comparer les cardinaux de ces ensembles finis

or gsEN=N2 pour tout N , ﬁEN=Nz si p/ N, ﬂﬁp=p ou 1

selon que E est non supersinguliére ou supersinguliére. ®
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6.3. REDUCTION DES HOMOMORPHISMES.

6.3.1. Soient E et F deux courbes elliptiques sur le corps de nombres

K ayant bonne réduction modulo p .

PROPOSITION ., 1l existe un homomorphisme injectif de Hom(E,F)

dans Hom(E,F)

® Considérons le graphe d'un homomorphisme ) dans la variété
ExF , et réduisons modulo p . Nous obtenons le graphe d'un homomor-
phisme )t de E dans F , de méme degré que )\ . Cette derniére

propriété prouve que l'homomorphisme : ) - N est injectif. =

6.3.2. Remarque : ) est toujours séparable, mais § peut ne pas l'étre,

6.3.3. PROPOSITION . Soient ¢ un nombre premier différent de p ,

et A un endomorphisme de E . Alors les endomorphismes Re()\) de

TB(E) et RE(D de Te(ﬁ) ont méme polyndme caractéristique.

m Rappelons que le module de Tate Tz(E) = lim E n ainsi que

la représentation Re , ont été définis en (5.1). Comme f) }( g , on a
un isomorphisme de TB(E) sur Te(E) , et un diagramme commutatif :
T (E) —Ee—(—i>T (E)

4 2
e 2

Ainsi, Re()\) et Re()t) ont méme polynéme caractéristique. ®

Remarque : La définition de ) , ainsi que cette proposition, se

~

généralisent & une variété abélienne quelconque (cf.[42 a]).
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6.4. REDUCTION DES JACOBIENNES.

PROPOSITION  (cf.[15] ,Igusa)

(i) Les variétés XO(N) et X(N) ont bonne réduction en tout p

ne divisant pas N ;

(ii) Si X est une courbe projective non singulidre ayant bonne

réduction en p , alors sa jacobienne a bonne réduction en p ,

7. SERIE L ASSOCIEE A UNE COURBE MODULAIRE

7.1. CONGRUENCE DE KRONECKER (cf.[18] ,5.2).

7.1.1. Principe du q-développement.

PROPOSITION . Soit f une fonction modulaire de poids nul pour
i 2 i
T , holomorphe sur ¥ , et soit f(r) = 7, biq (o g = e 111'1') le
i=m

développement de Fourier de f . Alors f est un polyn6me en j &

coefficients dans 2. biZ .
izm

m Si m=1, f est une forme parabolique de poids nul pour T ,

donc f =0 (cf.1,2.2.3). Si m< 0 , remplagons f par la fonction

f1 = f - bmj"m : f1 est une fonction modulaire de poids nul pour T ,
holomorphe sur § , et f (r) = T b q ,o0o0 b, .Y bZ.
1 ) 1,i 1,1 ) i
i=m+1 izm

Si m+l <0 , on itére le procédé, jusqu'a la fonction f qui est

1-m
nulle (comme forme parabolique de poids nul pour TI) et dans

f+ (2 biZ)[j] (par construction). =
izm

7.1.2. Courbes isogénes. Soit E une courbe elliptique sur € d'in-

variant j
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PROPOSITION . Les invariants des courbes isogénes & E sont

entiers _sur Z[j]

Nous allons démontrer la proposition dans le cas ol l'isogénie est
de degré premier p . Cette démonstration se généralise aisément au cas

d'un degré quelconque (cf.[43] ,4.6)

s Nous avons vu en (I,4.3.3) que les courbes isogénes a E
par une isogénie de degré p sont les courbes E/F ou F parcourt
les (p+1) sous-groupes d'ordre p de E ; si E = €C/L , ce sont les
courbes C€/L' , ou L' = ai_lL et ol l'ensemble des a, forme un sys-
téme quelconque de représentants des classes & gauche modulo T" des ma-
trices de déterminant p dans MZ(Z) , par exemple
Y

p 0
{o) U ) (ef.2.2.1).

l<isp+1 - p O<u<p

Ainsi, les invariants des courbes p-isogénes & E sont les racines du

polynéme ¢ (X) = T (X—joqi('r)) . Les coefficients de ¢ _ sont
P lsi<sp+1 P
les fonctions symétriques élémentaires des joai , C'est-a-dire des fonctions
1
holomorphes sur H , avec un développement de Fourier en ¢ /P a coef-
2 [}
ficients dans Z[ gp] (si gp =e m/p) ; car j(r) = T c(n)qn , avec
n=-1
N . ; n +u nu n
cn) € Z , d'od : jlpr) = £ cl)g™" et j(Ip—) = 2 cn¢ g /P
n=-1 n=-1

De plus, si y €T , l'ensemble {aioy} forme un systéme de représentants
(comme {qi}), donc les coefficients de cpp sont des fonctions modulaires
de poids nul pour T , holomorphes dans 3} , dont le développement de
Fourier est a coefficients dans Z[gp] . D'aprés le principe de g-déve-
loppement (7.1.1), ces coefficients sont des polynémes en j , & coef-
ficients dans Z[Qp] . De plus, l'action de Gal(G)(gp)/CD) permute les
fonctions joai (i1 suffit de regarder les développements de Fourier expli-
cités ci-dessus), donc les coefficients de cpp(X) sont en fait dans Z[j]

Comme cpp(X) est unitaire, ses racines joq; sont entiéres sur Z[j] . =



- 100 -

7.1.3. Polyn6me modulaire. D'aprés ce qui précéde, on peut considérer

cpp(X) comme un polynéme en 2 variables @p(X,J') € Z[X,i]

PROPOSITION

(i) Le polynéme @p(X,j) est symétrique ; considéré comme poly-

néme en 1 seule variable (X ou j), il est irréductible de degré

p+l ;

(i) Et @p(j,j) est un polyndbme en j unitaire de degré 2p .

a Comme T permute transitivement les joqi (1<ispt+l) ,
les racines de qop(X) sont conjuguées sur Q(j) , donc le polynéme @p(X,j)
considéré comme polynéme en X est irréductible (sur Q(j))
0 0
(p

01 p

(1) ) parmi
les «, . autrement dit , @p(j(pf),j(r)) et @p(j(T/p),j(-r)) -ou ép(j(T),j(p'r))—

D'autre part, on peut prendre les 2 matrices ) et (
sont nuls pour tout 1 € ¥ . Cela équivaut a dire que @p(X,j) et @p(j,X)
ont pour racine commune X = jop . Comme @p(X,j) est un polyndéme en
X irréductible, il existe (par le lemme de Gauss) un polynome

gX,j) € Z[X,j] tel que Qp(j,X) = g(X,J')ép(X,j) ; on en déduit

@p(j,x) = g(X,j)g(j,X)ép(J',X) , donc g(X,j) =1 . 8Si glX,j) = -1, alors
@p(j,j) = —@p(j,j) , et j serait une racine @p(X,j) , ce qui est faux.

Ainsi X,j) = Qp(j,X) et (i) est démontré.

*o

Le développement de Fourier de % (j,j) = TT (j-joqi) a pour
P 1sisp+l
terme de plus bas degré (—l/qp) X (l/q)p = —1/q2p d'aprés les formules
rappelées en (7.1.2), donc le polynéme en j , @p(j,j) a pour terme de

2
plus haut degré -j P . u

7.1.4. Congruence de Kronecker.

PROPOSITION . Les _polynbmes @p(X,j) et (X-jp)(Xp—j) sont congrus

modulo p .
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m Les développements de Fourier donnés en (7.1.2) montrent que

1u, 1/p _
(0 p) j € (1 §p)Z[§p] (@) .

d'od g (X.J) = (x-1P) (x-11/P)P mod (1-§ JZ[S 1 . Mais & (X,)) € Z[X,)]

, 0 , .
jo (g 1) - ¥ ¢ pZ((q) et que jo

et (X—jp)(X—jl/p)p est congru & (X—jp)(Xp-j) mod.(l-ép)%[@p] , donc
§ (X,j) est congru a (X—jp)(Xp-j) modulo (1—§p)Z[§p] NZ =pZ . =

La congruence @p(X,j) = (X—jp)(X—jl/p)p signifie que 1'une des
courbes p-isogénes a E (réduction modulo p de E) a pour invariant jp ,
et que les p autres ont pour invariant jl/p . Or jp est l'invariant de
np(ﬁ) , et si E' est une courbe d'invariant jl/p , np(ﬁ') et E ont
méme invariant j : donc np(ﬁ') ~E .

7.2. THEOREME D'EICHLER-SHIMURA.
T~
7.2.1. Comme XO(N) est définie sur @ , sa réduction X (N) (mod.p)

P
est définie sur ]‘E‘p , et ﬁp est une correspondance sur XO(N)

THEOREME . Si p,{/N . la_correspondance de Hecke Tp sur

~

X (N) a une réduction T modulo p qui vérifie : T = +¢'
o} p p p p

m Il suffit de vérifier la formule sur YO(N) . On peut méme se
limiter aux couples (E,C) de YO(N) tels que E ait bonne réduction

non supersinguliére modulo p . On a alors la suite exacte :

0 ~ D - E - () - 0
p p
ol #Ep = p2 , g(ﬁ)p =p , donc #D = p , et la projection : E - E/D
est une isogénie de degré p .

En réduction mod.p , cette isogénie reste de degré p (cf. 6.3.1)
mais son noyau D est trivial, c'est donc une isogénie inséparable de
E . Les p autres isogénies de degré p de E sont de la forme :

E - E/F , ot F parcourt les sous-groupes de E d'ordre p distincts

de D ; donc F = ﬁp et en réduction les p couples (E/F,C+F/F) sont
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tous égaux a (E~/]§p,CN+ﬁp/ﬁp) . ils sont isogénes a (E,&) par une

isogénie de degré p séparable.

D'aprés (7.1.4), la lére isogénie est le Frobenius np , et l'on a :
(E/E ,C+ /E) = €,8) . Ainsi
TTp / p p/Ep) ( ) Ainsi,

~

T (E,G)) =

o m (E.C) + pE/E G+ /E )
= m (€,C) + ﬂi).np(ﬁ/ﬁp,&ép/ﬁp) (d'aprés 4.2.3)
= np((E,C)) + ”io((E'C)) '
et T =m o tm . m

7.2.2, Afin de traduire sur les formes paraboliques de poids 2 le théo-

réme d'Eichler-Shimura, nous rappelons ici des résultats obtenus depuis le

paragraphe 4 :

L'espace S(2,N) des formes paraboliques de poids 2 pour I‘O(N)

est isomorphe a l'espace Difo(Xo(N)) des formes différentielles holomor-

phes sur XO(N) , par : f - » = f(z)dz . Et DifO(XO(N)) est isomorphe

a l'espace Difo(Io(N)) des formes différentielles holomorphes sur IO(N)

(cf. 4.1.5).

Or IO(N) est une variété abélienne sur € , de la forme (Dg//\
pour un réseau ) de c? (cf. 4.1.4) : ainsi, tout endomorphisme U
de ]o(N) peut &tre considéré comme un endomorphisme R(U) de c?
laissant fixe 5 , et R définit la représentation complexe de

EndCD(Io(N)) = End(Io(N) ® ©® dans Mg((D) . Puisque ) est laissé fixe

par R(U) , on définit aussi la représentation rationnelle Ro de
~ M
End(D(IO(N)) dans EndQ(/\®CD) 2g

la représentation €-adiqgue R, de End, (J_(N)) = End(J,(N)) ® Zp dans
¢

Endze(A®Ze) =~ Endze(Te) o~ Mzg(Ze) (cf.5.1). 8i U¢e End(IO(N)) , en

fait RO(U) . Re(U) et R(U) ® R{U) sont représentés par des matrices

(@) et, pour tout nombre premier ¢ ,

~

équivalentes, et ont le méme polynbéme caractéristique a coefficients

entiers (cf [43] lemma 3.49). En particulier,
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det R_(U) = det R, (U) = det R(U) x det R(U) = |det R(U)\2

Or l'homomorphisme U - U, de End (IO(N)) dans End(Difo(Io(N)))
défini en (4.1.5) définit une représentation équivalente 3 la représen-

tation complexe R , donc dét. RB(U) = \dét.U*\2 .

Soit p un nombre premier différent de € , et réduisons modulo p :

d'aprés (6.3.3) , Re(U) et Re(fl) ont méme polynéme caractéristique.
En résumé, nous obtenons :
. ~ . 2
det.Rz(U) = \det.U*\ .

7.2.3. Appliquons ce qui précéde a l'endomorphisme U =1 - Tpu + puz

de IO(N) , o0l u est une indéterminée.

PROPOSITION . Si p YN , nous avons :

2
dét (1-T u+pu”) = dét —__ _ (1-m u) .
SN e T (1, (M)

A

. 2 .
# Le polynbme en u : detS(Z,N)(l Tpu+pu ) est & coefficients
réels., D'aprés (7.2.2),

(1—Tpu+pu2) dét(R(l-TpU+pU2)) '

2 /_\/2

) dét ~——_~ (1-T u+pu’) .
T,0_(N)

detS(2 N)

et (1 —Tpu+pu2)

(d

I

®si2,N)

Or —____

2 = 2 2
1-Tu+pu =1-T u+ =1« +'Ju+n n'u = (l-m u)(l-m'u
pt TP pUt pu (TTp T\'p) Ty ( o )( D )
d'aprés le théoréme d'Eichler-Shimura (7.2.1), car p [/ N .

D'autre part, 1 -mu et 1 - TT;)U sont conjugués:, donc leurs

. P
déterminants sur Te(]o(N)) sont égaux ; ainsi
2.,2 2
5 1-T u+ = (dé -
(dets(le)( Tpu pu’)) (d (1-mr u))® ,

ét

et le signe doit étre le méme (poser u=0 par exemple !), d'ou la

proposition, ®
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7.3. FONCTION ZETA D'UNE VARIETE SUR UN CORPS FINI (cf [16] ,9)

7.3.1. Soient p un nombre premier, g une puissance de p , V
une variété affine ou projective non singuliére définie sur ]Fq . On ap-

pelle fonction zéta de V la fonction d'une variable complexe s défi-

nie par : )
1 -
¢ s) =TT 0 -———3)
\Y <CE qs.deg(x)
ou % est l'ensemble des cycles premiers de V rationnels sur ]Fq '
d
c'est-a-dire l'ensemble des diviseurs de la forme (Pi) ol les Pi
i=1 d
sont tous les conjugués de P1 sur ]F‘q (le degré du cycle 2. Pi est

égal & d ). =1
Lorsque V est affine, l'ensemble M des idéaux maximaux de

-1
F [V] est en bijection avec % , et gv(s) =TT « L ) , ol
q mEM Nm$

Nm = ﬁ(]Fq[V] /m) . On montre que le produit infini qui définit gv(s)

converge au moins pour Re(s) > dim V . On a :

Gye) = TT -a™7"

n=1
si Vn est le nombre de cycles x€ ¥ de degré n , et :
N
— N n : - N ]
log Qv(s) = 2 —  si Nn 2 dvd est le cardinal de V(F n) ,
n=1 nq d|n q
c'est-3-dire le nombre de points de V fixes par n

qn
Les cohomologies de Weil permettent de déterminer Nn ([16]

donne une idée de la méthode et de nombreuses références).

7.3.2. En particulier, lorsque V est une courbe X projective non

29
, n n
singuliére sur Fq de genre g , on obtient Nn =1+q - 2 a,

i=1
si al,az,...,azg sont les valeurs propres de nq sur Ta(](X)), nu-
mérotées de telle sorte que 0ty T qg (lsisg) , doule :
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THEOREME DE HASSE-WEIL : (s) =

'CX

Notons u = q_s et I.X(u) l'inverse du numérateur de gx(s) ,

2g
1 A : —_ _ -1 - 2 _ —1 17
c'est-a-dire LX(u) = i|=1| (1 aiu) = detTe(](X))(l ﬂqu) . Nous utilisons

ceci en (7.4.1) en prenant pour X la réduction modulo p de XO(N)

7.4, SERIES L ET SERIES DE DIRICHLET.

(p)

l
7.4.1. Maintenant, soit X la courbe XO(N) , et XO(N) sa réduc-

tion modulo p . On définit la série L associée a XO(N) par :

w=T1 1 W x T det (1-T u) "
W g s

D'autre part, on a vu (3.3.5 et 3.3.6) qu'on peut trouver une

base f1'fz' .

pour I‘O(N) qui soit formée de fonctions propres pour tous les opérateurs

. ’fg de l'espace des formes paraboliques de poids 2

Tz ; si fj('r) = 2, a(])ezmT , normalisons ces fonctions par : a(lj)=1
nx1

THEOREME . Avec ces notations, nous avons la relation suivante

entre série L et séries de Dirichlet:

_ g
LXO(N)(p =TT Ls.f.1)

i=1

s D'aprés (2.3.1),

L(S,fi,l) =TT (l_a(i)p—s)—l < T1 (l_a(i)p-‘s+pk—1—25)—1 :

piln P pyN P
R . 2
or d'aprés (7.2.3), dét . (1-m u) = dét (1-T u+pu”)
T, ) P SN.2)7 e

270
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c'est-a-dire
(i) k-1 2-1 -2 1) -1
L (u) = (1-a "u+p u’) T ox -[_l (1-a'u) 7. =
AT i=1 P i=1 P

O

e

7.4.2. Hypothése de Riemann (cf. (5.3.3) et [16],9).

PROPOSITION . 8i p YN , les valeurs propres des Tp vérifient :
\a(l)\ < 2.J/p .
p
8 On a:
g (1) _g_ _
TTa-aTutpu”) = || (1-a,u)(1-g u)
. 1 1l
i=1 i=1
g 2
= [ | (1-(a,+&,)utpu”) car o, =p ,
i=1 i i
\ (1) _ - 2 _ =42 _ = _ (1)
d'od a® =a, +a ;or lo 1™ = la. 1" = @@, = p , donc \apl < 2/p .

Cette proposition est la démonstration, pour k = 2 , de la

conjecture suivante de Petersson :

Conjecture : Les valeurs propres ap des opérateurs de Hecke Tp

|ap\ < 2p - si p )(N) . Cette conjecture a été récemment démontrée

par Deligne ([6a] ,[6b] ,[40]).

7.4.3., COROLLAIRE . les valeurs propres des opérateurs de Hecke sont

des nombres réels.

® Les valeurs propres des opérateurs de Hecke sont les nombres
LW L@
n p
(i)

a est réel. =
P

(cf.2.3.1) ; or nous venons de voir que =qi +&i , donc que
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8. LA COURBE MODULAIRE XO( 11)

8.1, L'ESPACE M(11,2)

8.1.1, Ici N =11 est premier, et le corollaire (cf. 1.4.2.3) donne
le genre de Xo(ll) : go(ll) =1 . La courbe Xo(ll) est une courbe

elliptique . Nous allons déterminer son équation.

L'espace des formes paraboliques de poids 2 pour I‘o(ll) , hoté
S(11,2), est de dimension go(ll) =1 (cf.4.1.5) . Or la fonction
o(r) = nz('r)nz(ll'r) est une forme parabolique (non nulle) pour I‘O(ll)
(nous le démontrons dans un cas plus général en (IV.2.1.3)) . Donc

S(11,2) est engendré par o .

D'autre part, il ne peut pas exister deux formes modulaires non

paraboliques de poids 2 indépendantes.,

Nous allons construire une fonction modulaire ¢ de poids 2 pour
I‘O(ll) , non parabolique, et prouver ainsi que l'espace M(11,2) des

formes modulaires de poids 2 pour I‘O(ll) est de dimension 2.

8.1.2. Tout d'abord, soit A = (aij) une matrice carrée d'ordre pair
n = 2k , & coefficients entiers, symétrique, définie, positive, et telle

que les coefficients 3 de la diagonale soient pairs. Soit Q la for-

1 n
me quadratique & coefficients entiers définie par : Q(x) = 2 2 ainin
i=1

si x = (x ,...,xn) , et définissons la fonction 6 sur H par :

1 Q
85(M = T o2 m)T
meZ"
Soit N le plus petit entier tel que Nl\"1 vérifie les mémes hypo-

théses que A ., Soit ¢ le caractére gquadratique défini par :
eld) = (-

PROPOSITION , La fonction GQ est une forme modulaire de type

(k,N,e) , non paraboligue.
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ab, _
Q‘k (c d) = ¢(d) GQ lorsque ¢

(mod N) et ad-bc =1 . C'est une conséquence de la formule somma-

i
o

o Il s'agit de montrer que 6

toire de Poisson (cf.I1.2.3.1). GQ n'est pas parabolique : en effet,
. L . 2miT

considérée comme série entidre en q = e , son terme constant cor-

respond & m = 0 puisque la forme quadratique Q est non dégénérée,

et vaut 1 . m

8.1.3. Application : Soit A = (f é) , dét A =11 , N = 11 et

- -1
11.A L (_(15 2) . La proposition dit que la fonction & , définie sur
H par : 9
e(r) = 5 , eZﬂi(m +mn+3n2)'T
(n,m)EZ

est une forme modulaire de type (1,11,("-Tll)) c'est-a-dire :

LG b = (Fhe des que

p) b) € I‘O(ll) . Bt €& n'est pas parabo-

c d

lique.

2
Posons ¢ = & . Alors | est une forme modulaire non paraboli-

que de poids 2 pour 1“0(11) . D'ol le résultat :

PROPOSITION . L'espace M(11,2) est de dimension 2 et {o,y}

en forme une base.

8.2. EQUATION DE xo(11)

-1
8.2.1. Rappelons que l'involution d'Atkin-Lehner W__ = (0 ) norma-

N N O
lise I“O(N) . Soit P+(N) le sous-groupe de GL,(Z) engendré par
FO(N) et WN

donc le degré du revétement XO(N) - X+(N) = T+(N)\l£ est égal

. L'indice de T (N) dans T ,(N) est égal a 2 ,
(o} +/\

o
N

Les genres gO(N) et g+(N) de XO(N) et X+(N) sont liés par

la formule de Riemann-Hurwitz, qui donne ici :

ZgO(N) -2 = 2(2g4,(N)-2) + 2 (e -1)
PexO(N)
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ol ep est l'indice de ramification en p . Or ep =1 ou 2 , et
ep = 2 s8i et seulement si p est un point fixe pour WN dans
XO(N) . Ainsi, ® désignant le nombre de points fixes de WN , on a:

ZgO(N) -2 = 2(2g+(N)—2) +w

, . . i
Remarquons que w est au moins égal a8 1 , car W_. (=

_ 4
NN TR
Lorsque N = 11 , go(ll) =1, et 4(g+(11)—1) +w =0 . Comme g+(11)
et w sont des entiers, g+(11) =20 et w=1, la seule solution est :

g+(11) =0 et w =4 . D'ou le résultat :

PROPOSITION . Le revétement : Xo(ll) - X+(11) est de degré 2 ,

la _courbe X+(11) est de genre nul, et W11 a quatre points fixes
dans Xo(ll) .

COROLLATRE . Nous avons §| W) = -y , et o], W, = .

Nous avons vu que la valeur de ¢ a l'infini est égale a 1
D'autre part, on peut calculer la valeur de |2 W11 a l'infini : elle
vaut (-1) . Donc (y + \p\ZWll)('r)dT et (cp+cp\2W11)('r)dT sont des for-
mes différentielles holomorphes sur X+(11) , qui est de genre nul ;

d'aprés (4.1.5), ces formes différentielles sont nulles. =

8.2.2. LEMME . Les diviseurs de ¢ et | sont de degré 2 . Plus

précisément, (y) = 2(711=1) et @ = (0) + (=)

® lLa forme différentielle «(7)dT est holomorphe sur Xo(ll) ,
donc de degré 2g-2 = 0 (théoréme de Riemann-Roch). Or la forme dif-
férentielle dT a pour diviseur (d7) = -(0)-(») : d'od (p) = (0)+(=)
et deg(p) = 2 . Le quotient ¢/§ est une fonction sur Xo(ll) , donc
les degrés de (p) et (§) sont égaux. Comme ¢ est un carré, tous

ses zéros sont d'ordre pair ; et comme | est holomorphe, la seule pos-

sibilité est la suivante : { a un zéro double sur Xo(ll) . Or la
fonction continue : y - y(iy) , pour y € ]0,+=[ , est & valeurs réelles ;
comme ((0) = -1 et (=) = +1 , le théoréme des valeurs intermédiai-

res prouve que le zéro de | est sur le demi-axe imaginaire ; comme
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q:|2W11 = -y , ce zéro doit étre fixe par W . Autrement dit,

11

a un pdéle double au point Jll_l . n

8.2.3. Posons X = @/} ; ainsi, X est une fonction sur Xo(ll) :

et X |2W = X , donc X induit une fonction sur X+(11) . De

11
plus, X a un pdle double en — deux zéros simples, en 0 et o

S

(cf. la fonction g de Weierstrass). Considéréecomme fonction sur X+(11),

1
X a un podle simple en — et un zéro simple & la pointe 0 = o .

V1
PROPOSITION . QX +(11)) = QX)

8 Le corps Q(X) est inclus dans CD(X+(11)) , et le degré
[CD(X+(11)) : QX)] est égal au degré des zéros de X dans X+(11) ,

c'est-3d-dire a 1 ., =

8.2.4. Considérons la série d'Eisenstein E4 (définie en 1.2.1.1)
-E ,+E |4w

TRl M .
et posons f = 120 . Calculons :
_ 2 -4 -1, .2
(E4 ]4W11)('r) = 11°,(1171) .E4(————11T) = 11°E,(117)
110, , 0 -1,"1 01 .
car 0 1).(11 0) = (_1 0) € SLZ(Z) et E4 est une fonction mo
121 E4(11'r) - E4(T)
dulaire de poids 4 pour SLZ(Z);donc f(r) = 120 . Rappelons

que E4(T) =1+ 240 2 c53(n)qn donc f(q) est une série entiére en ¢
nz1
a coefficients entiers, dont le terme constant est égal a 1

De par sa définition, f |4 W11 = -f .
f 2 2
Posons Y = =, i comme ¥ | W1 = -y ,ona y |W11 = 4",
¥ 2 1 -4

et Y\4W11 = =Y .

Enfin, f n'ayant pas de pdOle, les p6les de Y sont les zéros
de \yz ; or 1112 a un seul zéro, d'ordre 4 , en fl? . Donc Y a

un pbdle d'ordre au plus 4 en == . Et méme d'ordre au plus 3 car

JI1

Ay = - - -
f(Jﬁ) 0 puisque lell f .
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D'autre part, Y |4W11 = -Y donc les 4 points fixes de W,

sont des points "singuliers" (zéros ou pbles)pour Y , et le p6éle est
d'ordre au moins 3 . D'ou le résultat suivant :
i

PROPOSITION . Y a un pble triple en ﬁ , et un zéro simple

en chacun des 2 auires points fixes de W

11

8.2.5. THEOREME . G)(Xo(ll)) = QX,Y) .

s En effet, [CD(XO(ll)) QX 1)) =2, eX (11)) = QX)
d'aprés (8.2.3) , et Y ¢ Q(Xo(ll)) . Y %CD(X_'_(ll)). .

De plus, Y2 (étant invariant par Wll) appartient a
CD(X+(11)) = QX) , donc Y2 est égal 3 un poly.n(‘)me en X de degré =3
car le seul p6le de X (resp.Y) est le point —= , et il est d'ordre 2

J11
(resp. 3).

En écrivant les premiers termes des développements de Fourier de
2
X et Y , on obtient 1'équation : Y =1 - 20X +56X2—44X3 et pour se

ramener 3 la forme canonique, on effectue le changement de variable :

+11+ -
=2 11+10x X___}g . (cf [91)

11 , =11 qui donne :

y2+10xy+11y = x3 - llx2

8.2.6. Les formules de (I.1.1.2) donnent alors le discriminant de

X (11) : a = -11°
(0]

Cette derniére équation est une équation minimale pour Xo(ll) :
en effet, tout changement de variable multiplie le discriminant par une
puissance douziéme, or le nombre -115 ne comporte aucun facteur a

une puissance 12
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8.3. QUELQUES PROPRIETES DE Xo(ll)

8.3.1. Pointes et points rationnels d'ordre fini.

Les pointes « et 0 de Xo(ll) correspondent respectivement aux
points (x,y) = (0,0) et (0,-11) : en effet, X s'annule aux pointes,
donc x aussi, et l'ona y = 11.%1‘; or, & l'infini on a :
fl@) =1, y(0) =1 , donc Y(x) =1 et y(x) =0; eten 0, £(0) = -1,

y(0) = -1 , donc Y(0) = -1 et vy(0) = -11

Le point (x,y) = (0,0) est rationnel sur Q@ , et si on lui applique
les formules d'addition sur les courbes elliptiques (cf [31] ,3.4), on
constate qu'il est d'ordre 5 . Dans le chapitre IV, nous généraliserons
ce résultat, et montrerons que ces 5 points sont les seuls points ration-

nels de Xo(ll)

8.3.2. Réduction de Xo(ll)

~

La courbe elliptique Xo(ll) est & bonne réduction modulo p pour

tout nombre premier p # 11

En 11, les formules de (I.1.1.2) montrent que -c est congru a

6
9 modulo 11, donc (—c6/A) = +1

Nous verrons en (III, prop.1.1.5 et théoréme 1.2.4), que cela

prouve que Xo(ll) est une courbe de Tate sur Q@ .

8.3.3. Eichler-Shimura.

2
Les coefficients ¢, du g-développement de plr) = nz('r).n (117)

se calculent facilement & partir du g-développement de n :

2
% a® = @/ 0’ @ VT et

nx1 nxz1 n=1

If

2,, 1ln,2 2 3 4
a T (1-gH"(1—q M =q-2¢"-q" - 6q +...
nx=1

D'autre part, on peut aussi calculer Np #Xo(ll) (]Fp) pour

tout nombre premier p .



- 113 -

On peut alors vérifier la formule : Np =1 - cp +p (cf. 7.3.2 et
7.4.2) et l'hypothése de Riemann : l1+p—Np\ < 2/p c'est-a-dire :
c < 2/p .
le,| = 2/p

Pour calculer Np , on sait que c'est un multiple de 5 , car le

point (0,0) est un point d'ordre 5 de E(]Fp) , pour tout p différent de

5 et 11 . D'autre part, Np est inférieur ou égal a #Pz(]Fp) = p2+1

Par exemple, cela donne immédiatement N2 = 5 , alors qu'on avait

Cy = -2 . Pour p=3, E(]FB) comporte les points

(x,y) = (0,0),(0,1),(-1,0),(-1,-1) , et le point & l'infini, donc N3 =5
alors que ¢, = -1

3

!



