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CHAPITRE IV 

SYSTEMES HAMILTONIENS 

COMPLETEMENT INTEGRABLES 
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L'étude globale des trajectoires d'un système hamiltonien, et notam­

ment le comportement quand t —* + » est un problème important aussi 

bien en mécanique qu'en géométrie différentielle (géodésiques). 

Deux cas extrêmes apparaissent : 

1) Le cas complètement integrable où les trajectoires sont canalisées 

par l'existence d'un nombre maximal d'intégrales premières ; les trajec­

toires sont alors périodiques ou quasi-périodiques. Les exemples classiques 

sont le problème à 2 corps avec un potentiel ne dépendant que de la dis­

tance, les géodésiques d'une surface de révolution ou d'une ellipsoïde. Il 

est apparu récemment (depuis 1970) un grand nombre de nouveaux exemples, 

notamment en dimension infinie (équation de Korteweg-de Vr ies ) . 

2) Le cas ergodique où, pour presque toute donnée initiale, la trajec­

toire est partout dense dans l'hypersurface {H = E ] . L'exemple le plus 

simple étant le problème des géodésiques sur une variété à courbure cons­

tante négative de volume fini (voir chapitre 5). 

Entre ces deux extrêmes apparaissent des cas nquasi-intégrables n où 

se trouvent réunis des régions d'ergodicité et des régions de stabilité. L ' é ­

tude de ces cas est extrêmement difficile. Le résultat le plus célèbre est connu 

sous le nom de théorème K. A. M. (Kolmogorov, Arnold, Moser) dont nous 

dirons quelques mots sur un exemple. 

1. - SYSTEMES COMPLETEMENT INTEGRABLES ; QUASI-PERIODICITE. 

DEFINITIONS. - (X,uu) est une variété symplectique de dimension 2n . 

Un système complètement integrable est la donnée d'une sous-algèbre 

G de C œ (X; IR) du type suivant : il existe des fonctions f j f - f f € G 

(base de G) telles que : 

(i) les df^x) sont linéairement indépendantes dans un ouvert dense 

fi de X ; 
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(ii) V i , j = l ,2, . . . ,n , f f . , f . ) = 0 ; 

(iii) les champs sont complets ; 

(iv) G est l fensemble des $(f , . . . , f ] où $ est une fonction C 
l n 

de n variables réelles. 

Si f € C œ ( X ) est un hamiltonien, on dira qu'il est complètement inte­

grable s'il appartient à une algèbre G du type précédent (pas néces­

sairement unique). 

Si T : X — X est un difféomorphisme canonique, on dit que T est 

complètement integrable s'il existe G complètement integrable telle 

que pour toute f € G , foT = T . 

Les algebres G complètement integrables ont les propriétés suivan­

tes : on pose pour a = (a„ , . . . ,a ) 6 IR n , X = { x € X | f (x) = a _ , 
1 n a 1 i 1 

f (x) = a 3 . 
n n J 

( l ) X H Q est une sous-variété lagrangienne de X ; 
a 

(D V f , g € C , Í H f , H g ] = 0 ; 

© Si x € X et f = $ ( f f ) € G , on a, en désignant par cpj 
u a x n c 

le flot de H. , co celui de Hr et a. = - ^ - ( f . ( x j ) , 
ij t 1 i oîj j u 

W = \ t ( V • 

1 n 

(4) Si Q = X et que les X sont connexes, toute f € Cœ(X) telle 

que, vg € G , (f, g ] = 0, est dans G . 

Les algebres G sont donc des sous-algèbres commutatives maximales 

de (CMX),{ ) ) . 

Preuves. (T) Il est clair que ( f 1 f . . . f f ) : n -* IR n est une submer-\ ^ i n 

sion et donc les X D Q sont des sous-variétés de dimension n de X . 
a 

De plus df.(Hr ) = 0 , donc les H* sont dans l'espace tangent à X Q ; 
1 j 1 

comme ils sont indépendants, ils forment une base de l'espace tangent et la 

relation u;(Hf , H f ) = £f., f. 3 prouve que X o est lagrangienne. 
i ) 1 3 a 

© Si f = $ (fj) et g € i|i(f.) , on a : 
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i 3 J 

(D Comme dfjiHf ) = 0 , on a pour tout t , ^ J ^ ^ Q ) )
 =

 VX0* ~ a j 

et donc H. = Ea . IL. le long de la trajectoire de x_ . Comme les Hr 
î 1 i " i 

commutent, on a le résultat annoncé. 

0 De la relation {f , f } = 0 , on déduit que df [ s 0 et donc f 
a 

est constante sur chaque X & . Le théorème des fonctions implicites permet 

alors de conclure. 

DEFINITION. - Une application t — x(t) de R dans une variété (ou 

un espace topologique) X est dite quasi-périodique s'il existe une 

application $ : ( IR/2nZ)^ X , C°° (ou continue) et des nombres réels 

uUj tels que : x(t) = ^(ui^t , . . . ,uu f c t ) . 

Un mouvement périodique est quasi-périodique avec k = l . 

THEOREME. - Si G est une algèbre complètement integrable et f € C 

toute trajectoire x(t) de H est quasi-périodique si x(0) 6 X où 
i a 

X & est compacte c Q . 

Preuve. Si (t ....,t ) € IR n et x„ Ç X , on pose 
I n 0 n 

( t j , . . . , l

n ) # x

0

 = 0--- 0 CPt * C e l a d é i i n i t u n e a c t i o n de ^ s u r x • 
1 n 

Les orbites sont ouvertes dans X i l Q et donc si X c n est compacte, 
a a 

chaque composante connexe de X est une orbite. On en déduit que pour 
a 

x € X le groupe d'isotropie de x est un réseau r de E ; x étant 
u a v u 

fixé, on peut choisir la base ( f l f . . . , f ) de façon que T = 2n*Z (change­

ment linéaire de base). On pose alors $(tj) = cp* °*--oCP^ ( X

Q ) e t s i * = » 
tu. . ) : on obtient ainsi la quasi-périodicité, 

i ôf. j 

Remarque. Ce théorème de quasi-périodicité est un critère pratique 

permettant dTentrevoir la possibilité qu'un hamiltonien soit complètement in­

tegrable. 
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2. - EXEMPLES DE SYSTEMES COMPLETEMENT INTEGRABLES. 

Exemple 1. - Surfaces de révolution. 

On considère sur le tore X = IR/L- Z x IR/2TTZ muni des coordonnées 

locales u (mod. L ) et v (mod. 2TT) la métrique riemannienne 

2 2 2 

g = a (u)dv + du où a est une fonction > 0 dont le graphe a l'allure 

suivante : 
'a(u) 

V I x i . ' 
V - ^ _ — j ^ j -

! i + 

FI b L u 

Par exemple a(u) = A - ^ c o s ^ J L (0 < L < 2TT*A) correspond au tore de 

révolution usuel dans IR^ . 

On sait que, via la transformation de Legendre, les géodésiques cor-
v 2 2 

respondent aux courbes intégrales de l'hamiltonien f = = — + ^ ) 
1 a 2 (u) 

où <u,v ; U , V ) sont les coordonnées canoniques naturelles sur T*(X) . 

Soit G l'algèbre des fonctions de f et de f 2 = V : G est complè­

tement integrable : il est immédiat que { f f J = 0 ; comme les lignes de 

niveau de sont compactes, on voit que les champs Hj sont complets 

(en fait H, = — ) ; les différentielles dL , df0 sont linéairement indé-
f 2 ôv 1 2 

pendantes sur n = { U ^ 0 } U [Va'(u) ¿ 0} qui est dense dans T*X . Utilisant 
l'homogénéité de f et f , on voit qu'il suffit d'étudier les surfaces X 

1 2 a 
contenues dans = \ : 

\ V 0 2 / 
x v = T " + u = 1 ' v = v o ' 

0 ( a (u) ' 

Soit E 7 " (u,U) € 1R/LZ xIR | v f = a ( u ) 2 ( l - U 2 ) on a : 
v 0 u 
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X = r x I R / 2 n Z x { V n } . Les courbes Tv sont représentées sur la 
v 0 v 0 0 

figure : ce sont en général des cercles (topologiquement) et donc X v est 

un tore sur lequel les trajectoires sont quasi-périodiques. 

J. 

Pour V Q = a j » s e réduit au point (b f 0) correspondant à la géo-

désique périodique u = b . 

Pour a > V > a , r v est un cercle : les géodésiques oscillent entre 
1 0 0

 v o 
deux valeurs u et u + de u situées de part et d fautre de b . 

Pour V A = a , T v présente 1 point singulier correspondant à la géo-o o v Q 

désique périodique u = 0 ; la partie régulière de T donne lieu à des 
v 0 

géodésiques asymptotes à cette géodésique périodique. 

Pour V Q < a Q , Ty est un cercle qui correspond à des géodésiques 

s'enroulant en solénoides sur le tore X . 

Le cas limite V Q = 0 correspond aux géodésiques v = c t e (méridiens). 

Exemple 2. - Billard elliptique. 

2 

A toute courbe r convexe de IR on a associé (ex. 8 du chap.2) 

une transformation canonique T : I R / L Z x 1-1, +lf "3 munie de la struc­

ture symplectique ds A du définie par 
T(s ,cos 6) = ( s ^ c o s 0 1 ) 

au moyen de la figure suivante : 
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m(s) 

Lorsque T est une ellipse cette transformation est complètement intégra-

ble. Rappelons que si T est une ellipse de foyer F , F f la tangente en 

M à T est la bissectrice extérieure de l'angle F M F' . Soit D une 

droite et cp(D) le produit des distances algébriques de F et F f à D 

(cp(D) < 0 (resp. > 0) si D passe entre F et FT (resp. sinon)). On dé­

signe par D la droite qui joint m(s) à m(s ) et par f ( s ,cos6)= cp(D ) , 
S, u 1 S y u 

alors f est intégrale première de T : foT = T . Cela résulte de quelques 
triangles semblables qui apparaissent dans la figure suivante : 

D Fi 

1 / ^ — ^ T ^ \ M ( S ) 

; ^ ^ ^ ^ 

mF^ mF 1 mF Q mF | 
—— = —r et —— = —— ; cela implique cp(DA) = cp(DJ • 
mF' mF mF mF T 0 ^ 1 

Représentons les lignes de niveaux de f(s,u) : 

n 

j f l 

—-Cg^xCs^1—r 

-1 ' 

La ligne f = 0 qui est singulière correspond aux rayons passant par F 
2 2 

ou F ! ;. la ligne f = -c au petit axe de l 'ellipse ; si -c < f < 0 les 
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droites D sont tangentes à une hyperbole ou foyer F et F 1 , alors que 
s, 8 

si f > 0 , elles sont tangentes à une ellipse de foyer F et F ! . 

3. - COORDONNEES ACTIONS-ANGLES. 

THEOREME. Soit G un système complètement integrable sur (X,uu) . 

Soit a Q = (a^, . . . ,a^) ç IR n tel qu*il existe un voisinage VQ de a Q  

et un voisinage V Q de X & = f 1 ( a Q ) tels que f :
 v

0 ~ * u o s o i t  

une submersion propre à fibres connexes. Alors il existe un difféomor-

phisme canonique X dTun voisinage de X a sur ( ( I R / 2 n Z ) n x W , ü ü 0 ) 

n n 

où W est un ouvert de IR §L UüQ = £ dp. A dq. (q^ Ç IR/2nZ,p€W) 

qui transporte G sur l falgèbre GQ ayant ( P j , . . . , P n ) comme base. 

Si a est une primitive de uu dans VQ on peut prendre p. = ^ J a 

où Yj est une base de l'homotopie des X & . î 

La démonstration utilise le : 

LEMME (Ehresmann). Si f : V Q ^ ^ 0 est une submersion propre et  

que U est difféomorphe à une boule de IR n il existe un difféomor-

phisme $ : V Q — X Q x U Q où X Q = f ~ V 0 ) (u Q € VQ) tel que le dia­ 

gramme : 

$ 
V — - — • X \V 

\ A 
soit commutatif. (Autrement dit, une submersion propre est une flbration 

localement triviale) 
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Preuve du lemme. On munit V Q dTune métrique riemannienne g . 

Pour u € U Q , on pose = f ^ u ) et pour x € V Q , on pose 

H = [Ker d f ( x ) ] 1 c T V A . On construit un difféomorphisme F entre 
x x 0 ^ uQ, u 

X Q et X^ dépendant différentiablement de u , on pose alors 

*(x) = F " 1 (x) , f(x)) avec u = f(x) . 
0 

Construction de F . Soit V = u - u„ € IR n , on définit un champ de 
u 0 ,u 0 

vecteur W sur V par les conditions f , (x)(W(x)) = V et W(x) € H . 
u x 

Soit x A € X et co le flot de W , on a : f(cp fx A ) ) = u + t(u-uA) , 
v UQ t t U 0 u 

on en déduit que cp f v est bien défini et que c'est un difféomorphisme 
1 X u 0 

de X_ sur X dTinverse cp , fL, . 
0 u -1 'X 

u 

Preuve du théorème. En utilisant le lemme précédent on peut suppo­

ser que V Q = ( I R / 2 n Z ) n x D 0 et f = p r g , V 0 étant muni d'une structure 

symplectique uu . Soit Y la sous-variété 9 = 0 de V Q et pour y € Y , 

1̂  le groupe d'isotropie de y pour l'action de IR n associé aux f̂  

(voir § 1 ) . Alors 1̂  admet une base ( e ^ ) , . . . , ^ ( y ) ) dépendant différen­

tiablement de y : en effet on a le diagramme 

2TTZ c IR 

s * 

s * 

^ ^ can 

r c I R n ^ (IR/2TTZ) n 

Y action 

qui se complète en un isomorphisme de IR n qui envoie 1̂  sur 2n.3Cn 

(unicité du revêtement universel). 

On peut donc choisir sur ( I R / 2 n Z ) n x des coordonnées provisoi­

res (0., TT.) telles que les champs H soient de la forme : 

1 1 i 

H n = E CL (TT) A . . 
^ ]=1 l ' J Ô 6 j 

Soit ou = TJ a., de. a d0. + E b.. de. A d n . + E c ^ d ï ï ' A d ï ï , . Comme les tores 
iJ i ] i ] i j ij i j 

TT = c t e sont lagrangiens les a „ sont tous nuls. 
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Calculant H il vient Z b . . a , , d T T . = dn, , d'où l'on déduit que les 

b ne dépendent que de n . Ecrivant la condition dw = 0 , on voit que 

les • ^ - J ne dépendent que de TT et donc comme les c^ sont périodiques 

en 6 , les c ne dépendent que de n . On a donc : 

w = Lb . . (u)d6. A dn. + E c.,(TT) dn A drr. • 
i ] i J ij i J 

La condition dw = 0 impose de plus : d ( 2 b (rr)dn) = 0 : on peut donc 
j 3 

localement choisir p. tels que : - Z b dn. = dp̂  et comme la matrice 

i ij J i 

(b^) est inversible (voir plus haut) on peut prendre les p^ comme coor­

données locales sur un voisinage de aQ . On a alors 

uu = E dp. A d6. + Z c.\(p)dp. A dp. = L dp. A (de. + ou) 
i i i ] i 3 i l i 

avec doij = 0 et donc = d|j^ , on pose alors q̂  = 6̂  + (jj(p) . 

Calcul pratique des p^ . Soit a telle que da = u; et a Q = L , 

a - I ou = c . O n peut donc prendre 
v Y 0 

1 p 0 +

 Y i Yi 
p = — a = p. + c . . 
K i 2n J *i i 

Y i 

Application. Soit T une transformation canonique complètement intégra-

ble telle que X soit de dimension 2 ; soit f une intégrale première de 

T telle que f soit propre et les fibres de f des cercles : il existe 

alors localement un difféomorphisme de X sur I R / 2 T T Z X I , I ouvert 

de IR tel que T(q,p) = (q+a(p),p) : la restriction de T aux courbes 

de niveau de f est conjuguée à une rotation. Cela s'applique en particu­
le 

l ier au billard elliptique : si ( s o > eQ) est telle que T ( s Q , eQ) = ( s Q , eQ) 

et si rQ est l 'ellipse homoforale à T telle que la droite m ( S j ) m ( s J + 1 ) 

soit tangente à T , alors pour tout (s, 9) tel que D est tangente 
0 s,e 

à rQ , T (s, 6) = (s, 6) • 
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4. - UN EXEMPLE DE QUASI-INTEGR ABILITE. 

Un système hamiltonien sera dit quasi-intégrable s'il est proche d'un 

système hamiltonien complètement integrable : plus précisément il s'agit 

d 'étudier le système hamiltonien h ( x ) pour G petit en supposant que 
G 

h Q ( x ) est complètement integrable. 

Il y a deux types de résultats : des résultats sur les trajectoires 

périodiques, dont le prototype est le théorème de Poincaré-Birkhoff et des 

résultats sur les trajectoires quasi-périodiques, connus sous le nom de 

théorème des tores invariants au théorème K. A . M. (Kolmogorov, Arnold, 

Moser) , 

L'exemple que nous allons étudier est le suivant : X = I R / Z x l a , b ] 

muni de la forme symplectique d x A d y et T^ est une famille de trans­

formations canoniques de X dépendant différentiablement de € . On sup­

pose que T Q ( x , y ) = ( x + a ( y ) , y ) où a € C°°([a,b] ) , a f ( y ) > 0 . 

PROPOSITION. Sî  a(a) < 0 < a(b) , l'application T € admet pour 

e petit au moins deux points fixes. 

Preuve. Ecrivons T ( x , y ) = (T ( x , y , G), T 0 ( x , y , G)) , on peut résou-
e 1 ¿ 

dre en y par le théorème des fonctions implicites l'équation T ( x , y , e) = x ; 
ôT 

en effet, si a ( y Q ) = 0 , on a : T ^ x . y ^ 0) = x et - ^ ( x > y 0 > ° ) = ï 0 : 

on a donc une fonction y ( x , e ) de classe C 1 sur 1R/Z x J - G ^ , G^I telle 

que y ( x , 0) = y Q et T ( x , y ( x t e) , e) = x . 

Soit yÜ = í ( x , y ( x , e ) ) | x € I R / E ) et yf = T (yS : par construction 
0 1 1 G U 

G G 
T ( x , y ( x , G)) - ( x , y . . ( x , G)) . Donc toute intersection de y et y, est un 

G 1 U 1 
point fixe de T . Il reste à prouver que y^ et y, se coupent : comme 

G 0 1 
T £ est canonique on a : 

JL / r m y Jx, G)dx = L v ( x , G)dx 
IR /Z J 0 J I R / Z * 1 
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et donc la fonction périodique y 0 ( x , e) - y^(x, e) qui est de moyenne nulle 

s'annule au moins deux fois. 

"y 

a 

01 1 

THEOREME (Poincaré). Soit jj € Ja(a),a(b)[ 0 $ , alors pour € 

petit T^ admet au moins deux points de période q . 

Preuve. 

T^(x ,y ) = (x + qa(y) - p , y ) 

et donc on peut appliquer à T q la théorie précédente : on considère cette 
q 

transformation comme une perturbation de T Q . 

Remarque. En général, il y a 2n points de période q dont n 

elliptiques et n hyperboliques. 

Dans la proposition précédente si a(a) < 0 < a(b) et e petit, alors 

si (y -y J (x , G) > 0 , le point fixe (x ,y) est hyperbolique, i l est ellip-
ax 1 0 

tique si cette dérivée est négative. 

Prenant la base (e , f ) indiquée sur la figure on a T f e = e + cf , T ' f = ae + bf 
1 a 

(a>0) et donc T T = ( ) , b = 1 +ac et T r ( T ' ) = 2 + ac : d'où la dis-
C D 

cussion suivant le signe de c qui est petit lorsque e l Test. 
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Dans la situation précédente, la théorème KAM dit ce qui se passe 

pour les trajectoires quasi-périodiques avec O ^ Q ) suffisamment irrationnel. 

THEOREME. Soit y € Ja,b[ tel qu'il existe C > 0 et N € IN 
N 

tel que pour tout ~ € Q , | o . ( y 0 ) - q | ^ C-q , alors pour € suf­ 

fisamment petit T € admet une courbe invariante proche de y = y Q  

sur laquelle opère par rotation d'angle <x(y0) • 

Remarque. Plus q est grand, plus e doit être choisi proche de 0 , 


