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J o u r n é e s S i n g u l i è r e s e t J a c o b i e n n e s 
GRENOBLE 
26-28 mai 1993 ( 7 7 - 9 1 ) 

Systèmes linéaires, idéaux complets 

e t /ou diviseurs exceptionnels 

M. LEJEUNE-JALABERT 

Rapport sur une partie d'un travail en collaboration avec A. Campillo et 
G. Gonzalez-Sprinberg. 

Les systèmes linéaires de courbes à points base assignés figurent en bonne place 
dans le sac à malice des géomètres italiens de la fin du siècle dernier. (Par exemple, 
les surfaces de Del Pezzo, de Véronese, les transformations de Cremona, certaines 
involutions du plan projectif sont construites à partir de tels systèmes). Dans le § 17, 
Cap. H, Lib. IV de [E.C], F. Enriques et O. Chisini considèrent le cas où les points 
base assignés sont des points infiniment voisins d'un même point (propre) du plan et 
ils leur assignent des multiplicités virtuelles. Ils montrent que certaines inégalités sur 
ces multiplicités, appelées depuis "inégalités de proximité" (cf. [ZI]), sont nécessaires 
et suffisantes pour assurer l'existence de courbes passant par ces points avec ces 
multiplicités, au moins si on n'exige rien sur leur degré. Les points assignés sont alors 
les seuls points base du système linéaire qu'elles engendrent. 

Environ vingt ans plus tard, O. Zariski dégage une classe d'idéaux de l'anneau 
des polynômes (et de l'anneau des séries formelles) à deux indéterminées qui décrivent 
exactement les systèmes linéaires ci-dessus ([Z2]). Par analogie avec la terminologie 
géométrique, il qualifie ces idéaux de complets. Un des résultats principaux de la théorie 
développée par Zariski est un théorème de factorisation unique d'un idéal complet 
quelconque d'un anneau local régulier de dimension deux en produit d'idéaux complets 
simples ([Z.S]). 

A peu près au même moment, P. Du Val généralise le critère de contractibilité de 
Castelnuovo aux courbes réductibles d'une surface non singulière ([DV]). L'analyse 
directe fait intervenir la matrice de passage entre deux bases naturelles du groupe 
libre engendré par les courbes contractées par un morphisme, composition d'une suite 
d'éclatements de points, entre deux surfaces non singulières. En appliquant cette matrice 
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à un système de multiplicités virtuelles assignés à ces points, on obtient le premier 
membre des inégalités de proximité. 

Nous donnons ici une présentation unifiée des résultats précédents et de résultats 
récents de J. Lipman relatifs à la factorisation des idéaux complets à support fini (i.e. 
qu'on peut simplifier par une suite finie d'éclatements de points) en "produit" d'idéaux 
•-simples spéciaux [L2]. 

1. Amas, systèmes linéaires et idéaux à support fini. 

Soit X une variété algébrique non singulière définie sur un corps algébriquement 
clos K. Si la dimension de X est au moins deux, tout point (fermé) d'une variété 
obtenue à partir de X par une suite finie d'éclatements de points est classiquement 
appelé un point infiniment voisin de X. Si O € X est l'image de Q, on dit que Q est 
infiniment voisin de O et on note Q>0. 

1.1. DÉFINITION . — Une suite finie C = { Q o , . - . , Q n } de points infiniment 
voisins de O € X telle que Qo = O et pour tout i, 1 < i < n, Qi est un point de 
la variété Xi obtenue en éclatant Q,_i est appelée une constellation d'origine O. La 
variété X(C) := Xn+\ obtenue en éclatant Qn est appelée le ciel de C. La dimension de 
X est appelée la dimension de C. On dit que C est une chaîne si Q t > Q t _ i , 1 < i < n. 

Étant donné une constellation C d'origine 0 , pour tout Q € C, la sous-suite 
CQ = {P € C I Q > P) est une chaîne d'origine O. 

1.2. DÉFINITION . — Soit C une constellation d'origine O. On dit que Q € C 
appartient au £-ièmz voisinage infinitésimal de O ou plus simplement que le niveau 
£(Q) de Q est £ si la chaîne CQ contient £ + 1 points. L'origine O est le seul point 
de C de niveau 0. Si Q € C \ { O } , le point de CQ de niveau £{Q) - 1 est appelé le 
prédécesseur de Q et noté . 

1.3. Notation. — Pour tout Q = Q, € C, on désigne par BQ (OU B%) le diviseur 
exceptionnel de l'éclatement cr¿+i de Qi et par EQ (OU EÏ) (resp. EQ (OU E¡)) son 
transformé strict (resp. total) sur n'importe lequel des X^, ¿+ 1 < h < n + 1. (L'espace 
ambiant du diviseur exceptionnel considéré sera précisé dans tous les cas où il n'est pas 
uniquement déterminé par le contexte). Enfin, on pose a = a\ o • • • o <rn+\. 

1.4. PROPOSITION. — Soit C = { Q o , . - . , Q n } une constellation d'origine 
O et soit f) une hypersurface (i.e. un diviseur effectif) sur X. 

Pour tout ¿,1 < i < n + 1, soii f)f- (resp. f )J ia transformée totale (resp. 
stricte) de f) sur Xi. On a f)t* = f), + £ ej(t))Ej où e ;(f)) est ia multiplicité de 

0 < ; < i 

f)j en Q ;-. 

Preuve. — Immédiat par récurrence sur i. 
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1.5. DÉFINITION . — Une application A d'une constellation C d'origine O dans 
l'ensemble Z>o des entiers non négatifs est appelée un amas de points infiniment voisins 
d'origine O. L'image mç de Q est appelée la multiplicité virtuelle ou poids de Q 
dans l'amas. Si C = {Qo,..., Qn) et m = ( m t ) o < t < n est un vecteur colonne d'entiers 
> 0 , la notation A = (C,m) signifie que m t est le poids de Q,, 0 < i < n (•). Si 
m 5e 0 , on dit que . 4 est propre. Sa dimension est celle de C. 

Le diviseur exceptionnel D(A) = £ E* sur X(C) est appelé le diviseur 
0 < t < n 

associé à , 4 . 

Le germe en O de l'image directe du faisceau d'idéaux associé à —D(A) par 

cr : X(C) —• À' est appelé Vidéal associé à A et noté / ( . 4 ) . 

1.6. DÉFINITION . — Soit . 4 = (C,m) un amas comme ci-dessus et soit f) un 
diviseur sur X. Pour tout £, 1 < * < n + 1, le diviseur (<TI o- . .oaj)*(f))- £ m ; ^ j c s t 

0 < j < t 

appelé le transformé virtuel de f) sur À'* relativement à A. La multiplicité en Q = Q,*, 
1 < i < n, de ce diviseur est appelée la multiplicité virtuelle de f) en Q (ou Q,) 
relativement à A et notée eQ^(f)) (ou e,- |(4(f))) ; on pose eo„4( ï ) ) = ^ ^ ( f ) ) = eo(ï)). 

1.7. PROPOSITION . — Soit >t = (C,22l) un amas et soit i) le diviseur sur 
X défini au voisinage de O par la fonction rationnelle non nulle f sur X. Les 
conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f) est un diviseur effectif au voisinage de O et eç^( f ) ) > TTIQ, VQ € C. 

(ii) Le transformé virtuel 5-(f)) de F) sur X(C) est un diviseur effectif au voisinage 
de la fibre exceptionnelle o~x(0) de a. 

(iii) f 6 KA). 

Preuve. — L'assertion (i) est équivalente à l'assertion (ii) car la multiplicité du 
diviseur EQ dans â(t)) est e ç ^ f ) ) - mç. L'assertion (iii) n'est qu'une reformulation 
de (ii). 

1.8. COROLLAIRE. — Si A est propre, l'idéal I(A) est primaire pour Vidéal 
maximal de Ox,o et il est complet (i.e. intégralement clos). 

Preuve. — Il suffit d'appliquer [Ll] lemma 5.3 au faisceau d'idéaux associé à 
-D(A) et à a : X{C) — X. 

1.9. DÉFINITION . — Soit A = (C,m) un amas d'origine O et soit t) une 
hypersurface de (X,0). On dit que f) passe par A (resp. passe effectivement par A) 
si eç^ ( f ) ) > (resp. = ) m ç pour tout Q € C. L'ensemble s(A) des hypersurfaces de 
(X, O) qui passent par A est appelé le système linéaire complet associé à A. 

(•) Comparer avec la notation 0\xOr

2

2 • • • O** de [E.C] 
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Les remarques suivantes sont une simple reformulation de 1.7 ou résultent de sa 
preuve. 

1.10. Remarque. 

(a) On a s(A) = {Hf \ f € /(-4) \ 0 } où 77, est l'hypersurface de (X,0) définie 
par / . Cet ensemble est donc non vide. 

(b) Pour une hypersurface f) de (JV, 0 ) , les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) f) passe effectivement par A. 

(ii) eç(f)) = rriQ pour tout Q € C. 

(iii) la transformée stricte de f) sur X(C) et sa transformée virtuelle relativement 
à A coïncident. 

Il n'existe pas nécessairement d'hypersurface de s(A) qui passe effectivement par A . 

(c) Soit b(A) le système linéaire complet sur (X(C), cr~\0)) déterminé par -D(A) 
(i.e. l'ensemble des diviseurs effectifs linéairement équivalents à — D(A)). L'ap­
plication "transformée virtuelle" d induit un isomorphisme de B(A) sur D(«4). 

1 . 1 1 . DÉFINITION ( J . LIPMAN ) . — On dit qu'un idéal I C Ro = Ox,o 
est à support fini s'il est primaire pour l'idéal maximal MQ de -Ro et s'il existe une 
constellation C d'origine O telle que IOx(o s o n u n idéal inversible. 

La constellation minimale Ci ayant cette propriété est appelée la constellation 
des points base de 7. Le poids mç de Q 6 Ci et le transformé faible IQ de 7 en 
Q € Ci sont définis par récurrence sur £ (Q) en posant : 

(i) 7o = 7, mo =r ordo 7 

(ii) IQ = ( x ) - m « - 7 Q _ 7?Q, 77IQ = o rd Q IQ 

où étant donné un idéal IQ ^ 0 dans l'anneau local (RQ, MQ) de Q sur la variété à 
laquelle il appartient, ordg IQ = max{n | IQ C MQ}, Q _ est le prédécesseur de Q 
et x est un générateur de l'idéal principal MQ_RQ. L'amas Ai = (Ci, m) est appelé 
l'amas associé à 7. 

La définition précédente entraîne immédiatement que IOx(Ci) est le faisceau 
d'idéaux associé à -D(Ai) et que pour tout Q € C/, 7Q est un idéal à support fini de 
RQ et rriQ £ 0. 

1.12/ PROPOSITION . — La completion (i.e. la clôture intégrale) I d'un idéal 
à support fini I est un idéal à support fini et Ai = *4j. 

Preuve. — Voir [L2] Prop. 1.10. 

1 . 1 3 . DÉFINITION . — On dit qu'un amas est idéaliste s'il est l'amas associé 
à un idéal à support fini. 



81 Systèmes linéaires, idéaux complets e t /ou diviseurs exceptionnels 

1 . 1 4 . PROPOSITION. 

(a) Soit A un amas idéaliste. L'idéal 1(A) est l'unique idéal complet à support 
fini I tel que Ai = A. 

(b) Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) A = (C, rn) est un amas idéaliste. 

(ii) 1(A) est un idéal à support fini et A est l'amas associé à 1(A). 

(iii) m > 0 (i.e. mq £ 0, VQ € C) et —D(A) est a-engendré (i.e. 
Ox(C)(—D(A)) est engendré par ses sections globales sur un voisinage 
de a~l(0)). 

Preuve de (a). — Soit / un idéal à support fini tel que A = Ai. Alors 7 est 
un idéal complet à support fini, A = Aj et I0x(o est le faisceau d'idéaux associé à 
-D(A). Il résulte alors de [LI] Prop. 6.2 et de la définition de 1(A) que 7 = 7(^4), 
d'où (a). 

Preuve de (b). — L'équivalence de (i) et (ii) résulte de (a). La condition (iii) 
est essentiellement une reformulation de (ii). 

1.15. Exemples. 

(a) L'idéal 1(A) associé à un amas propre A de dimension au moins 3 n'est 
pas nécessairement un idéal à support fini comme le montre l'exemple suivant : soit 
C = { 0 , Q\,..., Q 9 } la constellation formée de O € A' de dimension 3 et de 9 points 
Q\,..., Q9 en position générale sur une cubique C de BQ (i.e. tels que C soit la seule 
cubique de Bo qui les contienne) et soit A = (C, rn) avec TUQ = 3, rrt\ = • • • = = 1. 
Alors 1(A) C MQ et son image dans MQ/M$ est le K-espace vectoriel engendré par un 
polynôme homogène définissant C . Pour rendre / inversible, on doit donc après avoir 
éclaté O , éclater C . 

(b) Si 1(A) est un idéal à support fini, l'amas A n'est pas nécessairement idéaliste. 
L'amas 34 = AKA) est idéaliste et on vérifie que 1(A) = 1(A). Si dim .4 = 2, on passe 
de A à A par applications répétées du principe de décharge (principio di scaricamento 
[E.C] p. 427-433). Les points de C sont les seuls points base de 1(A). 

Si dim .4 > 3, 1(A) peut en avoir d'autres. Par exemple soit C formé de O € X 
de dimension 3 et de 8 des points d'intersection de 2 cubiques de Bo et soit A = (C, rn) 
avec mo = 3 et m\ = • • • = m% = 1. Le 9 epoint d'intersection des 2 cubiques est un 
point base de 1(A). 

1 . 1 6 . DÉFINITION . — Étant donné une constellation C d'origine O, l'ensemble 
des amas idéalistes d'origine O dont la constellation est contenue dans C est appelé la 
galaxie de C et noté G(C). 
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1.17. Remarque. — Si Ai = (C ,m t ) € £(C), i = 1,2, alors A\ + Ai := 
( C m ^ j a t o ) 6 G(C) et onaZJG4i+«4 2 ) = D(Ai)+D(A2) et = 
où * désigne la complétion du produit I(A\)I(A2)-

2. Diviseurs et courbes exceptionnelles sur le ciel d 'une constellation. 

Dans tout ce paragraphe, C = {Qo, . - . , Q n } désigne une constellation d'origine 
O et de dimension d > 2 ; Z désigne son ciel X(C) et G sa galaxie. 

On dit qu'une sous-variété V de Z est exceptionnelle si elle est contenue dans le 
lieu exceptionnel cr~l(0) de la projection canonique a : Z —• X. On dit qu'un diviseur 
sur Z est exceptionnel, si son support est exceptionnel. 

Soit E = ®o<i<n2Ei le groupe des diviseurs exceptionnels de Z. L'ensemble 
(EQ , . . . , £ £ ) est aussi une base de E car Ef - Ei € £ Z>o-Ej-

t < ; < n 

On identifie le groupe de Picard, noté Pic, d'une variété non singulière au quotient 

du groupe de ses diviseurs par la relation d'équivalence linéaire (^ ) . On voit alors 

immédiatement par récurrence sur n que : 

2 . 1 . LEMME. — L'application canonique PicX © Z n + 1 —• P icZ qui envoie 
f) © ( m o , . . . , mn) sur crm(t)) + EmiE? est un isomorphisme. 

Le calcul de la matrice de changement de base des (Ei) aux (Ef) introduit 
naturellement la relation de proximité entre les points d'une constellation (cf. 
[E.C]). 

2 . 2 . DÉFINITION . — Suivant la terminologie d'Enriques, on dit que Q, est 
proche de Qj et on note Qi — Qj (ou i — j) si Q , € £ j . 

La matrice P = (Pij)o<ij<n définie par p t f = 1, p t J- = —1 si i —* j et 0 sinon 
est appelée la matrice de proximité de C. 

2 . 3 . PROPOSITION. — C)La matrice de proximité de C est la matrice de 
changement de base des (Ei) aux (Ef). 

Preuve. — En appliquant la proposition 1.4. à Ei C A r

t>i, on obtient l'égalité 
dans E, Ei = E; - £ EJ. m 

i—* 

Les lemmes qui suivent ont pour but le calcul de la forme bilinéaire d'intersection 

( • ) : P i c Z x Z}(Z/X)—>Z 

où Z\(Z/X) est le groupe abélien libre engendré par les courbes irréductibles excep­
tionnelles de Z et des groupes N](Z/X) et N\(Z/X) respectivement quotient de Pic Z 
et de Z\(Z/X) par la relation d'équivalence numérique (=) qu'elle induit. 

(•) Cette observation est due à Du Val si d s r 2 [DV] 
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2.4. L E M M E . — Les conditions suivantes sur une sous-suite { Q T L , . . . , Qik} 
de C telle que 1 < k < d — 1 sont équivalentes : 

(i) ik 1 < £ < k. 

(ii) ij l<£<j<k. 

(iii) £ f i n . . . n £ l k 5*0. 

Preuve. — Si (i) est vérifiée, alors € E^ O • • • n Eih_x dans Xik ; donc 
^ f l ' - n Eik £ 0 dans Xh, ik < h < n + 1 car k < d - 1. • 

S'il en est ainsi, on dit alors que { Q M , . . . , Q , k } (ou I = {i\ < • < i*}) est 
complètement auto-proche. La variété Bj := E%x H • • • fl 5 , k est canoniquement 
isomorphe à P d ~ * , car c'est le diviseur exceptionnel de l'éclatement de Q t f c dans 
Eix n D Eihmml C Xih. Le produit d'intersection -Bik.Bz est la classe d'un 
hyperplan de Bj dans Pic f?i. Pour tout i —• I (i.e. í —• í¿ , l < £ < k)9 Qi est 
un point infiniment voisin de Bj. Soit Ex Eix n • • • O i?^ dans Z. Le morphisme 
<rj := tri o o ( T n ^ \ E j : E? Bj est la composition des éclatements des Q t , 
i —• I . Si k = d - 1, a j est un isomorphisme. Si Ar ^ c/ — 1, £ t ( resp. intersecte 
transversalement Ej dans Z et Ei}x := £¿n£j ( resp . JE7T*X • = E¡C\Ej) est le transformé 
strict (resp. total) du diviseur exceptionnel de l'éclatement de Qi dans Ej C Xi. On 
désigne par Hj le transformé total (ou strict) sur Ex C Z d'un hyperplan /Tj de Bj 
ne contenant aucun Q f , i £ I. 

2.5. L E M M E . — Soit I =r {ij < ••• < z¿} complètement auto-proche et 
soit Ej C Z comme ci-dessus. Si k ^ d — 1, P i c £ j est ie groupe libre engendré 
par Hj et E*x, i-+1 ; si k = d- 1, P i c £ j = Z. 

L'application "restriction à £ j " qui fait correspondre à D € P icZ ie produit 
d'intersection D.Ej 6 Pic £ j envoie Pic À' sur 0 et D = EntiEf € E sur 

= -mjHj + £ ^ m , - ^ si k ¿ d - 1 

= - m j + ^T^ m, si Ar = c/ — 1 

où m j :=r m t J c . 

Preuve. — La première partie de l'énoncé résulte directement du lemme 2.1. Si 
i < ik, E^.Ej = 0, car Ej est contracté en un point sur JV,+i, d'où S¡ = OziE1-) est 
libre au voisinage de Ex* Pour i > i¿, le calcul de E\.Ex découle de l'identification 
de la classe de Ex dans Pic Bx à -Bik.Bx et de la définition de E\x. m 

Soit donc C une courbe exceptionnelle irréductible de Z et soit I = le = 
{¿,0 < i < n , | C c Puisque £ x contient C, sa dimension est au moins un et 
d'après 2.4., I est complètement auto-proche. La courbe C n'est pas exceptionnelle pour 
CTJ : £ 2 —• J5j ; C est donc la transformée stricte sur Ex de son image C j : = (?x(C) 
dans J5j. 
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2.6. PROPOSITION. — Soit D = EntiEf 6 E . Alors 

-D.C = deg(Cj)mj - ] T eQ>(Ci)mi 

où deg(Cj) est le degré de Cj dans l'espace projectif Bj et eQt(Cj) est la 
multiplicité de la transformée stricte de C j en Q,. 

Preuve. — D'après 2.5, on a 

-D.C = -(D.Ex).C = mxHj.C - ™iEij.C 

On applique ensuite la formule de projection. • 

2.7. PROPOSITION. — Soit (resp. H\) un hyperplan de 5 , ne contenant 
aucun point de C proche de Qi (resp. son transformé total sur E{ C Z). Dans le 
groupe des (d — s)-cycles de la fibre exceptionnelle <r~l(0) modulo équivalence 
rationnelle, on a les égalités 

EI E:T=(-H:y-} «», = . . . = », = « 

avec 2 < s < d 

= 0 sinon. 

2.8. COROLLAIRE. — N](Z/X) est canoniquement isomorphe au groupe 
des diviseurs exceptionnels E de Z. 

N\(Z/X) est canoniquement isomorphe à L = ® 0 < i < n Z £ * où L\ est la 
transformée stricte sur E{ C Z d'une droite L, de Bi ne contenant aucun point 
proche de Qi si d>3 et est le diviseur E* si d = 2. 

Les bases (—EQ,...,—E„) et ( L Q , . . . , ! , * ) respectivement de E et L sont 
duales. 

Preuve. — Il suffit de remarquer que 

E:.(-E])d-} = - £ , \ L J = 6 y , 0 < ij < n 

car au vu de 2.1. et 2.5., il en résulte aussitôt que Pic X est l'orthogonal de Z\(Z/X). • 

2.9. COROLLAIRE. — Si dim X = 2, on a ((Ei.Ej)) = - * P . P où P (resp. 
fP) est la matrice de proximité (resp. sa transposée). 

Réciproquement, Du Val démontre dans [DV] que si la matrice d'intersection 
d'un ensemble de courbes non singulières de genre 0 (pour un ordre convenable de ces 
courbes) peut se mettre sous la forme — *P • P pour une matrice triangulaire inférieure 
ayant des 1 sur la diagonale principale et des - 1 ou des 0 en dessous, alors on peut les 
contracter en un point non singulier. 
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La donnée d'un amas propre ayant C pour constellation est équivalente à la donnée 
d'un diviseur exceptionnel non nul D € {EQ , . . . , E„) : = EZ>QE; sur Z. Deux autres 
sous-monoïdes de E s'introduisent naturellement : 

E # = {D € E, D £ 0 | -D est a-engendré}(cf. 1.14) 

E + = { J D e E , £ > ^ 0 | - D e s t <r-nef (numériquement effectif)}. 

On rappelle que D est dit cr-nef si D.C > 0 pour toute courbe irréductible exceptionnelle 
C de Z (voir aussi [Ll]§ 18). 

2.10. PROPOSITION. — On a les inclusions E* C E* C (E^... ,£?•). 

Preuve. — Soit D G E # ; on choisit des sections de Oz(—D) qui engendrent 
ce faisceau sur un ouvert U de E := a~x(0) et on construit le morphisme U —• P £ 
correspondant. Soit TT : E — P £ sa restriction à £*. Pour toute courbe irréductible 
exceptionnelle C de Z, on a 

- J D . C = (-D.E).C = nmH.C = H.7rm(C) 

où H est un hyperplan de P £ . Si ?r contracte la courbe C, alors -D.C = 0 ; sinon 
-D.C > 0 car c'est le produit du degré de la courbe projective 7r(C) par l'indice de 
ramification du moiphisme C —• TT(C). Donc - D G E + . Il résulte de 2.8. que pour tout 
D G E, on a D = -E(D.L*)E;. Si D e E* alors - D . L ? > 0, 0 < i < n, car L* est 
un 1-cycle effectif ; d'où E+ C (EQ , . . . , f1,1;). 

2 .11 . COROLLAIRE. — L'application Q —• ( £ £ , . . . , £ * ) qui envoient sur 
D U ) identifie G à E # . 

Si .4 G /(.4) est *-simple (i.e. n'est pas le *-produit de deux idéaux 
propres) si et seulement si D(A) est indécomposable dans E* (i.e. n'est pas la 
somme de deux éléments de E # J . 

Preuve. — Immédiat au vu de 1.16., 1.14. et 2.10. 

2.12. Remarque. — Si d = dimC = 2, alors E # = E+. En fait, les conditions 
suivantes sur un amas A = (C, m) sont équivalentes : 

(i) D(A) G E* (i.e. -DU) est <r-nef). 

(ii) Le système linéaire Ô]U) contient une courbe qui passe effectivement par A . 

(iii) DU) € E # (i.e. -DU) est a-engendré). 

Voir [E.C] [Ll] [C] [LJ] [L3]. 

Le diviseur —D est a-nef si et seulement si —D.Ei = m t — ]T m ;- > 0, 

0 < i < n. Ces inégalités sur les multiplicités virtuelles des points infiniment voisins 
Qo) • • • i Çn de O sont celles qu'on trouve dans [E.C] page 427 et sous la dénomination 
d'inégalités de proximité dans [ZI] page 27. Elles caractérisent la galaxie de C. 
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2 .13 . T H É O R È M E . — Soit C une constellation d'origine O et de dimension 
deux et soit Z son ciel et Ç sa galaxie. Alors 

(i) Nl{Z/X) = E. 

(ii) L'application de Ç —+ (EQ,...,E„) qui envoie A sur D(A) identifie Ç à 
l'ensemble des éléments non nuls de {—EQ , . . . , — E„) où (EQ , . . . , E„) est laZ-base 
de E = Nl(Z/X) duale de la Z-base ( £ 0 , ...,En)deE = N^Z/X) et (•. •) est le 
monoïde engendré par — E*, 0 < i < n. 

Preuve. — L'assertion (i) est claire. Au vu de 2.11 et 2.12, pour montrer (ii), il 

suffit de montrer que 

E + U { 0 } = < - £ 0 V . . , - O 
Or par définition .Ej = Sijy 0 < ij < n, d'où -E? € E*, 0 < i < n. Inversement 
pour tout D € E, on a D = EiD.E^E^ ; or si D € E + , on a justement D.Ei < 0, 
0 < i < n. 

Le théorème 2.13 est un avatar du théorème de factorisation unique de Zariski 
[Z.S] p. 386 (voir aussi [LJ] et [L3]). 

2 .14. T H É O R È M E . — Soit I un idéal complet primaire pour l'idéal maximal 
d'un point sur une surface non singulière. On désigne par A = (C, rn) l'amas associé 
à I et par P la matrice de proximité de C. 

(i) Pour tout Q € C, soit eq le vecteur colonne donné parepç = 6PQ, P € C, 
et soit TTIQ = t P"" 1 • eq. Alors nipq ^ 0 si et seulement si Q > P et il existe un 
unique idéal complet VQ dont les points base sont ceux de la chaîne allant de O à 
Q et les poids sont donnés par rriq. Cet idéal est simple. 

(ii) 1 = HVQQ a v e c r = * P - m 
Qec 

et c'est la seule factorisation en produits d'idéaux simples de I. 

Preuve. — Par définition de la galaxie G de C (1.16), on a A € G. Le théorème 
de structure 2.13 entraîne l'existence et l'unicité d'entiers non négatifs rq tels que 

D M ) = -

Qec 

Il entraîne aussi pour tout Q € C, l'existence de AQ € G tel que D(AQ) = —Eq. Soit 
VQ = I(AQ). Il résulte alors de 1.17 et du fait qu'en dimension 2, le produit d'idéaux 
complets reste complet que 

Qec 

Comme les vecteurs — EQ sont les seuls indécomposables de E # = {—Eq)qec* les 
idéaux Vq sont les seuls idéaux complets simples dont les points base soient des points 
de C et la factorisation précédente est la seule possible (2.11). Enfin, P étant la matrice 
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de changement de base des (Ei) aux (El), sa transposée *P est la matrice de changement 
de base des (£ , *) v = (-Ef) à d'où l'expression de r et de rnç* Q € C au moyen 
de P. • 

2.15. Remarque. — Si dimC > 3, l'inclusion E # C E* peut-être stricte. L'amas 
A de l'exemple 1.15 (a) n'est pas idéaliste ; donc d'après 1.14, D(A) & E # , mais on 
vérifie facilement à l'aide du théorème de Bézout que D(A) € E + . Cependant, on a 
E # = E"1" en toute dimension, si la constellation C est torique (i.e. formée de points fixes 
pour l'action d'un tore algébrique) [GS]. 

Dans [L2] § 2, Lipman associe un idéal complet *-simple spécial VQ à tout point 
infiniment voisin Q de O ; les points base de VQ sont les points de la chaîne allant 
de O à Q et le poids de Q dans l'amas associé AvQ est 1. Par suite, une constellation 
C étant donnée, si DQ désigne le diviseur exceptionnel sur le ciel Z de C tel que 
VQOZ = OZ(-DQ) et mpQ le poids de P dans ApQ, on a 

DQ- ^ ™PQEP-
P\Q>P 

L'ensemble (DQ)Q^C est donc une nouvelle base de E et on a : 

2 .16. PROPOSITION. — La matrice de changement de buse M=(m<jp)Qp € c 
des (DQ) au (EQ) est telle que TIIQP soit le poids de Q dans 1 amas Aj>P si P > Q 

et 0 sinon. 

2.17. COROLLAIRE. — Soit I un idéal complet à support fini, A = (C, m) 
son amas associé et M la matrice ci-dessus. Si 

m 

est récriture formelle de la "factorisation" de I en produits d'idéaux complets 
*-simples spéciaux donnée dans [L2] th. 2.5, alors r =r M " 1 -m. 

2.18. Remarque. — Si d = 2, on a DQ = —EQ et, P désignant la matrice de 

proximité, M = ( ' P ) " 1 . 

3 . Amas idéalistes et désingularisation plongée. 

Il résulte facilement de 2.14 que si A = (C, m) est un amas idéaliste de dimension 
deux, la factorisation de I(A) en produits d'idéaux complets simples correspond 
à la factorisation de son élément général / en produit d'éléments analytiquement 
irréductibles. Le morphisme o du ciel X(C) sur X est une désingularisation plongée 
de la courbe Cj définie par / dans (X,0) (i.e. sa transformée totale sur X(C) est 
un diviseur à croisements normaux) ; VQ désignant pour tout Q € C, l'exposant de 
l'idéal simple VQ dans la factorisation de I(A), Cj a VQ composantes analytiquement 
irréductibles dont la transformée stricte sur X(C) coupe transversalement cr~](0) en un 
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point de EQ. En particulier, si I(A) est simple, alors C est une chaîne, on a TQ = 0 si 
Q n'est pas le point terminal P de la chaîne C et rp = 1. En général, on a 

3 . 1 . THÉORÈME. — Soit I un idéal à support fini (de Oxto) et soit C sa 
constellation de points base. Si la caractéristique du corps de base K est 0, alors 
cr : X(C) —• X est une désingularisation plongée de la sous-variété de (X, O) définie 
par r, 1 < r < dim X, éléments généraux de I. 

Avant de donner la démonstration, on rappelle ce qu'on entend par désingularisa­
tion plongée. 

3 . 2 . DÉFINITION . — Soit V un sous-schéma réduit d'une variété algébrique 
non singulière X , ayant un point singulier isolé en O. On dit qu'un morphisme propre 
et birationnel 7r : Z —• X est une désingularisation plongée de V si 

a) Z est non singulier et 7r induit un isomorphisme Z \ TÏ~x(0) —• X \ { 0 } . 

b) le sous-schéma ir~l(V), image inverse de V sur Z, n'a que des croisements 
normaux. 

La condition b) signifie que chaque composante irréductible de n~l(y) est non 
singulière et que pour tout Q € 7r~](0), il existe un système régulier de paramètres 
(u\,..., Ud) de OZ,Q et des entiers non négatifs r ; o > + i , . . . , c*a tels que (u\,..., ur) 
(resp. ( i / ] , . . . , u r ) i f ^ r { 1 --Uj4), soit l'idéal de OZ,Q définissant la transformée stricte 
(resp. la transformée totale) de V au voisinage de Q. 

La démonstration de 3.1 comporte les étapes suivantes : on introduit la notion 
d'élément propre et de r-uple d'éléments non dégénéré relativement à un amas idéaliste 
A ; on montre que G : X{C) —• X est une désingularisation plongée de la sous-
variété définie par un tel r-uple ; on montre enfin qu'un élément général (resp. un 
r-uple d'éléments généraux) de / est propre (resp. non dégénéré) relativement à l'amas 
associé à I. 

Nous utilisons les mêmes notations qu'au § 1, en particulier 1.1 et 1.3. 

3 . 3 . DÉFINITION . — Soit A = (C,HL) un amas idéaliste de dimension d et soit 
f) une hypersurface de (X,0). On dit que i) passe proprement par A> si pour tout 
2 = {fi < • • • < ik}> l < k < d, tel que Ej := EI} n • • • H EIK C X(C) soit non vide, 
la multiplicité au point Q l k de l'intersection schématique f)j de la transformée virtuelle 
de f) sur Xih et de EIX n • • • O E i k _ x ( C Xik) est m j := mik. On dit que / € Ox,o est 
propre relativement à A, si l'hypersurface Hj définie par / passe proprement par A. 

Si f) £asse proprement par A (resp. / est propre relativement à A), on désigne 
par S)j (resp. S)x(f)) le projectivisé du cône tangent à f)j (resp. # / , i ) en Qik. C'est 
une hypersurface de degré m j dans Bx := EIX H • • • D B l f c 2r P d ~ * . 
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3.4. PROPOSITION. 

(i) Si f) passe proprement par A, alors f) passe effectivement par A (déf. 1.9) 
et pour tout Z comme dans 3.3 ci-dessus, la sous-variété Ej de X(C) n'est pas 
contenue dans la transformée stricte f)' de f). 

(ii) Si 1 < k < d — 1, le schéma E j í l f ) ' est le transformé strict de S)x par 
<TJ : Ej —• Bj et la multiplicité tQt{îij) de la transformée stricte de Six en Q, , 
i —• Z, est rn t . 

Si k = d — 1, identifiant £ j et Bj à P 1 , ies points Q t , i —• I , à des points de 
Bx et un sous-schéma de P 1 à un diviseur, on a Ex H f)' = i 5 j — £ m t ' Q t -

Preuve. — Désignant encore par f)' la transformée stricte de f) sur Xik+u 
l'hypothèse implique que Bx H f)' = # j ou 0 suivant que Ár < d ou ¿ = d, d'où (i^. 

Les morphismes X(C) —> JV^+i et a j sont des isomorphismes au voisinage des 
points Q de £*j tels que Q £ U,^—ji?,. 

Si k < d - 1, Ex H f)' est donc le transformé strict de B j H f)'. Puisque i) passe 
effectivement par A, il résulte de 1.4 que D(A) + f)' est linéairement équivalent à 0 au 
voisinage de Ex. L'image de Ex H f)' dans P i c £ j est donc m j i / j - 53 mi^ii 

2.5. D 'autre pan, par 1.4 appliqué à S)x dans fîj, c'est m j i / j - £ eQt(fii)Eix c a r 

J5x ~ mxHx dans J9j ; d'où eç.Cfij) = m¿,i — I . 

L'identité pour fc = d — 1 résulte du fait que le nombre d'intersection d'une 
hypersurface et d'une courbe en un point est la somme du produit de leur multiplicité 
et du nombre d'intersection de leurs transformées strictes après éclatement de ce point, 
puisque eQ,(f)) = m¿ et eq%(Bx) = 1, í —* Z. • 

3 .5 . DÉFINITION . — On dit qu'un r-uple ( / i , . . . , fr) d'éléments de Oxto est 
non dégénéré relativement à un amas idéaliste A = (C, m) de dimension d si, 1 < r < d, 
chaque / , , 1 < i < r, est propre relativement à A et si pour tout Z = {ii < • • • < i*} tel 
que d i m £ j > 1, les hypersurfaces , # i ( / r ) s'intersectent transversalement 
dans Bx sauf peut-être aux points de C. 

3.6. PROPOSITION. — Si ( / i , . - . , / r ) e s ¿ non dégénéré relativement à A, 
alors G : —• X est une désingularisation plongée du sous-schéma de (X,0) 
défini par f\,..., fr. 

Preuve. — Soit f), (resp. f) •) l'hypersurface définie par / , (resp. sa transformée 
stricte sur X(Q). Puisque f)¿ passe effectivement par A, 1 < i < r , le schéma 
í)j O • • • n tyr est le transformé strict du schéma f)i O • • • O f)r sur X(C). 

Soit Q e v~l(0) et soit Z = { M , . . . , i * } I a sous-suite maximale telle que 
Q 6 Ex^ H suffit de montrer que Ex O íjj O • • • n fyr est une sous-variété non singulière 
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de codimension r de Ej au voisinage de Q. Or si k = d, cette intersection est vide 
car Q = Ex g f)J, 1 < f < r, par 3.4 (i) ; et si * ^ dy le morphisme aj : Ej —• # 2 
est un isomorphisme au voisinage de Q car Q £ U||,-—ji?,- ; d'où <rx(Q) £ C et 
( £ j H ï)i O • • • H ^ , Q) ~ . . . , I ) j ( / R ) , crj(Q)) est un germe non singulier de 
dimension d - k — r par 3.5. • 

La proposition suivante termine la preuve de 3.1. 

3.7. PROPOSITION. — Soit I un idéal à support uni. Si la caractéristique 
de K est 0, alors un élément général (resp. un r-uple d'éléments généraux) de I 
est propre (resp. non dégénéré) relativement à l'amas A = (C, m) associé à 7. 

Preuve. — Soit Z = { £ ] < • - . < ik) comme dans 3.3 et soit 7|j l'image du 
transformé faible de 7 en Qik dans l'anneau local ( 5 j , M J ) de Eix N • • • N Eik_l en 
Qik. Alors m j = max{n | 7 | j C Mj) c a r autrement les points de Bj seraient des 
points base de 7. Or, ou bien dim Bj > 1 ou bien Bj est un point et Ej serait vide 
dans X{k+\ et a fortiori X(C) car on l'aurait éclaté. Un élément général de 7 est donc 
propre et on peut engendrer 7 par des éléments propres. 

Finalement, si k ^ dim X, soit 7n7 | j l'image de I\j par l'application 

et soit bj(7) le système linéaire sur Bj qu'il définit. Si / € 7 est propre relativement 
à A , alors € bj(7) et sa transformée stricte sur Ej est un élément du système 
linéaire 5j(7) sur Ej défini par l'image de 7 par l'application naturelle 

/ _ H\Ex, Ox(C)(-D(A)) ® 0 £ l ) 

car c'est l'intersection propre de £ j et de la transformée stricte Hj de 77/ sur par 
3.4 (iij, et 77^ + D(A) est le diviseur de / au voisinage de a~l(0). Or A étant l'amas 
associé à 7, les faisceaux Ox(C)(-D(A)) et 0X(C)(-D(A))®0E2 sont engendrés par 7. 
Le système linéaire 0j(7) est donc sans point base et les seuls points base de bj(7) 
sont ceux de C. On conclut en appliquant le théorème de Bertini ([J] cor. 6.11). 

3.8. Remarque. — L'amas A joue un rôle analogue à celui d'un polygone de 
Newton A / \ la condition de propreté (resp. de non-dégénérescence) relativement à A 
remplace celle d'avoir N comme polygone de Newton (resp. celle de [Kh]). 
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