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IKS tÙ* BINAIRES ΚΙ LE .PROBLEME D'KIXSTKIX. I J) 

Sftr les ds~ bitittires et ie problème d 'Einstein : 

PAR J. PELS ARTE, 

l'rofessrur à ta Faouïlè Soiomvs tie Naiiey, 

INTRODUCTION. 

Nous nuits sommes proposé, dans ce Mémoire, d'étudier le pro-
blème d'Einstein pour une classe particulière de tfs- que nous appe-
lons ds- binaires. Ils sont de la forme suivante : 

,/>" „ -A- - pdr: 

ds- est un ds- quelconque à ρ variables, «/s4 est un i&r quelconque à 
(/ variai des, /' est une fonction des seules variables figurant dans ds* 
et 3 une fonction des seules variables figurant dans r/V, enfin, dans 
le cas de la relativité,./»-+- tf = 4- H était bien naturel de porter une 
attention particulière sur ces ds-, puisque les seules solutions connues 
du problème d'Einstein conduisent à des ds- de ce type. 

Mous nous bornerons, dans ce qui suit, au problème intérieur dans 
l'hypothèse du fluide parlait, en indiquant éventuellement quelques 
conséquences relatives au cas extérieur ou au cas intérieur schématisé. 
Voici les résultats obtenus : 

A. Si aucune des fonctions / et s ne se réduit à une constante, on 
montre que le problème n'admet pas de solution, pour p-k-q assea 
petit, en particulier pour ρ 4- η — 4 · 

Β. Supposons donc que/, par exemple, soit égal à l'unité. Différents 
cas sont alors possibles : 

i" L'évolution de la matière se fait dans le sens du ds*, c'est-à-dire 
que les lignes d'univers sont entièrement contenues dans les multi-
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plieiîés obtenues en laissant constantes les variables qui figurent 
clans </~s. Suivant les valeurs de ρ et «/. les circonstances qui se pré-
sentent sont assez diverses : 

a. p — i
%
 y — d. — II n'y a pas d'autre solution, dans levas sché-

matique, que l'univers minkowskien, la densité de matière élan! 
nulle. Dans le cas isobare, qui correspond à l'introduction d'une 
constante cosmique, on retrouve l'univers courbe d'Einstein. Dans le 
cas .général, on montre que la densité. la pression, la courbure 
scalaire du *fca ne dépendent que de s: il semble difficile d'en dire 
davantage, même dans le cas du fluide incompressible ̂  '!>, t ihap. I "> 

"S, ρ τ- ο. -j. — Il n'y a aucune solution. 

γ. ρ y i. — ζ est alors nécessairement constant et le ils- est 
réductible, la densité et la pression sont constantes dans tout l'espace. 
Le </.*-' à trois variables est celui d'un espace à courbures principales 
constantes qui, dans certains cas. se réduit à un espace symétrique de 
M. Cart an. ik* toutes tmmihrs* les militions ne i/èpcmient ι nie n'e 
constantes arbitraires ν Jï H. C.hap. IV 

-·ίΛ L'évolution de la matière se fait dans le sens du <iz-, 
χ. ρ — ι. y - î. — C'est le cas des </>'- statiques quelconques, ou 

des «A" non statiques à symétrie axiale. Le problème semble difficile: 
bien qu'ayant obtenu quelques solutions particulières, nous ne nous 
en occupons pas ici. 

y. ρ — . ./ = ··».. — La plus grande partie de ce Mémoire est. 
consacrée au problème correspond an t. Nous avons pu obtenir la 
solution complète dans le cas intérieur schématisé et dans le cas du 
fluide incompressible. .Les </C. ainsi déterminés, s'explicitent à l'aide 
de deux fonctions arbitraires d'une variable. Ce résultat permet 
d'aborder, pour cette catégorie de </s-% le problème de l'évolution 
relutiviste. D'une manière précise, et au point de vue physique, ils 
correspondent au cas où les données initiales présentent la symétrie 
sphérique. Cette symétrie se conserve dans le coure de l'évolntion de 
l'uni vers, et le but du Chapitre H est d'examiner l'influence de ces 
conditions initiales sur les circonstances ultérieures du phénomène. 
Les résultats sont d'ailleurs assez peu encourageants; on est conduit 
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à discuter certaines équations différentielles du premier ordre et du 
second degré, présentant des singularités assez spéciales; en gros on 
pent dire que, suivant que les conditions initiales remplissent, ou non, 
certaines inégalités, il y a mouvement continu ou diffusion indéfinie 
de la matière (§ i 3, 6, Chap. IV 

γ. ρ — 'Λ„ >/ ι. — Le cas schématique donne, connue unique 
solution, le ds- de Friedman» et Lemaitre; on obtient des ife3 de types 
voisins dans le cas d'un fluide parfait: le ds- à trois variables est 
toujours à courbure constante, la fonction 9« ici d'une seule variable, 
est déterminée par une équation du second ordre dont la forme dépend 
de celle de {"équation d'état. Les ds- ainsi formés dépendent de trois 
constantes arbitraires. 

Les Mémoires qui traitent de la determination des «Ar satisfaisant 
aux équations d'Einstein étant très nombreux, nous nous permettrons 
de renvoyer le lecteur, pour tout ce qui concerne la bibliographie, 
aux Ouvrages suivants : 

Memorial des Sciences rmitàèmatifues : Fascicule ià. Les èquatitins 
de lu «7wy/iV/Me einsteimcnne. par t». DARMOIS. 

Fascicule '»0. Le problème de V/F » -*irzser'iiÙ/. par J. HAM;.. 

CHAP 1TEL 1. 
LES DS~ BISAIRES. 

1. 11 est tout à fail nature! de commencer par traiter le problème 
de l'évolution relativisle dans le cas où les données initiales présentent 
une certaine symétrie. 11 est permis d'espérer que celte symétrie se 
conservera dans révolution ultérieure de l'univers. Dans les cas les 
plus simples le ds- pourra se mettre· sous une forme réduite que nous 
allons définir et étudier. Supposons que l'espace ait. » -- ρ -i- y dimen-
sions, le cas de la relativité correspondant à « = .f. et qu'on puisse 
trouver deux systèmes de coordonnées 

f*\ (fx^ . * .
 %

 it \ 
:> . ~y- J (\ 
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tels que le iù- de l'espace prenne la forme suivante : 
•/S4y as'- -r-tk-. 

és- étant un *f$- à ρ variables, 
• /s· i"fj <itf tiu \ 

où les ÎÎ\Î ne dépendent que des «, et th~ étant un ils- à q variables. 

*h~ -VjJI/»4!/»?, 

où les γ,ί ue dependent que des u;enlin /'est une fonction des « seuls, 
et ψ une fonction des v> seuls. «/S* sera appelé un ds· binaire-

Dans la suite. on désignera par/./, i\ . . des indices variant de ι 
à j», et par x, 3. ... des indices variant de f»-h ι à n. Toute fonction 
des seules variables si sera, désignée par une minuscule latine, toute 
fonction des seules variables υ sera désignée par une minuscule 
grecque, l ue fonction des deux systèmes de variables sera désignée 
par nue majuscule. 

Nous doutions ci-dessous les éléments et les résultats du calcul des 
composantes du tenseur de courbure pour un tel </.vs. Les valeurs des 
symboles de Christoiïel de première espèce sont : 

O=s2 s 
L-. . · · - . τ· - t ^ C — · t

 ;
 c.· qs 

t .·^t-
 %

< *-.·;·/ · l i·· —J * S'.·.·'- ■ 
r,s- -i SS 

On a désigné par g
;;i

, les valeurs de ces symboles pour ds· 
et ι on a employé la notation babitnelle de dérivation cov a riante 
pour les composantes covarianles des gradients de / et ζ relativement 
à «AÏ- et d-'. Les valeurs des symboles de seconde espèce sont : 

r : - - .· r s ^ 

IT / --r o. ITf, - ΓΑ;-- - «* u*. L «V- _-.Î£, 

itt^.., ITT ΓΛ = *. > 

avec la notation habituelle de dérivation contravarianle pour les fonc-
tions/et ζ relativement à «A- et à <fo- respectivement. Voici enfin le 
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tableau des composantes du tenseur de courbure à quatre indices. On 
s'est borne à noter les composantes utiles pour le calcul des compo-
santes du tenseur de courbure contracté à deux indices : 

K, « — l'i'tt 1J - Λ ; j 
l'Ai-" V-3 T'-~ *J - fK 

«LÀ -r.À- ,/ ί ι. 
3t 

Κ.Λ..-. : 13 - —: ί ·» ι. 

tvA.S-, -r- -- ι .·> . -· »*. 
i 

Rx-3=3x2-3+. Y-"ï^^ J - J' t* -'· V 1 -

H. ■',.· :. i> \j J ■.■■ h. 

H. ' ; ,· ' f : ^ . 1 / 1— i l. 

R,^ — e ( 3 -= γ : 5 3— ο κ 

q33=1sq= (3-7), 

Ιί,· — — .Cï/ y I/ /). 

Hj·-; — Îjo~ — .i-i/ - fj 

« *· 2 Αδ — γ.\$ . /.ί ι 3 ~: q }. 

Hj·-; — Îjo~ — .i-i/ - fj 

KA~i — A"» yi ?Àv < «3 p= γ κ 

Hj·-; — Îjo~ — .i-i/ - fj 

«Àî-d :— 7ao Jj.k ' J & L 

Κ*'/δ =~?.
Λ
.δ·ί-ν

Λ
δ.^./Λ> 
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Dans ce tableau r/M et :
a
\.; désignent les composantes du tenseur 

do courbure à quatre indices pour tïs- et On a utilisé la notation 
classique pour la dérivation eovariante et contravarîante du second 
ordre. 

Les expressions des composantes du tenseur de courbure contracté 
à deux indices résultent des formules précédentes. Nous désignerons 
dans la suite par Λ..» ζ et IL /'les lap lacions des fonctions ζ et/calculés 
respectivement par rapport à dz- et ds- : de même A, G et D,/seront 
les carrés scalaires des gradients de 3 et / relativement à cliaeun de 
ces deux ds-. Ou a alors 

IV = #v - -ψ [μ^^/^ΙΙ^-Ι. 

Hx i > 3 | J ÏK/ -- ι y — H 10, / 1 * 

t\i — 1\S;— | Ρ -I/ X > '*
 s

 ·' -

2. Formons maintenant les équations d'Einstein. Nous supposerons 
que le tenseur matériel ne contient que les termes relatifs à l'inertie et 
à la pression de la matière. On désignera par 0 la densité de matière, 
par Ρ la pression, par \ 1 \ l * les corn [«osantes covariant.es et 
contra variantes de la vitesse unitaire généralisée, les composantes "V 
étant relatives aux ρ lignes coordonnées le long desquelles seule une 
variable « varie, et les composantes L étant relatives aux 1/ lignes 
coordonnées le long desquelles, seule une variable υ varie. Dans ces 
conditions, on a le système d'équations suivant : 

i I > a,V\/-/.Vr„l η 

(II) ··· -γ/.:- yv Ï--L:- · !■ ; ' A. ·- : 

-. /. -7 . t,\ Λ . 

{1U ) ~ r Ι*,/) 

- Λ ('-··.> * "< ι · ι i 
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et 

(IV) ' /' -r- '/ — ! I -—. ί — — /. I » \ il . 

auquel on doit joindre une équation d'état entre G et P. 

<t»( i\ c« ι =... 

La simplicité des équations du groupe ι. IV ) permet ici. d'aborder le 
problème. 11 ν a plusieurs cas à distinguer; l'un des membres de ces 
équations peut être identiquement nul; c'est ce qui arrivera dans le 
cas de l'univers vide ( G ο ) et aussi si rune ou l'autre des fonc-
tions/, a se réduit à une constante; ces cas sont de beaucoup les plus 
importants, comme nous le verrons. Traitons, pour être complet, le 
cas, qui semble le cas général, ou aucune de ces circonstances ne se 
produit. On a alors nécessairement 

\ Λ /,,·. L .= By.j 
avec 

( /I f/ — ·> ) -- ÎtîAB/ 3 — «». 

L'équation ^1) donne alors 

"'· yi-Lç· — 

ce qui permet de poser 

y siu 12 /cosii 

/.·!. = _(/- - r, - ·. ! p^ùn,îcmiî· 

Pour aller plus loin, il est nécessaire de faire une hypothèse sur la 
forme de l'équation d'état. Les deux cas limites, qui sont en même 
temps les plus importants et les plus simples, sont le cas de l'absence 
de fluide et le cas du fluide parfait incompressible. Les équations 
d'état sont, dans ces deux cas, 

l' .· el I* -. </. — G.,. 

Résumons le calcul dans le cas de l'absence de fluide, appelé aussi 
Jourη. de Math., tome XIII. — Fasc. I, 1934. 4 
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cas schématique. Ρ disparait des équations, une condensation évidente 
des équations des deuxième et troisième groupes donne, compte tenu 
de l'expression de G. 

'·- 7»V- fUr-W - (p-1)A1q) 

' : · j I tf — ·>. ι hutcii -·- /' Cl <1 j \ 1>, f A, . 

?-· ^Λ-ν- J[/1KJ — ΐi/ — ιi D,/! 

-1I: f' · ' > c«>i il— ··/ lûncii ! \ I>, / Λ. ^ : 

posons pour un instant 

\ h, /'- /. j'-r — if j'iKf.-zttt1. ·'/·.' 'V' " '*'/ —
 1

 ■' '-V/i --br 

V A, 3λ, 34«> --/'9 A.9 — χλ% /"i 9 A,», -- (/» — i\ A, s] ■= 5>Λ 

on trouve, en résolvant par rapport à tangû et cotil, 

litnsii = n i· - j- χ ·,- » col il = b - — J -, 

avec 

/»A — (/' 'i )'■!' ^ _ {if — ·ι t A — If It 

·__</'— Ό β — ί,χ - '/β—iJt. 

on a par sui te 
( u .χλ-'Η/»/- βλ* 1 · Ζ4 λ4 

et comme «, />, / ne dependent que des variables M et χ, β. λ des 
variables υ. on voit que deux cas seulement sont possibles : 

('.» ζ - t>~·.. ■ >. ,» i_; ι,ιημ 5, β etS, 

( /7 ! ,/ ·" β . U, ΛtîUliiÎ, α Cl Λ 

formules dans lesquelles θ désigne un angle constant. Il est facile 
ensuite de remonter au système initial; on constate naturellement 
que les variables « et υ se séparent et Ton trouve, dans le cas (f). les 
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formules et équations suivantes : 

' \ I 

" ' 7 '/J : 7 "" ° sin9 cos? ' * 

^ ___ _ - >in '1 j /cos 5 

7 - /· — </ — ·· , I .. t), f Ι 

, ... Ρr. .. - . ■*«? 

/ Π±/ ~ 1'/ " 1 - U\n^j ) 1>, /. _0. 
i- ο ί jp# — 1 — roi: ^n A, Ο * ». 

Le cas v») donne le système plus restrictif : 

(H) 

i, ρ - .y - /Î?,si„ws - ^ 

I. i IMS J \ J SI II 7 

D, /' — A-, A, 9= Β4 : 

Ό— J J.U ~ < P "i" '/ — '» ) γ. 0"l '* *-yr-

— £!i- I A"- laïut'i -r- f~—^ B2 eoO ; 

?i,3 — — ip — -M «τtanyj ■ ; ■ 

- [ Β2 ο. 5 -,- '' -Ι" '■ A2 1««** | : 

' "" t.. Ί " . 

jAw ;· |j'— 1 · ———- col 5 B'-.-; o. 

1 ne méthode entièrement analogue permet d'examiner le cas du 
fluide parfait d'équation d'état 

Ρ r_z: î i — G„, 
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où la constante < /. est essentiellement différente de zéro. On constate 
Men facilement qu'il est impossible de satisfaire aux équations obte-
nues, à moins de supposer que l'une des fonctions f ou ο se réduit à 
une constante: cas que nous examinerons en détail ultérieurement. 

La forme des systèmes d'équations (A) et : 11) obtenus ci-dessus 
permet d'apercevoir la raison pour laquelle les cas correspondants 
n'ont pas d'intérêt physique: il est clair en effet,d'après ces systèmes, 
que les dérivées premières des coefficients du d$* déterminent complè-
tement la répartition des masses et les vitesses dans chaque configura -
tion de l'univers; en particulier, à l'instant initial, les vitesses initiales 
et ta répartition des masses ne pourront pas être prises indépendam-
ment des valeurs des coefficients du ds-. Cette circonstance permet de 
prévoir que les solutions des systèmes ( Λ ) et ( R1 seront assez particu-
lières. C'est bien ce qu'on vérifie, en lait, lorsque ρ el «/ sont assez 
petits pour qu'on puisse effectuer l'intégration. Une analyse trop 
fougue pour que nous la reproduisions ici permet d'affirmer que les 
systèmes précédents n'ont aucune solution pour les valeurs suivantes 
de ρ et § : 

/' -- 7 ! : /■· · ;ΐ· 7 -- 1 · /' — ::· V - ' ï /' ·· 7 — -:-

11 n'y a donc aucune solution clans le cas de la relativité y ρ H- q — -iU 
Nous passerons donc immédiatement aux cas que nous avons réservés 
au début de ce paragraphe. 

3. Examinons d'abord le cas de l'absence de matière. G et Ρ sont 
nuls, les équations du groupe (IV) entraînent 

f.;'·?# — «»· 

L'une des fonctions /ou ο se réduit donc à une constante; supposons 
par exemple / — i, il vient 

r.,.4 J A» ψ— isA.iiJ. 

S3--Pq,x3=0 

ce qui implique, en désignant par A une constante, l'ensemble des 
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relations suivantes : 

» C > 

Il ι Ό » ( \ l 

qs· - A i',7... ?.$ — — i*·. 

Ρ A» ii — l /i— ! A. > \. 

On voit que lorsque ρ — ·2 ou 3., </.** est à courbure constante. 
Supposons maintenant qu'il y ait de ta matière, niais que /, par 

exemple, se réduise à l'imité. Les équations du groupe (IV) 
entraînent 

Y
;
-l ;ir.-r·». 

d'où deux hypothèses, tous les V,· sont nuls, ou tous les l'j sont nuls. 
1. Tons tes Y, sont nuls. Il vient alors 

η- — *,·:! ψ Α. - - I f> — i»Alî»J = 

x3-P=2,3)K]y2G-. 9 6 UX U 3 

V -..J IT > - !. 

el par deux condensations évidentes 

r — it I - 1 - — ( » — iu,i| = aï» 3V- » 

— — Λ .- - Γ /. I tf .— l « . 

La dernière équation montre qu'il existe une combinaison linéaire à 
coefficients constants de G et Ρ qui ne dépend qne des variables υ : 
comme G et Ρ sont liés, par l'équation d'état, on. voit qu'ils ne dépendent 
l'un et l'autre que des variables u. Reprenant alors les équations en r,-,· 
écrites sous la forme 

r..·— ci/1A.c# — * /» — ι * A, s — *·5· I « 

le crochet ne dépend que des o. il doit donc se réduire à une 
constante A : finalement on a le système de formules et d'équations 
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suivant : 

, ι >,, 

rg:= Xî.%. 

I 1.'. - » F* — Η Λ- Α. \. 
/» -i — · 

V
{
-=o, 

Ki- r v.*■ ι s j» 

^ *\. ^ | ·' | > .Î K 

Ici encore, pour ρ — ». ou 3, </.v- est à courbure constante. 
II. Examinons maintenant l'hypothèse /- ». I o. on a d'abord 

les equations 
»V - i·;··''--As*- -- |-=A-j -j; ^ j. 

-j ^ ~£" ' ' '* ^ 

iïV Cfi\i \ = t. 

on déduit, connue plus haut, des équations en ç.:j. que t· et Ρ ne 
dépendent que des variables υ. La condensation des équations en rf? 

donne 

r = tn î Aï if» — « » Λ. ï l ·+- <v : :— , 

ce qui implique. Λ désignant une constante. 

Λ I Λ.. , ~S(> — ΠΛ. : ··/·.· ! :—, 
r — /i Λ. 

et en reportant dans l'expression des rif. 

r. ■ j V — t. ev — — A 11 \ V . 

puis, pour ι diilérenl de j et JE» -I. 

= -lOt'-' V. 

on voit que les rapports mutuels des \ f ne dépendent que des 
variables M et Pou est conduit à poser 

ν-·— ilS. 
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H. dependant ο priori des i* et des υ ; la substitution dans Impression 
du carré de lu longueur de la vitesse unitaire, donne C 

V=1a 

avec 
V..^V^K 

?Y 
II vient ensuite 

rs=xrA=kGs[1zs-v1v2] 

ce qui exige que l»s soit constant; en définitive, A et Β désignant 
deux constantes, on a le tableau de formules et d'équations suivant : 

, i 

^ i*;, 1' Y · . I . 

i· 
1-X1a=AKB[1x-x1x2]. 

A=x1 

- A. . ' !· — ! Λ. - \ · \ - · — !— » 

:s— ··· *, ^ i * 

1=R O, ts, P1=o t, =0. 

Passons maintenant aux deux cas laissés de coté plus kaut, lorsque 
ρ — ι ou ». Pour/» = ·.?, réquation en r?J- montre, à cause der,. —- 1rgih 

que £V, est proportionnel à \ , V,-, g' serait donc nul, ce qui est impos-
sible. H. n'y a donc aucune solution pour cette valeur de p. Pourp= ι. 
enfin, on peut supposer ,= ι et par suite V, — z, réquation en r,

t 

donne A — ο et l'on a le tableau suivant : 

| t- t 

i'ijr— «. \ ... t .. «·. >I»I t 1* ; - .1. 

5 % («/—-» lit —-t 1* 

I I. — ·: f 
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4. Nous allows maintenant étudier les systèmes (C\ \D), FJE*); 
nous commencerons dans ce paragr aphe et les suivants, par la discus-
sion de ̂ C) et ( D), obtenant ainsi les résultats les plus importants de 
ce travail. 

Le système (Ό est nu cas particulier de ι Γ*\ On passe, en effet, du 
second au premier en faisant Ρ — G · o. Examinons donc le sys-
tème ^D). En relativité ρ et φ ne dépassent pas la valeur 3. de sorte 
que les équations 

rj;=Aci' 

expriment toujours que «Ars est à courbure constante. Les formules 
du système * ÛV définissant «fca et s. comprennent une équation sca-
laire 
i |) il: — «/» — ii 1, a - a ;· — Λ : 

puis des équations en don! lu condensation donne une seconde équa-
tion scalaire 
f M> i — t X: V i — Ρ'*'' - "'t^ . 

L'élimination de G et Ρ entre (G, (»> et l'équation d'état 
s Ο. \ Φ-t 1% t=0 

donne une équation indépendante de la matière. Ou peut effectivement 
la former dans deux cas simples : celui qu'on appelle schématique, et 
qui conduit, avec Ρ — ο. à la relation 

s -i ► a — — As - — ^ A, i — « P — ·* ι _— »> 

et celui, du fluide parfait incompressible, avec Ρ = G — G,., qui donne 
de même 
r,· . ?--»- 'y-»^f--w_T^>A

8
-

— If — > '/ — -« » . ï - · * 1«., — >«·. 

Notons un résultat curieux; l'équation t.-'G signifie, comme on s'en 
convainc sans peine, que le t/S-

ds ;; U»rV ; 
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où ds 1 est à courbure constante A et à ρ— ι dimensions est à cour-
bure scalaire nulle. 

Quoi qu'il en soit, on pent toujours tirer G— ·» Ρ de l'équation IJI) 
et reporter sa 'valeur dans les équations en Î.,. où Ton devra aussi 
substituer l'expression de —^ - d'après (,4) ou ^4'). On éliminera ensuite 
la densité et les composantes de la vitesse, entre les équations ainsi 
obtenues, par des combinaisons quadratiques évidentes; ce calcul don-
nera de nouvelles relations indépendantes de la matière. 

Disons d'abord un mol du cas de ρ —- 3, tf—.ι.ζ devient alors fonc-
tion de la seule variable σ, assujettie, avec G et F. aux équations ( ι à, 
ri'» et (3), dans lesquelles on doit l'aire ç ---- o. L'élimination de G et Ρ 
conduit à une équation différentielle du second ordre pour s. plus ou 
moins compliquée, suivant la. forme de l'équation d'état. Le calcules! 
facile dans le· cas intérieur schématisé, on retrouve ainsi le </Ss de 
Fried manu et Leinaitre. Il peut se faire aussi pour quelques autres 
formes simples de la relation entre' G et P. Nous n'insisterons pas sur 
ces t/S* qui ne dépendent que de trois constantes arbitraires. 

Passons maintenant au cas de ρ -- s. </ — ·». les éliminations indi-
quées plus haut conduisent alors à deux équations seulement, assez 
compliquées, il est vrai, mais qu'on peut aborder dans le cas schéma-
tique et le cas du lluide incompressible. Les «/S- correspondants ayant 
un sens physique précis, nous traitons en détail la question dans ce 
qui suit. 

Jusqu'à nouvel ordre, nous écrirons en regard les'équations relatives 
au cas schématique et au cas du lluide incompressible, nous les affec-
terons d'un même numéro, accentué, pour les équations concernant le 
second problème. 

Nous avons, ainsi : 

» ( l Λ; i _ 

ί Γ» < . ' _ . : ·· 1 ~ - · · A; i\ ' »t _· t . 

ί t> s 'V T^l'A| ?— ι : 
a> 

Mettra, rfe .Wart.. toute \tll. — Ε,.<·\ ). 3 
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et 

( -V » & — - XV ·-- ,A,V — —— -r- = 

(V) v
i?
-

 ?^|~Α^-- ^A,a- Α |=-ΙΟΙ\ΓΗ. 

('·' ι 
Ν1 , γ.-.Ο 't 'S """ > : 

subslituant - A... ;, 

(Γ) SS-1qsp-? ;;./.[a10-A]=AGU,u3 

(8) .'· -, _ _ Vï? 1 A, ν -- v. - â t ~ - /. ο t , ! jj
 : 

dans (-') on a tenu compte de la relation — :γ.ν> valable 
pour y = 2, Pour continuer le calcul, il est commode de rapporter A-
à ses lignes de longueur nulle, et de poser 

»&·*= ι e* .-/£ *fr
t
 l · = v1. r, — a41. 

On a alors 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

"—. ■ , Y,-,= I.; 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

A , A r) , γ,·, 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

A , A r) , γ,·,"—. ■ , Y,-,= I.; 

et les systèmes précédents deviennent 

(i) Aa ι _ AI 

(5-0 A ο Α. A I , . 

là -1 ) "A A, J A A, a5 A th. -»A j 1 

{ Ο ■ 0' ) "- ~τ~τ — c · Ο = - "1 -A 

l ι > <·'" l ' l 1 — ι ; 
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(j-:ï Ί s'écrit aussi, compte tenu die (4A 

f ■' ■ '1 ~ % ϊίή ~ ~ ■— .l.s 

on a de même pour les équations accentuées 

f A 3 >)}. Λ 

<7 -t » '*■ ,- . ■ ,, » r j A*iil , t 

I iP 3. »)}. <#3 ! . 

Ktiminoiis maintenant G et les l entre les équations ( i-i >. t à-.'>>, 
» .">-»> d'une part: (7-:%), (7-3) de l'autre; on obtient dans les 
deux cas une équation de Monge-Ampère par rapport à 3, dont les 
eoefiicienis dépendent d'ailleurs de la fonction λ, également, inconnue : 

(>ι { Â7ÏT ' 

[_Ά; «Ar, A- <P A ih,- ^ 3\«#£ Ar, -t / ιί· «A; j 

A «te | f)· >hr, γ A 'h, 3: j )3; 

. 1^3 «fï ι 1^3 Vs 

j «te; «tef; As «#£ tP <te.; 

1 /A„ «te Af* X<>„ %A Ά;3 Ί 

A 'h; | lp A, 3- A -Α. *" 3* J l ». 3 I 

On a donc,, pour p — q = 2, deux équations indépendantes de la. 
matière : (4) et (8) dans un cas, (4') et (8*) dans l'autre : il y a deux 
fonctions inconnues 3 et À. Le problème se réduit à l'intégration du 
système formé par ces deux équations.. Il est remarquable qu'on puisse, 
comme nous le verrons, obtenir des formules d'intégration complète 
avec des fonctions arbitraires.. Les. systèmes en question sont évidem-
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nient assez compliqués, et il ne parait pas aisé d'expliquer pourquoi 
la méthode que nous allons indiquer réussit. Eu fait, nous nous servi-
rons des équations en G, l,\. une fois certaines remarques faites sur 
les équations de Monge-Ampère écrites ci-dessus ( ' ). 

On constate tout d'abord, sans difficulté, que les discriminants de 
ces deux équations sont nuls, de sorte que. pour l'une comme pour 
l'autre, les deux systèmes de caractéristiques sont confondus. Les 
équations de ces caractéristiques doubles sont : pour (8), 

J <)„ r/o (//. ^ t j fit, Ί s Vf'· ^ 

J <)„ r/o (//. ^ t j fit, Ί s Vf'· ^ 

'·ι:- — , r= ··: 

el pour t 8' i. 

^ j fie. | fiy fi). ^ ι ti. fi. V <·"'· /. ! >. .. ι=0, 

J <)„ r/o (//. ^ t j fit, Ί s Vf'· ^ 

'·ι:- — , r= ··: 

On aperçoit aisément ties combinaisons iulégrallies, dans un cas 

~1î7 7ΕΓ- ~ 7i; - ~ ..»■/, ' 

' ο I fi-; "" -h, ' j " > _ Je, J. -i;· - " <ir. ' · ' 

ce qui donne l'intégrale intermédiaire 

-y — — I -

i · ι Peut-être pourrait-on rattacher te procédé employé à «ne méthode indi-

quée par M. Cerf, dans sa Communication au Congrès international des Mathé-

maticien·' l'Zurich, septembre 193.1). 
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et dams l'autre cas 

' ι <): [ 1 th, I ifi. 'ft- » · ι ,- , ι 

«.'£ th. 

th ,fh [ ■ J j I ft: ; ' M ~ "· 
• th t)t, 

ce qui donne l'intégrale ititevmédiaire 

-1 >·-'■ . ; , ' — ·. ·-■- · : i oni-1. 

On sait que l'intégration de Γ équation de Monge-Auipère nécessite la 
connaissance de deux intégrales intermédiaires, de sorte que nous 
devrions en rester là si nous ne pouvions tirer parti des équations 
en L'

a
. 

a. (as tic l'absence tieJhiùie. — Ce qui précède montre que la quan-
tité 

Ι-·::::; ·! 

reste constante le long des caractéristiques. Multiplions le premier 

membre de t i) par z, ̂  U,, et le premier membre de (5-1) 

par ^ ζ '*y I .... puis ajoutons, il vient 

j th \ftr. ' ' ftï, fJiftT, ■> 'h, 

I ' th, th- · th th, Oi j " 

de même, multiplions le premier membre de ( 5-3 ) par > et 

le premier membre de (5-4) par
 s

, puis ajoutons, il vient 

it) j 0-j th th, 'h I 

t - th \ - th th ft;"j A . ftc* j 
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Lutin, ajoutons Les équations ν q ) et (10 ι et multiplions le résultat 
par on trouve 

!ί S !,->-■ ,h. Λ Ι ' L·. h- 1 Je-- -? -S — —1L i", = ««. 

ou encore, à cause de 

'-y = L — e-'-l',. : t - : - t ,. 

// * - fJc# Λ I jt 

la dérivée étant prise le long d'une ligne de courant d'univers. L'inté-
grale intermédiaire reste donc constante le long des lignes de courant 
d'univers, ce qui prouve que celles-ci sont les caractéristiques doubles 
de l'équation de Monge- \mpère vérifiée par la fonction o. 

b. Cas du fluide parfait. — Ici, c'est la quantité 

v Ie ' â~ dn s β 

qui reste constante le long des caractéristiques, Remarquons d'abord 
que la condition d'orthogonalité relative au du3 

■κι·' ■!'- tt'r, 
est 

.·/£ '>i, -ïi Ίτ, —- ·>. 

Si donc on envisage les trajectoires orthogonales des lignes de courant 
d'univers sur la multiplicité (ξ, η), et si Fou désigne par 

Γ». ΙΛ L,. 13. 

les composantes contravariantes et covarianles du vecteur unitaire 
tangent à ces courbes en leurs différents points, on peut poser 

i'=r(T!. ι*=-,ι-, ι- ii... ι ,-·./ι 

Substituons l , et l
 a

 à LT, et L
 2

 dans les équations (7 -1), (7-2% 

(7-3). Multiplions le premier membre de (7-1) par 7?!·'·.> et le 
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premier membre de (7par puis ajoutons, il vient 

( 11 J 9 Or, W ~ 9 4 Or, Oi \L'· 

"H" Oi i fir, I 9 fir; Oi Or. ■>. Or, ' ·> ' * Or, | 1 " ' 

de même multiplions le premier membre de (,7-2 ) par ~ o l a et 

le premier membre de (" -d) par -o^pl ,, puis ajoutons, il vient 

"' ' I."3
 fi; 0r,~- 9 Oi Or, Or, j ' 

|Λ'>;/ Or, 9 4 ôïfh, ~ Oi + ~Te"r 4 J -

Ajoutons enfin les équations (9') et (10'") et multiplions le résultat 
par e~~', 011 trouve 

à ( . fia fia V /> < '». i 

-ηλϊ)"4 4 ~ ~ ~ *\hli'= °· 

qui s'écrit encore 

ft \ _) ^ ^ | 

la dérivée étant prise le long d'une trajectoire orthogonale aux lignes 
de courant d'univers. Ces trajectoires orthogonales sont donc les 
caractéristiques doubles de l'équation Monge-Au>père (8'). 

Ces résultats vont nous permettre d'achever complètement l'inté-
gration. 

ο. Nous allons profiter de ces circonstances simples pour mettre (h'J 

sous une forme canonique. Ce paragraphe sera consacré au cas sché-
matique. On sait qu'alors les lignes de courant d'univers sont des géo-
désiques du f/S-. Ici elles sont contenues dans les multiplicités (υ1, >/-) 
et l'on constate facilement que ce sont aussi des géodésiques de ces 
multiplicités. Nous rapporterons donc rfa" aux lignes de courant et à 
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leurs trajectoires orthogonales. Le paramètre y. sera l'arc des lignes 
de courant, et comme 

Vl Α. ν — Λ J 

reste constant le long de ces lignes, nous prendrons cette expression 
comme second paramètre 

"·* — ν ί -L ν — Λ I -

Le (h- est de la forme de Gauss 

»h· — Φμ -r- ψ- 'h- (j ' — μ. = ν ) 

et ψ est une fonction à déterminer de y. et v. On a 

•J"~ tht- ' ' άμ ι)μ ψ th do * 

q12="■ 7Λ ψ ')■/' 

, dé I dé 

q1.1=dtc 

d'lt> ι dé do 

d-o ( «ψ ih ι dé Λ 

? — τ -j-é > 

λι
^
 =

 [})μ) " é-'{fhi) ' 

ν -A .ι '-AI _ .A '}\ . 

de plus 
I 1 ι. I - <·. t,= i. I2=0. 

Reprenant la numérotation antérieure, le système à intégrer devient 

( 11 ψ Όμ VSyJ é do [ψ do J ψ v 1μ 

•J ' ' ψ άμ- ο \άμ) " ψ* V<L ) y ' 0μΐ "r " 

d Ι ι do 
(;l " %ίψ "· 

(*-*> - ·' ·νάμ τ \άμ) ψ U.) . 

Λ ψ* à-α <ίψ do ■>. ιίψ Οψ 
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auquel 011 doit ajouter la nouvelle condition 

( "1 ) »Y*y ·/'$)·' 

Remarquons que moyennant (4), (5-3) s'écrit 

dxq+1(dq)2+1(dq)2-+A]= 

dès lors une combinaison simple de (5-a) et (5-3) donne 

<)μ fif*s ' «)ft \fifji .· ψ5 \<i> / I ' ψ Λ tip ψ Λ j άμ 1 

ou encore 

■> j ■·' dp \- if' dp γ-1 . ι 

ce qui est compatible avec (ι i).(5-3) s'écrit encore, moyennant (ιi\ 

t ) ~ U "J 

tJjjL- Ç. *=0 
ou 

*) rij - 4/ 

Nous poserons donc 

(.■·) (ΥΥ=ϋ -l/P'F -v
; 

( I ■} t ύ P= ... 'hf , 

V) étant une fonction arbitraire. On peut alors calculer la densité G 
par (5-i). Ces formules permettent de vérifier ι 5-a). (5-3), (ι i), nous 
allons constater qu'elles vérifient (4). I n calcul facile donne 

h fiv j ψ (h j fi ρ ' 

ι fi ' ( tip 1 /i· ρ ι)μ à- ρ 

fount. de Math., Lome XIII. — Case. I. ijtJ. b 
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et (4) s'écrit 

dt ^ d-x JiTih ~h■'1v 1 ·' ( "J ) ? ôjFÎh ~ "' 

Or, d'après (la), 

Û ' 'J V <) ■ i. 1 V (to 

■ ' -r—~ — — / IV) / (v): 

et la vérification est immédiate. Les équations (ia) et ( ι3) résolvent 
donc complètement le système 5 il suffit d'intégrer en α l'éqnaiionua^ 
— ce qui se fait par une quadrature élémentaire et introduit une 
seconde fonction arbitraire de ν — pour obtenir la valeur explicite 
de o. Ajoutons que l'équation ( f>-i) donne, compte tenu des formules 
précédentes, 

0-i) 
t. — r, 

et da~ prend la forme 

^
i=

^UÙwi^ï
,hi

' 

11 y a intérêt, à certains égards, à faire un changement de variable 
sur -j seul. Posons 

V = i' ( V ) 

avec 

Λ" (. ν ) — . ; 

alors 

i th-j »to — 1 

et le coefficient de ih- dans da- a pour expression 

fk~ 1.1 ~ Q' 

Si ν = F·ν v) et si l'on change ν en v, les conditions (12), (10), ( 141 
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deviennent. 
(ia) ù)=— -I" -»o ^ Λ 

(ι3) Ψ'" 1, 

(Ο) 
I > :* :· j—-

Finalement on obtient le tableau suivant, qui résout la question : 

\ K) 

il' - tr^ Il \ ' - Ο. \ ' : . o. 
2_-.r j*. »s=r >. 1 ' — ι, l î=ri»: 

,> — F'ivj 

tlS* — «/JA- —-
 1

1/»' 3S[</«!-Î- WSs(»I\ A) th-* | peur Λ ;>ο. 

»/?J -- »/;λ: — ̂ rf»*~ îi
s
[ r/«

i
 -τ- ι'Μ(» ^ »/»

%î

 | pwir Λ <n 

iWXV 

WJ O-ih—V-

I>. Passons maintenant au cas du Jluide parfait. On rapportera 
encore la multiplicité (V, -J-) aux lignes, de courant, et à leurs trajec-
toires orthogonales. D'après le théorème d'Eisenhardt, les lignes de 
courant sont des lignes géodésiques d'un ds- conforme à celui de la 
multiplicité (V, oa) à, savoir du ds-

■ffj 1=":l de" 
avec 

·/ -- —r ■ 

Ou constate facilement, dans le cas du fluide incompressible, que 

e A ~ G*" 

Il résulte de là qu'en rapportant ds- aux lignes de courant, et à leurs· 
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trajectoires orthogonales. on a 

tfe; *| '■ sty \ · «#>ΐ. 

;JL désignant l'are conforme d'Kisenhardt. compté sur les lignes de 
courant, l* et \ sont des fonctions de ·* et > à déterminer, et Γ on a 

q=x=6x 

Les lignes ν = cousit, sont des lignes de courant, de sorte que 

« · - ,1 - i =---■ t : - τ. I1=0 

en tin la ouantitè 
?[A-A-1G6=6 

reste constante sur les lignes ·.«. —- const., et est donc de la forme /( ;JL >- : 
posant alors, υ' = -J- = >, il vient 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

a-^ s a»r »»:. ι a\ ,iu_ 

.h, \ *i\ th » 1>\ dz 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

* "" 'f \ j .*> \ψ àji ,* ,h l \ iE"J j' 

nioveunanl quoi nous avons les. équations suivantes,, où l'on a repris 
la numérotation du paragraphe 4 : 

r.-t i'■ ^v» "} j ι ^ ,\ 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 

t «IT _ *T J*T V:V" r Ç · ·' "vTi7: 
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ei 

4 7 '* J | ^ ~~ 4" -iu " V ,h *ht 1 

- vItîUÎ 1 ~ \H*> -x·. 

y ~ « > | <)t s t »14* Ai t t)\ rL· | 

_ ·· | A \ ti\ tit, ! <>\ «i-e | 

> | <)t s t »14* Ai t t)\ rL· | 

» I ! * 4 r=Gr 

j 1 I fij\ - Λ t«„ | 

il est commode de poser 
t *)'-* „ » *)·, 

x=4" '>ίρ* «"S * 

ν 7 -e ) s'écrit alors de deux façons équivalentes : 

«'.τ « t»\ - t>ζ· t fi4' 

de mcme \ 7 '-ι ν devient, compte terni de ut') et ο·»,"ι. 

: 1 ,'u \ 7tZ' 5 I " , \ ''~l~ ' λAU·-11 "" ·'·'·-

et t 7-31 prend la forme 

: 1 ,'u \ 7tZ' 5 I " , \ ''~l~ ' λAU·-11 "" ·'·'·-

Si dans ces deux dernières équations, on remplace ™. ̂  et par 
leurs valeurs tirées de \ iT\ on obtient 

s «' I . ς.- Ί'Γ A μ ' t . ,· - 1 »t> 

.·;· χ |>-— j- — ri ^-7 ^ .«'»v — ». 
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D'autre pari l'équation (ia') donne, en introduisant χ et 3. 

_ . fη JUL » ^ A # 

île sorte que 1.7-1) et (7-31 prennent encore la forme 

•A„ | . 1- «A;i «Ail j i î ' T 
• »;.t 

«Ai J i1 '.ht J ths j i. .> 
«A> 

dont la seconde est vérifiée identiquement. La première donne suc-
cessivement 

/'«;*> »0«,^ ,.. «L 
thjL 

«As — !/'(Ul «t. 

Mais d'après ( 13" ) et la valeur de 3. 

•la i »A\ >1. 

il reste donc 

1 iJ\ — -s fli 
et 

^ -·'"■> ' 

en intégrant en a. On a ensuite 

i- 'h 

Ces valeurs de ot. 3. U'. \ vérifient bien les équations t.i3"). comme 
ou le constate sans peine. En définitive, nous aboutissons aux for-
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mules 
< I \ ' ) 1 = /TÛT ,>μ 

ι 1Λ ν \=^. 

i i Vt \ I 

l' - "HT 

qui satisfont aux équations ^7 -1), (7-2/ tu ): l'êqua-
lion (ta'i donne la condition subsidiaire 

f i î u. ■ ·- τ. ' / \ - f i u. ! . Ait x 

reste à vérifier l'équation (4). 1-e calcul est ρ a r tieulièrem en t fasti-
dieux. On trouve d'abord. en tenant compte des diverses relations 
précédentes. 

<> . \ j-a, ■>, «r .». \ r r _ - tip "i \ ι tix _ /31 

A x2+12 = Y[f(x)-kGq 
el 

. i - \ \ <J / *1 ' ♦ Js \ | 

- -Î - vl^ ) \~ — -*Λι·= - ——5*1--

"'"'ti'J. 

11 faut ensuite évaluer ta courbure scalaire du tfc- obtenu, c'est-à-dire 
la combinaison 

' t <> .*_i_ d\\ ±{J_W\1 

Pour simplifier ce dernier calcul, on peut supposer g(v) = 1. ce qui 
revient, d'après la valeur de X, à effectuer un changement de 
variables convenable sur ν seul. On a alors 

ri Γ % t)\ Ί — <fc 
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D'autre part, en dérivant par rapport à u, la condition subsidiaire, et 
par rapport à v, la valeur de ψ, ou trouve 

I «il rij> ^ /, l i„ / I ·χ > j A t > , il ρ · I i H i ·, » f"*p» 1 «ii. 

et en dérivant par rapport ày. 

ri | ; mr j ,.h s rit ti ^ 

A < Ά l J ' p ' Ά 

1 Λ I il U ' I ir* f ^ i 1 fi:. r/^. 

A G.,/< ρ ' ι A'* G; · J ! u '> j ri-i 

Or l'équation ii"*) donne, par dérivation en u et v. 

r^V / r J* » j- G ρ > | \ ·» Mi„ 

tii «/·'; J S! f't «i }s /ι p. > j \ ? /«G., | .h 

f ι *jl : » f't u «ι i" s u » 

eu substituant dans la précédente équation, on finit par obtenir, après 
un certain nombre de «lises en facteur. 

fi | ! fiM" | A" G,. I j"ipl ,'\pl 1 AHij i*> f ι ρ » j «i.. 

puis 

fi | ! fiM" | A" G,. I j"ipl ,'\pl 1 AHij i*> f ι ρ » j «i.. 

On constate finalement que le premier membre de (4"» est identique-
ment nul. 

Le tableau suivant donne donc tous les éléments de la solution. 
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dans le cas du fluide incompressible : 

I II ' 

Υ'-R. μ. -j . . V. I ' : , ■ , —S—» ' -=«»: 

Υ'-R. μ. -j . . V. I ' : , ■ , —S—» ' -=«»: 

1 * -ϊ : ϊ~ * I — '·* *■.* ' 

;—ΤΤ- Ι V' Ι WiA2 — — ί/ν* — f/ff2 eosUrt ι Λ) ίΛ,: I 

( pour A >- ο). 

'^4= | rfsi: — — f/v- j.-j ttu- eli4l n\ — λ 1rf%·-1 

( pour Λ < «ι ) 

avec la condilioii #ul>?uliaire 

i/'Q>? _ .,v/«fcy β μ) __ ν _ **V-

La condition subsidiaire est plus compliquée que dans le cas schéma-
tique: l'intégration en ν introduit une nouvelle fonction arbitraire 
de ;JL, mais exige une quadrature hyperelliplique de genre 2. 

7. Nous allons maintenant étudier le cas de l'univers vide. Les 
équations (4). t^5-i), (5-3), (5-4). (6) du paragraphe 4 montrent, 
lorsqu'on y fait Ci = Ρ = ο. et qu'on effectue les combinaisons indi-
quées en ( M)que les dérivées partielles en ς et r, de l'intégrale inter-
médiaire 

qI - t)s àz> ΑΊ 

sont nulles, de sorte que, celte fois, celle quantité reste constante sur 
la multiplicité (υ1, υ'-'): on ne peut donc plus la prendre comme 
variable ainsi qu'on l'a fait au paragraphe 3, et il faut employer 

./(tare, tie Maih.
x
 toute XilL -— Fasc. I. içi^|. y 
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une autre méthode. Désignons par h ta valeur constante de 

rîVr - M 
et posons 

yx=[q)1 dy 

on a 
χ

μ
=φ'χ,~„ 

lies lignes = const, (ou ψ — const.) constituent donc une famille de 
courbes parallèles sur la multiplicité (υ1, υ3). Rapportant alors cette 
multiplicité aux courbes ;z = const, et aux géodésiques trajectoires 
orthogonales, on a 

'/7; ? γ' </>~
s 

puis le système (avec la numérotation du paragraphe i) 

« -i > •'.s ι fJ_ \ - ι f tk.\· \ t)~~-

i ·"> I j •'.s ι fJ_ \ - ι f tk.\· \ t)~~-

ί ι it I I ()\ ' j 

(33) '*3·? "·" s |.V$.' i* («h.' ) 'v 

111) 
< 

τ Λ. 

L'équation (ι ι) donne 

;£~l. ? i * 

' /«'rV 1 . 'V\: . ! . ■·· <-> :· A 

t ô-n ) et sont donc bien vérifiées moyennant (n).(4) et (5-D 
donnent ensuite 

* Λ~Ύ~) - ·■'? ·· 

•.Ï3 *i/t 
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ou eu prenant ο pour variable, au lieu de JA, 

t \ - i /») -T-A ; / î ψ ο, 

·: \ a in-r-t / · ψ =... 

11 est facile de constater que ces équations ont une intégrale commune 
qu'on peut prendre égale à 

H^f= 

en choisissant convenablement la variable v. Dans le cas de l'univers 
vide le f/S" de l'espace a donc, suivant le signe de A, l'une ou l'autre 
des formes 

ι il) 
T/S '■ — F/O--·- F/V'—- A- RUS'T »1 Λ ) I'RS I, 

tf>~ — -—Ξ—— ζ——- <Pj■ — oi| ilit* -i- eli-( h \ — Λ \ rA -1. 

On retrouve, comme il convient, le ris- de Schwarzschild, aux nota-
tions près. 

8. Nous allons maintenant nous occuper du système d equations Qid 
du paragraphe 5. Ce système se divise en deux systèmes partiels, un 
système écrit en lettres latines, concernant et un système écrit 
en lettres grecques, concernant Î/T-. Examinons d'abord ce dernier 
qui s'écrit : 

ν - ι /' — 11 Λ. — ν A c.- — 

— — o.i.s —- /· Va"» —: » 

< ■ — ;-i « Ψ( < ·. I' i —: I , ·- <·. 

Quelle que soit l'équation d'état, en éliminant G et Ρ entre ces équa-
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lions, on aboutira à un système de la forme 

?■*? = ̂  ï*3 'M ? )-

a* -f ''
 s

 ' A, ? =(i ( ? .)· 

Appliquons le théorème de conservation ; la condensation des équa-
tions en s donne 

0= - n F(=> 

et le tenseur conservatif d'Einstein a pour composantes covariantes 

«•*3= ^ j ?.Ï.3 — ~7*3 A,»"j -H F(O). 

U vient ensuite par dérivation covariante 

^., = - (- f)r,Π„q, s. 

Condensons; notons d'abord les relations 

^ 9.j. < A, '-i ),3. 
α 

^ γ.'\>.ι= ( A- r '.s s,* ?i3 — ( Aj» >,3 -τ- l~ Ι A, φ ··.- K(s ia,a. 

d'après le système lui-même : on obtient, toutes réductions faites, les 
relations de conservation 

O = -£- < A* A ),S ->—~ 1 Ο -JJI ——/■ I A, S ) 3 

- [/'4r ~
t
~(

,_
7)

Γ'· !]'JV 

Tenons compte maintenant de la valeur de A
a
 ρ donnée par le système 

Jk* Ci —— ———- ^ j ΰ ; { Ci ). 

<ASA),3= — 0 'TA,-PJ.3— T—— Α,Ν.Ρ.Ρ — L. 
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en substituant, ou trouve finalement 

[ {'^ *'1 ' < V1 i; t ? > /' lJf — (1 — f ) F' ( ?1J ?·?=,K 

Il en résulte que la fonction 3 doit se réduire à une constante, à moins 
que F^çp) et G(s) 11e rendent le crochet identiquement nul. Un 
calcul facile montre, dans le cas présent, que cela ne peut avoir lieu 
que si Péquation d'état est de la forme 

Ρ :1(C.-G0), 

Sans nous inquiéter de la signification physique que peut présenter 
celte dernière, ni de l'état de la matière auquel elle correspond éven-
tuellement, nous supposerons qu'il n'en est. pas ainsi; 3 se réduit alors 
à une constante qu'on peut supposer égale à l'unité: la pression et la 
densité de matière sont aussi des constantes que nous désignerons 
encore par Ρ et 1«. Le système d'équations écrit en lettres grecques 
se réduit alors à 

5,3— A'Vjû > 

on a de plus 
^^ ( '■ — </)Q— !/>P 

formule qui définit, en fonction de G et P, la constante A qui figure 
dans le système écrit en lettres latines. Les conclusions précédentes 
subsistent dans le cas de la relativité, qui exige, ainsi qu'on Fa vu à la 
lin du paragraphe 3, «/ — ι, μ — 3, mais il est de plus nécessaire 
que :.

xl
, ici ρ,, soit nul, ce qui exige 

G= ÎP. 

Supposons que les valeurs de la pression, et de la densité de matière, 
valeurs constantes, satisfaisant à l'équation d'état et à cette dernière 
relation, existent et correspondent à un état possible de la matière. 
Ecrivons alors les équations définissant th~ et les λ on a d'abord, 
d'après la relation entre G et P, 

A=3kP 
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14© système écrit en lettres lutines devient alors 

'''=- - £li\ ,Λ ^ 

^
 i;\ \ /=_-!. 

Les espaces à trois dimensions correspondants ont leurs courbures 
principales constantes : 

'.ο,— w.—— AT. Ai'. 

La quadrique de Rie man η est un hvperboloïde de révolution à une 
nappe ayant pour méridienne une hyperbole équilatère, la congruence 
principale relative aux axes de ces hyperboloïdes est géodésique, elle 
est constituée par les lignes de courant d'univers. La détermination 
île ces espaces à courbures principales constantes semble assez diffi-
cile. Outre un espace symétrique très particulier ι1 ). il existe d'autres 
solutions dépendant d'un certain nombre de fonctions de deux 
variables. 

9. En terminant ce chapitre, disons un mot du système (E"). Dans 
le cas de la relativité, la seule hypothèse possible est JU = I. */ = 3; 

les équations sont alors pour la fonction ψ et le (h- : 

A,? _ ι. >l> 

a.ï.S— A γΛ3 
Φ(Γ«. C i - ». 

On peut éliminer tî et P. on peut en particulier mettre A -—sous 
la forme 

1 ! V· I· 

(') Au sujet de ces espaces symétriques, consulter eu particulier le Mémoire 
fondamental de M. Carta η : 5«r ««e classe remarquable d espaces de Itiemann 
( Itulletin de la Société mathématique de France, t. 54. uy>6. p. a ι j i. 
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d'où le système indépendant tie lu matière 

·.. ·.·.'I-'! 

L'application du théorème de conservation se fait comme au para-
graphe précédent et conduit aux équations 

[qA2o]y-o'Ι Λ 0^)1, = x2 

Dans le cas générât, un déduit de celles-ci que P. O, lu courbure sca-
laire ç de </s', ainsi que sont fonction de ζ seul: il semble difficile 
d'en dire plus: cependant, si l'équation d'état se réduit à Ρ = const., 
ce qui correspond à l'introduction d'une constante cosmique, on a 

q[A2o]=A2q-const. 

l'expression du théorème de conservation se simplilie, et montre que ç 
doit rester constant : (h- est alors à courbure constante. On retombe 
sur l'univers courbe d'Einstein. Plus particulièrement encore dans le 
cas schématique, t» est nécessairement nul, et le </Sî ininkowskien. 

Dans le chapitre qui suit, nous étudions le problème de l'évolnlion 
relutiviste à partir de conditions initiales données, pour les «/S2 

obtenns plus haut, dans les paragraphes 4. a, 6. 

Γ.ΙΙΛΡΙΤΗΕ IL 

I.'ÈVOI.CTION SMtKlUOl F.. 

Supposons que par des mesures effectuées dans tout l'univers, 
on définisse en chaque point un temps physique purement local et 
relatif. Ce temps, qui n'a aucune signification cosmique, nous servira 
simplement à préciser l'instant initial. On pourra, à cet instant, 
déterminer les valeurs des dix potentiels d'Einstein en fonction des 
variables d'espace. Nous dirons que le de l'univers présente la 
symétrie sphërique si, eu choisissant convenablement les variables 
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d'espace, il prend la forme 

»£>*=*;,, tfx- — -ι·',, tix t/3 — — ç»*ds2. 

où (/
t
3 es! la différentielie du temps local, γ,-; et 9 étant des fonctions 

de χ seul. t/s1. un t/s- à deux variables « et »· à courbure totale constante 
positive; x, n, e sont donc les variables d'espace, Conformément aux 
habitudes prises eu relativité restreinte, ce c/S* sera à un carre positif 
pour trois négatifs, l'intervalle d'univers étant réel le long d'une ligne 
de position constante, et imaginaire le long d'une ligne de temps 
constant ; de sorte que 

Vîî> <'· Tu< °- Y — YuYiï— ' Y:; r; ■< "-

Imaginons maintenant que nous enregistrions également,pour 3 = o, 
la répartition des densités et la distribution des vitesses, et que nous 
constations que ces nouvelles données présentent encore la symétrie 
sphérique, c'est-à-dire que densités et vitesses ne dépendent que de χ 
et non des coordonnées u et »·. 

Nous admettrons que celle symétrie des données se conserve dans 
le cours de l'évolution de l'univers, et qu'à tout instant le c/Ss est de 
la forme 

(iSs= (Λτ*—q2ds2. 

où ih et 9 ne dépendent que de χ et 3: si l'on peut satisfaire aux 
équations d'Einstein et aux conditions initiales par un tel </S". on doit 
considérer cette hypothèse comme légitime. Supposons donc qu'il 
en soit ainsi; il est clair qu'il suffira de connaître ce qui se passe sur 
une multiplicité deux fois étendue, a — const.. c = const.. pour savoir, 
par là même, comment évolue la matière dans tout l'univers: cela 
tient à ce que tout l'espace est constitué par la double infinité de ces 
multiplicités, toutes identiques les unes aux autres et engendrée 
respectivement par une simple infinite de lignes d'univers. On pourra 
donc représenter parfaitement l'évolution cherchée sur une carte à 
deux dimensions de l'une quelconque de ces multiplicités. Sur une 
telle carte, l'instant initial sera figuré par une ligne 3 == ο qui suppor-
tera les données initiales. Eu général, cette ligne se partagera eu 
plusieurs arcs AB, CD, ... supportant de la matière, séparés les uns 
des antres par des arcs vides BC. .... Notons que la ligne 3= ο n'est 
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pas indéfinie dans les deux seas, mais qu'elle est bornée d'un côté par 
un point d'arrêt correspondant à la valeur ο de la fonction a. Cette 
dernière est, en effet, la variable physique jouant le rôle du rayon 
vecteur issu du centre de l'univers, elle est essentiellement positive, 
et sur une multiplicité a = const., r = const., la ligne a = ο doit faire 
frontière- De chacun des arcs portant de h» matière, est issue une 
demi-bande indéfinie, limitée par deux lignes d'univers et jouant le 
role de tube d'uusvers dans lequel évolue la matière. Ces tubes sont 
séparés les uns des autres par des régions vides qui peuvent, d'ailleurs, 
s'amincir et disparaître ultérieurement par suite du choc de deux 
tubes voisins. 

Physiquement, le phénomène que nous étudions est le suivant. 
Λ l'instant initial, l'espace est formé d'anneaux sphériques concen-
triques. constitués par des couches concentriques homogènes, séparés 
les uns des autres par des régions vides. On imprime aux différentes 
molécules île ces anneaux des vitesses radiales ne dépendant que du 
rayon, on demande l'évolulion ultérieure connaissant le «/S2 initial? 

Le long de la ligne 3 = o, nous prendrons connue variable l'inter-
valle réel défini par 

t/î — — , 

γ,s, γ,,, γ... ç. C, I ', U2 sont donc donnés en fonction de s. Le 
point d'arrêt ο sera l'origine des 3. comptés positivement le long de 
cette ligne, dans le sens des 3 croissants, on a donc 

- > «>. > «>; 

la densité de matière est positive sur les arcs AB, CD, .... nulle sur 
les arcs BC, ..., et présente, en général, des discontinuités en A, B, 
C, D. ... : le quotient 

y l ' liX 

des composantes contra variai! tes de la vitesse unitaire généralisée 
n'est autre que la vitesse métrique; les lignes d'univers issues des 
différents points des arcs AB. CD, .... etc.. dans la direction définie 
par les composantes de la vitesse unitaire, doivent porter des inter-

ϋ jfoncn. rft Atatkîowe Χ.ΠΙ. — Fasc, I, ° 
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valles réels, ce qui exige 

V«s ^ ' Ύι-Α ~ Vïî> *''■ 

La vitesse métrique est done comprise entre deux limites de signes 
contraires le long de Tare ΛΒ, par exemple, elle est, par suite, bornée 
supérieuremen t en vale ur absolu e sur chacun des arcs de la ligne β = ο 
portant de la matière. 

Désignons par 0 Tangle imaginaire de la ligne d'univers issue de 
chaque point de Ail et de cet are. On a 

...*,· « (ΤιΛ'-ί-γ,,Ρ 

...*,· « (ΤιΛ'-ί-γ,,Ρ 

COS40 est donc négatif, sinA0 est supérieur à l'unité: désignant par T. 

un argument réel, il est clair qu'on peut poser 

5 — " — i-

avee 
«·«>.>§ — i si· >«»'< > = cl· r. 

Passons maintenant à la forme canonique du t/Sa. Dans le cas 
intérieur schématisé, il faut faire usage des formules du tableau * F) 
du chapitre précédent; dans le cas du fluide parfait incompressible, 
le tableau ((■) donne toutes les formules nécessaires. Nous nous 
bornerons ici à l'examen du cas schématique, l'étude de l'autre cas 
n'est pas impraticable, mais la présence de l'intégrale hyperelliptique, 
qui ligure dans les formules du tableau \G), ainsi que d'antres 
circonstances dont nous dirons un mot à la lin de ce chapitre, com-
pliquent sensiblement la discussion. 

Il faut faire quelques changements dans les formules canoniques du 
chapitre précédent avant de pouvoir aborder le calcul. Il est néces-
saire, en effet, de mettre les »/Sa obtenus sous la forme relativiste à 
trois carrés négatifs pour un positif-

La courbure totale A qui ligure dans les formules de F) est main-
tenant. une donnée de la question : c'est la courbure totale positive 
du tîs· spliérique qui entre dans le r/Sa initial. On peut supposer cette 
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courbure totale égale à l'unité ; dans le «β3 initiai, cela revient sim-
plement à changer d'unité de longueur pour mesurer le rayon vecteur 3. 
Dans le dS3 canonique. il su flit de multiplier M et c par -4=» s par y A. 

' yA * 
ν par A. F par y"A3; rien n'est changé aux formules canoniques, 
comme on le constate immédiatement. Nous supposerons, dorénavant, 
cette opération effectuée. Pour passer à la forme relativiste, il suffit 
maintenant de changer ν en iv, ζ en 13. F en i'F. il vient alors 

fclS- ^ \ , * ; tiff' — Ctti- fi t/l"' j. 

— (> -7~5Γ' 

eu tenant compte· de Λ = 1. Les lignes d'univers sont les courbes 
-, — const., la variable uu qui mesure le déplacement de la matière, 
joue le role d'un temps cosmique ou absolu. 

Nous ferons la carte »1- la multiplicité (se, sur un plan rapporté 
aux coordonnées cartésiennes < ;JL. >). Les lignes d'univers auront pour 
images des parallèles à l'axe des ;a: le premier {mint est de déterminer 
Limage de la ligne j5 = o sur cette carte. Considérons un arc AB de 
cette ligne portant de la matière et sur lequel la densité (1 ne s'annule 
pas. α et ν <ont (onction de 3 sur cet are. et l'on a 

A1, 2 =1 ν A; 'i ru: — ̂ ( rV\ 

d'où l'on tire, en désignant par «/.* l'élément d'intervalle le long de 
cet are. 

l .& î = \,a)=K G s sin° S2 
puis 

t !fc) — s!l - (£ ) ~ *îlîVch2=s 

j* et sont donc bien réels sur A Β comme il convient: on peut les 
supposer respectivement du signe de 

sIit, ÂG^t'Itr. 

comme t., 3. <-«7 ne s'annulent pas sur A Β. ̂  reste positif el ν est 
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une fonction croissante de ι. a, au contraire, pourra avoir des maxima 
et des minima. Les valeurs de ;J. et de v, obtenues par quadrature, à 
des constantes additives près, permettent de placer la ligne jî = ο dans 
Je plan image Le tube d'univers, issu de Alï, a pour image la 
demi-bande xabv issue de ab et parallèle à l'axe des u.. L'arc ah peut 
présenter des tangentes horizontales, il n'a pas de tangentes verticales 
et est rencontré en un seul point par une parallèle à l'axe des <A. 

Si l'on connaissait la valeur de la fonction Ft vi sur AB, on aurait 
immédiatement les valeurs de 9 dans le tube xab v χ soit, en effet, M un 
point intérieur au domaine a·aby (voir Jiy. Λ: menons par M une 

Fig. 1. 

parallèle à l'axe des u., qui rencontre l'arc ab en m, intégrons la 
condition subsidiaire à ν constant le long du segment /«M. Celte 
condition s'écrit, après extraction de la racine, 

i/u = in! - ! </0.. 

il n'v a aucun doute sur le signe à prendre devant le radical; au voisi-
nage du point m. en effet, on a, en dérivant totalement par rapport 
à ut, le long de la ligne d'univers. 

ί/u ~~ 3a tip 33 f/μ ~~ v γ,,νΐ^-ίΐγ,.Υ-ι-ν^ L 3a 33 J ' 

car da. est l'élément d'intervalle compté positivement dans le sens 
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des β croissants. Il vient encore 

fÎZJé t tf?2 

en introduisant la dérivée totale de ρ par rapport an temps local, le 

long de »<M. On voit s pie et ̂  sont de même signe, et ce signe est 

bien déterminé. Λ l'instant initial en «t, -jî est positif ou négatif, 

suivant que les molécules, ayant pour image ce point, sont lancées 
dans le sons des 3 croissants on décroissants. Dès lors, on peut effec-
tuer la quadrature donnant η* — en suivant par continuité le signe 
du radical, selon une méthode classique. On voit bien que tous les 
éléments du </S- et du déplacement de la matière seront déterminés 
dans le tube .vaby quand on connaîtra les valeurs prises par F(v) 
sur wb. 

ν étant une fonction monotone croissante de la variable a, on peut 
poser 

F(x)! — Xi
v
3\>. 

Lorsque l'on connaîtra α(Ό, on aura, par élimination, l'expression 
unique et bien déterminée de F(v3. 

Prenons donc at comme inconnue. Il vient, par la condition 
subsidiaire. 

UO Z=-— Cl. r 

et par l'expression de la densité 

th eh F (-i . eh x\ ? ι 

Or, le long de ab
r 

eL· ety <h eh eh 

substituant, élevant au carré et simplifiant, on trouve l'équation 

[x 't 5". r ·» Λ .. / et^\ - . .. sli:r . 
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Il y a ;nunlade à prendre pour variable indépendante ζ au lieu de 5, 
ce qui n'olVre pas de difficulté. puisque l'une de ces quantités est 
fonction monotone de l'autre. I.'équation précédente prend alors la 
forme 

—OH.J. ~ί'·,·«·*| · ^{•- T){r9) ] = <·· 

Kilo est du premier ordre et du second degré par rapport à la fonction 
inconnue «(3A Le lieu des points île rebroussement des courbes inté-
grales a pour équation dans le plan α. ζ : 

k-Gth=[qn(dz)2-1-x]=0 

Ο11 peut toujours supposer que l'argument τ ne s'annule pas sur <ih. 
en décomposant, s'il ν a lien, cet arc en plusieurs arcs partiels auxquels 
on pourra appliquer ee qui va suivre. 

Considérons d'abord un tube d'univers tel que .r abv. conligu a deux 
régions vides dans lesquelles régnent des champs de Scbu arzscbild 
donnés par les formules ( Hi du chapitre précédent. Dans chacune de 
ces régions, les quantités 

-* | -Χ ν — ' .1 

sont constantes et égales respectivement aux rayons gravitationnels /#, 
et A. des <7S'J correspondants, j On doit naturellement tenir compte, 
dans les formules du tableau (ΙΠ. du changement de ζ en fz. qui 
entraine un changement de Λ eu ih |. De plus, la valeur constante 
de A, ζ -'t- 1 ]. dans la régi*>11 vide contiguc à a .1·, par exemple, est 
égale à la valeur de — Ι·\Ό sur la ligne d'univers n.r. Supposons, en 
particulier, que le tube d'univers envisagé soit le premier que l'on 
rencontre à partir du centre, de sorte qu'il n'y ait pas de matière sur 
l'arc OA de la ligne 3 — ο. Il est facile de voir que le rayon gravi-
tationnel du </Sa de la région vide contiguê à a x, est alors nécessai-
rement nul; eu elle t. celte région contient la ligne de On. lieu des 
centres de l'univers sur lu multiplicité (u-v), ligne sur laquelle ο est 
nul: par suite, la constante 

?{. A ? ~ 1J 

est bien nulle dans celte région et sur me. Le rfS* correspondant se 
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réduit à 

Λ·'ν- f/j- — r- COS" M (Λ"" | ; 

il est miukonslvien. Le domaine «Un.r correspond au dévelop-
pement d'une cavité centrale vide de matière et où règne un champ 
minkowskien. 

F(Vi — xvx) est donc nulle sur a c. ('.'est là une condition initiale 
pour l'équation (il en xl,it ou ρ V En la résolvant, on déterminera 
l'évolution de la matière dans le tube αν/ùr, ainsi que la valeur de F(v ) 
sur bv. On aura donc le rayon gravitationnel de la région vide eontignë 
à by, el par là même la valeur de F(v) sur la ligne du courant c: qui 
sépare cette seconde région vide du second tube d'univers sait, et 
ainsi de suite. Le problème est donc déterminé; les conditions initiales 
et aux limites suffisent pour construire une solution, lleste main-
tenant à discuter l'existence de celle solution et à examiner si elle 
l'emplit les conditions de continuité et d'uniformité qu'on exige habi-
tuellement des fonctions de la physique mathématique. 

Montrons tout d'abord qu'une solution de l'équation (i) rend 
positive la quantité 

({ l'"(v': p — l)» — Fil) ». 

qui ligure sous un radical carré, dans l'expression do φ ■ ('.elle quantité 

s'écrit encore, en introduisant la fonction x, 

/oM.-V clrr\7h ) \fî? } '.Γ 

elle est certainement positive si ι -f- ^ est négatif, dans le cas contraire, 
en substituant 

ΖΠ A"< 10-cil 7 —.·· 1 I — 

Ά -ρ·> dans le premier membre de l'équation (i ), 011 trouve un carré 
parfait; de plus, si cette dernière, considérée comme une équation du 
second degré en ~ a des racines réelles, 1 - f· ^ est certainement infé-

rieur à ΓΛ2-:. La réunion de ces faits permet d'affirmer qu'on ne 

rencontrera jamais de difficulté dans le calcul dedu. 
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Ce point étant établi, discutons la réalité dos solutions de l'équa-
tion (i). « doit prendre en a la valeur — /1. opposée au rayon gravi-
tationnel de la région vide contiguë à «.r. Il est nécessaire, pour qu'il 
existe des intégrales réelles prenant cet te valeur initiale, que — A soit 
inférieur à 

4(£)H 
au point «, et il y aura deux telles intégrales issues de ce point, liolo-
morplies au voisinage. En particulier, si tur est contigu au vide central 

minkowskien, devra être supérieur à l'unité au point β. Mais on 

n'a là que des conditions nécessaires; rien ne prouve, en effet, que les 
intégrales ainsi déterminées puissent être prolongées sur tout Parc ab. 
Dans le plan (a, 9), les courbes correspondantes peuvent, en effet, 
rencontrer la ligne des rebroussements. Pour examiner ce qui se passe, 
faisons un changement de fonction inconnue. Désignons par L une 
primitive quelconque de AçjaC chîT. et posons 

z — l - V 

en désignant par X la nouvelle fonction inconnue. L'équation ( 1 
devient 

G£) = *îo·^ [' - (' 4^) ) ] '·,,ϊτ s,,îr-
la ligne des rebroussements a pour équation, dans le plan (9, X\ 

4(£)H 

et en tous ies points de cette ligne, la tangente de rebroussement est 
horizontale (parallèle à l'axe des 9). De plus, les courbes intégrales 
n'ont jamais de tangente verticale. Ceci nous permet d'affirmer que si 
la fonction 

-1 -K) <1 
est croissante, les deux courbes intégrales issues du point « ne ren-
contrent pas la courbe des rebroussements, on peut alors prolonger 
ces deux courbes sur toute la largeur du tube xaby. C'est le cas de la 
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figure 2, tracée dans le plan (oX). Si, au contraire, la fonction 

-- 4ί:*)' Ί 
est décroissante, on ne peut rien dire; cependant, il est clair, comme 
le montrent les figures 3, 4» 5, qu'on pourra toujours assigner une 

ft 

limite inférieure de la longueur du segment «a, à partir de laquelle 
l'une au moins des deux courbes intégrales issues de α sera prolon-
geable sur toute la largeur ab du tube d'univers. On peut donc dire 
que. dès que la quantité 

40)-']+" 
sera suffi sain ment grande au point u. l'équation (i)aura au moins une 
intégrale déterminée sur tout l'arc AB de la ligne β = ο, prenant la 
valeur — h au point A. Elle pourra inème en avoir deux sans que rien 
permette de choisir l'une plutôt que l'autre, tout au moins en se 
bornant à la considération du tube atutbv. 

Ces considérations ne s'appliquent plus à un arc AB portant de la 
matière si le point initial A est confondu avec le centre Ο de l'univers. 

Il se développe toujours une cavité centrale minkowskienne, à 
moins que la vitesse initiale imprimée aux molécules centrales ne soit 
nulle, et dans tous les cas, la fonction α doit, encore prendre la 
valeur ο au point a. Mais celte fois, ce point est singulier pour l'équa-
tion (ιV C'est, en elïet, un point multiple de la courbe des rebrous-
seinents par lequel passe une branche triple de cette courbe qui est 
l'axe des α et une branche simple d'équation 

4(£)H 
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La tangente initiale est dé terminée, c'est l'ave des 3. elle doit être 
dirigée dans la légion de réalité des courbes intégrales, ce qui exige 
encore 

,k > 

Il y a lieu de se demander s'il n'y a pas une infinité d'intégrales 
passant par l'origine; il n'en est rien; 011 peut s'en rendre compte 
rapidement sur un cas simple, celui de l'équation 

I 1 — s-'"' -; .«-<»«.« — /»ν 1 = 

où a el h sont deux constantes, a 1. Prenons comme nouvelle 
inconnue ; définie par 

c2-c2+n-b2=o 

l'équation en ; est du premier ordre et du premier degré : elle s'écrit 

·> r{ ζ — il- -- :»· — ι tf.t ~ — » ι ν -- «* =rr t» ; 

le point singulier (α· = ο.y = 0^ se dédouble en deux cols; connue on 
le constate sans difficulté·, deux intégrales seulement de l'équation 
en y passent par l'origine et sont holomorphes en ce point. Les 
circonstances sont voisines pour l'équation en x. Ici encore, suivant 
que certaines conditions d'inégalité sont, ou non, remplies, il y aura 
zéro, une, deux intégrales de l'équation prolongeahles sur toute la 
largeur du tube. 

Toute cette discussion se simplifie beaucoup lorsqu'il y a repos 
initial. Alors - est nul, et 

— A 3-1«; 

mie simple quadrature détermine la fonction χ prenant la valeur — /1 
au point <j, il n'y a plus aucune difficulté. 

Nous n'insisterons pas sur le cas où τ s'annule en certains points 
de ah. Il peut naître des secteurs vides entre deux lignes de courant 
issues de ces points, ou bien il peut y avoir choc initial. 

Nous bornevons donc ici cette discussion sommaire de l'évolution 
sphérique dans le cas schématique. Les circonstances sont, on le voit. 
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loiu d'être simples. On peut dire, pour résumer, que les conditions 
initiales les plus naturelles déterminent formellement le phénomène; 
mais pour que ce dernier soit partou t défini et uniforme, ces conditions 
doivent remplir certaines inégalités. 11 peut exister alors une ou 
deux solutions. 

Les résultats sont encore bien plus étranges dans le cas du fluide 
parfait incompressible. On peut encore, comme dans le cas précédent, 
déterminer l'image de la ligne 3 = ο dans la carte (;av), on a encore une 
courbe rencontrée en un seul point par une parallèle à l'axe des p., mais 
peut-être en plusieurs par une parallèle à l'axe des *i. La principale diffi-
culté est, ici. que les caractéristiques du problème sont ces dernières 
parallèles, images des trajectoires orthogonales des lignes d'univers. 
Pour déterminer le phénomène en un point de la région Λ-ab w 

on doit, cette fois, intégrer la condition subsidiaire le long d'une 
droite qui rencontre, en général, en plusieurs points la ligne 'i = ο. Il 
en résulte que révolution est par essence même non uniforme. Chaque 
are de «/>, monotone par rapport à v, engendre une portion de tube 
d'univers, ces tubes pourront se prolonger les uns dans les autres sans 
se prolonger mutuellement. Il y aura, en quelque sorte, des ondes 
d'évolution relativîste, non compatibles, se copénétraut par nu véri-
table phénomène de difl'usion. 

Quelles conséquences doit-on tirer de ces résultats au point de vue 
«le la mécanique relativîste? Kvidemment, uos conclusions sout peu 
encourageantes. La non-uniformité des solutions, en particulier, 
choque nos esprits que la mécanique newtonienne avait habitués à 
un déterminisme quasi absolu. 11 semble qu'on ne puisse éviter la 
diffusion indéfinie de la matière qui en est la conséquence, qu'en 
imposant aux éléments initiaux de satisfaire à certaines conditions 
d'inégalité. Lien ne prouve, d'ailleurs, que ces inégalités ne deviennent 
pas contradictoires pour des systèmes un peu compliqués. 

Nous nous excusons» en terminant, d'avoir un peu insisté, dans ce 
dernier chapitre, sur certains points qui peuvent paraître élémen-
taires. 11 nous a cependant semblé utile d'indiquer, d'une manière 
précise, les grandes lignes de la discussion d'un problème d'évolution 
relativîste, le plus simple qu'on puisse imaginer d'ailleurs. 


