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LES o5 BINAIRES ET LE PROBLENE D EINSTEIN. 19

Sar les «5* binatres et le probléme d *Einstein ;

Par J. DELSARTE,

Professeur &l Facaltd des Seiences de Nawey.

INTRODU CTION.

Nous nous somnes proposé, dans ce Mémoire, d’étudier le pro-
bléme d'Einstein pour une classe particulitre de és* gue nous appe-
I
lons dy* binaires. Hs sont de la forme suivante :

N - - ..
B T I L i

os* est un ds* quelcongue & p vartables, ds* est un os* quelconque a
g variables. f est une fonetion des seules variables ligurant dans ds*
et 3 une fonction des seules variables figurant dans «o3?, enfin, dans
le cas de la relativité, p -+ ¢ = 4. Il était bien naturel de porter une
atteation particuliére sur ces d»*, puisque les seules solutions connues
du probléme d’Einstein conduisent & des ds* de ce type.

Nous nous bornerons, dans ce qui suit, au probléme imtérieur dans
Uhypothése du fluide parfait, en indiquant éventuellement quelques
conséquences relatives au cas extérieur ou au cas intérieur schématisé.
Voici les résultats obtenus :

A. 51 aucune des fonctions # et 3 ne se réduit & une constante. on
montre que le probléme n’admet pas de solution, pour p- ¢ assez
petit, en particulier pour p + ¢ = 4.

B. Supposons donc que f. par exemple, soit égal & I'unité. Dilférents
cas sont alors possibles :

1° L’évolution de la matiére se fait dans le sens du ds®, ¢'est-a-dire
que les lignes d’univers sont entitrement contenues dans les multi-
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pliciiés obtenues en laissant constantes les variables qui figurent
dans 7%, Suivant les valeuvs de p et ¢. les circonstances gui se pré-
sentent sont assez diverses :

z. p=1,4=3. — Il u'y a pas d'autre solution. dauns le cas sché-
matigue, que Punivers minkowskien, la densité de matitre étamt
nulle. Dans le cas isobare. qui correspond & Uintroduction d'une
constante cosmigue, on retrouve lunivers courbe d’Einstein. Daus le
cas général. on montre que la densité, la pression, la courbure
scalaire du d3° ne dépendent que de z: il semble difficile {'en dive
Jdavantage. mdéme dans le cas du fluide mcompressible (8 9, Chap. N

3. pooas g =2 — o'y aancune solution.,

voop =3l g s= 1 —— 3 ost alors nécessairement constant et le ofs® est
véductible, la densité et la pression sont constanies dans tout Pespace.
Le dv* 4 trois variables est celul dun espace & courbures principales
constantes yui, dans certains ¢as, se véduil & un espace svmétrique de
M. Cartan. D¢ toutes wmaniéres. les solutions ne dépendent gue de
constamiey arbitraires (3 8. Chap. T,

22 Lévolution de la manidre se fait dans le sens du d=7.

2 p==1, =3, -— Cest le cas des d¥* statigues gquelcongues, ou
des o non staiigues & svmétrie axiale. Le probléme semble difficile:
bien qu'ayant obtenu guelgues solutions particulicres. nous ne nous
en OCCUpOns Pas ici.

3. p=2a. g=12. — La plus grande partic de ce Mémoirve est
consacrde aw probléme correspondant. Nous avons pu obtenir la
solation compléte dans le cas intérieur schématisé et dans le cas du
luide incompressible. Les ds*, ainsi déterminés, s'explicitent i 'aide
de deux fonctions arbitraires d'une variable. Ce vésultat permet
d'aborder, pour cette catégorie Jde &s*, le probléme de I'évolution
velativiste. D’une manicre précise. et au point de vue physique, ils
correspondent au cas on les données initiales présentent la symétrie
sphérique. Cetle syméirie se conserve dans le cours de I'évolution de
M"univers, et le but du Chapitre Il est d'examiner Uinfluence de ces
conditions initiales sur les eirconstances ultérieures du phénoméne.
Les résultats sont dailleurs assez peu encourageants; on est conduit
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i discuter certaines équations différentieiles du premier ordre et du
second degré, présentant des singularités assez spéciales: en gros on
peut dire que, suivant que les conditions initiales remplissent, ou non,
certaines inégalités, il ¥ a mouvement continu oun diffusion indéhinie
de la matidre (3 4 8, 6, Chap. I

v. p=3, y=1t. — Le cas schémalique doune, comme unigue
solution, le s* de Friedmann et Lemaitre: on obtient des ds* de types
voisins dans le cas d'un fluide parfait: le ofs* & trods variahbles est
toujours 4 courbuve constante, la fonction 3, ie1 d'une senle variable,
est déterminée par une équation du second ordre dont la forme dépend
de celle de ﬂl'éqmllliun d'état. Les o5 ainst formés dépendent de trois
constantes avbilraires.

Les Mémoires qui traitent de la détermination des os* satisfaisant
aux équations d’Einstein étant trés nombreux. nous nous permetirons
de renvever le lecteur, pour teut ce quit concerne la bibliographie,
aux Ouvrages suivants :

Mémorial des Sceences mathématiques - Faseicule 23, Ley dguations
de la gravifique cinsternicnne, par G, Dagvors.
Fasecicule 46, Le probléme de Schwarsseluald, par J. Ha.

CHAPITRE L

LES s BIXAIRES.

L. 1l est tout & fait naturel de conunencer par traiter le probléme
de U'évolution relativisie dauns le vas out les données initiales présentent
une certaine symeétrie. 1l est permis d'espérer que celte svmétrie se
conservera dans Uévolution uliéricure de Dumivers. Dans les cas les
plus simples le ds* powrra se mettre sous une forme réduite que nous
allons délinir et étudier. Supposons que l'espace ait a == p -+ g dimen-
sions, le cas de la relativité correspendant & n= {. el qu'on puisse
trouver deux svstemes de coordonnées

[N T S | Eat

I LI
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tels gque le os* de Uespace prenne la forme suivante :
Ny 2 :..7*‘ PESCI )"“‘ oz,

ds® étant un «5* & p varables.

B S AL I

ou les g;; ne dépendent que des 4. et J3° étant un é* A g variables,

[y

d3° 17as I T

it les v, 5 ne dépendent que des
el 3 une fonction des u seuls. @S2 sera appelé un ds* binaire.

Dans la suite. on désignera pave. /. & ... des indices vaviant de 1
ap. ot par 2, 3.7, . . . des indices variant de p + 1 & n. Toute fonction
des seules variables # sera désignée par une wminuscule latine, toute
fonction des seules variables v sera désignée par ane minuscule
grecgue. Une fonction des deux systémes de variables sera désiguée
par une majuseule.

Nous dounons ci-dessous les éléments et les résultals du caleul des
composantes du tenseur de courbure pour un tel ds*. Les valeurs des
svmbaoles de Christofel de premiére espéce sont :

sieuhin / est une {onction des u seuls,

v - N
A e R

r.:;i;. — _‘E“;-’:\;_s":‘ -

On a désigné par gix, Vase les valeurs de ces symboles pour os?
et 5%, on a emploxé la notation habituelle de dérivation covariante
pour les composantes covariantes des gradients de / et 3 relativement

3

A s et @37, Les valeurs des svmboles de seconde espéce sont :

. - o S % 3 "~ - -, S,

| R | RSN o — 2 ~Lu U, oo | AR
= Fs- ” . =

~ ~ LIRS ~ £ ~ 5 - Vs

P, Uitz Vovme— v 7, FA U == o, | I =~" N
i DT AT e T ; ‘

avec la notation habituelle de dérivation contravariante pour les fone-
tions /et 3 relativement a ds* et & ds* vespectivement. Voici enfin le
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tableau des composantes du tenseur de courbure i quatre indices. On
s'est borné a noter les composantes utiles pour le caleul des compo-
santes du tenseur de courbure contracté a denx indices :

R, =iy

] h

Rty = ngbe

“lﬁ‘:‘.‘. I GV BN
Y N e w . Lae e
Hateg == ooy — Ve M Had =R

N LI .
Ho'sr o=~ Fezs I R
fo~ -t
R mmn (3213200
. v -
IL:*\.S P R (3 Uk
a3 JA?-
Berwp oo g o Fizs =4
N 1
T U A
N i S
'
Bodg oo— e~ 330 13 =0
2Tk N‘G_W? . v
1 1
Rydey o T Yt — Vas oo :'.‘Sf i
ToodE A
.
Rdoy == aw -5 53 (3=
1}
s ' v
hf- 3 = —‘_f, R AP~ R
g 1
Wiz = ‘-»:f‘ & A
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Dans ce tableau r/y et ;,%: désignent les composantes du lenseur
de courbure & guatre indices pour os* et @3*. On a utilisé la notation
classique pour la dérivation covariante et contravariante du second
ordre.

Les expressions des composantes du tenseur de courbure contracté
2 deux indices résultent des formules précédentes. Nous désignerons
dans la suite par A, 3 et D, / les laplaciens des fonetions g et f calculés
respeclivement par rapport & ds* et ds’: de méme 3,5 et D, fseront
les carrés scalaires des gradients de 3 et f relativement & chacun de
ces deux os*. On a alors

=1
i

Hj ==

2. Formons maintenant les éguations d’Einstein. Nous supposerons
yue le tenseur matériel ne contient que les termes relatifs a U'inertie ot
4 la pression de la matidre. On désignera par G la densité de maticre.
par P la pression, par V,, U, Vi, U2 les composantes covariantes el
contravariantes de la vitesse unitaive généralisée, les composantes V
étant relatives aux p lignes coordonuées le long desquelles seule une
variable « varie, et les composantes U élant relatives aux ¢ lignes
coordonnées le long desquelles, seule une variable v varie. Dans ces
conditions. on a le systéme d équations suivant :

l“‘yl 4*? ?:7\ \ —-«_,"\1 “I"_‘\lll 3o
i x3

(1 i o Lrder —rp — o diad
\ l\? —oa 3
. &E._V:A.}: o GV T
i T FARE B3 H
{1 e s — S g b
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el

1V (4 e g =) ":fs =— AN Uy,

auquel on doit joindre une équation d’état entre G et I,

u T . G )= u,

La simplicité des équations du groupe (1V) permet ici d’aborder le
probléme. Il ¥ a plusieurs cas a distinguer; I'un des membres de ces
équations peut étre identiquement nulj c'est ce qui arrivera dans le
cas de l'univers vide (G ==0) et aussi si l'une ou Pautre des fonc-
tions /, 7 se réduit & une constante; ces cas sont de beancoup les plus
importants, comme nous le verrons. Traitons, pour étre complet, le
cas, qui semble le cas géndral, ol aucune de ces circonslances ne se
produit. On a alors nécessawrement

Vi A S L

avec
(pree g = 1) - KGADB fo= o,

L équation (1) denne alors

3 “1_/--1\ &
A% smid eus 2

A=z — (p =5 — )

Pour aller plus loin, il est nécessaire de faire une hypothése sur la
forme de I'équation d’état. Les deux cas limites, qui sont en méme
temps les plus importants et les plus simples, sont le cas de I'absence
de fluide et le cas du fluide parfait incompressible. Les équations
d’état sont, dans ces deux cas,

P=u el P =G — G,

Résumons le calcul dans le cas de I'absence de fluide, appelé aussi
Journ. de Math., tome XIII. — Fasc. 1, 1g34. 4
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cas schématique. I’ disparait des équations. une condensation évidente
des équations des deuxiéme et troisiénie groupes doune, compte tenu
de I'expression de G.

g

e L S O R L '

’I . e —
B Ll — ) tangdd - peot]y D, 1A 5,

f s L e cot 2 g g 2y Dy F A 3

posons pour un instant

WD = £ g PO ol "ii‘,“"s,r =g =y F IS
YRy LY R TR I WIIEEE T A s A - ip—n o= 731
3 713 ! i

lang Q= qa 5 2 ;~ cotd=h ; - j‘ :&:
avec
L P —p— }41&4‘~ b= {4 — b — ot .
R R | a (P g —n )
e WP MIS = T -kl AL
T oa(p g -y ST A p g —

on a par suite
k‘r‘:‘li ~~ N;:)‘.ﬂv\rl‘l\i)i: - 3}"\7‘_ {232

et comme a, b, I ne dépendent que des variables u et 2, 3, « des
variables u, on voit que deux cas senlement sent possibles:

{7) 2= = a == lang %, 5= cut§,
(i) eI =N b == lang 7, 2=z eobf,

formules dans lesquelles § désigne un angle constant. 1l est facile
ensuite de remonter au systéme initial; on constate naturellement
que les variables « et u se séparent et 'on trouve, dans le cas (1), les
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formules et équations suivantes :

v L, osEd by costi N, u
T — —— :
A 22 xing cosh

[ P g—

s sinb frosd

PSRRI & L Usss .
[ | sy, o eosth A o [sin2G Dy - cus?f Xy 5 )¢
\ / _ [ |
] ] r N [ e g —— X - . N ) a
O —'l e —- !—.{—lmngfjl il — —t ls
| I x= o .
|
| R LY il Sl RS ISP ‘.
KE> B : T3 ot f— voba) 3293-— Va3 (;T‘:‘_E’ '__i_“ H
; RR LY R T B ETI S N LY A=y
“As Ceip o cotiy A=l
L.e cas (77) donne le systéme plus restrictif :
i . ! sty - Breosts
e 1 T 7 I . - — N
| ' ra / LFoisingeess
I PRI . \ I sin’
¥ tT L-‘I‘i" lltﬁ ‘ %?‘3

DA A=

s
v "
([

F Ay et ’;’; _I-J;H_: _— (ID —- ’l — ¥ y ____:. ool 5’ _l.-’.’wn‘

K% [

‘ EETN - 1 ey |
By | - ‘-,;; L‘u- langy <+ L9 P e cot 7 |:
Fe I
I : . El f Yad3
S o T R I Ll i ) Il St
Y g o { ! i o

I - R -

R I TR Y il S A tang ¥ {:
7 L U .

y —— ) '

PO+ g -1 5 ——tang¥
J s p
{

At== o,

i Sy — U= =2 s
N * g 1

Une méthode entiérement analogue permet d’examiner le cas du
fluide parfait d’équation d’état

P =iy — (G,
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on la constante G, est essentiellement différente de zéro. On constale
bien facilement qu’il est impossible de satisfaire aux équations obte-
nues, i moins de supposer que I'une des fonctions f ou 3 se réduil &
une constante; cas que nous examinerons en détail uliérieurement.

La forme des systémes d’équations (A) et (B) obtenus ci-dessus
permet d'apercevoir la raison pour laguelle les cas correspondants
n'ont pas d'intérét physique: il est clair en effet, d’aprés ces systémes,
que les dérivées premiéres des coefticients du ds* déterminent comple-
tement la répartition des masses et les vitesses dans chaque configuva-
tion de Punivers; en particulier, a linstant initial, les vitesses initiales
et la vépartition des masses ne pourrent pas dtre prises indépendam-
ment des valeurs des coefficients du ds*, Celte circonstance permet de
prévoir que les solutions des sysiémes (A) et ( B) seront assez particu-
lidres. C'est bien ce qu'on vérifie, en fait, lorsque p ¢l ¢ sont assez
petits pour qu'on puisse effectuer intégration. Une analyse trop
longue pour que nous la reproduisions ici permet d'affirmer que les
systémes précédents n'ont aucune solution pour les valeurs suivantes
depetg:

Jrozieg o IR TSN I O o, 0o "o . o — a.

lln'y a donec aucune solution daus le cas de la relativité ( p-+¢=13).
Nous passerons donc immeédiatement aux cas (ue Nous avons réserves
au début de ce paragraphe.

3. Examinons d'abord le cas de 'absence de matiére. G el I® sont
nuls, les équations du groupe (V) entrainent
.I‘:, SN RN

L'une des fonctions / ou 3 se réduit donc & une constante: supposons
par exemple /=1, il vient

P ‘n._;',-;“i‘_) -133 e b J‘M‘?J‘

0
R Bl T B L
A3 g TR

ce qui impligue, en désignant par A une constante, U'ensemble des
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relations suivantes :

[ 0w, f‘:l:
. ) o
G S P MmpmTel S S s 3T
AL —gp— A L
oy ¥ by

On voit que lorsque p =2 ou 3, os* ¢st & courbure constante.
Supposons maintenant guil ¥ ait de la matiére, mais que f, par
cxemple, se véduise d I'mité. Les équations du groupe (IV)

votratnent
\l 5T

d’ot deux hy pothéses, tous les V' sont nuls, vu tous les U5 sont nals.
[. Tous les V; sont nuls. 1l vient alors

. R G —alP
ro— sl A —op—nds]=hsiey ———
e T ) : Py — 2
N I Bo—alt e
%xd L.. sy &y —,—— N U5
k W N '*p~—"~f,,-~! g |

N gUals=,
—-

a3

et par deux condensations évidentes
 P—_—

PPl s e A=Ayt

]

VY PRKCESL N |
s P =y —> |

La dernidve éguation montre qu'il existe une combinaison linéaire &
coefficients constants de G et P qui ne dépend que des variables v;
comme G et P sont lids par U'équation d’état, on voit qu'ils ne dépendent
I"un et Pautre que des variables u. Reprenant alors les équations en r;;
écrites sous la forme

F . . L—abk
romagl s Xy —ap— A — A e,
FTE RS e . . T

le crochet ne dépend que des u, il doit donc se réduire i une
constante A: finalement on a le systéme de formules et d'équations
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SKEIV AR

te — 2 1
Ay cege—ar d L &t S
N &y ‘u!" —
i
! \g:”&l\
¢ Uy @ R
l o [ RS L
.y S un gt A RN
B L A

let encore, pour p =2 ou 3, »* est & courbure constante.
1. Examinons maintenant Phypothése £'==1.17, == 0. on a d"ahord
les équations

‘ oo 1
ro-s i s s p s A s e A} oy ———— - G :‘i_
CT . i R s
$ f
I in-— 2 it
Frdt m T a3 R ATy e
S R G
=l & N
-2 = \”'t'-‘-‘ﬂ‘
)

on déduil. comwe plus haut, des égquations en 3,5, que G et P ne
dépendent que des variables u. La condensation des équations en #y;
donne

R AL PR b

T D F R T Il IS T R O .
R ! ? RS

ce qui imphique. A désignant une constante,

. g in — g B
A== dee mip— A A2 . A

ct en reportant dans U'expression des #y;.
G

r

*

P g N Kty GV
puis, pour ¢ diflérent de j et p >,
S THEAY
on voil que les rapports mutuels des V¥ ne dépendent que des
variables u et 'on est conduit & poser

Vie= M,
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H dépendant a priori des u et des »; la substitution dans 'expression
du carré de lu longueur de la vitesse unitaive, donne

13

ITT e T

avec
nl .
N et

I vient enseite

N i

ro— A=Ak :vZI hel el I RER BN
W 4

ce qui exige que (i3* soit constant; en définitive, A et B désignant
deux constantes, on a le tablean de formules et d'équations suivant:

Ky a1
' —
| & . .
1 L i
ro— e V= AR - w o — e
\‘.55 ;
i T LN,
s { g — i el
T T T L T L
E.mq'u e LB
I tr — 2 i
A3 TR a3T= Ay —— -
< % LR s — ¥
i . i -
4 e == — Wota, Py .=z w,

Passous maintenant aux deux cas laissés de coté plus haut, lorsque

I . . " 3
p =1 ou 2 Pour p =2, 'équation en r; montre, i cause dery;=  rgy;,
que g;; est proportionnel & V;\;, & sevait donc nul, ce qui est impos-
sible. ll n’y a donc aucune solution pour cette valeur de p. Pourp=1,

enfin, on peut supposer g,, =1 el par suite V, = 3, I'équation en »;
: 8 F : q ;
donue A == o et 'on a le tableau suivant :

{ ESTREL L MR L=, iy, Pz
§ taf — by e Y
- \ ——l._,;:.ibl—-———————«
k) $ P 0=

b b=l
SaiT=aAT0S -t
- N o —

n
i
24

[

o
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4. Nous allons maintenant étudier les systémes( Q) (D), (E), (EN:
nous commencerons dans ce pamwralpﬁiw et les sulvants, par la discus-
sion de ( Q) et { D). obtenant ainsi les résultats les plus importants de
¢e travail.

Le systéme (L) est un cas particulior de (DY, On passe, en effet, du
second au premier en faisant P = G:=o. Examinens done le sys-
teme (D). En relativité p et ¢ ne dépasseat pas la valeur 3. de sorte
que les équations

[ At W)
expriment toujours gque os* est & conrbure constante. Les formules
du sestéme DD, déhmissant 57 el o, comprennent une éguation sca-
lawe

‘3

) LA T gp—r Ay - A8 —E—“M = A

.
B g e
i k)

puis des égquationsen 3, 5 dont la condensatien donue nue seconde dqua-
tion sealaive

. " Dy 23k —— rep B
£} ‘5,—\25-_1.:,‘:*_& EARDLIY
) B Rl S

L ¢hmination de G et P entre (1), (2) et Péguation d'éat
PN L TN LI DRt
donee une sguation indépendante de la matiére. Qu peat effectivement

la former dans deux cas simples : celut qu'on appelle schématigue. et
qui condut, avee P==o. a la relation

i g — A LI SN I { JE X\
Y 3 — AL — L ———‘—_—!—a—— LT L N I

et celui du fluide parfait incompressible, avee ' =G — G, qui donune
de mdme

e (g — &) P =g — oy
Loy o :”n S y,lJI__ﬂ_.. o — ﬁ li,‘,».\ q l .
SN .
g — 2y kR T e,

Notons un vésultat curieux ; U'$quation ¢ ) signifie, comme on s'en
convaine sans peine, que le d8*

T
P
-
g
i

1
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o {5 est & courbure constante A et & p— 1 dimensions est & cour-
bure scalaive nulle.

Quot gquil en soit, on peut tonjours tiver G — I de I'éguation (1)

et veporter sa valeur dans les équations en ;4. oft Uon devra aussi

A

=

substituer Uexpression de == d'aprés ( ) ou (§°) On éliminera ensuite

la densité et les composantes de la vitesse, entre les équations ainst
obtenues, par des combinaisons quadratiques évidentes; ce caleul don-
nera de nouvelles relations indépendantes de la matiére.

Disons d’abord un met du sas de p=3, g= 1. 7 devient alors fonc-
tion de la seule variable 5, assuyjettie, avee G et P, aux équations {13,
(2) et (3 dans lesquelles on doit faive ; == o. L'élinunation de G «t P
conduil & une équation dilférentielle du second ordre pour 3. plus vu
weins compliquée, suivan? la forme de P'éguation J'état. Le calenl est
facile dans le cas wntérienr schématisé, on retrouve ainsi le ¢S de
Friedmann et Lemaitre. I peut se faire aussi pour quelques autres
formes stmples de la velation entre G et P. Nous n'insisterons pas sur
ces dS* qui ne dépendent que de trois coustantes arbitraives.

*assons waintenant an cas de p = 2. ¢ = =, les éliminations indi-
quées plus haut conduisent alors & deux équations seulement. assez
compliuées, il est vrad. mais qu'on peut aborder daus le cas schéma-
tique et le cas du Huide meompressible. Les @5* corvespondants avant
un sens physique précis, nous traitous en Jétail la question dans ce
«jut suit,

Jusqua nouvel ordre, nous écrivons en regard les équations relatives
au cas schématique et au cas du tluide incompressible, nous les affec-
terons dun méme numére, accentué, pour les équations concernant le
second probléme.

Nous avons ainsi :

— AUl Uy

Journ, de Math.. tome YL — Fase. L wadie &
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L

< - ?3 a
. ‘! T ¥ AN .
£37) Y —eadb Fad oAt s A i — S | =— 4G Uy
- A e -
L oae —~ s
{8) ::yl_g,l S R FESO
X
. X
substituant - A, 3,
. 2 ! ) v . e g-
i) R e N N R B ;l_.l, W — .\] == — PG L AR
. ! I s \ - -
i=") ?»“*_‘".”kﬁiifll!?_“ N v!ll-_‘ji::w‘.lhthl};:

P - i
dans (7) on a tenu comple de la relation ;,g=-:v.y. valable

pour g = 2. Pour continuer le caleul, il est commaode de rapporter o/s®
i ses lignes de longueur nulle, et de poser
A .

dlet— v ob w2 ey, [ L VLR

Du a alors

\ o X g oy o
A LR S TEOEE T  e
-tem e . s
s L Py dkody
BRI 2T ﬂh:‘ d:i"wﬁ_’“‘nn "h;‘

et les systémes précédents deviennent

o A
a2t o oy,
A P . .
H}IT’E; —_— ;); tw’f] =& i Ly
. ,)“—‘:_, N NNy H IQ‘._) d:_} A m';‘]_ ~ q: -
Vel Jiodz ]

|5 = i 3 o

.,

.

{3-3) :
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,
F g
P

(3-2) s'écril aussi, compte tenu de ( 3).

R L

Y —— -
Tk

ml£ ;hr _—_— *::~.‘Uu;|l N

on a de méme pour les équations accentuées

i
'
-
-

B e di 7]

- EEN 3 Zif\i = &G

o \ et

- o — e A ,Ja;‘l»_«:ji‘; N BN

[ ¥ X ‘M: 1‘::: " ﬁh__. v i EETRA | EI as
Ry 0 P N

= Ay A e o~ - P EGnE L,

“ v "M EY ".h‘; 'hn]‘ N 2

Iliminons maintenant G et les U, entre les équations (3-1). (3-3),
-4 dune party (71, (7-2), (7-3) de Vautre ; on obtient daus les
deux cas une éguation de Monge-Ampére par vapport & 3. dont les
coeflicients dépendent d'ailleurs de la fonction «. également inconnue :

N By ks PR \~~
P Rt
Tk s e dRds B afdndn A :;") Ry
“lmEIE CEE e T\ Ew T ] T
. F i Ja dz s W ek Ate
TE | d T T e W
5o i IF& N2
= e Loz )
b odg B didy Ea
N R R S
a ‘NJ; ds A\t ':\‘C“"‘le;‘ Fz ]
“;\lﬁ‘éqlﬁh * *frE_de Tt
du do [ o vods s R T | sl &G, AT
—— ﬁ:_; ;}'E [;)E .‘—)—r; - ;—_1 E ;}3: — l: llaﬂi*‘~’——;ﬂ ]‘ hanll & | ‘_‘J - — ;a‘l =,
On a done, pour p=g =2, deux éguations indépendantes de la

matiére : (§) et (8) dans un cas, (§") et (8") dans I'autee: il ¥ a deux
fouctions inconnues 3 et 4. Le probléme se réduit & Pintégration du
svstéme formé par ces deux éguations. llest remarquable quon puisse,
comme nous le verrons, obtenir des formules d'intégration compléte
avee des fonetions arbitraires. Les systémes en question sont évidem-
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menl assez compliqués, et il ne parait pas aisé d'expliquer pourguoi
la méthode que nous allons indiquer réussit. En fait, nous nous servi-
rons des équations en G, U,. une fois certaines remarques faites sur
les équations de Monge-Ampére écrites ci-dessus ().

On constate tout d’abord, sans difficulté, que les discriminants de
ces deux équations somt nuls, de sorte que. pour Pune comme pour
"autre, les deux systémes de caractéristiques sont confondus. l.es
équations de ces caractéristiques doubles sont : pour (8),

T B e
i 2 e

K - D‘_ o= “;E o,

‘.r): . f)_: ")?;‘l v r)_:, - B \ el “ S
f vh, oy, wh.’h' | W ek P il =
du e
e j.'_»c/: ) ehe t= o
o o,

el pour (8'),

T . ) T A\ ot L.

T il T - T e —— 2L il
',ﬁ f):: I f): ME I" ’ ‘___, ME o L - : li ' )
dy” by o, Crodu L .
e R s ] L
LI .

H‘,- — f)‘ ll;—- '}T L 7]

Oun apercoit aisément des combinaisons inlégrables. dans un cas

| ] .
oo 18 I
lil~’):: H I_,)‘r,‘ M e /- r A
d. B ol - T); S N “
ol oy
vfdy 0 e \ NI A
— ; | ;FE o - ’);‘ I‘IT,J - —-,_—m‘: ! nl‘z il; - ')‘[n o, | == wy

R E

ce (qui donne l'intégrale intermédiaire

T s s \
Lt = mee = T s,
k. '

M':t _l:‘h",

(*) Peual-étre pourrait-on rattacher le procédé emplové & une méthode indi-
quée par M. Cerf, dans sa Communication au Congrés international des Mathe-
maticiens ( Zarich, septembre 1932 ).
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~.1

et dans autre cas

AT TN

“I s " th, oz , Ji v . oy
T T e at o e
c?;'_ iy,

1 Y Ix
- I IT B

t o dr,
ce qui donne Lintégrale intermédiaire

; >f'—\'- (—}? JT‘J — -E - Iﬂ'—- ;:J = ¢onst.
- iy R no ‘
On sait que U'intégration de 'équation de Monge-Ampére nécessite la
connaissance de deux intégrales intermédiaires, de sorte que nous
devrions en rvester la si nous ne pouvions tirer parli des équations
en U,.

n. Cas de Uabsence de flutde. — Ce qui précéde mentre gue la quan-
tité
- ) . r); A\
o R M

reste constante le long des caractéristiques. Multiplions le premier

‘ . v - . .
membre de (3-3) par -3 57 Uy, et le premier membre de {5-1)

1. .- o

par -;- - ’.) L .. puis ajoulons, il vient
T fduy G 1R S \ et

Card ‘0' k( ) cr A l'll

a2 — :71;, - J’Y, T 47)1.7: i

__ l Cdu i du ds di Im

dr..

Ty, IOy 3

eIl

o

o

de méme, multipliuns le premier membre de (5-3) par =75 Uiy et

-

)

. Cx . ¢ - . . . .
le premier membre de (3-4) par ;7.° U, puis ajoutons, il vieni

IR LT}

Codo Ry de duy dn L
g Tl oo |
dsNtde  dy iy AL du
o [\dz_; dr, | TO didn 2 dE
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Llnfin, ajoutons les équations () et (10) et multiplions le résultat
par e, on trouve

la dérivée étant prise le long d'une ligne de courant d™univers. L'inté-
grale intermédiaire reste donc constante le long des lignes de courant
d’univers, ce qui prouve que celles-ci sont les caractéristiques doubles
de I'équation de Monge-Ampére vériliée par la fonction 5.

b. Cas du fluide parfait. — lci, c’est la quantité

[

e "}_‘ — - re
= dy 2 6

ul reste constante le long des caractéristiques. Remargquons d’abord
q b 1
que la condition d’orthogonalité relative an dg?

aed o2 oy

esl
ofZ o7 -+ 62 dfg == o,

Si donc on eavisage les trajectoires orthogonales des hgnes de courant

d’univers sur la multiplicité (%, 1), et si 'on désigne par

[GLA PL R HN .

"

les composantes contravariantes et covarianles du vecleur unitaire
tangent a ces courbes en leurs différents points, on peut poser

U=, U= — /LY, U= —il.. U=/,
Substituons U, et U, & U, et U, dans les équations (7-1), (7"-2),

(7"-3). Multiplions le premier membre de (7"-1) par %g%ﬁ et le
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927

poT puis ajoutons, il vient

premier membre de (7'-2) par = 2
i K 9 T
1'0 do ¥y o do v di)
Tdg o T dndz |

{dg (dg)ﬂ do o Aetdu LG, a9 ]
- | =9 5 T i

(w')

=l ) T e T g T —= =t
| oz \on Y I J= o, S P dn_ Li=e
. . g . ‘ Loy
de méme multiplions le premier membre de {7'-2) par %3, et
a® ok ;

. s 1 _do - < s —_—
le premier membre de (3'-3) par ;?D—;ﬁt ,y puis ajoutons, il vient

. T do dy o do I -
“ il SR S S R
(1) lu o gz F < o dn]

T, S)?\)'ir)? . du g Y eh kG, Y U9
o f‘E Py —'_Y;)E oz o, T Dz T o=

g

Ajoutous enfin les équations (g') et (10') et multiplions le résultat
par e~*, on trouve

r). ¥ - [ r)¢ Y J LG, . i C

o {'J _L Jd dy 2T T ¢ | !

oy Lo do A MG, Ty

. ’E}_? [e " o T TR y-] 1[; =0

qui s’écrit encore

o \ h_ s o \ I:'“‘,,f
e _

Sl — &? w":“:
s e ¥ T

la dérivée étaul prise le long d’une trajectoirc orthogonale aux lignes
de courant d'univers. Ces trajectoires orthogonales sont donc les
cavactéristiques doubles de I'équation Monge-Ampére (8").

Ces résultats vont nous permettre d’achever complétement linté-
gration.

8. Nousallons proliter de ces circonstances simples pour mettre da*
sous une forme canonique. Ce paragraphe sera consacré au cas sché-
matique. On sait qu’alors les lignes de courant d'univers sont des géo-
désiques du ¢S, Ici elles sont contenues dans les multiplicités (v', »*)
et 'on constate facilement ue ce sont aussi des géodésiques de ces
multiplicités. Nous rapporterons donc ds* aux lignes de courant et a
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leurs trajectoires orthogonales. Le paramétire i sera I'arc des lignes
de courant, et comme
LAy — A
reste constant le long de ces lignes, nous prendrons celle expression
comme second paramétre
v=oidir — A

Le ds® est de la forme de Gauss

gtz ofut LR ey R I )

et 4 est une fonction a déterminer de v et v. On a

1 ) dy
b el | 1Y D el '§ Sy T >
R T == ()U_
1 vkl ey (A
=g ] D= el I e S S A
L o b T2 du v Yodu
, Y . vl ey vl e
Sty A= P il & i na e
Ll " ' L l}u L et Y A L J'; JJ
] ¥ [ i
@ Rl
VJ_._.
"..J ,).J‘_

) rL) :
Air= (d‘u L r)u 1

N e L 4J "’)'fﬁ.
T :P;JL _‘ dlu Tl | Y |

de plus
L=, L 2=0, L,=u. L=,

Reprenant la numérotation antérieure, le systéme a intégrer devient

, 1 d _.| }“ I v d [ dol E el
() Toap| ou | T m|e ]| TR o T
. b [ deNt ’l)g)ﬂ’ N e —
G = allae) Tele) | o aE e
d ] d}]
) wlT o ="
fa-3) o 'fd‘tui Co {kdmu., e (\\dv
At Ey vy 2dydy
R T’@l)‘p & dy dy "
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auquel on doit ajouter la nouvelle condition

o ‘(ﬂ?‘ E 1 "MJ

B . ; e — [ 2F —y == o,
e, ? J)y_) ' ( «)v =
Remarquons que moyennant (4), (3-3) s'écrit

R, t r)_,‘-‘ » du
-“ ; ;_ d}\_\ﬂ_

r)rr w du

des lors nne combinaison simple de ( 5-2) et (3-3) donne

R du [/ dy Y oy ‘)*V! Copdy d [eds \ dy
P i A | €8 Rt W3 N B E TPl I P

ou encore

ce qui est compatible avec (11).(3-3) s'écrit encore, moyennant (11),

Wy Y
J QRO - gl 1)
4)‘;1'-' %3
on
A Y
r)l';;. u»l\ t)'y P .. ="
Nous poserons donc
ek \‘-‘ v . ‘
[ER] EE e I ST
(1) Lom ) =5 —L/enEe
)
(13 g L UE
e

/() étant une fonction arbitraire. On peul alors calculer la densité G

par (3-1). Ces formules permettent de vérifier (3-2). (3-3), (11), nous

allons constater qu’elles vérifient (4). Un calcul facile donne

o m vy "i V1Y MR
= ——

v | L dy o

] =

¢ [_, u;%_m—, Cduw di

{7 Rl T e e
L

=

Journ, de Math., tome X1, — Fase. I, 1934,
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et (§) s'écrit

do iz dy o

2 &3
v dud a the dyp v

=S (v) 2 d=ds

(LN

Or, d’aprés (12),

1 ] v o, U v s
- = T ST = i ot 0
ha? g7 Ju by agt ot
do Wy 1 v da P
G ehm T e e e o E e ) {v):
o dudy T oan anEdy T

et la vérification est immeédiate. Les équations (12) et (13) résolvent
donc complétement le systéme; il suffit d'intégrer en w I'égquation (12)
— ce qui se fait par une guadrature élémentaire et introduit une
seconde fonction arbitraire de v — pour obtenir la valeur explicite
de 9. Ajoutons que I'équation ( 5-1) donne, compte tenu des formules
précédentes,

(1%) L= 72')‘

et ds* prend la forme

L o t d:f\- g
dg? == dp* — 7T (d‘j ] ey,

[l ¥ a intérét, & certains égards, & faire un changement de variable
sur v seul. Posons

v=2(v)

avec

L=y
alors
Podu de —
Fiv) ﬁ; T dv T FG :_ﬁm

el le coefficient de v dans dg* a pour expression

1
kﬁﬁfu.

Si v="F{v) et si l'on change v en v, les conditions (12), (13), (13)
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deviennent
Tl Biwg .

3 ——— = —— I~ E B - .\u
(1) {u\ - —LF el
3 M [
(13) = _A::‘“::l‘-‘-’

. I“—‘*' nj"u!‘
(r3) ¥ == k,:')?

T

Finalement on obtient le tableaun suivant, qui résout la question :

W T . [ Ry AN Nz e, Vi=
SN Y9I w Utoz o, Uiz
Q — Fiw}
Y I e Y
otk
Lot
N !‘}V
o - ! - oF poos 2 X N
0 N Y S, ofiad - '_:F—‘_.JT - :r[du‘—f—cus-\u NES |l pour A > o,
ARG ;

efR5 2= ofnt - F%: ofod =- ;*W it ch2aey — X)obre I pour \<Zo

Vo ! — 2 — ¥ F= A

(cl; “\r Fiwn

6. Passons maintenant au cas du fluide parfait. On rapportera
encore la multiplicité (v', u*) aux lignes de courant et i leurs trajec-
toires orthogonales. D’aprés le théoréme d’Eisenhardt, les lignes de
conrant sont des lignes géodésiques d'un &* conforme & celui de la
multiplicité (v', v*) & savoir du ds*

avec

. GF
[t s
N

1l résulte de la qu'en rapportant ds* aux lignes de courant et a leurs
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trajectoires orthogunales. on a
T W efat - N,

. désignant Farc conforme d'Eisenbardt. compté sur les lignes de
courant, ¥ et X sont des fonctions de w et v i déterminer, et Fon a

Les lignes » = const. sont des lignes de courant, de sorte que

Ul s b il L= U,

enhin la quantité

i A
;‘ﬁlt; — X - s ut
i & N

reste constaute sur les lwme\ w == const., el est done de la forme £ w:

-

posant alors v’ = 21 w¥=>, ml vient

e I T B O (A ST BN L S
PRy W' TN GR T YT e T e de ek BN
. vy . AN 17 S L S T AN S

[EERRE Rt S U O S v S M ol S e g o

R Y S T ) N S g A7 A N A T A NS
R gant WER U R e OET TWER IR e TN dw b

RTINS vy
L= pifan bl ,h}
As v u“‘kﬂL -_!_Mi“ l..i~
TN a4 o | (TR R LN i I
I | d\ v Y 7, o i x Ly \b
:—‘QNNI‘;'{’A&\“ Ju chv E

movennant quoi nous avens les équations suivantes, o I'on a repnis
la numérotation du paragraphe & :

‘ YL
(3 | wflem - .Jﬂm i
¥ NIRRT sk T .
~axclale - m“

()= 2] -2

o t m 7 n\‘
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el
- L WY DR A AR f
R Y du ddu B Sy
ULy (IT Y )
vy - g —n —dgat = duy
2 ! ll‘:’t\.l;ﬂ x:uh} Rl l AL I
. ) oy L v d\ adi
oo : i !;.:L S ‘I1 o J:i l)!& t}) "
e et NWodN e SELANE S
' M ™ ¥ LY - W—‘ T J":.[ - T“: ;};‘ & i
) o odu )2 o .
—- ;T:I_.‘_\El ey \¢‘ J‘g) \*.—i'llw“»!___\&N
e W e
[
. U g v LG, .
e L P VNS T S B i ‘“‘E::~~‘“1‘-"*
il est commaode de poser
T ¥ .}'_, P 1] J‘,
TEEgas TN

L~ -2) <'éerit alors de deux fagons dquivalentes :

.- ax o\ L 43 v AW
LELPU] e oy fI e ——— R
oy W b e

Jde meéme -1 devient, compte tena de (ra et i’

= oz v L D t::.ti R “-‘ .~
:! ;?“i - —‘\‘: ahy e A ES R ) g‘“"f‘l =Sk,

< Y

et i =-3) prend la forme

— —_ = Rt 1 —
S 1y W

-

2 d3 [TAN ‘l } ,‘([_}]".L\ . il |

-

~ AN y W
31 dans ces deux derniéres équations, on remplace wor i -'T-
LS L

leurs valeurs tirdes de (13'), on abtient

vod o . WAy oa,
- i STi— o, [L‘—v.—-;i‘h&;* =&,
3

b 3 q)" A 5 3

o NT vl S ‘

= ——«{1‘—-Jil———‘—; ‘—J— -~~;.{tlm;‘3‘ T
3% th * > % 2 |

o
(515

par
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D’autre part I'équation (12°) donne, en introduisant x et 3.

.. T du, |
E SN L DR SR
; - 3

de sorte que ( 7-1) et {3-3) prennent encore la forme

» Frisy  fiahds 224G, de L TR L U
P Rl EI“ = ylhetE
J:‘:\

W i HEIR~ aate, ELE Y i

o el i *m]“T—ﬁ“ e

N

dont la seconde est vérifice identiquement. La premicre donne sue-
cessivement

Feyoake, st . &Gt e
Y Sumtei ' e V=
B ] AR RS RN
e
. HER I R Jdz — ¥
by === P - I == S - == —= s
IR S T 0 o FYETEI N
~l.:Q

Mais d'aprés (13°) et la valeur de 3,

B LEELANE o
TN du
il reste done

v od\ —
N dz L du

et

en intégrant en ». On a ensuite

LI!S

A

(>} 'l};"

Ces valeurs de 2. 3, W, X vérifient bien les équations (13, comme
on le constate sans peine. En déiimtive. nous aboutissons aux for-
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mules
. ow - hll\c f’g
{e YW= ==
V! Fimy du
; 2wy
R \:‘}_3 .
., - Fiwy
ity b L — .
& ] E-'g‘{_‘i ":’
JI‘J.

qui satisfont anx équatioms (77-t), (T-2) (7-3% wun): Pegua-
tion (t2) donne la condition subsidiairve

et AT K SNUL Y. L SN L L
- At dmverlr Lo d = 3 )

reste a vérifier I'égnation (4'). Le caleul est particuliérement Fasti-
dieux. Un trouve d’abord. en tenant compie des diverses rvelations
précédentes.

o \ e:‘ A 1 It DT ETRN ‘l‘l dz _3 #2531
IS T T B o R By
u'J_ u‘,L (j-; 1 A" 34 ok 1. x Js{ . ¢}.‘m

Aa, . iu] v, o}
= A -wxl LAY S
. X i
el )
1 TSN AUy F ST Wz
rN\L| JJ\W dut ik (\T ;i; _J

o :"'?T Ly SR A
Tt ! T‘)l - \'L ~h ! l__‘““‘n— __L - ;—iM-w
. N _

t .

Il faut ensuite évaluer la conrbure scalaire du s obtenu. ¢'est-d-dire
la combinaisen
X I {" AN v d‘l
WA\ dy dv(\ th
Pour simplifier ee dernier caleul, vn peut supposer g(v)=1, ce qui

revieit, daprés la valear de X, & effectuer un changement de
vaviables convenable sur » seul. On a alors

¥ J‘{]_ — 2 {2} o T {p) d

Ty [T THIFCI ¥
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D’autre part, en dérivant par rapport i ., la condition
‘par rapport a ¥, la valeur de %, on trouve

J. BELSARTE.

v W Y Faa, fue ATag

suhsidiatve. et

R d

N & ST T ,:Eli,,;." - E AP LE S ¥
et en dérivant par vapport a v
o !* CRIRTL) B Y N v
AN d N —E :)‘
. A, o i.'."‘:‘“ Jg
T s ek At v T
EAAR 307 !u-_l"a;iEc); W
L e T ERY I THAST B T
':.l-.iun i AIGE i AN
I r e ; - R ‘Jd o A0, d;,-)

Or Péguation (177) doune, par dérivation en wet v,

A AR
§— - T
by Lo RIS
P SR L i\ AR
LI < - - -3
B ochaed < R
At R v
- ATGio

-

-

Aa s

4

ba

en substituant dans la précédente dyuation, on tinit par ohtenmr. apres

ut certain nombre de mises en factenr,

Inj LI

s .-
P T

1
o
.
Wl
y

R RGN At SN TG S T
N W | TT e TG N ™ Y A
puis
DA 1 I n"l"‘!__ A, ‘(ﬂ“l‘ fign 2
da | W wa N AT T ) :_‘ m",! vae W 3

On counstate finalement que le premier membre de ('
ment nual.

) est identique-

Le tableau sutvant donne donc tous les éléments de la solution.
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dans le cas du fluide incompressible :

w—=u o=, ARE==r TR Vi,
‘ Fowy N
W=, o=, | QLI P T=oee
Lo do
193
. N SR - -
G—=d - » | R P p—
Aot ds
f}‘J.
1)

. SIVFEANEE? AT 1 ; L=
e G e R CCE R CIR S
il - b o

(pour A > o).

< G35 Fduye 1 i C e ‘
WRTo= {'—'ﬁ; (»j‘m \: Wt - — efu? - et - ehiey — X)) r;'u'fi
F vy o) o’ : ) ’
~ ) R M .

tpour X <Jai

avec la condition sabsvhiaire

“(:}.ﬂ’@_ ( )_ ‘5{}_;\_12‘t?§.’:

ISt

La eoundition subsidiaire est plus compliquée que dans le cas schéma-
tique: l'intégration en v introduit une nouvelle fonction arbitraive
de u, mais exige une quadrature hyperelliptique de genre 2

Nous allons mawntenant étudier le cas de Tunivers vide. Les
équations (4 (3-1), (3-3), (3-3). (6) du paragraphe 4 montrent,
lorsqu’on y fait G =P = o, et qu'on effectue les combinaisons indi-
quées cn { a) que les dérivécs partielles en % et v, de I'intégrale inter-
médiairve

sont nulles, de sorte que, cetle fois, cetle quantité resie conslante sur
la multiplicité (v', v*); on ne peut donc plus la prendre comme
variable ainst quon l'a fait au paragraphe 8, et il faut employer

- -

Journ. de Math., vome XII. .— Fasc. L. 103§ i
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une autre méthode. Désignons par 4 la valeur constante de

L}
r =y
et posons

l‘l’u!l. == I; ﬁ i‘ -"F'g‘ N

on &
Jol iyt

A== ("-‘.? ) Ay sz
Lies lignes . = const. (ou 3 = const. ) constiluent donc une famille de
courbes paralléles sur lx multiplicité (2', v*). Rapportant alors cetle
multiplicité aux courbes 'z =const. et aux géodésiques trajectoires
orthogonales, vn a

i pESST $ SRV PAS

puis le systeme (avec la numérotation du paragraphe )

- Lo, T I R S oWl
I N R RS O e e R
' Bodu] T da Y by l Sk A
- wy oy il ,,\4\: ' ,"'cl;‘] \ e
F D1 — e = - ol — e me—
Yodur ojldud Ll ! e ehyt
(3t ) ) v du
[ ] el B TR
1Y
- T v fdue v '\if \
R Yoe—— - - ""‘}"\, Sy - LN
b s g |\{\duu. o ‘Uh !
L
- E‘: ~
Lt T ~ e
Xo-a- e N

. égquation {11} donne

gLy
‘(;};:_} -

(-2} el (3-3) sont done bien vérifices moyennant (11).(3) et (3-1)
donunent easuile

t
B
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ou en prenant 3 pour variable, au lieu de .,

. F t o hodl o,
1\«*.~fﬂ)a:?—~ "o do —-‘—?—:-.:J—-lh
gl hol &,
(e -h!ﬁ?—;v— -'—5 ;); —;;éf_('l

Il est facile de constater que ces équations ont une intégrale commune
qu'on peut prendre égale &

e

1
‘ \y - h'l'—‘.
< 2
en choisissant convenablement la variable v. Dans le cas de 'univers
vide lc dS* de espace a doune, suivant le signe de A, I'une ou lautre
des formes

. w s A P :
T A md‘_ 2 ——O——' el = 53 efee? - costaey MY i I
i) ' \ " P
A m oL —J—:: TR ‘?tlduf + ch*(ny N r."\‘i].

On retrouve, comme il convient, le ds* de Schwarzschild, aux nota-
tions pres.

8. Nous allons maintenant ncus occuper du systéme d’équations ( )
du paragraphe 3. Ce systéme se divise en deux systémes partiels, un
systéme écrit en lettres latines, concernant ds*, et un systéme écrit
en lettres greeques, concernant ds*. Examiunons d’abord ce dernier
qui s'écrit :

o — 2 ) - 'zpl"

N
A s —ndv=\ - ke TETES)

) v -l
a8 — [—',J_z.s:‘f-“ﬁ ey
o ¢ Speeg—
. B . )
G=—» PGP )= U,=— e

Quelle que soit I'équation d’état, en éliminant G ct P entre ces équa-
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lions, on aboutira i un systéme de la forme

* >
3= %?.z.n + Y3 F()
]
A+t s— Ao =0(y

\ppliquons le théoréme de conservation; la condensation des équa-
tions en 7,5 donne

Y N
P g T -q F(o)

el le tenseur conservatif d’Einstein a pour composantes covariantes
.
51?,: l—

1
—| 223 — a3 _12?] -+ (n — —f) 23 F(o)

Il vient ensuite par dérivation covariante

Q

F33 3= — -‘”—91313-~.~£31' —-*'1 ) l——)"?‘al-"(a)a .
o ?:.~ Teoas ?-‘\ 3 :? ) 'm"l. TIY.2
Condensons;

; notons d abord les relations

E a3 (A, %)
x
o o L ) N . .
2‘ S3aT= (A0 - :" 2303 = (A0} + .:;‘l.\,m,;a- F(si93.
x o )

d’aprés le systéme lui-méme: on obtient, toutes réductions faite
relations de conservation

, les

» ]
o=L A5+ L
R TR e

Ao —— £—1
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en substituant, ou trouve finalement

P oop o Fiay ANTN B
l:,.;'“‘ lf**-‘gl”@)nﬁ!' + ("—;)l {?)J?‘-?“—"'

-

Il en résulle que la fonction 3 doit se réduired une constante, i moins
que F(3) et G(3) ne rendent le crochet identiquement nul. Un
calcul facile montre, dans le cas présent, que celi ne peut avoir lieu
que si Péquation d’état est de la forme

P— &(U. — Gy)-

Sans nous inquiéter de la signification physique que peul présenter
cette dernicre, ni de état de la maticre anquel elle correspond éven-
tuellement, nous supposerons qu’il n'en est pas ainsij 3 se réduit alors
4 une constante qu'on peut supposer égale & I'umté; la pression et la
densité de matiére sont aussi des constantes que nous désignerons
encore par P et (i. Le svstéme d’équations écrit en lettres grecques
se réduit alors &

on a de plus

_ A_(‘!—(])‘G'—"llllh,

A -
pip—qg—1)

formule qui définit, en fonction de G et P, la constante A qui figure
dans le systéme écrit en letires latines. Les conclusions précédentes
subsistent dans le cas de la relativité, qui exige, ainsi quon I'a vu a la
fin du paragraphe 3, ¢ =1, p=3, mais il est de plus nécessaire
que £,3, 1C1 3, soit nul, ce qui exig

G=-0.

Supposons que les valeurs de la pression, et de la densité de matiére,
valeurs constantes, satisfaisant i I'équation d'état et & cette derniére
velation, existent et correspondent i un état possible de la matiére.
Ecrivons alors les équations définissant ds* et les V¢; on a d’abord,
d’aprés la relation entre G et P,
akP
3

A=— 22—,

3
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Lie svstéme éerit en lettres latines devient alors
Fim= - KRGV, .

2 _‘;.:i\'.\‘i:l.

i

Les espaces a lrois dimensions covrespoudants ont leurs courbures
principales constantes :

t-\ht:',n’:_—_—kl" kS R F3 L

La quadiique de Riemann est un hyperboloide de révolution & une
nappe ayant pour méridienne une hyperbole équilatére, la congruence
principale relative aux axes de ces hyperboloides st géadésique, elle
est constituée par les lignes de courant d'univers. La détermination
de ces espaces & courbures principales constantes semble assez difh-
cile. Outre un espace symétrique trés particulier ). il existe d'antres
solutions dépendanmt d’un certain nombre de fonctions de deux
variables.

9. En terminant ce chapitre, disons un mot du systéme (E'). Danx
le cas de la relativité, la seule hypothése possible est p=1. ¢ = 3:
les équations sont alors pour la fonction 3 et le o5 :

de v -1 G- 2P
“ K+

G—al

GG, Pz,

3
G633 — — O = L*.3
Ba3 3 .23 L]

b G —; al

On peut éliminer G et P, on peut en particulier mettre sous

(') Au sujet de ces espaces svmétriques, consulter en particulier le Mémoire
fondamental de M. Cartan : Sur une classe remarquable d espaces de Riemann
{Bulletin de la Société mathématique de France, 1. 3%, 1926, p. 2,

la forme
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d’ot le svstéme indépendant de la matiére
1 A.. “
KOS IRl I
L application du théoréme de conservalion se fait comme au para-
graphe précédent et conduit aux éguations
L] -
A e EL sl
Daus le cas général, on dédut de celles-ci que . G, la courbure sca-
laive ¢ de dfs®, ainsi que A, 5 sont fonction de 5 seul: il semble difficile
d'en dive plus: cependant, si Néquation d’état se réduit & I = const.,
ce qui correspond a Natroduction d'une constante cosmigue, on a

l-\ ! A

EERY I 1Y

- -

Fexpression du théoréme de cunservation se simplifie, el montre que s
doit rester constant : 3 est alors & courbure constante. On retombe
sur l'univers courbe d’Einstein. Plus particuliérement encore dans le
cas schématique, G est néeessaivement nul, ot le dS* minkowskien.

Dans le chapitre qui suit, vous étudions le probléme de U'évolution
relativiste & partiv de conditions witiales dunnées, ponr les oS*
obtenus plus hant, dans les paragraphes 4. 5. 6.

CITAPITRE H.

L'EVOLUTION SPHERIQUE.

Supposons que par des mesures eflectuées dans tout univers,
on définisse en chaque point un temps physique purement local et
relatif. Ce temps, qui n’a ancune signification cosmique, nous servira
simplement i préciser instant initial. On pourra, a cet instant,
déterminer les valeurs des dix potentiels d’Einstein en fonction des
variables d'espace. Nous dirons que le ds* de 'univers présente la
svmétrie sphérique si, en choisissant convenablement les variables



36 J. DELSARTE.

d’espace, il prend la forme

>

ST el = s Wl dl3 - g, ol 37— 2t s,

ou d3 est la différentielle du temps local, v;; et 3 étant des fonctions
de zseul. ds®. unds® & deux variables u et v & courbure totale constante
positive; x, u, v sont douc les variables d'espace. Conformément aux
habitudes prises en relativité restreinle, ce dS3* sera & un carré posiuf
pour trois négatifs, Uintervalle d univers étant réel le long d'une ligne
de position coustante, et imaginaire le long d'une ligne de temps
constant: de sorte que

L I e
R T TRl DTS RGN

Vea > 0 DETRSGLLN

Imaginons maintenant que nous enregistrions également, pour 3=o,
la répartition des densités et la distribution des vilesses, et que nous
constations que ces nouvelles données présentent encore la sv métrie
sphérique, ¢’est-d-dire que densités el vitesses ne dépendent que de 2
et non des coordonnées u et v,

Nous adwmettirons gque cette symétrie des donuées se conserve dans
le cours de 1'évolution de I'univers, et qu'a tout instant le dS* est de

la forme
A= ol — s,

ou ds et 3 ne dépendent que de x et 3:s1 on peut satisfaire aux
équations d'Eiustein et aux conditions initiales par un tel ¢3°, on doit
considérer cette hypothése comme légitime. Supposons done qu'il
en soit ainsi; il est clair qu'il suffira de connaitre ce qui sc¢ passe sur
une multiphicité deux fois étendue, # = const., v = cuonsl.. pour savoir,
par la méme, comment évolne la maliére dans tout lunivers: cela
tient & ce que tout I'espace est constitué¢ par la double infinité de ces
multiplicités, toutes identiques les unes aux autres ct engendrée
respectivement par une simple infinité de lignes d univers. On pourra
donc représenter parfaitement I'évolution cherchée sur une carte
deux dimensions de I'une quelconque de ces multiplicités. Sur une
telle carte, 'instant initial sera figuré par une ligne 3 = o qui suppor-
tera les donuées initiales. En général, cette ligne se partagera en
plusieurs arcs AB, CD, ... supportant de la maticre, séparés les uns
des autres par des ares vides BC. .. .. Notons que la ligne 3= o nest
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pas indélinie dans les deux sens, mais qu'elle est bornée d'un coté par
un point d’arrét correspondant a la valeur o de la fonction 3. Cette
derniére est, ea elfet, la variable physigue jouant le role du rayoen
vecteur issu du centre de Punivers, elle est essentiellement positive,
et sur une multiplicité u = const., v = coast., la ligne 3 = o doit faire
fronti¢re. De chacun des ares portant de la maticre, est issue une
demi-baude indéfinie, limitée par deux lignes d'univers et jouant le
role de tube d'univers dans lequel évolue la mativre. Ces tubes sont
sépares les uns des aunires par des régions vides qui peuvent, d’zilleurs,
sTaminciv et disparaitre ultérieurement par suite du choc de deux
tubes voisins.

Physiquement. le pliénoméne que neuns étudions est le suivant.
A Vinstant initial, Uespace est formé d'anneaux sphériques concen-
triques. constitués par des couches concentriques homogenes, séparés
les uns des autres par des régions vides. On imprime aux différentes
molécules de ces anneaux des vitesses radiales ne dépendant que du
vayon, on demande Févolution ultéricure connaissant le 52 initial?

Lo long de la ligne 3= o, nous prendrons comme variable Uinter-
valle réel défini par

ofe> == — 2
)

Yeae 3. Gy U G sont done donnés en fonction de 5. Le

L]
point d'arrét o sera l'origine des 5. comptés positivement le long de
cette ligne, dans le sens des 3 croissants, on a done

-~ -~
LR TEME b3

1)
_ S 13

D> >
s

la densité de matiére csl positive sur les ares AB, CD, .. .. nulle sur
les ares BC, .| ., et présente, en général, des discontinuités en A, B,
C, D. ...:le gquotient

| ez

V==

des composantes contravaviantes de la vitesse unitaire généralisée
n'est autre que la vitesse métrique; les lignes d univers issues des
dilférents points des arcs AB, CD. . . ., etc.. dans la direction définie
par les composantes de la vitesse unitaire, doivent porter des inter-

Jowrn. de Math.. tome XIIL — Fase. L 193 3
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valles réels, ce qui exige

. .
~ T g -
wu\ ‘w\ e e

La vilesse mélrigue est donc comprise entre deux limites de signes
contrairves le long de 'are AB, par exemple, elle est, par suite, bornée
supérieurement en valeur absoluce sur chacun des aresde laligne 3=0
portant de la matidre.

Désignons par 0 l'angle imaginaire de la ligne d'univers issue de
chague point de AD ¢t de cet arc. On a

b e Vo Ve

o T
RET .u\ : !.‘ri\ = e

oSG o

»

2 ~
arny Y — a N
SERCE = — M

NI Vi - e

cus®l est donc négatif, sin*f est supérieur i Punité; désignant par =,
un argument réel, il est clawr qu’on peut poser
N Reuend t; — #T
avec
cosh = Fshes, st s = ol

Passons maintenant a la forme canonique du 5% Dans le cas
intérienr schématisé, il faut faive usage des formules du tableaun (F)
du chapitre précédent; dans le cas du fluide parfait incompressible,
le tableau () donne toutes les formules réeessaires. Nous nous
bornerons et & Pexamen du cas schématique, 'étude de Pautre cas
n'est pas impraticable, mais la présence de I'intégrale hyperelliptique,
gui figure dans les formules du tableau (), ainsi que d'autres
circonstances dont nous dirons un mot i la tin de ce chapitre, com-
pliquent sensiblement la discussion.

I1 faut faire quelques changements dans les formules canoniques du
chapitre précédent avant de pouvoir aborder le calcul. 1l est néces-
saire, en ellet, de mettre les 5* obtenus sous la forme relativiste &
trols carrés négatifs pour un positif.

La courbure totale A qui tigure dans les formules de ( F) est main-
tenant une donnée de la question: cest la courbure totale positive
du ds* sphérique yui entre dans le 457 initial. On peut supposer cette
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courbure totale égale & Punité; dans le d5* initial, cela revient sim-
plement i changer d'unité de longueur pour mesurer le m\‘on vecteur 3.

Dans le S*® canonyue, il suflit de multiplier u et ¢ par —: 3 par yA.
VA

w par AL F par v A7) vien west changé aux formules canonigues,
comme on le constate immédiatement. Nous supposerons, dorénavant,
cette opération effectuée. Pour passer & la forme relativiste, il suffit
maintenant de changer v en ¢v, 3 en 3. Fen 7F, il vient alors

- R o9t .
B e oo Liedu? —costu it
S & T
el Five .. . . = Flaws
5-):,—.» L XE SN i —————
ehu = >
£t
ok

cn lenant comple de A =1. Les lignes d'univers sont les courbes
v == const.. la variable 2, qui mesure le déplacement de lu matidre,
joue le role d'on temps cosmigae ou abselu.

Nous ferons la carte d- la maltiplieité {2, 3) sur un plan rapporté
aux coonlonndes cartésicnues (x, ). Les hgnm d'univers auront pour
unages des paralieles & Paxe des 2 le premier point est de déterminer
Uimage de la higne 3=o sur cette carte. Considérons wn are AB de
cette higne portaat de la matiére et sur lequel la densité G ne Sanuule
pas. @ et ¥ sont fonetion de 5 sur cet are, et Pow a

dop= A, v = — £3ELE

doit Fon tive! e désignant par ds Pélément diintervalle le long de
cet are,

:LL et -tf‘a) LRt L st
| eSS e = R 1 RN
RS Uets T s
puis
RIS o . f T
{ *,‘«) == — ces?f = shiz, (';_\i = 20 ehi¥tg
N = [ "
ol

ofu > . ; ~ -
o €t sout done bien réels sur AB comme il convient: on peut les

supposer respectivement du signe de

hs, LG ¢lll.~

i

. N & s
comme G, 3. €47 ne sannulent pas sur AB. !T reste positif el » est
o
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une fonction croissanle de 5. 1., au contraire, pourra avoir des maxima
et des minima. Les valeurs de w et de v, obtenues par quadrature, &
des constantes additives prés, permettent de placer la ligne 3 = o dans
le plan image (xv). Le tube d'univers, issu de AB, a pour image la
demi-bande x ab » issue de ab et paralléle a 'axe des w. L'arc ab peut
présenter des tangentes horizontales, il n'a pas de langentes verticales
et est rencontré en un seul point par une paralléle a I'axe des u.

Si 'on connaissait la valeur de la fonction F(v) sur AB, on aurait
immédiatement les valeurs de 2 dansle tube 2 ab v soit, en effet, M un
point intérieur au domaine @ ab y (voir fig. 1): menons par M une

Fig. 1.
. = V¥
:LET i
3 Bil i
]
! )L
)m\
a \/ \J

paralléle & l'axe des w, qui rencontre I'arc «b en m, intégrons la
condition subsidiaire i v constant le long du segment mM. Cette
condition s'écrit, aprés extraction de la racine,

\ ¢ r
CIFGIPE—1g— F()Y

.

dp =t

il n’y a aucun doute sur le signe & prendre devant le radical; au voisi-
nage du point ni, en effet, on a, en dérivant totalement par rapport
a u, le long de la ligne d"univers,

du Oz dp 43 dz T R A I o dx  d3

s do dx 0% d3 1 - de dg]

car du est I'élément d’intervalle compté positivement dans le sens
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des 3 crotssants. I vieat encore
- t a3

J'I— Vin Vi eV - 3’

~
=2
k=1

en introduisant la dérivée totale de 3 par rapport an temps local, le
: - ds ol - .
long de mM. On voit que 57 et q_l:i sont de méme signe, et ce signe est
D [}
o 1 ek qas .« als o . N .
bien déterminé. \ linstant initial en m, = est posiif ou négatif,
suivant que les molécules, ayant pour image ce point, sount lancées
daus le sens des 3 croissants ou déeroissants. s lors, on peut effec-
teer la quadrature donnant @y — ., en suivant par continuitd le signe
du radical, sclon une méthode classique. Ou voit bien que tous les
éléments du dS? et du déplacement de la matidre seront déterminés
dans le tube waby gquand on counaitra les valeurs prises par F(»)
sur ab.

v dlant une fonction monotone croissante de la varable 7, on peut
poser

Fis)=a 7).

Lorsque Uon connaitra 2(7), on aura, par éhmination, Uexpression
unique et bicn déternmnée de Fiv).

Prenons donc 2(3) comme imconnue. Il vient, par la condition
subsidiaire.

( r.‘a\" A LAN " *":‘if:Y 7} EXEAN
) = — e (T — =T~ ey — L.
\d:;,l S’ % L ; k(é"l % in‘[r;_”." chs

el par Uexpression de la densité

oy oly Fiivr oy 2z

& 5T FG &5 kTG

Or, le long de ab,
d_? J;.A“ i{& ll:} o

dJods dz M odr

substituant, élevant au carré et simplifiant, on trouve I'équation

[2' {7} oy, - i"tl;‘v)* he hr |
TR -— — = 5 X - = — 8T - —— XV T ) = O
EGizchs  FoGoar % kdm % )
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Il v a avantage & prendre pour variable indépendante 7 an lieu de 3,
ce qui woffre pas de difliculté, puisque I'une de ces quantités est
fonction monotone de Iautre. 1'¢quatien précédente prend alors la
lorme

' o2 wfa feigns . \ )
(4B lll‘-(l‘L;\)—‘ lfn.atlj}:;—-«hg(lll—wall 1 - ( |~—-n

Elle est du premier ordre et du second degré par rapport a la fonction
inconnue «(3). Le lieu des points de rebroussement des courbes inté-
grales a pour équation dans le plan 2, 2 :

i lh‘-‘:[' v (:;: ] 1 : - 1&: w.

On peut toujours supposer que Fargument < ne sTannule pas sur ab.
en décomposant, s'il ¥ a licu, cet arc en plusieurs arcs partiels auxquels
on pourra appliquer ce qui va suivee.

Considérons d"abord un tube d'univers tel que .r ab v, contigu i deux
régions vides dans lesquelles végnent des champs de Schwarzschild
donnés par les formules (HY du chapitre préciédent. Dans chacune de
ces régions, les quantités

e -]
sont constantes et égales vespectivement aux rayons gravilationnels A,
et h, des d5? correspondants. | On doit naturcllement tenir compte.
dans les formules du tablean (H), du changewent de z en 7. qu
entraine un changement de 4 en :!:]. De plus, la valeur constante
de 3|3,z -+ 1] daus la végion vide contigué a «.u@, par exemple, est
égale & la valeur de — F») sur la ligne d'univers ax. Supposons, en
particulier, gue le tube d'univers envisagé suit le premier que fon
renconire & pavtir du centre, de sorte qu'il n'y ait pas de maticre sur
larc OA de Ia ligne 3=o. ll ext faciie de voir que le ravon gravi-
tationnel du dS? de la région vide contigué a ax, est alors nécessai-
vement nul; en effet, cette région contient la hgne de Qu. lieu des
centres de I'univers sur la multiphicité (uv), ligne sur laquelle o est
nul; par suite, la constante

stdis —]

est bien nulle dans celte région et sur ax. Le dS* correspondant se
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réduit &
— el — el - costa
il est minkowshien. Le domaine wOw.xr corvespond au dévelop-
pement d'une cavité centrale vide de matiére et ot régne un champ
minkowskien.

F(v)= 2{35) est donc nulle sur «.c. (Test 1la une condition iunitiale
pour I'équation (1) en 2(5) ou 2(3). En la vésolvant, on déterminera
Uévolution de la mati¢re dans le tube wab v, ainsi que la valeurde F(»)
sur by. On aura done le rayon gravitationnel de la région vide contigué
a by, et par la méme la valeur de I'(¥) sur la ligne du courant ez qui
sépare cette seconde région vide du second tube d'univers scdt, et
ainside suite. Le probléme est donc déterminé; les conditions initiales
el aux limites suffisent pour construire une solution. Reste main-
tenant 4 discuter I'existence de cette solution el & examiner si elle
remplit les conditions de continuilé et d’uniformité ¢u’on exige habi-
tuellement des fonctiouns de la physique malhématique.

Montrons tout d'abord qu'une solution de I’équation (1) rend
positive la quantité

(i Frivi]r— 1); — Fou,

- g . . s . dr .,
(ut figure sous un radical carré, dans Pexpression de = Cette quantité
(&%)

s'écril encore, en introduisant la fonction =z,

o+ -"«) "if?f‘)"_ .
I A""“:‘__‘a't‘h"-(\fb (rl:_:‘ I_ v

elle est certainement positive st 1+ g est négatif, dansle cas contraive,
en substituant '

.ol - ‘. . R -
a ==+ daus le premier membre de Péquation (1), on trouve un carré
3 ’

parfait; de plug, si cetle derniére, considérée comme une équation du
dx
second degré en 7 2 des racines réclies, l—}-— Z est certainement infé-

ol
rieur a ( da') ch?=. La réunton de ces faits permel d'affirmer qu'on ne

rencontrera jamais de difficulté dans le caleul de :T'u
]



6.4 1. DELSARIE.

Ce point étant établi, discutons la réalité des solutions de U'équa-
ton (1). = doit prendre en « la valeur — A, opposée an rayon gravi-
tationnel de la région vide contigué & ex. Il est nécessaire, pour qu’il
existe des intégrales réelles prenant cette valeur initiale, que — h soit

inférienr a
Z ' d? )i ] A
: ( dT, )

au point «, et il y aura deux telles intégrales issues de ce point, holo-
morphes au vuisinage. En particulier, si ax est contigu au vide central
. - ‘(‘,C) » L. . o 3 P
minkowshien, == devra Ctre supérieur & l'unit¢ au peint . Mais on
n’a la que des conditions nécessaires: rien ne prouve, en effet, que les
intégrales ainsi déterminées puissent étre prolongées sur toul arc ab.
Dans le plan (2, 2), les courbes correspondantes peuvent, en effet,
rencontrer la ligne des rebroussements. Pour examiner ce gui se passe,
faisons un changeient de fonction inconnue. Désignons par U une
primitive quelconque de £3*G ch? =, el posons

2= =~ X\,

en désignant par X la nouvelle fonclion inconnue. L’équation (1)

devient | |
(%): ATy} v\ﬂ — (l - U _) \\, “;i )] vhiz shiz.

la ligne des rebroussements a pour équation, daus le plan (. X),

. AN 1
==t ()

et en tous les points de cetle ligne, la tangente de rebroussement est
horizentale (paraliéle & 'axe des 3). De plus, les courbes intégrales
n'ont jamais de tangente verticale. Ceci nons permet d’affirmer que si

la fonclion
N — ; "‘{_E)ﬂ ‘\’
—v-e| (Z) ]

est croissante, les deux courbes intégrales issues du point @ ne ren-
contrent pas la courbe des rebroussements, on peut alors prolonger
ces deux courbes sur toute la largeur du tube 2aby. Clest le cas de la
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figure =, tracée dans le plan (2 X). Si, au contraire, la fonction

do\*
)

est décroissante, on ne peut rien dire; cependant, il est clair, comme
le montrent les figures 3, 4, 5, qu'on pourra toujours assigner une

Fig. 3.

limite inférieure de la longueur du segment az, a partir de laquelle
'une au moins des deux courbes intégrales issues de a sera prolon-
geable sur toute la largeur ab du tube d’univers. On peut donc dire

que, dés que la quantité
()]
% =) —v ]+ h
! do

sera suffisamment grande au point «, I’équation (1) aura au moins une
intégrale déterminée sur tout 'arc AB de la ligne 3 = o, prenant la
valeur — /4 au point A. Elle pourra méme en avoir deux sans que rien
permette de choisir 1'une plutdt que Pautre, tout au moins en se
bornant a la considération du tube @ aby.

Ces considérations ne s'appliquent plus & un arc AB portant de la
matiére sile point initial A est confondu avecle centre O de l'univers.

i se développe toujours une cavilé centrale minkowskienne, &
moins que la vitesse initiale imprimée aux molécules centrales ne soit
nulle, et dans tous les cas, la fonction xz doit encore prendre la
valeur o au point a. Mais celte fois, ce point est singulier pour 'équa-
tion (1). Clest, en effet, un point multiple de la courbe des rebrous-
sements par lequel passe une branche triple de cette courbe qui est
axe des 2 et une branche simple d’équation

()~

Journ. de Math., tome XII1. — Fasc, I, 1934. 9
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La tangeute initiale est déterminde, c'est I'axe des 3, elle doit éire
dirigée dans la région de véalité des courbes intégrales, ce qui exige
encore

efa

- T
ol

Il ¥ a licu de se demander sil 0’y a pas une infimité dintégrales
passant par Povigine: il n'en est rien: on peul s'en rendve comple
rapidement sur un cas simple, celui de l'éyuation

£y i
“’;} L ”; - aeba = bovyzmag
ot @ et & sont deux coonstantes. ¢ <. P'renons comme nouvelle
inconnue : déline parv
-

3 T o e = B =

3 .
Uéquation en z est du premier ordre et du premier degré : elle s'éerit

ORI — ) s 3 i et s - @ T e

le pont singulier (&0 = 0.y =0) se dédouble en deux cols: comuie on
le constate sans difficulté; deux ntégrales sculement de 'équation
en v passent par lorigine el sont holomorphes en ce puint. Les
circonstances sout veisines pour l'équation en z. lci encore, suivant
que certaines conditions d'inégalité sont, ou non, remplies, il ¥ aura
zéro, une, deux intégrales de l'éguation prolongeables sur toute la
largeur du tube. _

Toute cette discussion se simplilie beaucoup lorsqu'il ¥ a vepeos
initial. Alors < est nul, ¢l
dx IS N

Nb :
une simple quadrature détermine la fonction x prenant la valeur — /4
au point @, il v’y a plus avcune difficulté.

Nous n'insisterons pas sur le cas ol < s‘annuie en certains points
de ab. 1l peut naitre des secteurs vides entre deux lignes de courant
issues de ces points, ou bien il peut ¥ aveir choc initial.

Nous bornerons dong ici cette discussion sommaire de I'évolution
sphérique dans le cas schématique. Les circonstances sont, on le voit,
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loin d'étre simples. On peut dire, pour résumer, que les conditions
initiales les plus naturelles déterminent formellement le phénomeéne:
mais pour que ce dernier soit partout défini et uniforme, ces conditions
dotvent vempliv certaines inégalités. Ul peut exister alors une ou
deux solutions.

Les résultats sont encore bien plus étranges dans le cas du fluide
parfait incompressible. On peut encore, comme dans le cas précédent,
déterminer 'image de la ligne 3 = o dansla carte{2»), on aencereune
courhe vencontrée en un seul point par une paralléle a'axe des 3, mais
peut-étre en plusieurs par une paralléle i I'axe des v. La principale diffi-
culté est, ici, que les caractéristiques du probléme sont ces derniéres
parallcles, images des trajectoires orthogonales des lignes d umvers.
Pour déterminer le phénoméne cn un point de la région xraby.
on doit, cette fois, intégrer la condition subsidiaire le long d'une
droite qui rencontre, en général. en plusieurs points la higne 3=o. U
en résulte que I'évolution est par essence méme non uniforme. Chaque
are de ab, monotone par rapport & v, engendre une portion de tube
d’univers, ces tubes pourront se prolonger les uns dans les autres sans
se prolonger mutuellement. 1l ¥ aura, en quelque sorte. des ondes
d’évolution relativiste, non compatibles, se copénétrant par un véri-
table phénowene de diffusion.

Ouelles conséyuences doit-on tiver de ces résultals an point de vue
de la mécanique relativiste? Evidemment, nos conclusions sout peu
encourageantes. La non-uniformité des solutions, en particulier,
chogue nos esprits que la mécanique newtonienne avait habitués &
un déteeminisme quasi absolu. 1l semble qu'on ne puisse éviter la
diffusion indélinie de la matiére qui en est la conséquence, qu'en
imposant aux éléments initiaux de satisfaire & certaines conditions
d'inégalité, Rien ne prouve, d ailleurs, que ces inégalités ne deviennent
pas contradictoires pour des systémes un peu comphqueés.

Nous nous excusons, en terminant. d'avoir un peu nsisté, dans ce
dernier chapitre, sur certains points gui peuvent parailre élémen-
tatres. Il nous a cependant semblé¢ utile d'indiquer. d’une manicre
précise, les grandes lignes de la discussion d’un probléme d'évelution
relativiste, le plus simple qu'on puisse imaginer d ailleurs.

————— R E——— -



