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DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur la théorie des ondes liquides et la méthode de Green ;

Coxrinence pe M. Viro VOLTERRA (').

1. On me permettra, au début de cette Conférence, quelques
remarques générales sur les méthodes, remarques qui permettrent au
moins de situer le probléme étudié daus I'ensemble de la Physique
mathématique.

Dans une Conférence que j'ai faite en 1920 a Strasbourg, au
Congrés International des Mathémaliciens, j’ai eu l'occasion de noter
certaines analogies entre le développement historique de la Mécanigue
et celui de la Physique mathématique.

La premiére se constitue pendant la période de la Renaissance. Sa

(') Je liens & expritier loule wa recounaissance @ M. Joseph Pévés qui a bien
voulu rédiger avee tant de clarté cette conférvence faite en 1931 & Paris dans
I'lustitut de Mécanique des Fluides en mellant en rapport le sujel lraité avec
les idées que Javais exposées en 1920 & Strazbourg an Congrés des Mathéwa-
Liciens,

Joura. de Math., tome X11L. — Fasc, 1, 193]. 1
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création est motivée par des problémes pratiques tels que ceux que
pose, par exemple, linvention de lartillerie; mais ses progrés
dépendent, essentiellement, de ceux du calcul intinitésimal qui donne
les méthodes adéquates pour exprimer les lois de la dyvnamique et
pour en tirver les conséquences. Elle atteint son plein développement
avec Lagrange qui, dans sa Mécanique analytique, unifie et svsté-
matise, en un tout organique, les résultats acquis.

Les diverses branches de la Chysique mathématique ont de méme
leur origine dans des questions techniques. L’art de la construction
ameéne a préciser les lois de la résistance des matériaux, puis la théorie
générale de I'élasticité. L'usage des machines & fen donne lieu a des
vecherches (ui aboutissent, d'une part, avee Sadi Carnot, ala thermo-
dynamique, et, d’autre part, a la théorie de la propagation de la
chaleur développée par Fourier. Tout récemment, la découverte de la
navigation aérienne a déterminé un progres capilal de la Mécanigue
des fluides. Mais la poussée la plus active qui ait agi sur la Physique
mathématique est probablement celle qui s¢ rapporte a I'énorme
extension acquise par la théorie et les applicalions pratiques de
I'électricité : dans ce domaine, expérimentation et analvse mathéma-
tique ont éLé inlimement rapprochées et les théories qui se sont
succédées ont fini par déborder le cadre de la physique mathématique
classique.

Si nous laissons de eoté ces développements modernes, (ui suivent
des voies hien différentes ('), nous constatons que toules les recherches
de la Physique mathématique classique reposent sur I’étude des équa-
tions aux dérivées partielles. Le développement de cette branche de
'analyse a constitué 'instrument puissant qui a permis I'étude théo-
rique de I'élasticité, de la chaleur, de I'électricité, de U'hydrodyna-
mique, ete. C'est au moment ol d’Alembert, Fourier, Poisson.
Cauchy commencent a faire un usage courant des équations aux
dérivées partielles que s'ouvre la période vraiment féconde de la
Physique mathématique.

Dans la Conférence déja citée j'ai indiqué comment on pourrail

(') Au moment ou la Conférence de Strasboury a été prononcée ils n'avaient
pas encore pris Uessor yu'ils ont 2 présent,
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concevoir une Physique analyvtique, réalisant, pour des théories déve-
loppées le plus souvent sous forme monographique, une synthése et
une systématisation actuecllement possible.

Dans l'ensemble on pourra distinguer deux méthodes principales.
L une, i laquelle on peut attacher le nom de Fourier, obtient la solu-
tion générale sous forme de série de sulutions simples. L'autre, qut
remonte i PPoisson, Green, Kirchholl, utilise des intégrales portant
sur toutes les valeurs des données au contour. Dualité qui se retrouve
dans d’autres théories modernes : on peut ainsi concevoir l'espace
fonctionnel comme espace & une infinité centinue de dimensions ou
comme espace d une infinité dénombrable de dimensions (lorsqu’on
définit les fonctions par les coeflicients de développements en série
d’un type bien déterminé).

A la wéthode de Green on peut rattacher celle des caractéristiques.
Ce un'cu est, en apparence, yu'une modification, mais Uintérét de la
notien de caractéristiques est si graud et elle joue un tel role dans
Uintégration des équations, qu’une séparation s’impose qui n'est pas
artiticiclle, mais correspond & quelque chose de substantiel. Inci-
demment, notons que cette méthode a peut-étre -contribué & préparer
la vole aux théories de la relativité, eu ce qu'elle implique la nécessité
de regarder le temps comme une coordonuée.

L.a notion de cavactéristique conduit & la distinction, bien connue,
des équations diltéventielles en trois types : elliptique, hyperbolique
et paraboligue. Mais il faut veconnaitre que la classification doit étre
appliuée plutot aux problémes quaux équations dont ils dépendent,
car les donuées aux limites jouent un role essentiel dans cette classifi-
cation. Que la classitication en guestion soit délicate, c’est ce dont on
se rendra compte & propos des développements sur la théorie des ondes
dans les liquides qui forment Pobjet de cette conférence : comme on
le verra pav la suite, le problime concerne trois variables spatiales el
le temps: mais 'équation aux dérivées partielles correspondante est
i"équation de Laplace & trois variables, c’est-d-dire I'équation la plus
simple du tyvpe elliptique; le temps n'intervient que dans les conditions
au contour. Ces conditions sont telles que le probléme peut étre
vapproché, daus sa solution, de problémes concernant des équations
du type hyvperbolique ou parabolique.
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2. Soit un liquide homogéne soumis & des forces données et occu-

pant un certain volume limité, en parlie par des parois solides, en
partic par des surfaces libres pour lesquelles la pression est constante.
Nous étudierons les petites oscillations de ce liquide & partir d'un état
d’équilibre stable.

Désignons par xys les coordonnées d’une molécule a I'état d’équi-
libre et par

£ = - 1T v - FT=ms

les coordonnées de la méme molécule i 'instant ¢ du mouvement; les
déplacements EvJ sunt des fonctions, a déterminer, de .xyst; nous
ferons I'hypothése que ces déplacements sont petits ainsi que lears
dérivées.

Les équations fondamentales de I'hvdrodynamique, prises sous la
forme de Lagrange, s'écrivent :

FLde  WEw v W ds d j\' "

ot dae N da O de T d.rk T a )’
en désignant par P la pression, par ¢ la densilé et en supposant que
les forces de masse admettent le potentiel V. Puisque

R v’y ds:'  J%
Je T T et @ T dl] de  de’ o

il reste, en se bornant aux termes principany :

(v %;—f:(;i-(\_g\| s

la condition d'incompressibilité

L - T \
Dfx, voz)

se réduisant, dans les mémes conditions, &

= dn 2

(22 E{“T‘l’)};ﬁ‘m:ﬁ.
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Soit ®(xyst) le potentiel des déplacements

. b o . b
= H = —> = -
S P Ty SR

d’aprés la condition d'intégrabilité, ce sera une fonction harmoniqgue
de xyvs:
b 9d D

(J)* -\;"«b = _d.l":‘ - ——I'J)ll': - ——-”;ﬁ =

et les éguations fondamentales (1) se véduiront a I'éguation unique

2 N L
) EW-_‘ -‘-L—;—:l'i(u@

la constante d'intégration au second membre étant constante par
apport & s seuls. Clest Péquation (ui détermine la pression P, en
fonction de @vst quand on connait le potentiel des vitesses.

Pour déterminer ¢e dernier on a I'équation de Laplace et des con-
ditions aux limites gu'il reste & préciser.

Il est clair tout d’abord qu'en tout point d'une paroi rigide fixe
on a

b

— ITTZ ik,
n

n désignant la normale & la paroi.

Svit enfin une surface libre. ’était une surface libre d'équilibre
lorsque le fluide était au repos de sorte que V y avait la valeur cons-
-tante V,. Par rapport aux variables ays une telle surface libre est
caractérisée par I'éguation

V=V,

A l'instant 7 la molécule (zyz) a pris les déplacements £, v, J. de

sorte que la valear de V, & faire figurer dans (§), est

Yi{e+Iov—+n s+Ih

¢ est-a-dirve

en négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur au premier.
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Posons :
.. ARS A SN2
e=lmt - &

N
d’on
e A
—_— TR R,
da
ane
—— TR COSR Y,
a!m" *
av 3 cosn =
"!:\ P A R >
et enfin
o
N o= o ]ﬂ .
ni"

n élant la normale i la surface libre (considérée en faisant abstraction
des déplacements trés petits du fluide) normale que nous oriente-
rons vers I'intérieur du fluide.

Sur cette surface libre la pressien doit avoir une valeur constante P,
de sorte que (§) entraine

b \ ‘.lm ‘ P“ - ‘
are v Mde T < AL LA

d'ou, puisque  n'est définie gqu'd une fonction arbitvaive de ¢ prés,

BD L db

o T hae

Notons de plus gue, comme il est bien comnu, V doit croitre
lorsqu’on quitte la surface libve du edté de la normale positive. On a
done

JaV
w— SO
e ;
mais
74 1Y o ITAY .
e TR o OSRGOS Y e e OSSR T T,
a e v : oz

de sorte que A est positif.
En résumé il vient, pour déterminer la fonction ®ia. v, 3, o),
potentiel des déplacements, les conditions

{0 Ab=u
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dans tout le domaine occupé par le iluide:

i ” ] @ == uk
o

& toute paroi fixe:

() b b

[RPY] ——"‘M_m =N m.—

a toute surface libre (A > o).

3. Nous pouvons faire une comparaison entre le probléme gue nous
venons de considérer et d’autres problémes de physique mathéma-
tique.

l.e probléme des vibrations d'un milien élastique dépend de 'équa-
tion

a2y

13} TF_:JE&J*[:

celui de la propagation de la chaleur conduit &

. N ‘
L) W--N.\@\.
enfin les problémes du poteutiel et des températures stationnaires
dans les milieux isotropes dépendent de I'équation de Laplace

(=1 AW s

Ces trois équations sont vespectivement des trois types hyperbo-
ligque, parabolique et elliptique.

La question que nous avons considérée dans le paragraphe précé-
dent reléve du cas elliptique en tant que le potentiel & vérifie U'équa-
tion de Laplace ( A). Mais elle différe essentiellement, pour les données
aux limites, des problémes du potentiel et des températures station-
naires. L'une des conditions aux frontiéres (L0) introduit en effet une
nouvelle variable, le temps, comme dans les cas de la propagation de
la chaleur ou des vibrations élastiques : il reste cependant une difté-
rence puisque (1) et {6) ont leurs caractéristiques réelles,

Nous avons déja dit gu’il ¥ avait deux méthodes principales pour
aborder ces problémes, “



8 VITO VOLTERRA.

La premidre est celle de la séparation des vactables (ou des solu-
tions simples).

Dans le cas de U'dyuation {3) on pasera

i U= wve v, 3 simvamd .

m étant une constante. 11 vient

gl . W X}

équation dans laquelle e temps a disparu. Posons, pour fixer les
idées, que U soit nula la frontiére : a doit rempliv la méme condition.
Il faut done trouver les valeurs de m telles que (9) ait des solutions
non identiquement nulles (solutions fondamentales). Llintégrale
générale de (3) est vbienue par une série intinie de solutivns particu-
lidres du type (3) multiplides par des constantes arbitrairves, dont il

1 . ~ ~ . - W\"{ ~ - [
faut choisir les valeurs dapeds les donndes U et - a linstant imtial.

La question de la détermination des solutions fondamentales a été
résolue par Poincard. On sait qu'on ¥ @ cusuite appliqué la théorie des
Squations intégrales et que MM. Hilbert, Schmidt et d’autres ont
établi la théorie des séries de solutions fondamentales.

Un procédé analogue peut dtre appligué & I'dquation (6). Posant

Yo T, vl 3.

on
BRGNS — ol ‘.‘.\f L el )

enticrement analogue & (g).
La wméme méthede de séparation des vaniables peut étre appliquée
au probléme des andes des hgudes (*). Posant

W= Ly v, 3) siamed,

on & tonjours
l&: PN S P LB
(B) donue de méme
why

5 T Ak

Py

0 CF mes Levons sar les dgaalions indégrales ot intézro-différentielles.

e

p- 133133
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tandis que (C) deit étre remplacée par

o s

W~k = T
K ™

Iei encore il faut trouver les valeurs de m pour lesguelles 3 n'est pas
identiquement nulle et la solution générale sera donnde par une série
de solutions particuliéres. Pour trouver ces valeurs de mon peut uti-
liser la méthode de Poincaré ou celle des équations intégrales (*).

Bornons-nous au cas simple d'un liguide pesant, limité par une
surface libre horizoutale et des pavois verticales, dont les petites oseil-
lations sont paralléles au plan vertical xy et indépendantes de la
troisitme coordonnée 3. Le potentiel des vitesses @ dépendra de ay
el ¢ et. posant comme plus haut

P = giw yisinmi,

2 sera fonction harmonique vérifiant la condition
T X = i == vonst, }

sur la surface libre que nous preadrons » = o, et la condition

s

AR ]
n

sur les parois @ = a, & = 6. On en tive aisément

m: ot
= [ [logr, — logr, g s o) de,
ama <o

o

r, et r, étant les distances du point (@, 0) aux points (.r, ¥, ) et (s ¥s)

et ' une fonction de Green pour le probléme de Dirichlet. On en
déduit

&
) m: . N vy ‘
Gl o) =Gy, )= = f [logly —a) —logie, — @l + G siw o)de
Pt e

Mais on a
al
i 0)de,=o,

~ g

(1) Comparer aver ce gque nous allons dive ponr les ascillations des liguides.

Jowern, de Math., vome XIE. — Fase. 1, 1g3§. 2
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ce qui permet aisément d’éliminer 9(ay, 0) de I'éguation précédente
(ui se réduit a
e N
iY== —— S o) Gl o) dhe,

a—
S

Clest une équation intégrale homogeéne; les valeurs de m, c'est-a-
dire les périodes —:;:: des oscillations du liquide, se déduiront des
racines du déterminant de cette équation ().

Nous ninsisterons pas davantage sur la méthode de séparation des
variables et passerons a la seconde méthode générale. Elle a été inan-
guré par Green. pour les problémes aux limites classiques sur I'équa-
ton de Laplace, puis, peu & peu, étendue & d'autres problémes de
Physique mathématigue. Cest ainsi gue Kirchhofl, appliquant lesidées
de Green & équation (3), arriva & la formule célébre qui exprime le
principe de Huyghens. Betti a appliqué une méthode analogue &
Péguation (6).

Nous montrerons dans la suite gu'on peut trouver une formule assez
semblable dans le cas des ondes des liquides. J'al en l'occasion de
mentionner cette formule dans mes Lecons de Stockholm. Je suis
revenu sur ce sujet, plus en détail, dans une conférence faite & I'Uni-
versité de Houston (*).

%. Etablissons dabord un théoréme d'unicité.

TueorkNe, — S ® satisfait aue conditions ( A, B).(C) du para-

. \ e ags . X ]
graphe L elle est bien déterminée st Uon connait les valeurs &, (\—m \) e @

et 3= prises & I'tnstant zéro sur la surface libre du flutde, w.

{') Je veproduis el la note qui se trouve & la page 133 de mes Lecons sur les
équations intégrales et intédgro-diféventielles (Chap. U1, § XV : Application aue
osctllations des tiquides®. Cest en considérant ve probléme que j"ai eu Uoceasion.
an 1808, dans ma conférence de Turin, sur le phénomene des Seiches de remarquer
que la résolution d'une éguation intéarale & limites fixes peut s'obtemir par une
méthode qui améne & Pemploi des déterminants intinis (¥, Cimento, §° série,
. VI M. Milbert a résolu ensuite oo probléme comme evemple dapplication
de ses résultats générann sur les équations intégrales,

2V The Rice Institute Pampllet_ vol. IV, p. voz-ni-,
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Nous désignons par S le volume oceupé par le liquide. 11 est limité
par une :-m[aw daus laquelle nous distingucrons surface libre du
liquide (e) et parois fixes ('),

Admettons alors yu'il existe deax solutions ®, et @, vérifiant les
conditions du théoréme. Posant

P =, — P,

% ‘b‘: ‘I‘.,: o, (.‘:;t:‘ )\ — .

on aurail. sur e,

Trausformons alors

vod o Feby
ey o b | ed
‘‘‘‘ T IM k ar g J -
SR, U AL R Ny, oMy
L LR IJ‘_‘ UL Y N
=T b‘m 'l NTER e l’ . dt  dn el
ad
et, puisque - - est nul sur ',
w M",“r"m . tM my e = m’; 1 o (\ dr ot \ IR B
et. en vertu de Péguation ( A,
o '(m Jobly by 2P, . b, P d, oS
= \ IK de dedt _mr dy ekt T Wz I'IN ¢
] ‘ !}‘l’- q 'M.‘} )‘b A\
T ».M \uh‘ h ‘vh _*(_{:“,

t en résulte gue

LT (G ()]~
dot

N v A, rhll, ", !M“\Jl. .
() .L; (‘.Tf S I (\:h (Q‘ \l‘ ‘\u- =
¢ ¢tant une constante par vapport .

wo~ N L - "M':: oo~ » 1
Mais & INinstant zéro @, est nul sur w et o nul sur w’y il en résulte

que ®, est identiquement nul dans le domaine S & cet instant. La
seconde intégrale de (10) disparait done pour t=o0; de méme la
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N . o, PO .
premiére intégrale puisque (—w—\l =uo. ll sensuit que ¢ est nul et
ar ., |

que D, est bien identiquement nul dans S quel gue soit 2.
Nous ajouterons les remarjues suivantes

1 S, 4 un instant, les molécules qui apparitennent ¢ une partie du
domaine S ne sont pas déplacées de leur position d’équilibre, aucune
molécule du flutde n’est déplacée de sa posttvon d équilibre.

Car &, v. J étant nuls dans une certaine région, ® v est constante
et, puisque c’est une fonction harmonigque régulicre elle est partout
constante. I, v, I sont donc identiquement nuls.

a* St, d un instant, les molécules qui appartiennent @ une partie de S
ont des déplacements nuls et des vitesses nalles, le flurde reste duns sa
position d équilibre.

"~ ‘EN’ . Pl
“n effet ® et - sont alors constants dans une partie de S & un

mstant, donc constants dans le domaine S tout entier & cet instant.
En vertu du théoréme d'unicité ils seront constants dans S & chaque
instant, ce qui implique que le hiquide reste au repos.

On voil que dans le cas d'un liquide en mouvement le mouvement
gagne toute la masse an wéme instant. H v a la none différence cssen-
tielle avec les mouvements Jd'un corps élastique ou d'un liquide
compressible, cas dans lesquels il peut ¥ avoir mouvement propagé
avec une certaine vitesse d une région i une autre.

3. Arrvivons maintenant & la formule fondamentale analogue. dans
la question présente, & la formule de Green.

Soient ® et W' deux fonctions végulicres qui vérifient les condi-
tions (A ) (BY. (C) du paragraphe 2. On a (théoréme de Green)

I \ﬁf lllﬂ —_ ll‘ S"_\b\“ o —
Jomw A an dn ¢

et, & cause de (B) et (C),

, ~ . B RN
(e} JM ‘(‘D‘-mt_: — Y T';)\ 5= a,
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- . . ] T | p Ihar
Supposous maintenant que 4’ = AR désignant la distance d’un

point fixe A {@y),3,) intérieur au domaine S au point (xyz) et 7,
étant harmonique réguliére. Dans ce cas (11) doit &tre remplacée par

=y ') ll') el
(‘l‘ TS TR B N
ou
R B 2 i A B . thp ﬂ'-l
= (P — )

Intégrens entre les limites o et ¢,. 11 vient

H——l w (f;.f ) (5 ) 5

i LY

*‘ EAREELY \.m
formule dauns laquelle les indices o et 1 indiguent que la fonction &
laquelle ils s'appliquent est prise & I'instant zéro ou a l'instant ¢,.
Supposons ¥ telle que

d‘l
( W
soicnt nuls sur w. [ viendra alors
‘ o o v’ § el
{1y f Lye Vae Spt 8= l. R ) —
i) ‘r'k Tpe ¥y u ) = tM“ ., Al )“ ! '" VY

Cest la formule que nous avions en vue. Elle fait connaitre @ en

toul point de S et & tout instant, si les valeurs de (@), et ();:l) sont
g 0

collnues sur w, ce qui est d'accord avec le théoréme d'unicité.
1l est nécessaire de caleuler auparavant la fonction 4" (ou 7). Cette
fonction jowe, dans la «uestion, le réle de fonction de Green. 1l
Y
convient de remarquer que U, et (T \) dépendent de ¢, qui apparait
asi au second membre de (D). )

6. Nous ferons une application de la formule fondamentale en
prenant pour domaine S une cpJ‘hél‘e de rayon R eten supposant quew
est la surface de cette sphére : il n'y a done pas de frontiére rigide.
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Nous rechercherons U sous forme d une série

ol — Iy i — 1y
; sy -

2l i-

W=, -,

Ayy tay @,y .. etant des coefficients indépendants de ¢, et de ¢. Nous
aurons

. i
W, —=n,. ( ar |
. N
Or

1

v b

oy /".

donc

1

L el ry /J

et puisque «, doit étre nul sur w et que 7 est harmonique et véguliére
dans S la méthode des images nous donne immédiatement

A BN
A’ étant U'image de \ par rapport & la sphere et vy la distance de ce
point au point «xyz, { étant enfin la distance du centre de la sphére

aA.
On a donc

Soit = le rayon vecteur, le pole élant le centre de la sphére. 11 vient

2 Y T P AL |
da o i n B at _J; Ty
et
AN L=y
— Tl ———e— #(; -
RIB = FE

'|

de sorte que la condition (), remplie & la surface de la spheve,
donne

< the, .t

4

— = == . — & ==,
o ! s

vérifiées sur w.
a, étant connu, les fonctions harmoniques réguliéres a., a,, a,,. ..
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sont déterminées de proche cu proche par leurs valeurs a la frontiére.

Calculons d’abord a,. En désignant par v langle des rayons
joignant A et (ay3z) au centre, il vient

1 R v
= ST T T
(5wt — a g cosy)? F IR . K 2\
(5 Sy
el
5t 5o I s d R 1 i
o T 0 s T Raal T 1 |
R s In #) (12 e 0% — 287 cos ) Raaf / IR ' Ke ): ‘
g et = eeesy )|
T . : R . - da,
(“est la comme on sail une fonction harmonique qui égale 5~ a la
]

surface de la sphére. On ne peut pourtant l'identifier avec «., parce
qu'elle présente une singularité au point A.

Mais transformons le premier terme de Pexpression précédente par
rayons vecteurs réciproques et multiplions par —; le terme en question
reste harmonique sans changer de valeur sur la sphére et devient
régulier a Uintérieur. La transformation en question étant obtenue en

= . . .
changeant z en — le terme en uestion devient
! ¢l
W
e W—lowsy

tes R — A dR2 s cosy)®

tandis que le second s'écril

alida — R cosy)

[ Y 5 -— ‘N’H"p l.‘n_lwsfl"}
On a ainsl

'
el

Tt “a

o, =3I —— & U

PR B ot R 5 cosy)

Pour le calcul des eoefficients suivants la difficulié précédente ne se
présente pas et l'on a

, 5 & ey Lo oty

L O e we . SHY

' R do R dlogs
odey L d N2

o, — =y ——= [N

3 e e
R o l\ R o I\n:_\:.q 4

..................................
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et, en général,
( J o\
LY — Ta.
" h dlogo :
Posant, pour abréger,
B — 53

K= )

R - o — R o coss ]2

il viemt

ll — \ I:, lh"— I'r ’IM—I l{‘ q In I
B [

[T Iw-g)'”"‘ an’
l
et
ﬂ _ _? {_ l)"—1 “l‘n J l)n—l E‘ '["m . [):n—.! )
T s Re-t g loany*=" (an —a)!
1

Pour l'application de la formule (D) du paragraphe précédent il
Ll

faut évaluer, sur la sphére, (1), et 4\ 7 ) ; enfin il faut dériver
I'expression obtenue par rapport & ¢,.

Adoptons les coordonnées polaires et posons

aw==0sindcosa, V=nsindsinax, s==9cus?

et les mémes expressions, avec 4, et 2,, pour le point A.

Alors il vient

CUS™Y == CUS I CUS X, - SR X SIN 2 coa (T — §,)
et, posant

B:(Ij gu! 1‘0‘ lj' ;z’s !:'

:v (‘ - I]"_I )“—J ‘)”_l |l I -_— I’ i l.‘u—v

w—1 w Y
‘1-‘ R (¢ ozl - R ﬂﬁ\luﬁ‘} “ w—rk

la formule (D) s’éerit

DL, G, 2. )= Illl” Go2) O G . B2 Eysind oD ol

‘I

=1

__L @, (9. 1)-—‘8(1 Goe Fue o 2. 1) sinG o dz,

en écrivant, pour simpliﬁer,
B (9. 2)= [ BB, 5. 2 0) i
D, (5, )= I ot b, (R, 5 o, M} o



THEORIE DES ONDES LIQUIDES ET METHODE DE GREEN. Ty

Si, au lieu de la sphéve, le liquide occupe une hémisphére dont le
plan diamétral constitue la froutiére rigide tandis que la sphére forme
surface libre, la méthode des images conduira facilement & lasolution.
De méme dans le cas oi le liquide occupe une portion de sphére entre

. . . . ° . -
deux plans diaméiraux rigides dont Uangle est -» n étant entier.

Il est inutile d'exposer ici Papplication de la méthode de Green
a 'équation (5) des vibrations, car on la trouve dans tous les traités
et dans un grand nombre de travaux particuliers parmi lesquelsil faut
citer ceux de Beltrami qui a employé les procédés les plus simples et
les plus éégants (')
Mais nous indiquerons sonnmairement, pour terminer, comment se
présente la méthode de Green dans le cas de I'éguation de la chaleur,
‘lll]l(‘ NOWS CCrIrons

e .
= W
o3
H faxt v joindre I'éguation
the
s T 2 A
n‘}l -

Dans ces conditions

e e
v ,;; - ,;(‘,‘ =t A w— w A
o

) o e
ﬂ I g oS = 2 ’ A — e Ay S = I i\" J" - _-)‘ ol

{ # normale intéricure) et. enfin.

(f e J\W (’ e u’“\ :xir dtﬂ uﬂi;; —i‘:-:;-::ldw.

Prenons
R e = A TS — 3

c=ih— 8 e PXRL = .

T

on constate aisément que la formule précédente conduit i la suivante :

NS A (!zr‘) = . ‘ rN I "k" iaf« ::‘"\} e -+ I W Vo 61,

m)

') Berrrami. Opere Matematiche, 1. 1V,
Journ. de Matkh.. tome XL, — Fase. L a3, NG
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Soit alors une fonction «- telle gue

e
2y

de
et que
W, S5
la formule précédente reste valable lorsque 'on ¥ remplace ¢ parv + o
Si de plus on choisit a- de facon que v - s"annule pour toutes les

-

valeurs de 7¢ v <7 ¢ <¢,) sur le contour a. il restera

& Py o LR » .
. %) . div — vy .
TR IR AU N "‘sz:-) — f of! f "W ——— g — [ fT N RS S P o
- ! L
. e

I
" edit R

Cette formule, analogue & D), fait connaitre # quand on connail u,.
dans S et 4, {0 <t < 1,) sur le contour 5. La fonction ¢ 4 a- est la fone-
tion de Green du probléme de la chaleur.

La méthode du présent paragraphe est due & Betti ('), Elle a é1é
dépassée par celle des caractéristiques, mais 1l était intéressant de la
rapprocher ici des développements du paragraphe 5.

Pour eu revenir au probléme des oscillations d'un hiquide. probléme
sur lequel les travaux sont fort nombreux, on voit que. s'il n’appar-
tient & aucun des trois types fondamentaux, il se rattache pourtant a
tous trois : elhphique par I'éyuation de Laplace que vériiie ., parabe-
lique pav 'équation an contour

S b
P TEEa
hyperbolique parce qu'il donne lieu & des périodes.

J'ai eu 'oceusion d’esquisser ici les deux points de vue sous lesquels
on peut P'aborder. Suivant la tournure d'esprit du chercheur et sui-
vant les applications en vue, I'un ou [autre de ces points de vue
pourra étre préféré, il ne faut pas faive de choix a priore.

«'e Berre, Opere Moatematicive, 111



