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SUITE DE NOMBRES QUI CORRESPOND A UNE FONGCTION SOMMABLE. 1_1]3

Sur une suite de nombres qui wrrc:-:pmn‘ll
a unc fonction sommable :

Pax M. 4. SOULA

« Montpellier

L.

1. A toute fonction fi ) dont on sait seulement quelle est détine
et sommable dans Uintervalle 0 S Sa, J'adjoins la suite des primitives

Y R N
Fi= ‘ Fidydit. Fe— ‘ Junde . =t = I S\ @)t -
~i ~g ~F
Je considérerai plus spécialement les quantités
N AN o= fi{a caen = fu it “ee

el je diral que ce sont 1a les cvefficicnts wtégraux de fia), On a fat
remarguer gque st ces uvinbres sont nuls et si la fonction est continue,
clle se réduit & 2zéve (). J'ad encore fait observer gue le résultat est le
ndme quand on sait sealement que certaines suites tirdes de la sute
des ¢, ont tous leurs éléments nuls *). Ces propriétés sont dues a ce
que n!{n —1)!c, est la valeur que prend la dérivée 2*™* d une fonction
analvtique possédant certaines propristés,

') Preawn. Levons sur gqaelgues {vpes simples d égquations awr dérivées par
tielles. p. 9.
(%) Assoetation francaise pour Pavancement des Sciences, Congrés de Nanev .
™
[TVNL I



ud 3. SOULA.

Je me suis proposc de caractériser exactement cetle fonction analy-
tique et de donner la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle
corresponde a une fonction sommable £ ) a1 obtenu cette condition
en supposant que fix) est borné (n* 8.

Je signale & nouvean des conditions névessaires yue véritie la suite
des ¢, 1 Jindique un procédé qui permet d'obtenir uue telle suite quand
on en connait deux autres par lapplication de la formule de Pavceval
et de M. Hadamard. Vindigue la condition néeessaive ot suflisante que
doivent vérifier les ¢, quand j ) a son cared sommable (o 121,

H ne me parait pas absolument impossibie que Pempiel des coefti-
cients ¢, donme des applications witéressantes en transformant les
problémes relatifs aux fonctions de variables réelles en preblemes sur
les fonctions analytiques. Fai essaxé Uapplication de eotte wmcthade &
Fétude de Uéquation wntégrale de premidre espice

X3 PRI ' Boie. s fomnads

Fobliens, par un procédeé qui est pour st dive évident. une condition
pour quil v ait des selutions et une détermination de ces solullons en

faisant intervenir les ceeflicients intégraux de f.oY et de K. »). On
remarvquera que les intervalles de variation de @ et de s sont sauns veia-
hon entre cux dans les calenls du v LL 1 est dTatlleurs facile de les
séparer dans la présentation de Ia méthode elassique de WL Pleard

2. 1l est bien connu gue Fon pent écrive

¥ T . A : , N
CI s e 3T G had - ‘ §7 usr - 8w oddl
LR N "
On posera
Led oz Fhes - dal
Done
v *

ot e | s
LG Rl BN )
t R

Les produits (n — 11! o == B_ sont les coeflictents du développement de

€7} Fodr itlanauare. Bufl. Sool seath dde Froo 10320 o0 1o pe 6570



SUITE DE NOMBRES QUI CORRESPOND A UNE FONCTION SONMABLE. Q3
Taylor de la fonction analylique

“ oy tyedt

d‘l:":.r -9

au voisinage de Dnlini; pour nous en assurer dans le cas général o
Uon sant ~eulement gue fi.0) est sommable, éertvons :

E

Wy I’_‘:

)

Cetle éguation est valable dis que = n'est pas sur le segment de Faxe
ocel délim par o Y@ S a, segment que je detwn‘erai par L. 51 jz] est

v - -
assex grand. | I el _-— sl hornds; soul

T3

E < g. ledeuxieme membzee

i

i

!
X e N . - 1 .

ost vomparable & ¢~ '] 308 di il tend vers zére avee - Do, au

T
vastaage de Vinting,
I,Il‘ I —Av N ‘:;: ~

<}

La Tonction dy 3y est :llhlll\ ﬂlqllﬂ en touwt lllﬂlml llllll n'est pas sar L:la

Pz — iz
virticatton se fait immédiatement par Pétade de —————

cl Lon

IR S [

trauve que la dérnée est — ﬂ —
NN

<. Pavtant d'une fonction sommable réelle /i) = 3 — 01, ) étadie
Wi sy an voisinage du segment L. Far (= X\ — 7Y, avec

. . e widyefi .
‘v.‘l,lu;‘- R Allnp - e J:-‘t’j Th%;i"*——"-_f; xo-ad Y

. . Lityep — &
.l'“ — b~ I . = a [ ‘.___'____ & - R
L Ty s ‘ll'[‘ai iy ‘i'*“”tf"ltl\' A\

b

N

N1 z(#) est une fonction continue, Y tend vers =3t p lorsque ¢ tend
vers zéro, p restant fixe ( *). Pour traiter le cas olt 3(7) est seulement

o1y Preamn, doe, o8
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sommable au sens de M. Lebesgue, je pose:

-"'"
Sl ’ i v,
et je transforme Y ('):
. T Lyhvp - 1) gty
2] Y — g | ok — oft —- S -
" l. L Wp—tr ¢ ’ ol &

Soit o < p < a, posons:
Tl — wipy
hypy— e — 0 ‘M’;
t-—p
admettons que A ¢) reste fim quand ¢ varie cutre o el a: cest ce qui
arrivera, en particulier, quand %(#) admet une dérivée pour 1= p.
c'est-a-dire presque partout. Pour ¢ == p, /i 1) est continue, U'intégrale
qui figure dans (2) est une intégrale de Ricmann & lagquelle on peut
appliquer le premier théoréme de la moyenne dans chacun des deux
intervalles séparés par la valeur p.

o T = et I (o o
v o [ b e

1 J . q 'L:le I

|
— N ————— —
ty "."(I"‘l‘ IL“”‘ _ ﬂ“w"s‘_é_ qs !'E_E__ ‘I\: " “" — ) e ‘,l:*

o < i; g pZ E.._, NN

Or,
al . LI I I 5 ——
I 3 “—‘{"’_t“q _ :_l_li ave mmgi Pyl - pl _ ‘
o oy — gt i ag | q W N A

Si ¢ tend vers zéro, p vestant fixe. on obtient

| R A T S T AW Y I T

: tendant vers zéro, w, el w, tendant vers —; Done Y a les mémes

h 'L:::n) -~ h{:’;:) .

valeurs limites que = S

('Y Pour I'intégration pav parties, voir Lisgseue, Lecons sur fes séries trizeno-

métriques, p. vi.



SUITE DE NOMBRES QUI QORRESPOXND A UNE FOXCTION SOMMABLE. 9,7

IYautre part, p restant toujours lixe, donnons-nous un numbre
constant z suflisamment petit et écrivons

X
- sidyveli .
o) Y= 'I‘f J'_‘—ﬂ—‘“—'l_ g g

Toh— N
S— %

(3 est une fouction (ui veste bornée si ¢ tend vers zérvo. Les considéra-
tions précédentes s'apphquent a Uintégrale de Uéquation (34 et Uon
voit que les limites de Y sont les mémes que celles d’une expression de
R(ZD) =P w - . -
la forme = ——(—‘1-——‘!——‘—-‘- » < el oy dtant certains nombres gui dépendent
de 4 et qui sont vespectivement compris dans les intervallest p— 2.
et (p. p—+ 2. On en déduira que si Y £) a une dérivée i droite et une
dérivée & gauche pour ¢ = p. - a pour limite unijue la demi-somme de
i
ces dérivées. kitant données les propriétés de la promitive (1), Y tend
presque partout vers T3(¢) quand g tend vers zére, p restant fixe.
Complétons cette étude de Y en supposant z(#Yhorné. Siis(Ni <M
Fexpression de Y montre que

a - [ —_—g
oM | ave ang ! — are lmmg—“' .
W i

La partie imagtnaire de ©( 3\ est done de module borné st 2(t) est borne.

4. Etudions N\ de la méme fagou; on supposera encove que p garde
une valeur constante détermnde (o <p < a) et que A1) reste borné
pour cette valeur de p. La méme intégration par parties donne

U Lt PP
ﬂp—mﬁ e A :
aveyg
‘ o - ) — gt o T e— ) — gt ‘
S L it A RRY SPTPT SO I L il il MENPR

Voo U tF A A EEE

On appliquera encore le théoréme de la moyenne dans chacun des
intervalles (o, p), (p, «) o0t t — p garde un signe constant et ot A{?)
est continu. En désignant des valeurs de ¢ appartenant respectivement

“

Journ. de Math.. tome XIEL. — Fasc. L. wij. 13
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a ces intervalles par v, et 7., on obtient

| — llp ho b lewiie — e :‘ o :,r n
fomnnd —‘ £ ¥y ‘- lr“ 4 PPyt ) *'I ‘“
.[ o — T gt e EL_ "_ w h f__:!' - .;‘
“ hie) ‘loal(f ) 73 - T py o L Lip) '\” S

On peut finalement écrire

\

==huo, ) — Mg oo 5

log —

i
z désignant une fonction de p et de ¢ qui tend vers zéro avee g. Les

AN
limites de —~-, restent bornées et inférieures & Poscillation de A () dans
10..
(

Pintervalle (o, a). On verrait de méme qu'elles restent inférieures a
Uoscillation de 4(¢) dans un intervalle quelconque contenant la valeur p.

Par suite, tend vers zéro si A(/) est continu pour ¢ = p, c’est-a-dire

log -

si Y( ) a une dérivée pour t = p, c¢'est-a-dire presque partoul.

3. bvaluons l'ordre de grandeur de ¥(z) dans lout le plan, ~

compris le volsinage des extrémités du segment L. Soit: = p -+ iy
ill"\Sl.'\’j fuit Lt -t I el dt
’ S e (,; [FEp VR tp— 1 - g7

Ainsi, dans le cas général, | ¢* @} est borné et P'on voil aussi yue Y est
borné.
Si, maintenant, ! (), est borné, | a0 <M.

b v -— 4] oft v ot
jd} M et =+ M e
= ..{ W —tF g q__ﬁu (p—ty-+y°
< M log ---‘—__ = VMlog - —vonsl..

VP'_'J' Vip-—ar+—g°
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s "I’ X - - ~ » = -
on obtient que ——— est borné ainsi que ¥ au voisinage de L.. En
log =—0ro
lei
résumé, st la fonction réelle f(.0) ost sommable, la fonction analytique

Piz)=\ — it :'( M

.~

est holomorphe dans tout le plan pourca de la coupure L (Enfini compris).
S e potnt p+i1q tend vers le point p de L, p restant five. Y tend

T o A\ .
da . .
rers = fla —p) ot — tend vers 3610 : ces deux proprictes pouvant ne
log —
9
pas dtre exactes pour un ensemble de points p de L. dont la mesure o5t

nelle.

. . . . ‘ A"
Nide plus, fix) est borné, Y est borné dans le plan et

log ———

“lait .

est borneé
an roisinage de L.

6. Pour établir une réciproque de cette derniére propriété, consi-
dérons u priord une fonction ®(z) qui posséde les deux propriétés sui-
vantes :

" @(z)=\—7Y cst holomorphe partout aillewrs gue sur le
segment L. (infim compris).
2" La partie imaginaire Y est de moduie borné dans le plan.

Nous allons d’abord déduire de la deux autres propriétés de d(=).

La fonction Hiz)=e7®> est holomorphe dans la région d’hole-
morphie indiguée pour & et som module est borné. Un théoréme de
M. Fatou ('Y nous apprend que H tend vers une limite déterminée sur
tout chemin aboutissant & un point de L sous une incidence nulle ou
aigu¢ sauf, éventuellement, pour des chemins aboutissant & certains
points de L. dont Pensemble E est de mesure nulle. Cette limite est une
fonction bornée et sommable sur L. car elle est obtenue comme dévivée
d'une fonction continue & variation bornée. On voit done que Y a une

{*v Farov. dete mathematica. . 30, p. 366, Poir ausst Dexsov. C. A,
Avad. Ne L B8] 1qug, p. 38-.



100 J. SOULA.

limite aux poinls qui ne sont pas sur E et cette limite ne peut éire
Uinfini par hypothése; c'est une fonction mesurable et bornée sur
Iintervalle L, done sommable.

D’autre part, j’ai montré que I'inégalité | Y | < M valable pour 4> 0.
par exemple, entraine

i aM o
E ‘\(["‘ "l) - \(I"- ‘In] ' < ?h‘g '!—?

i

quand on suppose o < g << gy, <1 (')
Faisons choix d'un point fixe p,, ¢, :

N{p- gy =N ) — Npogod = Npoqad
Si p reste compris entre —a et 2a par exemple, si o<{q, <1,
- Y - , » A
N(p, go) est évidemment borné; on voil donc que ——— admet une
loy
: _ 7] _
borne quand le point p -+ ig reste dans un domaine qgui comprend L &
son intérieur.
Ces considérations entrainent deux nouvelles propriétés pour @ :
3* Y admet presque partout sur L une limite 9(¢) gui est une fone-
tion bornée et sommable quand p reste fixe et quand ¢ tend vers zéro.

A . . .
4* ——— est borné au voisinage de L.

log ——

lql

Ar

- . - oty

Cela posé, nous pouvons considérer la fonction f ALLLLS
1]

-1 je vais

démontrer qu’elle est égale & ® & une constante additive prés. Nous
avons vu (n® 8) que cette fonction posséde les propriétés précédentes;
il nous suffira donc de démontrer que si une fonction ® =X —7)
possede les propriétés 1°, 2%, 3°, 4°, avec ¢(¢)= o, elle se réduit & une
constante. Pour faire la démonstration, je considérerai un domaine
qui différe peu de I'anneau compris entre les cercles [5y=r, [s|=R
avec o < r<_R <Ca. Nous tracerons les droites paralléles & I'axe réel,
symétriques par rapport & lui et & la distance g de cet axe. Les cercles
sont coupés aux points M, N, M’, N’ voisins du segment L et nous
considérerons le domaine limité par le contour simple M'N' ANMBM'

(') Mathematica, vol. 1. 1gayg, p. 3.
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(voir figure). Soit 5 un point réel intérieur an contour et situé du cité

négatif de 'axe réel (—R <<z < —1).0Ona

v S P{e) du
Piz — | —
vim w—z

l'intégrale étant prise sur le contour. La partie relative aux deux
segments M'N" et MIN est

R U r’q) — R —ip el — Ly U i) (e — i),
€ ) — Vg oY J, (8 — 2= g*

La guantité @t dg) — Pt —tg) = — 20 (¢, ¢) tend vers zéro
presque partout avec ¢ pour p lixe: la premiére intégrale est inférieure
en module &

rY Y (L )

:I —K——F—‘ B ey,

»

et elle tend vers zéro avec ¢. La deuxiéme intégrale admet une borne

de la forme Bglog—— (B constante); elle tend aussi vers zéro. Il

reste les intégrales sur lm@s arcs de eercles; je les remplace par desinté-
grales sur des contours fermés voisins de ces arcs. Pour la premicre,
par exemple, je modifie le contour en ajmmtam le petit segment de

droite MM'. Comme |®] est de l'ordre de log: | —> l'intégrale existe

bien et elle admet une borne de laforme 2 A J lng Fd:r (:\ constante):
U]
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¢’est un infiniment pelit avec ¢. Les contours fermés qui enveloppent
'origine et qui comprennent le point s enire eux étant désignés par v
et 7' ona

Pizr=—=

1 Prardu I"“‘b(u)th

T w-—3 R L -

[T

: étant infiniment petit avee ¢.
L'intégrale le long de v (cu de ¥') ne vm‘ie pas si e cou R veste fine
el s1 ¢ tend vers zéro. Il faut done que s soit nul:

3 P =

e j‘ml‘(u vefe }““ﬂ'q w) et

ww J ez T, ooz

Comme chacune de ces intégrales représente une fonction analytigue
pour : situé dans le domaine ouvert compris entre les deux contours~
et ¥, la formule (3) démontrée pour 5 réel et négatif est aussi exacte
pour 5 quelconque dans ce domaine annulaire. (=) est done holo-
morphe et uniforme entre les deux contours. Comme » est avbitraire-
ment petit, le point v est un point régulier ou un point singulier isolé
autour duqjuel la fonction est uniforme.

Pour évaluer la grandeur de ¥ au voisinage de o, je remarque que
la deuxitme intégrale de (3) rveprésente une fonction holomorphe

pour s =0, il ~uﬂw d’étudier Uintégrale le long de y. Je puis évidem-
ment modmﬁm' ce contour fermé entourant lorigine je pose [z =z el

je remplace v par un carvé dont les cotés sont paralléles aux axes de
. ‘9
coordonnées, dont le centre est O, dont le coté a pour longueur ——;
ay
il est inserit dans un cercle de vayon ‘-~ On a done — ——- < - Sar

Jor — =]
les cotés paralléles & Naxe réel, jth(w)i est de ordre de Mog; d’ apm‘-s ta
&
. *®{w) du
propriété §° de ®(z). Sur le cot¢ normal a 'axe véel. ~_(—__—:‘- esl
comparable &

5

STEN g iva
l -—Wo-"-—fh *—‘(l-—’lmg“ )
o

i p X Ay Pl

On s'apergoit finalement que| = ®(z)] est horné au voisinage de I'ori-
gine. Comme 5 ®( ) tend vers zéro sur une droite fuelconque issue
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de O autre que Laxe réel, comme cette fonction ne peut dtve que
régulicre en O, elle y est nulle. ®3) est doue rvégulidre a Povigue.
Lo raisonnement analogue donnerait le méme résultat pour Vautre
extrémité du segment [, le point 3 = «; la fonction est done végulidre
dans tout le plan, ¢’est une constante.

On peut maintenant énoncer :

Sott une fonetion O z) holomorphe en tout point du plan qui n’est pas
sur le segment L., Pour que sa partie imaginaire soit bornée, il faut et i
;- —Heonst.. 3t M
dtant une fonction sommable vt bornée pour o < t < a.

N3
s : . " Tyt
seflit que DY puisse se mettre sous la forme I L—f

T

7. Onu peut dire encore que la condition nécessaive et suftisante pour
que les nombres ¢, ¢y, €5, ... solent les coeflictents intégraux d’uae
fonetion sommable et bornéeest quela melimmE‘ '-'-:—13"—”—" aitsa partie
imaginaire hornée et soit holomorphe en tout point quin’est passur L.

Le théordme du n° § nous donne une condition nécessaire, mais non
suflisante, pour qu'ils soient les coeflicients intégraux d'une fonetion
sommable, non nécessairement bornde,

Si les coeflicients intégraux d’une fouction sommable f sont nuls &
partiv d’un certain vang, la fonction b correspondante est rationnelle
el. par suite, uniforme. Comme elle est réelle pour = réel, sa partie
imaginaive Y est nulle pour z réel. Mais on a vu que cette quantité est
presque partout égale & f{u — ), cette fonction est done nulle presyue
partout.

Fai déji fait vemarquer (') que I'on est certain que f(a) est nul
presque partout dés que cevtains coeflicients tirés de la suite dese, sont
nuls : ¢’est ce que montrent les nombreux théorémes obtenus sur les
lacunes des séries de Taylor. Parmi ces vésultats, Uun des plus simples
s'obtient ici directement.

Supposons @ =1, ce qui est sans importance. On a

1
Buy=({m — 1)l ey= f = fia— e,

("1 Lioe, ert, Association francaise pour Pavancement des Seiences, 1931,
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wl
el B,estla valeur pour # = n de la fonction analytique f £ fla—1t)dt.

Ll

Dans le domaine ot la partie réelle de u est positive, cette fonction est

b
helomorphe el a son module inférieur & f " fla—njdt Or, siune

'y
fonction analytique non nulle est holomorphe et bornée en module dans
le demi-plan a droite de U'axe des imaginaires, les zéros réels positifs de

- L ¥ 1
celte fonction, ry, 7oy .. Fy. ... sonttels quela série.- - ... -+

bl

est convergente : c'est 1 une transformation du théoréme connu de
M. Blaschhe (') relalif aux zéros d'ure fonction holomorphe et bornée
dans un cercle. (1l suflit d une transformation conforme pour passer au
théoréme du demi-plan.)

On voit doue que les coeflicients intégraux d'une fonction sont tous

- i~ ~ v . ~ ~
uuls st les coefficients ¢, le sont et SIE - diverge. La fonction est
‘ .

nulle elle aussi, sauf peut-vtre en des points formant sur L un ensemble
de mesure nulle.

On peut encore dire que la suite des coefficients ¢, d’une fonction

- - . A - . T |
est déterminde quand on connait une suite partielle €., telle qu‘eE -
Ll

diverge.

l.e théoréme des lacunes de M. Fabry donne des résultats analogues :
non seulement la suite des ¢, nuls ne doit pas étre trop dense. quand £
a’est pas nul, mais il ne se peut pas que des groupes de termes consé-
cutifs e, (e, .\ ... €, , sévanouissent alors que g, est velativement
grand par rapport & R,

Les théorémes de prolongement analytique donnent d’autres résul-
tats : les uns sont relatifs & Uovdre de grandeur des ¢, d’autres aux
changements de signe de deux termes successifs : st €. .1 el ¢, nesont

pas de méme signe et st f(x) n’est pas nul, la série o 7 onverge.

L résultat le plus simple est d’ailleurs celui qui concerne lordre
de grandeur des ¢, ; on le déduit du rayon de convergence de la fone-

11y Foir, par exemple, Moxvar, Lecons sur les famidles normales de fone-
tions analviigues. p. 17a.
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N 1 . ] s f ———— . L
tion m(l_ \j . La plus grande limite de (2 — 1) !{e, ] est égale d a an
plus. il en résulte que la plus grande limite de #y{c, est v e au plus:
elle est exactement égale d e si £ .0) w'est pasnul au voisinage der=o

Sy > - 1 - [ » - ~
car P ﬁ\f )2 bien alors le point = - ~ pour point singulier.
On peut vapprocher cette pmprwte d’une autre que j'ai obtenue
récenmment : soit M3 == J L) de, laplus petite limite de ny M. n'est

pas nulle si £, (@) n'est pas nul (*).

On a done un grand nombre de conditions nécessaives pour qu’une
suile de nombres e,, €4, ... €y ... soll la suite des coefficients
intégraux d'une fouction: bien entendu, ces conditions ne sont pas
cuflisantes. Je doune plus loin une condition néecssaire et suftisante
pour que les nombves ¢, seicnt les coefficients intégranx d'une fonction
de carré sommable.

On vient d'obtenir incidemment que les coeflicients intégraux de
toute fonction sommable sont de la forme e, = r}"—" "m’) ; la fonction G ey
étant holomorphe et bornée en module quand la partie véelle de u est
positive et quand ¢ =1. Je n'at pas pu établiv la réeiprogue ot jo me
contente de signaler sans démonstration la proposition suivante @
51 G ae) est une fonction holomorphe et bornée ¢n module quand la
partie réelle de & est positive, les nombres "E;{TM oY
intdgrany J'une fonction sommable dans Pintervalle (o, 1), ee qui
suffit & montrer gue la déternnation de Gy e par les valeurs de Gynd
est lide au probléme traité wi (.

sont les coefticients

8. Etantdonnées deux suitesde coeflicientsintég l‘dlll‘\.Llll‘l‘i&\pﬂlldmﬂll
a deux fouctions, on peut par addition de coeflicients de méwme vang
obtenir une trotsiéme suite. U est possible de douner aussi une régle
de multiplication.

Soient deux fonctious bornées et continues s M et 3 ) les fonctions

) Mathematica, vol. V0 rgda, p. 36,
2y Cetle question est traitée dans un travail qui pavaitea prochainement :
Nor Eéquation e Laplace et Abed,
A
Journ. de Wath,. tome X1 — Fase. 1, wdf. [
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associées vorrespendantes

ey o B, T < B
Py 3 ———1#’!:‘? “)"u ‘Qu:&:—:w »—-W—Hzﬂ‘*wﬁ“.
o, 3t — R 3
Eindions
v " 53, W
(Y Mezs = — ‘ L TRSY i- o,
YL et

st un eontour formé simple gui contient le segment L i son intérieur.
Je trace la demi-droite T, qui est portde par le rayon vecteur joignant
Porigine au point et qui va de 3 3 Ninfini. 30 T est tout entidre exié-
vieure & G la fonction Hy 3) est holomorphe sur €. 30 s est teds grand.
Hy 2) est fonction analytique et son développement s"obtient en prenant
pour C un trés grand cevcle

i

=,

(Y HF :\Ta:_:
L}

Silon déforme G de maniére que L veste & Pintériewr et T_alex-
térieur, la formule  §) reste valable: elle donne dong le prolongement
analvtigue du développement en série 3. La wméthede bien connue
de M. Hadamard mentre done yue Hy 3)est réguliére pour tout point 3
tel que T. coupe L. ¢'est-d-dire pour tout point qui w'est pas sur le
segment L. de Vaxe réel gqua va du paint Q) au point d'afline o®.

Choisissons un contour répondant anx conditions indiguées et trans-
formons 'expression ( ) :

DRSS ‘n-m. . ' el R
T !\M J , i d W d i arite“’wziﬁ~
= A . e Y -
- ' exc*“—t"«!»i—ﬂg
Qn peut échanger londre des intégrations :
wda 1

't e -~
Eh:\“.n:‘—:: I ﬁ STPAETT A , ~
TS ““warmmﬁf i

. L

Sait

s

l:‘! — -

TCale -0
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1.2 calenl des résidus donne immédiatement

T s adl s
Hosim g 2fvsd vdtdr
. 'z

il

Pour transformer celle intégrale double portant sur des variables
réelles, je fais le changement de variables

= wu. f— =

el je pose

e =

‘ . . . . Dz s v . i
Le déterminant fonctionnel ™ - est égal & — o
| LW w

Le nouvean champ d'intégration du plan des (#. v) est fini: si u reste
- oo, ~ - - n s
constant. v varte de o — Sa- —aetu doit varier ensnite de o a 4.

On ohtient done un triangle du plan des (. ) dont les sommets
sl i, 0N (oL d ) (o, —a.

R U s s el
Weza—=f *—— aves
.4 I —

e X
ST
oo a?
Clten i< W = W Log —-
- NS ju w
——

Lyu) est intégrable quoique non borné, ce qui justifie le changement
de variables.

La fonction H¢z) est donc la fonction analytique associée a la fonc-
ten ${a*—u) gu est intégrable dans I'intervalle (o, a*). Les quan-
ttés e,c,\n—1)! sont les coefficients intégraux d'une fonction dans
Fintervalle (o0 a*).

J a1 suppesé () et 3'(!') continues; si elles sont seulement som-
mables, leurs coefficients ¢, ¢;, ... el ¢, ¢, ... sont, a partir de ¢,
et ¢, ceux de fonchions continues. Les coefficients d,_, = c¢,c,(n —2)!
sont done ceux d’une fonction sommable.
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9. On peut apphquer les considérations précédentes A I'étude de
I"équation intégrale de premidre espéce. a limites fixes
[y diry= ’ Wi.eo s3yhysends

Les variables & et s sont supposées réelles, ies fonctions sont som-
wmables en . N(a. &) est sommable en s et borné. On cherche une
fonction A(s) de carré sommable. Ou demande une solution valable
quand . appartient & Dintervalle Li{ox~axsa.

Suoit = une varable complexe, on peat éerive :

Lo * oo~ »
™ Yy ed N T N Riwdle
i3 ! Mﬁ:’ [' M} s 1 e,
T I —.r -..i'm e I — J

Cette égalité est valable tant que x ne prend pas une valear réelic
apparctenant & Uintervalle L on peut. en offet, effectuer un échange
dintégrations. On est ainsi conduit & une nouvelle équation

"
- | g,
i3 Py = Bzl wpdoqurads,

—

~

¥

dont le novaun

) ) i, siede
iz sy = w _
] T =

et Ia fonction donnde
"il'a 3]‘1 — F-.aM‘
S s

sont analytiques et holomorphes dans le plan pourva de la coupure 1.
Réciproquement, si 'on connait une selution /s) de 3. le deuxicme
membre peut séerire

lﬂ:}:: I.\ql‘ "%Hm\r.j:ﬂwh yxh :"&-:] ‘!!’Qi

A I —

..‘ A"‘

-
Sa partie imaginaire tend vers — 7= | Koa. $Vs)dssiz tend vers

'
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un point de L en suivant une droite normale au segment, avec exception
possible pour un ensemble de points & de L dont la mesure est nulle.
La partie imaginaire du premier membre de (3) tend vers — i f(@),
dans les mémes conditions et avec une restriction analogue. L'équa-
tion ( 2) est donc vérifiée par fi(s) presque partout.

Pour traiter 'équation de premiére espéce, on pourra donc toujours
supposer que les fonctions sont analytiques en 2 et vérifient les condi-
tions indiquées au n°® 3.

1. Posons

ot a ¥

Sty ’ Ferde, Fley= " Sy ole,
LA A
"1:_“ ta). "E:,’-&ﬁ'ﬂ)»
h,ior. v I h{r. s)dr, hofa s)== f hy.eosidde,
i “a
Dyisy—=h,fa. 5% Dy{a) = hyta. 5). e

.’¢change des intégrations conduit au svstéme d'équations

ade

: .
\ e f Iy sl ofs, = l D (s)his) ofs,
! T ’ Dy sy hintels,

-

Réciproquement, supposons qu'unc fonction /f(s) vérifie le sys-
b i

téme ()i les coefficienls intégraux de [ K(a, Nh()ds sont les

deuxiémes membres des équations (v); cette fonction a done mémes
coefficients que f(&); elle lui est donc égale et le systéme (y) est donc
équivalent & 'équation (2). Iy aplus : d’aprésles remarques dun° 7,
on peut négliger certaines équations (y); il suffit par exemple de
résoudre ceiles dont les indices n,, n,, ..., n,, ... sont tels que Z ;lL
diverge. ’

On connait la solution d’un systéme tel que (y) quand on cherche
une solution A{s) de carré sommable; la méthode est basée surl’ortho-
gonalisation du systéme des fonctions D, qui sont bornées, d’aprés nos
hypothéses.
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1l peut arriver que les D, i5) ue soient pas indépendantes: supposons
que I'une d’elles D, soit une combinaison linéaire de plusieurs autres
qui la précédent :
U, = e, Dy e, By e Uy, TPy < Presln e~ Py <IN
On devra avoir

{0 EL TS B e By e Gy

Soit (5 ) le systéme formé par toutes les équations linéaires en ¢, que
U"on peut obtenir ainsi, ce systéme peul avoir une intinité d’équations.

Supprimons de la suite D,, D, ... toute fonction qui serait une
combinaison hinéaire de quelques autres yui la précédent. 1l reste des
fonctions linéaires indépendantes que je désigne pac D, . D, .... D .
SiD, =D, je pose ¢, =¢c,.

11 est clair que le systéme (v) est équivalent i l'ensemble dusystéme
des conditions (3) et du svstéme
1) e, s ':‘ by, isydeosa s,

On peut trouver un ensemble de fonctions orthogonales el nor-
males E, dans 'intervalle (o, &) telles que l'on ait

B, = a2} D,

les coefficients = élant des constantes. Je pose
=2, o= re, - o) e,

Le svstéme { v') est équivalent au systéme
N
of = I Faisvfivs)els T R D TN
On sait que la série X doit converger.
Réciproquement, si la série Zd; converge, le théovéme de MM. Fis-
cher et Riesz montre gu'il existe une fonction de carré sommable
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:léfinie presque partout sur l'intervalle (0, &) et dont les coeflicients de
Fourier par rapport a la suite des E, sont bien les ,. Cette fonction
n’est unique que si la suite des k, est fermée. La foaction ou les fone-
tions ainsi obtenues sont bien des solutions de P'équation () si le
svstéme (5) est vérifié.

Une condition nécessatre et suffisante pour que Uéquation (%) ait une
solulton qui soit une fonction de carré sommable est done que le systéme ()
soit vérifié par les coefficients intégrana de Ji.x) et que la séree

x { ﬂ"i o«

2 AL 2
l‘f-‘l',‘ L e, €, )

soed COnvergentc.

Les ¢ sont les termes d'une sutte purtielle de coe fficients integrar
de foey les indicesd] de eette suite dépendent de N (@, ) et nonde {0,
il en est de méme des coeflicients av; des équations (\5‘)

La solution (ou, s'll ¥ en a plusieurs, une des solutions) est obtenue
comme lhuite en moyenue d une série de Fourter, Xd, E,(+).

La solution générale s’obtient en ajoutant a cette solution parti-
culicre une fonction quelconque orthogonale a toutes les fonctions .,
il en existe.

11. La méthode que je viens d’emplover pour résoudre le systéme

s‘apphque aux équations
wl
v— ez By = I & Vnaisels,

ou z») est 'inconnue, ¢’est-a-dire & la recherche d une fonction de carré
sommable dont les coeflicients intégraux peur Uintervalle (o, 1) sont
dommés. lin'y a qu'a supposer D, ="' et b=1.

Quand on cherche a orthogonaliser les fonctions 1, s, s°. ... on
oblient {a suite des polynomes de Legendre (& un facleur numérigue
présh:

i

pie -1
. .

Ep=a —— a5 ... —u,
Ces suites sont d'ailleurs formées Jde fonctions linéairement indé-
pendantes.
Pour que les ¢, sotent les coe [ ficients intégraur d’une fonction de carré
sommable, il faut et il suffit que ba seérie
I, cp— ) ey e )t

sout convergente, les a] étant les coe ficients des polynomes E,.
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La fonction 2(s) obtenue par les coefficients intégraux se présentera
comme limite en moyenne d’une série de Fourier de fonctions X, dans
le cas actuel ot elle est de carré sommable. Si cette fonction est a
variations bernées, la série sera convergente et sa valeur au point s,
sera

i N
st — o) =i —udt (Oh

S1lon donne les coeflicients ¢, ¢,. ¢,. .... et si ['on ne sait rien sur
lafonction inconnue (@ — »), on pourra toujours appliquer la méthode
précédente au caleul de

= [T,

i
]

12. Pour termner, je ferai observer quil v a plusieurs procédés
presque évidents pour ramener l'étude de I'équation intégrale de
premiére espece a la résolution d'un systéme inlini d équations du type

ol

I s I (s hi(s) s,
“a
ou h(s) est I'inconnue. sans parier de la solution de M. Picard.

Le procédé que je propose au n® 10 me parait présenter deux avan-
tages : la solution quiil donne ne contient pas {ou presque pas)
d'indétermination. et ii s"applique dans le cas trés général ou Uon sait
seulement que le noyvau K.z, ) estintégrable et borné et. si Pon veut,
dans des cas plus géndéraux.

Remarquons encore que si U'on peut négliger certaines dguations )
comme je I'ai expliqué au n* 10 et obtenir des conditions de possibihité
qui ne font pasintervenir certainsc,. il reste entendu que les ¢, négliges
ne sont pas quelconques : ils sont tels que la suite ¢, co. cav o iiiey, oo
est celle descoeflicicntsintégraux d une fonction déterminée et d'ailleurs
donnée : fa).

i'y Bresnaror, Stizungsb. Alad. Minchen. Math. Phys. hlasse gog.
Mém. 190.



