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SVTTK DC NOMBRES QVI CORRESPOND* A VNE PONCTION SOXMABLE. <»3 

Sur une suite tie nombres t/tti correspond 
à une Jbneiion sonunable : 

Par M. 4. SOULA 
t Montpellier V 

I. 

I. Λ toute fonction J\-c) dont ou sait seulement qu'elle est déiiiiie 
et souunable dans l'intervalle o<.r<e, j'adjoins la suite des primitives 

I — j 

Je considérerai plus spécialement les quantités 

i=f(x) v2=f2(x).... fx=f2(x). ... 

et je dirai que ce sont là les coefficients intégraux de On a fait 
remarquer que si ces nombres sont unis et si la fonction est continue, 
elle se réduit à zéro \ * v·. J'ai encore fait observer que le résultat est le 
même quand on sait seulement que certaines suites tirées de la suite 
des «% ont tous leurs elements nulsiy). Ces propriétés sont dues à ce 
que n!(« — iVc, est la valeur que prend la dérivée n®*"* d'une fonction 
analytique possédant certaines propriétés. 

( ') PICARD. /.em< s«r t/tteiq «es trpes stmpfcs if'ét/ttattotts mer dérivées par 
fie/fes. p. 4p. 

t4J Association française pour 14Τ»ΙΙ««ΒΪΙΙΙ des Sciences. Congrès de Nancy. 
1931. 
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Je me sais proposé Je caractériser exactement cette fonction analy-
tique et Je donner la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle 
corresponde à nue fonction sommalde/'grk j'ai obtenu cette condition 
en supposant que /\«r > est borné in* 8b 

Je signale à nouveau des conditions nécessaires que \èritie la suite 
des r

x
 : j'indique un procédé qui permet d'obtenir une telle suite quand, 

on en connaît deux autres par l'application de la formule de Pareeval 
et de M. Hadamard. J'indique la condition nécessaire et. suffisante'que 
doivent vérifier les c.

x
 quand/A .r > a son carré sonnuable (ιΓ 12 κ 

Il ne nie parait pas absolument impossible que l'emploi des coeffi-
cients e„ donne des applications intéressantes en transformant les 
problèmes relatifs aux fonctions de variables réelles en problèmes sur 
les fonctions analytiques. J'ai essayé {'application Je cette méthode à 
l'étude de l'équation intégrale de première 'espèce 

t a ι /< .c » — | Κ é ,r. s s it t. s s »& 

J'obtiens, par uu procédé qui est pour ainsi dire évident, une condition 
pour qu'il y ait. des solutions et une determination de ces solutions en 
faisant intervenir les coefficients intégraux de /\ .ri et de tvyax. On 
remarquera que les intervalles de variation de a" et de s sont sans rela-
tion entre eux dans les calculs du n* IL H est. d'ail Seins facile de tes 
séparer dans la présentation de la méthode classique de M. ISeard 

2. 11 est bien connu que î'ou peut écrire 

, λ I»f 5 } ft i » *91 — I 9*- 9 Ut -■ ίίΐίί, 

On posera 
li É a* i il— jj; fc$4 — itt. 

Donc 

fx— —-—; f i-: ïl t1 »ft. 

Les produits — ι »! c, — IL. sont les coefficients du développement de 

< : < I Wr OAIVIMAKH. ->V . ttllt. 4if /■>., I. ."si, ;« JS. è-:.-
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Taylor de la fonction analytique 

♦
ls

,= f2J^î 

au voisinage de Fin Uni; pour nous en assurer dans le cas général où 
Ton sait seulement que/'(.ri est sommable, écrivions : 

*' = >- \i; - ci - |-%i ,* 

t '.etle equation est. valable dès que - n'est pas sur le segment de l'axe 
réel déliai par ο ;,r ·n. segment que je désignerai par L. Si î;' est 

assez grand, 1 et 1 sont bornés ; soit 1<q. le deuxième membre 

es! comparable à «^*· ' j ;if) tit ζ il tend vers zéro avec-· LLoù. au 

voisinage de l'infini. 

wb,
5
,^2w:Sn-» 

La fouet ion Φι ; » est analytique en tout point qui n'est pas sur L ; la 

vérification se fait immédiatement par l'étude de ' et l'on 

trouve que la dérivée est - S s,l)d 

ô. Parla»! d'une fonction somiuable réelle J\i s — 3y.fi — /1. j'étudie 
Φνy? » an voisinage du segment L. J'ai Φι ; · = \ — A . avec 

Φι/· ■ »·/ · Ψ·. I· !'! ■· ■ Λitf Ι : ul . 

Φι/« - ry.! . Φι/' -<</>... -Λ I Y ——-FLI - |\. 

Si 3yt) est une fonction continue, V lead vers nst ρ \ lorsque »/ tend 
vers zéro, ρ restant fixe t11. Pour traiter te cas où 3 (f i est seulement 

«! j l'nuRi». /«?*-- '-Î7_ 



ç)6 α. soun.v. 
so aimable au sens de M. Lebesgwe, je pose : 

Y(1)=| ji.r > //.('. 

et je transforme Y ι1 i : 

(.,) >
 =

 _ I '" r*'W' -
 tii

 _ , . 

Soit ο <Cρ "» posons : 

A11 » r^· — ■—!— ; 

admettons que h{t) res le fini quand t varie entre ο et a : c'est ce qui 
arrivera, en particulier, quand ψ(/ ϊ admet une dérivée pour / = p. 
c'est-à-dire presque partout. Pour t p±p, At A est continue, l'intégrale 
qui ligure dans 1,21 est une intégrale de ttiemann à laquelle on peut 
appliquer le premier théorème de la moyenne dans chacun des deux 
intervalles séparés par la valeur p. 

ï Î.U.) Γ -'-if"' . -'.û-t Γ , . ■' /' .„■» 

— >■</ ni' I (/1 f/
·.· /.· · «/· ] * [(>■ ,ι>-·-~»ρ 

t*> <Cîi<T 1». /»<·.<«iV. 
Or. 

Ι*' Ι Ι—UT" T/T Ι 1 T—/» '/< 1—Ρ' I 

Si if tend vers zéro,, ρ restant ti\e. on obtient 

\ Ci, A I -, M, Â I £.· I i. 

ε tendant vers, zéro, ω, et ω., tendant vers -· I Kmc \ a les mêmes "Y 
valeurs limites que τ:h ^ ■ 

(1 ) Pour l'intégration par parties, voir LEBSSGUE. Leçons sur tes séries trigono-
wrtrit/ises. p. i3. 
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D'autre part, ρ restant toujours fixe, donnons-nous un nombre 
constant * suffisamment petit et écrivons 

'le.» \ — 7 | ,/t ,J: - - 7
U

W" V>· 

tï est une fonction qui reste bornée si q tend vers zéro. Les considéra-
tions précédentes s'appliquent à l'intégrale de l'équation ι 3 ) et l'on 
voit que les limites de Y sont les mêmes que celles d'une expression de 

la forme r. >> et étant certains nombres qui dépendent 

de »/ et qui sont respectivement compris dans les intervalles*ρ— χ. ρ) 
et { ρ, ρ-h χ). On en déduira que si ψ( it a une dérivée à droite et une 

dérivée à gauche pour t = j». ~ a pour limite unique la demi-somme de 

ces dérivées. Etant données les propriétés de la primitive ψ(ί), \ tend 
presque partout vers -pt D quand q tend vers zéro, ρ restant fixe. 

Complétons cette étude de \ en supposant 3(f) borné. Si · s(D! < M 
l'expression de Y montre que 

" t ; -< \· 1 are tanç - are lane —— I -

La partir imaginaire de Φ(Υ> est tkmc de motiule borne si z,(i) est borne. 

-I. Etudions \ de la même façon; on supposera encore que ρ garde 
une valeur constante déterminée *0 <^p<^ u t et que b(t ) reste borné 
pour cette valeur de p. La même intégration par parties donne 

\=- l' - " 

avec 

Λ U' — pi--r.|- .[ i<f· /·>-·- -y·!· ■ 

On appliquera encore le tbéorèine de la moyenne dans chacun des 
intervalles (ο, p). {p. «) où t — ρ garde un signe constant et où b( t ) 
est continu. En désignant des valeurs de t appartenant respectivement 

Journ. tie Math., («nue XIIL — F .«se. 1. IO 



9# J. SOULA. 

à ces intervalles par r
t

, et r,.,, on obtient 

I = I A ^, ) j LOGU Ί - fr - VM ΓΓ_~^ t/, 

-v- - Λ < ) j !og[( / — /» )- ] — — -f- r | — ψι /») I .. · 

On peut finalement écrire 

r h I (,, j — Λ ι r4.. · · ; . 

ζ désignant une fonction de ρ et de q qui tend vers zéro avec q. Les 

limites de —restent bornées et inférieures à l'oscillation de/qi) dans 

l'intervalle (ο, a ). On verrait de même qu'elles restent inférieures à 
l'oscillation de h{t) dans un intervalle quelconque contenant la valeur/». 

l'ar suite, —tend vers zéro si Α(Λ est continu pour t=p, c'est-à-dire 

si ψθ) a une dérivée pour t = /», c'est-à-dire presque partout. 

5. Évaluons l'ordre de grandeur de Ψ( j ) dans tout le plan, ν 
compris le voisinage des extrémités du segment L. Soit - = ρ -f- iq : 

. . ('"**, .11 — t ttt : Vit) 1 ift 

~ ~r~ " ) / / l ; *//* 

Ainsi, dans le cas général, ; q-Φ j est borné et l'on voit aussi que "N est 
borné. 

Si, maintenant, ; =V) j est borné, | j s</)! < M |. 

1 .( Ï'p-ir-'-q- T' " VX {/» -

< \l tu» M lo« — —eonsi.. 
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on obtient que — est borné ainsi, que \ au. voisinage de L. En 

résumé. :« la Jonction réelle /{.e\ est sotnmable, la /onction anulrtà/ue 

Φι ;r. \ Λ ... / '·· " — 

est bolomorphe t/anx tout le plan pomvu de la coupiuv L (injini compris}. 
Si le point ρ + ùj tend rers le fnnnt ρ de L, ρ restant fixe. 1 (end 

rers —J\ a — p) et —-— tend rers scrv : ces deux propriétés ponçant ne 

pas cire exactes pour un ensemble de points ρ de L dont fa mesure est 
null*", 

St\ déplus, J\x) est borne, \ est borné dam le plan et—-— est borné 

«.fi rmsmape de L... 

6. Pour établir une réciproque de cette dernière propriété, consi-
dérons m priori une fonction «b(s '> qui possède les deux propriétés sui-
vantes : 

ι" Φ( j ) = \ — i\ est holomorphe partout ailleurs que sur le 
segment L \ infini compris). 

2" La partie imaginaire \ est de module borné dans le plan. 

Nous allons d'abord déduire de là deux autres propriétés de Φ(^). 
La fonction ILÔ) = e *φ est boloiuorphe dans la région d'Iiolo-

inorpliie indiquée pour Φ et son module est borné, la théorème de 
M. Fa ton {'■ ) nous apprend que H tend vers une limite déterminée sur 
tout chemin aboutissant à un point de I. sous une incidence nulle ou 
aigué sauf, éventuellement, pour des chemins aboutissant à certains 
points de L dont l'ensemble Ε est de mesure nulle. Cette limite est une 
fonction bornée et sommable sur L ear elle est obtenue comme dérivée 
d'une fonction continue à variation bornée. On voit donc que 1 a une 

{'» ΚΑ TOI , Acte mathcmaiô-a. t. 30. p. 366. 16«· aussi DKSJQY. <·. il. 
A ad. Si·.. ι. 168. 1919, p. 38-. 
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limite aux points qui ne sont pas sur Ε et cette limite ne pent être 
Fin fini par hypothèse ; c'est line fonction mesurable et bornée sur 
l'intervalle L, donc sommable. 

D'autre part, j'ai montré que l'inégalité j Y j < M valable pour o. 
par exemple, entraîne 

ι M/'· </) -- Vp. '/"11 < 

quand on suppose ο <[ q <[ */„ ι (1 ). 
Faisons choix d'un point fixe />„, y„ : 

\(/'- '/ ' \ '/) — V/'· 1
 -i-

 x<7'- '/.. )· 

Si ρ reste compris entre —n et an par exemple, si ο < r/„ <[ ι, 

Χ(Λ </ύ) est évidemment borné; on voit donc que —; admet une 

borne quand le point ρ -+- iq reste dans un domaine qui comprend L â 
son intérieur. 

Ces considérations entraînent deux nouvelles propriétés pour Φ : 
.'·η 4 admet presque partout sur L une limite çp(f) qui est une fonc-

tion bornée et sommable quand ρ reste fixe et quand q tend vers zéro. 

4" ——— est borné au voisinage de L. 

Cela posé, nous pouvons considérer la fonctionjf ïiLLiÎC j
e
 vais 

démontrer qu elle est égale ίι Φ à une constante additive près. Nous 
avons vu (n" il) que cette fonction possède les propriétés précédentes ; 
il nous suffira donc de démontrer que si une fonction Φ= \ — A 
possède les propriétés i% a", 3\ 4"? avec ç(/) = o, elle se réduit à une 
constante. Four faire la démonstration, je considérerai un domaine 
qui diffère peu de l'anneau compris entre les cercles r, j ζ ! == Κ 
avec ο <r< H < a. Nous tracerons les droites parallèles à l'axe réel, 
symétriques par rapport à lui et à la distance q de cet axe. Les cercles 
sont coupés aux points M, Ν, M', N' voisins du segment L et nous 
considérerons le domaine limité par le contour simple M'N'ANMBM 

( ' ) Mathematica, vol. 1. lyay, p. oy. 
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( vo/r figure). Soit s un point réel intérieur au contour et situé du côté 
négatif de l'axe réel (— R < 5 < ~ r). On a 

φι(-)=__"_ f <*>(") 

l'intégrale étant prise sur le contour. La partie relative aux deux 
serments .M'N' et MIS est C 

- ig\ - ΦΙ ι — η/ι , Λ ιί/ Γ "Φ f/η-<>/)+Φ(< —IY)7^ 

La quantité Φ(ί-+-«/) — Φ(ί — ù/) =— 21Λ(t,«/) tend vers zéro 
presque partout avec q pour/» fixe: la première intégrale est inférieure 
en module à 

1 fK |V(/,g)l alw, 

et elle tend vers zéro avec </. La deuxième intégrale admet une borne 

de la forme IL/ log -ρ~- (I> constante); elle tend aussi vers zéro. Il 

reste les intégrales sur les arcs de cercles; je les remplace par des inté-
grales sur des contours fermés voisins de ces arcs. Pour la première, 
par exemple, je modifie le contour en ajoutant, le petit segment de 

droite MM'. Comme j Φ | est de l'ordre de logy^-p l'intégrale existe 

bien et elle admet une borne de la forme 2 A I log -rfv (A constante) ;I log -rfv (A constante): 
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c'est un infiniment petit avec #/. Les contours fermés qui enveloppent 
l'origine et qui comprennent le point s entre eux étant désignés par γ 
et Y. on a 

φ ^ ι ΓΦ^ίΟ/ι» » Γ #(«)</« 

Î étant infiniment petit avec y. 
L'intégrale le long de γ (ou de γ') ne varie pas si r ι ou Ui reste fixe 

et si y tend vers zéro. Il faut donc que s soit nul : 

131 φι ; ) — 1 — - I 

Comme chacune de ces intégrales représente une fonction analytique 
ponr Î situé dans le domaine ouvert compris entre les deux contours y 
et γ', la formule (3) démontrée pour s réel et négatif est aussi exacte 
pour s quelconque dans ce domaine annulaire. Φ(^) est donc holo-
morplie et uniforme entre les deux contours. Comme r est arbitraire-
ment petit, le point ο est un point régulier ou un point singulier isolé 
autour duquel la fonction est uniforme. 

Pour évaluer la grandeur de Φ au voisinage de o. je remarque que 
la deuxième intégrale de (^3) représente une fonction holoinorphe 
pour ; = o, il suffit d'étudier l'intégrale le long de γ. Je puis évidem-
ment modifier ce contour fermé entourant l'origine : je pose j: s j = ρ et 
je remplace γ par un carré dont les côtés sont parallèles aux axes de 

coordonnées, dont le centre est O, dont le côté a pour longueur —2-^ : 

il est inscrit dans un cercle de ravou 2. On a donc -,—'—,· <" -· Sur 

les côtés parallèles à l'axe réel, ι Φ(«) j est de l'ordre de log 2 d'après la 

propriété 4° de Φ ( s ). Sur le côté normal à l'axe réel, f - _ _ ; - est 

comparable à 

Λ ? Ύ ' -3\h \ " ? / 

On s'aperçoit finalement que] :Φ(.?)| est borné au voisinage de l'ori-
gine. Gomme ,·Φ(.-1 tend vers zéro sur une droite Quelconque issue 
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de Ο autre que l'axe réel, comme cette fonction ne peut être que 
régulière en O, elle y est nulle. 'Iqs i est donc régulière' à l'origine. 
I n raisonnement analogue donnerait le même résultat pour l'autre 
extrémité du segment !.. le point ; = u ; la fonction est donc régulière 
dans tout le plan, c'est une roast an te. 

On peut maintenant énoncer: 

Soit m m" fonction d»(s) fmlomorphe en tout point dit pian qui n'est pas 
surir srgtut'M L. four tpie su partie imaginaire soit AomtV, if faut et il 

su/fit I/«I' Φι. ; » puisse se mettre sons la forme j —const.. R Ί M 

étant une Jonction sontrnaùle et bornée pour ο t <i. 

7. On peut dire encore que la condition nécessaire et suffisante pour 
que les nombres c

s
, r,, c,, ... soient les coefficients intégraux d'une 

fond ion soinmable et bornée est que la fonction X1 '' ait sa partie 
imaginaire bornée et soit holomorphe en tout point qui n'est pas sur L. 

Le théorème du η" il nous donne une condition nécessaire, mais non 
suffisante, pour qu'ils soient les coefficients intégraux d'une fonction 
soinmable. non nécessairement bornée. 

Si les coefficients intégraux d'une fonction soinmable f sont nuls à 
partir d'un certain rang, la fonction Φ correspondante est rationnelle 
et. par suite, uniforme. Connue elle est réelle pour ; réel, sa partie 
imaginaire \ est nulle pour 3 réel. Mais on u vu que cette quantité est 
presque partou t égale à J\a —.»·), cette fonction est donc nulle presque 
partout. 

.l'ai déjà l'ait remarquer t ') que l'on est certain que /\,r) est nul 
presque partout dès que certains coefficients tirés de la suite des<\ sont 
nuls : c'est ce que montrent les nombreux théorèmes obtenus sur les 
lacunes ties séries de Taylor, Parmi ces résultats, l'un des plus simples 
s'obtient ici directement. 

Supposons a = 1 ce qui est sans importance. On a 

!>„ — (w — ι)! r, — Ç t"· ' fia — t) ,tr 

t " ι Lue. ÎVV,. Association française pour l'avancement îles Sciences. ipSi . 
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el B„estla valeur pour» = η de la fonction analytique J f"' /"(«—/) dt. 
4* $ 

Dans le domaine où la partie réelle de u est positive, cette fonction est 

holomorplie el a son module inférieur à f ' /(a — ί) j dt. Or. si une 

fonction analytique non nulle est holomorplie et bornée en module dans 
le demi-plan à droite de l'axe des imaginaires, les zéros réels positifs de 

celte fonction, r,, r.,. ... /·„. ... sont tels que la série---i—- j ...-r -—f-·-· r, ι\ Γχ, 
est convergente : c'est là une transformation du théorème connu de 
M. Blaschke ι ' ) relatif aux zéros d'une fonction holomorplie et bornée 
dans un cercle. ^11 sufiit d'une transformation conforme pour passer au 
théorème du demi-plan.) 

On voit donc que les coefficients intégraux d'une fonction sont tous 

nuls si les coefficients c
K
 le sont et si V diverse. La l'onction est 

nulle elle aussi, sauf peut-être en des points formant sur L un ensemble 
de mesure nulle. 

On peut encore dire que la suite des coefficients c
ra
 d'une fonction 

est déterminée quand on connaît une suite partielle c,. telle que V -l 

diverge. 
Le théorème des lacunes de M. Fabry donne des résultats analogues : 

non seulement la suite des e.. nuls ne doit pas être trop dense, quand J\.r\ 
n'est pas mil. mais il ne se peut pas que des groupes île termes consé-
cutifs r._,, c„,. s'évanouissent alors que »/,, est relativement 
grand par rapport à np. 

Les théorèmes de prolongement analytique donnent d'autres résul-
tats: les uns sont relatifs à l'ordre de grandeur des <\. d'autres aux 
changements de signe de deux termes successifs : si <\

r
., et c, ne sont 

pas de même signe et si /'(a·) n'est pas uni, la sériel — converge. 

Le résultat le plus simple est d'ailleurs celui qui concerne l'ordre 
de grandeur des c„ ; on le déduit du rayon de convergence de la fonc-

i " ι JW/\ pas- exemple. MONTH.. Leçons sur tes jam il! es normales tie fonc 
thaïs analytiques, p. 171t. 
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lion Φ0 V* La plus grande limite de \t « —fo ! (t\| est égale à α au 

plus, il en résulte que la plus grande limite de »\'f ο» est ««· au plus; 
elle est exactement égale à *tr si /\.rè n'est pas nul au voisinage de.r= ο 

ear Φ( ' ) a bien alors le point ; = — pour point singulier. 
On peut, rapprocher cette propriété d'une autre que j'ai obtenue 

récemment : soit M; = / la plus petite limite de «vM, n'est 

pas nulle si./', ν a·» n'est pas nul t. ' ). 
On a doue un grand nombre de conditions nécessaires pour qu'une 

suite de nombres c,. *·.... ..... <%, ... soit la suite des cooflicients 
intégraux d'une fonction; bien entendu, ces conditions ne sont pas 
suflisantes. Je donne plus loin une condition nécessaire et suffisante 
pour que les nombres c„ soient les coefficients intégraux d'une fonction 
de carré sommable. 

On vient d'obtenir incidemment que les coefficients intégraux de 

toute fonction sonimable sont de la. former. = —la fonction Gi u > 

étant ludomorphe et bornée eu module quand la partie réelle de « est 
positive et quand </ — i. Je n'ai pas pu établir la réciproque et je me 
contente de signaler sans démonstration la proposition suivante : 
si G, « ι est une fonction liolomorpbe et bornée en module quand la 

partie réelle de « est positive, les nombres - sont les coefficients 

intégraux d'une fonction soiuniable dans l'intervalle t o. i\ ce qui 
suffit à montrer que la détermination de Gq «i par les valeurs de G ι ιι ι 
est liée au problème traité ici (2). 

8. ïvtant données deux suites de coefficients intégraux correspondant 
à ileux fonctions, on pent par addition de coefficients de même rang 
obtenir une troisième suite. Il est possible de donner aussi une règle 
de multiplication.. 

Soient deux fonctions bornées et continues z{t\ et s\f i les fonctions 

! ' ) .Uciiàf/iMtiftt, vol. VI. tué.»., p. Sô. 
ι -1 Celle question est imitée dans an travail qui paraîtra prochainement : 

■Sit/' Γ équation τ h· ire ci Aùt·/. 
Jvttrn. «is Math., tome \llt. — Rase. I, ««3». "-1 
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associées co r respondan tes 

*,sk= j v u'. 

Ktudïons 

( |! Hi 5i— -4- l ♦> r <· ♦ I . 

C est un contour fermé simple qui contient le segment L à son intérieur, 
le trace la demi-droite T- qui est portée par le rayon vecteur joignant 
Forigine an point - et qui va tie 5 à Ftnlni. Si Τ est tout entière exté-
rieure à C. la fonction est iiolomorpke sur C. Si ; est très grand. 
llKz\ est fonction analytique et son développement s'oht ien t en prenant 
pour C. un très grand cercle 

( è ι iti-i — 

Si Fou déforme C de manière que L'reste à Fïntèriewr et T. à l'ex-
térieur, la formule ^4)' reste valable; elle donne donc le prolongement 
analytique du développement en série ço ». La méthode bien connue 
de M. Hadamard montre donc que Ht s) «si régitîièïe pour tout point ^ 
tel que T- coupe L, c'est-à-dire 'pour tout point qui n'est pas sur le 
segment L de F ave réel qui va du point Ο au 'point d'aflixe «1% 

Choisissons un contour répondant aux conditions indiquées et trans-
formons l'expression t -Ό: 

»s. 5 > - - — I t Ι 

On peut échanger l'ordre des intégrations ; 

[oz]=1S S x(1)O(c)[Sdx]dt dt 

Soit 
I ( *!_ 



SUITE !>K XOMRRES (,ΙΓΙ CORRESPOND A USE FONCTION SONSI VIU.E. 10-

Le ealcnl des résidus donne immédiatement 

l - 81.— f~ /"V 

Pour transformer cette intégrale double portant sur des variables 
réelles, je fais le changement de variables 

tt'—u, t — ·-
et je pos«> 

s — #' — \ — i t* = «■. 

Le déterminant fonctionnel 1 est ésral à --· 

le· nouveau champ d'intégration du plan des { «. cl est fini; si «reste 

constant. ν varie de « — - à - — α et « doit varier ensuite de ο à tr. 
»» «t 

On obtient, donc ιιη triangle du plan des * «. Ci dont les sommets 
sont, 'n ο 1.1 o, h i, ( ο, — u κ 

st t c- i f avet· ·-.(n Ι ν f s { ) 

Si M ^est «ne .borne des fonctions continues j s|tl: et i ?\ΙΊ !« 

-il ft · ' \l~ t — \l; ΙΛ»Ϊ — · 

Y (u) Ί. est intégrable quoique non borné, ce qui justiiïe le changement 
de variables-

La fonction Η^τ) est donc la fonction analytique associée à la fonc-
tion γ(«3—«) qui 'est intégrable dans l'intervalle (o, «-). Les'quan-
tités c»c

x
\n — i)! sont les coefficients intégraux d'une fonction dans 

l'Intervalle ^o. «iai. 

J'ai supposé· et continues: si elles sont seulement soin-
mables, leurs coefficients c

s
,, e

3
, ,.. et c^, c"

3
, ... sont, à partir de c, 

et c,. ceux de fonctions continues. Les coefficients «/„_, = 'Γ
η
€^'(« — a) ! 

sont, donc ceux d'une fonction sommabie. 
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S- On pent appliquer les. considérations précédentes à Fêtude de 
Fêqnatïon intégrale de première espèce, à limites fixes 

ι a |i ,jù .r t = | Ki" . s > A « .« * tAr. 

Les variables .r et. s sont supposées réelles, les fonctions sont soiu-
ruables en .r. K(.r. Ο est soinniable en s et borne. On cherche une 
fonction de carré sommable. On demande une solution valable 
quand .r appartient à l'intervalle L ι o>.r »i\ 

Soit ; nne variable complexe, on peut écrire : 

CSt
 =

 j-'T i' -K^.su/.rl
k (s) ds. 

Cette égalité est valable tant que ; ne prend pas nne valeur réelle 
appartenant à l'intervalle L: on peut, en effet, effectuer un échange 
d'intégrations. On est ainsi 'Conduit à une nouvelle équation 

•j î > φιt — | H ■ r-, s j /« t .< s ·Ac. 

dont le novan 

-il ft · ' \l~ t — \l; ΙΛ»Ϊ — · 

et la fonction donnée· 

Φ«;>=1 ^ 

sont analytiques et holomorphes dans le plan pourvu de la coupure· !.. 
Réciproquement, si l'on connaît une solution ##(«) de 3. le deuxième 

membre peut s'écrire 

Ι I Κ « .r. s I A ( sWAs J 
j. 

Sa partie imaginaire tend vers — r- f Iv ur. xV Itjjt) *i$ si î tend vers 



sriTE οκ No.vinuKs on cokrkspond a uxr fonction summ\bi.k. iop 

«11 point de L en suivant une droite normale au segment, avec exception 
possible pour un ensemble de points α· de L dont la mesure est nulle. 
La partie imaginaire du premier membre de (,3) tend vers — t -/'(.r), 
dans les mêmes conditions et avec une restriction analogue. L'équa-
tion (at) est donc vérifiée par h (s') presque partout. 

Pour traiter l'équation de première espèce, on pourra donc toujours 
supposer que les fonctions sont analytiques en a? et vérifient les condi-
tions indiquées au u" ii. 

Ml. Posons 

J\ t -'· I — j /{.r1 «Ar. J\ {.r ) = j /, t .r ) ifo .... 

•"l=/li")· <î =/.("<?), ·-■-

K,t. i'. s ! :— j Κ | /\ < ) ·/./'. Iv.i.r . .ï j j Κ | ι .« I if·' . .... 

Π, — Κ, ! If. .*>. I»,(s) = Kjl'd. S). - . 

f .'échange des intégrations conduit an système d'équations 

ι γ } 

I| 11, ! fl\s I' rfs. (·;= j Dj(i) A p) #/*, 

''n~ I I I V ! /( ι Χ ϊ </.i. ..... 

Réciproquement, supposons qu'une fonction A (s) vérifie le sys-

tème v. les coefficients intégraux de ( R(.r, χ) h (s) (fx sont les 

deuxièmes membres des équations (γ); cette fonction a donc mêmes 
coefficients que J\ .v ) ; elle lui est donc égale et le système (γ) est donc 
équivalent à l'équation ( χ >. Il y a plus : d'après les remarques du n° 7, 
on peut négliger certaines équations (γ); il suffit par exemple de 
résoudre celles dont les indices n,. n.,, ..., «,,, ... sont tels que ̂  1 

diverge. 
On connaît la solution d'un système tel que (γ ) quand on cherche 

une solution â(s) de carré sommable; la méthode est basée sur l'ortho-
gonalisation du système des fonctions D„ qui sont bornées, d'après nos 
hypothèses. 
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Il peul armer que les LVi/l ne soient pas indépendantes: supposons 
que Γιιηβ d'elles D„ soit une combinaison linéaire de plusieurs autres 
qui la précèdent : 

Π,=.«i, Di>t-s- «ι. IV— /m,- l*,, '/»,< ft<. /».,<a ». 

Ou devra avoir 

(i) ··.,= ###!«', -I- »«;<·-. — . . .. IM.,·'., . 

Soit (ί ) le système formé par toutes les équations linéaires en r, que 
Ton peut obtenir ainsi, ce système peut avoir line infinité d'équations. 

Supprimons de la suite 13,, 13«. — toute fonction qui serait une 
combinaison linéaire de quelques autres qui la précèdent. 11 reste des 
fonctions linéaires indépendantes que je désigne par IV . 13',. 13.. 
Si D;, = 13,,, je pose r„ = «y 

11 est clair que le système 1,7) est équivalent à l'ensemble du système 
des conditions (o3 et du système 

ι γ' ) »■;, . I ! ι s ι Λ ( χ ι γ/χ. 

On peut trouver un ensemble de fonctions orthogonales et nor-
males F.„ dans l'intervalle (o, è) telles que l'on ait 

C1=x1 L),, 

κ; η; a./ D2. 

1·'« — l>i -r x,f Di - x„" It;,. 

les coefficients a/ étant des constantes. Je pose 

·/«= χ» <■', — *,?·*·» - ..χ," Cn. 

Le système ι.γ" t est équivalent au système 

dn. ■ j k„ i .< » Λ 1 S) l/s ! It . - I . >. ... I. 

On sait que la série </:, doit converger.. 
Réciproquement, si la série — if;, converge, le théorème de MM. Fis-

cher et Riesz montre qu'il existe nue fonction de carré sommable 
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définie presque partout sur l'Intervalle to, 6) et dont les coefficients de 
Fourier par rapport à la suite des E„ sont bien les </„. Cette fonction 
n'est unique que si la suite des E„ est fermée. La fonction ou les fonc-
tions ainsi obtenues sont bien des solutions de l'équation t x') si le 
système (o) est vérifié. 

I ne condition nécesxain: et suffisante· pour que l'équation ι χ ι ait une 
solution qui soit une Jonction de carré sommaMe est donc que le système \ ο ) 
soit vérifié par les coefficients intê$ruti& de /( .r) et que la série 

-(«« »·', — u,~ >·;. - τ--... - o„" «·;, )* 
suit coroergt'nie. 

Les c., sont les termes d'une suite partielle de coe f ficients inte»rau.e 
fie J\ .ci ; les indices d:f de cette suite dépendent de Κ ( .r, * > et non de J"{ j· t. 
il en est de même des coefficients m, des équations (s). 

La solution t ou, s'il y en a plusieurs, une des solutions) est obtenue 
comme limite en moyenne d'une série de Fourier, Σd

κ
 F,,!, .ν). 

La solution générale s'obtient en ajoutant à cette solution parti-
culière une fonction quelconque orthogonale à toutes les fonctions E„, 
s'il en existe. 

il. La méthode que je viens d'employer pour résoudre le système 
s'applique aux équations 

ι M — ι ι ! <\, .... I'»,, " . j X' 1
 ji.di/i. 

où ζ i.v. est l'inconnue, c'est-à-dire à la recherche d'une fonction de carré 
sommahle dont les coefficients intégraux pour l'intervalle ( ο. ι \ sont 
donnés. Il n'y a qu'à supposer D„ =etft = i. 

Quand on cherche à orthogonaliser les fonctions ι, Λ, ,V-, on 
obtient la suite des polvnomes de Legendre (à un facteur numérique 
prèsï : 

— "·,· ·* ------ :. 

Ces suites sont d'ailleurs formées de fonctions linéairement indé-
pendantes. 

Pour que les c„ soient les coefficients intégrait .r d'une fonction de carré 
sommahle. il faut et il su ffit que la série 

-t«» <"ι — a,? (-j - -... — 

soit convergente. les a f étant les coe fficients des polvnomes E„. 
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La fonction çv .v ) obtenue par les coefficients intégraux se présentera 
comme limite en moy enne d'une série de Fourier de fonctions X„ dans 
le cas actuel où elle est de carré sominable. Si cette fonction est à 
variations bornées, la série sera convergente et sa valeur au point .v„ 
sera 

! ? i«m — «> ) — ?κ. <·Μ ( * ». 

Si fou donne les coefficients e,. c2
. c

;t
. et si Ton ne sait rien sur 

la fonction inconnue /"(U — Λ· '», on pourra toujours appliquer la méthode 
précédente au calcul de 

/,(.*·) = f /(-r)rf.r. 

1*2. Pour terminer, je ferai observer qu'il y a plusieurs procédés 
presque évidents pour ramener l'étude de l'équation intégrale de 
première espèce à la résolution d'un système infini d'équations du type 

j .Ι.,ΙΛ'! /((.M its. 

où /η v » est l'inconnue, sans parler de la solution de M. Picard. 
Le procédé que je propose au n° 10 nie parai t présenter deux avan-

tages : la solution qu'il donne ne contient pas {ou presque pas > 
d'indétermination, et ii s'applique dans le cas très général où l'on sait 
seulement que le noyau Km. .r, .ν » est intcgrable et borné et. si l'on veut, 
dans des cas plus généraux . 

Remarquons encore que si l'on peut nég liger certaines équations νT) 
comme je l'ai expliqué au n" 10 et obtenir des conditions de possibilité 
qui ne font pas intervenir certains r„. il reste entendu que les c„ négliges 
ne sont pas quelconques : ils sont tels que la suite c,. e

3
..... c,.. ... 

est celle des coefficients intégraux d'une fonction déterminée et d'ailleurs 
donnée : /ï.r ». 

('» Bitkumt, Siisungsb. Akat/. Mfmchen. Math. Phjs. Masse icjoj». 
Mêm. 10. 


