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PREMIERE THESE.

R

SUR LES

RELATIONS ENTRE LES NOMBRES

DES

CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES

DE DETERMINANT NEGATIF.

INTRODUCTION.

1. Notations. — Je désignerai par F(N) le nombre des classes de
formes quadratiques binaires (ax®+ 2bxy -+ cy®) a coefficients en-
tiers, positives, de 'ordre propre, c’est-a-dire dont les coefficients
extrémes ne sont pas pairs a la fois, et de déterminant 4* — ac=—N

ou de discriminant ac— 6*=N.

F,(N) est un nombre analogue, mais relatif aux formes de I'ordre
impropre, ¢’est-a-dire aux formes dont les coefficients extrémes sont
pairs a la fois.

Rien n’est supposé sur la primitivité de ces formes.

7 . . P 7 I
Une classe équivalente a a(x* 4+ y*) sera comptée pour ;> une classe

. \ I
équivalente a a(22* + 2.xy + 2)*), pour 3
C. I
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Je poserai encore
J(N) = F(N) -+ 3F,(N).
E(N)=F(N)— F((N),
G(N)=F(N)+ F (N),

et, avec les conventions en usage,

Fo)=o, F,(0)=——;
d’ou
J(o):——%, E(e)= =, G(o)=——

On peut remarquer que G(N) est le nombre total des classes de
formes de discriminant N.

Jaurai a considérer des sommes telles que
2F(N—¢%),

N étant un nombre entier positif. La sommation s’étend sur @, choisi
parmi les nombres entiers rendant N — ¢ positif.

Si les nombres ¢ sont tous congrus (modp), on dira que la
somme correspondante est une somme d’ordre p.

Ce Mémoire a pour objet I'étude de sommes du cinquiéme ordre.

2. Hustorique. — Legendre ('), le premier, étudia un sujet con-
nexe au notre et découvrit que le nombre des décompositions d’un
entier en trois carrés est lié au nombre des classes de formes quadra-
tiques ayant cet entier pour disecriminant. Mais c’est Gauss (*) qui éta-
blit le résultat de Legendre.

Jacobi montra avec quelle fécondité ses fonctions 0 s’appliquent a
la recherche des nombres de représentations d’un entier par certaines

formes quaternaires. On sait qu’il fut ainsi conduit a son célébre théo-

() Histoire de U'Académie royale des Sciences, année 1785 (Paris, 1788), p. 531
et suiv, Voiraussi Théorie des Nombres, 3¢ édition, vol. I, 3¢ Partie.
(*) Disquisitiones Arithmeticee, Braunschweig, 1801, art. 291 et suiv.
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reme sur les représentations du quadruple d’un nombre impair par
une somme de quatre carrés impairs ('), puis, & diverses propositions
sur les décompositions d’un nombre en deux, quatre, six ou huit
carrés. Sa méthode consiste & développer en série de puissances (*)
des combinaisons convenables de fonctions 0, puis a égaler les coef-
ficients des mémes puissances de 'argument.

Dans le cas de la représentation d’un nombre par (uatre carrés,
Jacobi, par une transposition habile, donna & sa démonstration une
forme purement arithmétique. Trente ans plus tard, Kronecker, puis
Liouville, imitérent ce procédé pour présenter, sous une apparence
arithmétique, des propositions d’abord obtenues au moyen des fonc-
tions 0.

Jacobi parait avoir pressenti (ue les recherches de Legendre et de
Gauss prendraient, grace aux fonctions elliptiques, une extension con-
sidérable; cependant, ¢’est seulement Kronecker qui réalisa cette pré-
vision en 1857 (*), non pas, & vrai dire, au moyen des fonctions 0,
mais en considérant les modules singuliers de la théorie de la multipli-
cation complexe des fonctions elliptiques.

Voici les huit sommes (‘) qu’obtint Kronecker :

I. SF(4N —g?),
II. 2F(2m —g?),
111. (=1 F(am—g?)

(Y) Note sur la décomposition d’un nombre en quatre carrés (Journal de Crelle,
t. 3, 1828, p. 191; Fundamenta Nova, t. 1, p. fo & 42, 65, 66; Journal de Crelle, t. 12,
1834, p. 167).

(%) Pour la définition des fonctions ®, voir le n° 18 du présent Mémoire. L'argument
auquel il est fait allusion est ¢.

(3) Monatsberichte der Koniglichpreussischen Akademie der Wissenschaften zu
Berlin, 29 octobre 1857, traduit par Houkr, Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 2¢ série, t. 3, 1838 : Sur les fonctions elliptiques et la théorie des nombres, par
M. Kronecker,

(*) Ueber die Ansahl der verschiedenen Classen quadratischer Formen von nega-
tiver Determinante (Journal de Crelle, t. 57, 1859, p. 248). Ce Mémoire fut traduit en
francais par Houel et publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées,
2 série, t. V, 1860.
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et

1V. 2 G(nt — g?),

V. 2F(m —g?),

VI. S(—1)° F(m—a?),
VII. 2(—1)°F|lr—(40)%],

y—02

v\ 16 : s —g? _ s — o2 .
VIIL S(—1) [21< . > 3G< — ﬂ

Les sommes sont étendues a toutes les valeurs, entiéres, positives

ou nulles de 6, rendant les parentheses positives et entiéres :

n est un nombre entier quelconque,
m un entier impair,
r un entier de la forme 8% — 1,

s un entier de la forme 84 4- 1.

Je sont done des sommes d’ordre wn et quatre.
( t donc d d’ordre t quat

Kronecker indiquait aussi I’équation
122E(n)g"=(1+ 29 +2¢*+2¢°+...)3

qui est '’expression analytique du résultat de Legendre.

En 1860, Joubert (') démontra quelques-unes des formules de

Kronecker, toujours grace a la multiplication complexe.
En 1861-1862, Hermite (*), reprenant les méthodes de Jacobs,

donne des développements nouyeaux de combinaisons de fonctions 0,

3,9, ., s
notamment de === 7 étant, ou non, différent de £.
!

(') Sur la théorie des fonctionselliptiques et son application a la théorie des nombres
(C. R. Acad. Sc., t. 50, 1860, p. 774, 832, 907, 1044, 1095 et 1143).

(2) Lettre adressée a M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses appli-
cations a I’ Arithmétique (C. R. Acad. Sc., t. 33, 1861, p. 214, ou Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 2° série, t. VII, 1862, p. 25, ou encore OFuvres, publiées par
M. Emile Picard, t. II, 1908, p. 109). — Sur lesthéorémes de M. Kronecker 1elatifs aux
Jormes quadratiques (C. R. Acad. Sc., t. 55, 1862, p. 11-85; Journal de Mathéma-
tiqgues pures et appliquées, 2¢ série, t. IX, 1864, p. 145, ou OFuvres,t. 11, 1908,
p. 241).
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Ces développements lui permirent, de facon tout i fait élémentaire,
mais trés ingénieuse et trés subtile, d’introduire des nombres de
classes, ou méme, plus simplement, des nombres de formes quadra-
tiques réduites. La démonstration des formules de Kronecker était
ainsi ramenée a 'application des méthodes de Jacobi, convenablement
étendues. Hermite donnait d’ailleurs, lui aussi, un théoréme sur les
décompositions en trois carrés, par I'équation

8N-+3

EFBN+3)g * =(Vg+Vq"+...)%

A peu pres a la méme époque, Liouville (') avait été conduit, en
arithmétisant certaines considérations analytiques, 4 des relations
arithmétiques trés générales contenant des fonctions arbitraires. En
appliquant a ses travaux le trés élégant artifice d’Hermite, Liouville
parvint a la démonstration purement arithmétique des formules de
Kronecker.

Ce dernier, cependant, annonca en 1862 (*) qu'il avait, de son
coté, imaginé la méthode d’Hermite, et il montra, par de nouvelles ap-
plications, combien est étroit le lien qui unit les fonctions © aux rela-
tions entre les nombres des classes de formes quadratiques. Il déclara
en outre étre en possession d’un procédé arithmétique de démonstra-
tion de ses formules, inspiré également des idées de Jacobi. A dire
vrai, il ne publiait pas son raisonnement, mais en amorcait un autre,
bien différent, sans toutefois lever la difficulté principale.

Kronecker avait énoncé ses résultats sans démonstration. Stephen

Smith développa ces dernieres dans le sixieme de ses intéressants

(1) Note de M. Liouville, a la suite de la letire d’Hermite (Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, t. V1I, 2¢ série, 1862).

Voir aussi, dans le méme Recueil, les Tomes III a VIII (2¢ série), ot Liouville donne de
trés nombreux et trés intéressants résultats arithmétiques, mais, en général, sans démons-
tration.

(?) Monatsberichte der Kgl. pr. Akad. der Wissenschaften su Berlin, mai 1862,

p- 309.
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Reports ('), en partant de la multiplication complexe. De plus, il ré-
suma les résultats obtenus dans ce domaine en 1865.

En 1867, 1868 et 1869, Liouville (*) persévérant vraisemblable-
ment dans ses méthodes d’arithmétique, donna, sans démonstration,
diverses sommes du type de Kronecker et des ordres 3 et 5, et aussi
des sommes de types nouveaux, tels que

SEF( m— ),

X F(2m — 3:2).

En 1875, Kronecker (*) revint encore sur ses formules et appro-
fondit la maniere dont ses théoremes se relient aux fonctions 0. Il
laissait entendre que le sujet était épuisé, mais cependant, en 1879-
1880 et 1883, M. Gierster (*), partant des théories de M. . Klein
sur les correspondances modulaires, étendit considérablement le do-
maine des formules du type de Kronecker, en montrant qu’a chaque
nombre premier correspond un groupe de formules de I'ordre corres-
pondant.

Il exposa notamment les résultats suivants, rattachés a la fonction
de I'lcosaedre :

« Soient d et @ des entiers qui satisfont a I'équation da =n et de

plus d > \/r;, dou a < \/r? Si 6 est un diviseur quelconque de n, on

(Y) Report of the thirty-fifth meeting of thé British Association for Lhe advance-
ment of Science. — Report on the theory of Numbers (Birmingham, 1865; London,
1866), ou Papers (Oxford, 1894), p. 289. _

(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. XII, p. 98; t. XIII,
p.2, et t. XIV, p. 2, 7, 8. Voir aussi 2¢ série, t. III a VIII,

(*) Monatsberichte Ak. zu Berlin, 19 avril 1875, p. 223.

(*) Ueber Relationen zwischen Classenzahlen bindrer quadratischer Formen von
negativer Determinante (Géttinger Nachrichten, 4 juin 1879). — Sitzungsberichte der
Miinchener Akademde. Sitzung vom 5 Februar 1880; Mathematische 4nnalen, XVII
Band, 1880, p. 71 et 73; XX1 et XXII, 1883.
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pose (')

®(n) = 30,
¥(n)=2(d—a).

» De plus, H(n) est le nombre des classes de formes
Pz?+2Qzy 4+ Ry?
a coefficients entiers, non équivalentes, de déterminant
Q—PR=—n

dont les coefficients extrémes P, R sont tous deux pairs. On compte
2pa®+ 20)* pour é, et 202 + 202y + 20)* pour %

» H,(n)estle nombre des classes de formes définies de la méme
maniere que pour H(2), mais en prenant seulement celles susceptibles
de représenter des nombres résidus quadratiques de 5, H_, (») est le
nombre des mémes classes de formes susceptibles de représenter des

nombres non résidus quadratiques de 5, de sorte qu'on a tou-
jours (*)
H,(n)=H_,(n).
D’ailleurs
Hi(o) =H_,(0) =o,

H(o)=— 1—12—

(1) La définition des fonctions W, (n) et W_,(n) est insuffisante, car elle n’envisage pas
le cas de n carré. Nous donnons (n° 16) la définition compléte d’aprés MM. Klein et
Fricke.

On trouvera d’ailleurs les formules de M. Gierster dans les Vorlesungen iiber die
Theorieder elliptischen Modulfunctionen de MM. FélixKlein et Robert Fricke (Teubner,
1890-1892), 2 ter Band., p. 231, 232, 233 et p. 202 et suiv. et leur démonstration, par
application des équations modula1res de I'lcosaédre.

(?) H,(n) et H_,(n) n’existent que si n est résidu de 5. Voir d’allleurs la Note placée
a la fin de ce Mémoire.
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et
H()=®()=W¥(l)=o,
si {n’est pas entier.

» k, représente tous les nombres o, =5, +=10, ..., dont la valeur
absolue est i\/ﬂ |

» k,, représente tous les résidus quadratiques (mod5), c’est-
a-dire les nombres 1, 4, 6, 9, ..., qui sont i\//—i_fl—

» k_, représente tous les non résidus (mod5), c’est-a-dire les
nombres 2, 3, 7, 8, ..., qui sonti\/[;_;L

» kreprésente tous les nombres o, *=1, ®= 2, £=3 ..., qui sont,
en valeur absolue, f\//;—n

» Dans ces conditions, on a les relations suivantes :

I(Y)., n==%1 (mod5);
(1) 22 H(hn—Fk2) =@®(n)+2W(n)—2¥_(n),
(2) 6oz<‘-‘%’ﬁ> — 6W_,(n) — 5B(n),
(3) 53H,(4n-—-kX)=52H_,(4n— k%) =W, (n),
() 33 H(4n— ki) =®(n).
HE3). n==%2 (mod5):
(1) 3ZH(4n—k} )= @(n),
(2) 22 H(4n— k%)) =W (n),
(3) 3XH(4n — kL) = ®(n).
III. n=o0 (mod5) = 5%m, ol m=o (mod5):
(1) S Ha(bn— K =0(m) +20( 55 ) +2%(5);

(2) Z<§>H(4n——k?):o’(n);

I
2

(1) Le second membre de la relation I (1) s’écrit encore, en vertu de la relation
| O(n) + W(n)= W (n)+W.y(n),

— ®(n)+2W_ (n),
et non
— 2@ (n) + 4, (n)

comme I'indiquent MM. Klein et Fricke (loc. cit., p. 232).
(%) Pour la relation II(1) et pour les deux relations III, MM. Klein et Fricke indiquent
des seconds membres deux fois trop forts.
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» Les sommations de gauche s’étendent aux nombres £,, &, &
et k, et les signes inférieurs se correspondent, ainsi que les signes
. k
supérieurs. <§> est le symbole de Legendre. »

—1

M. Gierster énoncait également (') des formules se rapportant
au 3% au 7% au 11° et au 13° ordre, mais c’est M. Hiwrwitz (*) qui
démontra celles du 7°, du 11°et du 13° ordre, et qui donna la théorie
générale compléte pour un ordre quelconque premier.

Stieltjes (°), en 1883, revenant aux méthodes d’Hermite, établit
diverses formules de Liouville et donna d’autres expressions d"un type
encore différent, par exemple

s—1

2(—1) ?2 sF(4N—2s2).

Hermite (*), en 1884 et 1887, compléta ses Mémoires de 1861-1862
et précisa sa méthode de démonstration des formules de Kronecker.

Il indiqua divers développements intéressants, notamment ceux

I I I . . N

de ) et ——; ces derniers sont d’ailleurs dus a
Tix) Ti(2)3(2) Ii(®)3i (@)’

M. Appell.

En 1885, M. Hiarwitz (°), partant des formules de Kronecker, en

(") Mathematische Annalen, t. XVII, p. 82 (pour le 7¢ ordre); t. XXI, 1883, p. 49;
t. XXII, 1883, p. 198, 203, 206.

(2) Leipsiger Berichten, 15 décembre 1884 ; Mathematische Annalen, t. XXV, 1885,
p. 157, ou encore KiLein et Fricke, Ouvrage cité, 4° et 6¢ Parties.

(*) Sur un théoréme de Liouville (C. R. Acad. Sc.), t. 97, p. 1338 et 1415. — Voir
aussi Correspondance, p. 38 et 62.

(*) Bulletin de I’ Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XXIX, 1884; repro-
duit dans les Acta mathematica, t. V, ou OFuvres, t.1V (en préparation)., — Remarques
arithmétiques sur quelques formules de la théorie des fonctions elliptiques (Journal
de Crelle, t. 100).

Il faut encore citer : BIEHLER, Sur les développements en série des fonctions double-
ment périodiques de troisiéme espéce, 1879, Paris, Mémoire qui contient des formules
intéressantes. — AppeLL, Sur les fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce
(Annales de U'Ecole Normale supérieure, 3¢ série, t. 1, 1884); et du méme auleur:
Développements en série des fonctions doublement périodiques de troisiéme espéce
(méme Recueil, 3¢ série, t. II, 1885).

(5) Ueber die Anzahl der Classen quadratischer Formen von negativer Determi-
nante (Journal de Crelle, t.99).

C. 2



10 ) JACQUES CHAPELON.

tire, par des transformations de fonctions 6, les expressions de di-
verses sommes du type de Kronecker et relatives aux ordres 4 et 8.
En 1900 et 19go1, M. Karel Petr publie trois Mémoires (') ou il
indique encore de nouveaux développements en série et notamment
les développements fondamentaux retrouvés en 1907 par M. Georges
Humbert. Il en déduit diverses formules rentrant dans les types de
Stieltjes ou de Liouville, et d’autres d'un genre plus nouveau. A
Enfin, en 1907, M. Georges Humbert (*) démontre de trés nom-
breuses formules des types de Kronecker, Liouville et Stieltjes. Il re-
trouve et compléte les formules de M. Gierster relatives aux sommes
d’ordre trois et donne, sur le méme sujet, des formules plus profondes
que celles de M. Gierster. Il montre enfin la merveilleuse fécondité des
méthodes d’Hermite, en établissant des développements d'un genre
tout & fait nouveau, ou s’introduisent diverses fonctions arithmétiques
lides aux minima et aux carrés des minima des classes de méme déter-

minant. [l peut ainsi calculer des sommes doubles de la forme

X X (= F(N—at—y?)

ar

et d’autres sommes plus compliquées encore.

3. On voit, d’apres ce rapide exposé, que deux méthodes bien dis-
tinctes permettent d’établir et d’étendre les formules de Kronecker.
L’une, surtout utilisée par les mathématiciens allemands, conduit a des
relations trés générales quant al’ordre, mais peu nombreuses. L’autre,
celle d’Hermite et des mathématiciens francais, semble apte a donner
un grand nombre de relations pour un méme ordre, mais cette fécon-

dité méme parait devoir entraver son application a un ordre tant soit
peu élevé.

(") Académie des Sciences de Bohéme, 19g00-19o1.
(2) Formules reiatives aux nombres de classes des formes quadratiques binaires et
positives (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6° série, t. 111, 1907).
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4. Je me suis proposé, dans ce travail, de retrouver et de compléter
les formules du cinquiéme ordre données par M. Gierster et rappelées
plus haut, en appliquant exclusivement les méthodes d’Hermite et les
procédés déja employés par M. G. Humbert pour le troisieme ordre.

Voici le plan de ce Mémoire :

Dans un premier Chapitre, j’établis diverses relations entre certaines
fonctions des diviseurs d’'un nombre. Les fonctions de diviseurs qui se
présentent dans nos recherches et dans celles des mathématiciens alle-
mands sont, en effet, tres variées. Il était indispensable, pour pouvoir
simplifier et comparer les formules, de ramener toutes ces fonctions a
un certain nombre de types.

Dans un second Chapitre, je rappelle des théoremes élémentaires
sur les fonctions 0, diverses formules d’Hermite, et enfin les formules
fondamentales de MM. Karel Petr et Georges Humbert.

Dans un troisieme Chapitre, je démontre certaines relations liées a
la transformation du cinquieme ordre des fonctions 6.

Dans un quatrieme Chapitre, j"applique ces relations a la recherche
de divers nombres de représentations d’'un nombre entier par certaines
formes quaternaires. Je n’insiste cependant pas sur ce sujet, me bor-
nant a chercher les relations (ui doivent étre utiles dans la suite. Un
résumé, placé a la fin du Chapitre, donne d’ailleurs les principaux
résultats obtenus.

Le cinquieme Chapitre contient la recherche des sommes

2F(N—g?) et 2F,(N—g?)

relatives au cinguieme ordre. 1l me suffit, pour cela, d’appliquer une
méthode trés analogue a celle que M. Humbert a donnée pour le troi-
sieme ordre.

Enfin, je termine par un sixieme Chapitre ou, grace aux relations
établies dans le quatrieme, je simplifie les expressions trouvées pour
les sommes cherchées, ce qui me permet de retrouver les formules de

M. Gierster, puis d’obtenir des formules définitives dont les seconds
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membres ne dépendent que de fonctions des diviseurs de N et des
nombres de 1‘ep1‘ésentati0ns de N par quatre carrés dont au moins un,
ou deux, ou trois, sont multiples de 5. Ces expressions se trouvent
d’ailleurs rassemblées aux numéros 148 et 149.

Il me reste a adresser mes remerciements a M. G. Humbert pour les
précieux conseils qu’il m’a inlassablement prodigués au cours de ces
recherches : le meilleur de ce travail lui appartient sans conteste. Je
suis heureux de pouvoir lui témoigner ici toute mon affectueuse
reconnaissance.

CHAPITRE 1.

THEOREMES SUR LES DIVISEURS D UN NOMBRE.

19

3. Notations. — Je poserai, N étant entier,
N = 2t N'= 5"N"= 26.3"N”,

en supposant mises en évidence les plus hautes puissances de 2 et de 5
contenues dans N.

d' sera un diviseur quelconque de N;

d, et d, deux diviseurs conjugués (N=d,d avec d, s d);

d” etd', deux diviseurs conjugués, le premier paur, le second imper
et tels que d/>d';

d’ etd?, deux diviseurs conjugués, le premier impair, le second pair
et tels que ' > d”;

# sera un diviseur quelconque de N”;

~ .. N . . .. :

¢, un diviseur quelconque de ~ (si .2 1), & conjugué impair;

d’, un diviseur quelconque, mais impair, de N, ou, par suite, un divi-
seur quelconque de N'.

J’aurai a envisager diverses fonctions de ces diviseurs, et notamment
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les suivantes, ou les sommations sont étendues a toutes les valeurs des
variables ', d, et d, définies plus haut:

Sd=2, w("') —3, zw(‘%’)z: ¢,

S(— )=, Z(~—1)dd’<c;/>:§ﬁl, z(—l)wd'<%>2:m1,
S(di—d)=9, 3 (d,— )(d'+d>_ e, Z(d,—d)(dr;_d>2:m
S—nbd— )=, St d) () =e Ssd—d)(TF0) =,

Le signe (?) est le symbole de Legendre :

<%>:+x si A==+ (mod?),
(%):_1 si A==xa2  (mod5),
<%>:0 i A=o (mod3).

Ces douze fonctions sont des fonctions de N; mais, en général, je
supprimerai I'indication de la variable, quand aucune ambiguité ne
sera a craindre.

J’introduirai encore les fonctions

9=, zw(%):v.

Toutes ces fonctions arithmétiques ne sont pas indépendantes. Je
vais montrer, pour commencer, que les six fonctions A, A,, B, B,
¢, €, se ramenent a U, V, u et v.

6. Calculde X, X,, B, B,, €, €, 3d, M(””) Xd;(dg)‘. — On a

2
évidemment
B+l g
4
(2b+1 — 1) (BV+

4

(1) 3d, =20 +526 +...+ 5320 =

U,

(2) Sd' =3d +23d +. ..+ 203d, ==

_I)U:"m'
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de méme
(3) S(—i)dd=—3d +25d +...+203d =3d'—23d
1__ Sv+1t ___
G 32“"” Dy=a,
puis

W 24, (%)=V,

(5) Zd' <%> —3d (%) —quﬁ(%) .. .+(—-1)uzu2d',<d"): 1=y g,

5 3
(6) Z(—l)“’d’(%—) :——2V+%2)—M—'V:—§i—(%2—)i+—lvzm.
Enfin
o) 24,(%) =0,
(8) 2a(§) =@—nu=e,
(9) 3(— 1) d'<-‘;—'>2:(2u+1_.)U—2U:(zw—s)U:m,.

7. On en déduit, immédiatement, les relations suivantes :

A (2N)_—_§2—l——é2ll, 3 (A‘N):%ﬂ—%ﬂ,,
a,(zN):ZEl-kéﬂ,, A,(4N) = g :47;:4,,
B (4N)= Z B 4-533,,
B (iN)= 2 8+ 2,
¢ (zN)::%QI—%QI“ ¢ (4N):l—2'¢——-2-0:1,
Q[,(zN):%QI—%—%(E,, €, (4N) = g¢~%¢|,

On voit que, si N est impair,

A (2N)=32a(N), A (4N)=73a(N), # (4N)=38(N),
A,(2N)= 2A(N), A,GN)=52a(N), B,(4N)= B(N).
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Donc, si N est double d'un nombre impair,
A=3A3,.

On trouve encore, pourvu que v2 1, i étant quelconque,

a(3)-25

25 25
AN
a(3) -2
y N a0\ 2
8. Calcul de Xd/, Lo’<3>, "(%) :
(10) 20 = ob13d; = at-! St U = 2b—3(5v+1—1)U.
(11) zaf@) — (—2)s1V,
!
(12) w(%)’:zu—m.

9. Relation entre P, P, et L(d" —d'). — X(d,—d) est égal a la
somme des différences des diviseurs conjugués dont I'un est pair,
I’autre impair, si N n’est pas multiple de 4, et augmentée de la somme
des différences des diviseurs conjugués pairs, ¢’est-a-dire du double de

cps .. . , N . .
lasomme des différences des diviseurs conjugués de 7> si N est multiple

de 4.

Donc
2(dy—d)=3(d}—d*) + 3(d} — dr) + w(%).
De méme
(=0 (d—d)=2dy—d') — X(d;—dr) + z»(%};
d’ou

2 X(dy—dr)=2(d,—d)—2(—1)"(dy—d) =P — ¥,

Or, X(d"—d') — E(d' —d") est évidemment égal a la somme des
diviseurs pairs, a conjugués impairs, moins la somme des diviseurs
impairs.
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Donc

(a*—1) (5" —1)

2(dp—d) — Z(dy —dP) = avEd, — Zd,= A

Par suite

(2 — 1) (5
2

(13)  aX(d—d)=P—P,+ =D g=p—p+Lia+la,

10. Remarques. — 1° En égalant les deux valeurs de
(dp—d)—2(dy—dr)

qu’on vient de trouver, on obtient

_ (aF—1) (5vrl—1) N
(14) P.( N)= ; U+231‘<4>,
ou encore
(15) p(aN) = B0 B0y e,
ce qui s’écrit encore
(15 bis) év,(gN):;l_*_gz_%zl_

2° Si N est le double d’'un nombre impair
E(— l)dt(dl —_ d) = Z(—— I)dt({1 -+ Z(— !)dd,

puisque si d, est pair, d est impair, et réciproquement.
Donce

(16) =3 (N=14p+2).

La formule (14) contient d’ailleurs cette derniére, en faisant natu-

\

2 p -+ 1 .
rellement P (——2— ) =o.
3° Dansla formule (14) 1. est supposé essentiellement différent de

7 h A ’ L N .
zéro. Mais 1 peut étre égal & 1. Alors, dans ce cas, 7 n’est pas entier

et 'on conviendra de prendre @(%) =o.
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4° Si N estimpair, on a évidemment
(17) P=—9

Les deux formules (14) et (17) permettent, dans tous les cas, de
ramener la fonction P, a la fonction P.

On peut les réunir en écrivant

I U R RO e T

11. Relation entre @., @. et X (d" — d") (dli +di>. — 1°SiIN==44

5
(mod 10), on trouve

(]9) E(dll’_dl) (dl;_;"dl> :iZ(a'F;—d’) (d}{.;.dt)z.

Les signes supérieurs et les signes inférieurs se correspondent (voir
n° 13).
2° SiN = ==2 (mod 10),

(20)  S(dp—di) (d'*";"di> —  3(dr— i) (dq;di>’:-; S(dr— .

Les signes supérieurs et les signes inférieurs se correspondent (voir
n°9).
3° Supposons enfin N = o (mod 10).

Un raisonnement analogue a celui du n° 9 conduit a évaluer la diffé-
rence

Z(dq’—-d")(dq_; di) —3(d—adr) <"'Jg d”)

dr + d di + dp /dp +d; [ di+-dP
:Edﬁ;(—’?——>+2dP( it )—zm< & >-—zd;(-‘—5—>

:guzd;.(d—‘—‘s“i> _Zd;<ﬂ—,-—;”’>.

Précisons les notations de ces deux derniéres sommes : un des

nombres d,, d est pair, 'autre impair, Dans la premiere somme, le
C. 3
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nombre pair est 2*d, ; dans la seconde, le nombre impair est d,. D’ail-
leurs d, et d sont des diviseurs conjugués et d, est un diviseur impair
de N. Il peut se faire que d soit multiple de 5. 1l est alors multiple
de 5’, sans quoi, son conjugué étant aussi multiple de 5, le symbole

d‘—l— d IRN 7
z— ) est nul. La premiére somme se décompose donc en deux, selon

que d| est, ou non, multiple de 5
28,5750 <‘_’L})f_il> boae3 <‘_l'ﬁi‘_i>

di+d

Il s’agit d’évaluer< ) Or, si d est multiple de 5, il est clair

qu’on peut supprimer au numérateur du symbole de Legendre le
terme 2*d : il reste ainsi le terme S qui est tel que 56'= N".

(=9-()-(5)@)

Si maintenant d’ n’est pas multiple de 5, on peut supprimer dans la

Done

somme d,+ d le terme qui n’est pas a*d, : il reste ainsi le terme
atd = o*f’.

Donc

(%) =(57) ==n+(3)
En définitive
ot () (55 ) irae(3).

et de méme
sa(t3) s (D)ao(2) s 50(2)

Par suite
s(dy—a) (AF2) =2t —ar) (A5 ) =14+ e (§) |t e

On en déduit alors, sans difficultés, en procédant comme au n° 9,
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que

(21) z)‘.(dl,’—d‘)(fl—’i:—;i) =0 —@,+2 [1 —l—(—l)“(%) 5"] [(—2)—1]V

3 Nl// . .
:@.-@1+;L1+(—1)P.5V< z )][ﬁ+1ﬂ,].

12. Remarque. — On trouve, comme au n° 10,
(22) @ (N)=|—1+4( 2)!*][1+(—1)H<§51>5V]V+2@,<%\),

qui s’applique encore si N est multiple impair de 2. Mais si N est

impair [N =5 (mod 10)],
(23) e, =—@,

v est supposé différent de zéro.

. 5 ) dl +d\?2 .

13. Relation entre R, R, et X(d"'—d*) (—‘—5——> . — Les raisonne-
ments sont, en tous points, analogues a ceux des n”*9 et 11. On
trouve :

1° N=o0 (mod 10) :

(24) 22(d/;_dt)<d"“;d'>'=m_m,+z(zu—.)(5v+1)U
2 2 3 3
_m—m,+52¢+-5—2!,+ §@+ gﬂll.

2° N===4 (mod 10).
On est conduit & évaluer la différence

1] 4 2
Z(dq-—dt)(d"]_gd )g_z(d‘,—d!’)<d‘§dp> .

La seule difficulté est de caleuler (“17%)" er (0"
Supposons par exemple N = 4 (mod 10).

. . . [d
On voit facilement que si <—5—) =1,
/

(#52)-

et réciproquement.
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Il en résulte que la différence a calculer n’est autre que

i i
iz@.‘ld"’[l — <—d—;>] —Lyqi [1 — <d—>],
2 ] 5 2 5

et ’on trouve en définitive :

(23) 23— (BEE) v w U (=2 — 0]V
=% — 8,4+ -};2!4— %31:,: %iﬂ: %%,;

les signes inférieurs et les signes supérieurs se correspondent.

14. Remarques. — 1° Supposons N =o0 (mod 10), on trouve,
comme aux n” 10 et 12,

(26) nx(N):[nu—x][5V+1]U+m(%).

formule encore valable si N est multiple impair de 2. Mais si N est
impair [ N =5 (mod 10}, il faut écrire

(27) w,=—1%,

v est supposé différent de zéro.
2° Siensuite N = &=/ (mod 10), on trouve

ob—1 o (—2)t—1 . N\ .
(28) n=22lus Sy (7))
mais si N est impair [N = == 1 (mod 10)], il faudra écrire
(29) B, (N) =—%(N).

3° Les formules (14), (17), (22), (23), (26), (27), (28), (29) per-
mettent, dans tous les cas, de ramener les fonctions P,, @, R, aux
fonctions P, @, B, U, Vet a et v.

15. Calcul de P <§5> — Supposons N=o (mod 5) :

3(dy— d) — 3(dy— d) (d‘g“dy:z(dl— d)[[-— ("‘%‘1)2]




FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. 21
Le crochet est nul, 4 moins que
di+d=o (mod5),
ce qui n’est possible que si
di=o0 e d=o (mod5).

Donc

di=51¢,, d=>5¢
et

N=d,d =25t

. . . , N
t et ¢, sont donc deux diviseurs conjugués de = ; donc
; s [ N
(30) ﬂ—%:n]}](b—S)’

et cette formule s’applique encore dans le cas ou N est multiple de 5
et non de 25, parce qu’alors

P—%.
Elle s’applique aussi dans le cas ot N= =2 (mod 5), mais non

dans celui ou N = == 1 (mod 5).

16. Lies mathématiciens allemands envisagent diverses fonctions des

diviseurs dont je vais chercher les expressions.

D’abord
O(N) = 3(dy+d) = 2,
W(N) =(d,—d)=P.

Puis dans le cas N === 1 (mod 5),
W+1(N):2d,+2<g>d+ée,z\/N'[r—Q—<
‘F_i(N):Zdl——2<g>d+ %a,L\/N[I—<

¢,= o0 si N n’est pas carré; ¢,=1 si N est carré.
On en déduit tout de suite

)
)}

CINE

Y (N)+ T, (N)=®(N)+¥(N)=2+7,
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puis
p .
Y (N)—¥T_(N)= 22 <g>d +eny/N <!DE> .

Supposons N =1 (mod 5). On constate alors aisément que

d d,+ d\?
(‘5‘> :2<—5—> —b
d’ étant indifféremment d, ou d (d, + d).
Donc

X(3)a—x(5)a=2a>(2F) = [-2a[s(%55) =]
— 2 3(d,— d)("_';ify_- 3(dy—d),

() Z<;—i>d:2<%>d1——zE(d,—d)(d’g_d)z—{-E(d,—d),
puis

(b) 22(;!)d:E(%)d/—22(d,—d)<¥>z+z(dl__d);

mais dans (a) d, est différent de d. On ne passe donc de (a) a (6) que
st N n’est pas carré.

1348

Si N est carré, on a évidemment

AR d VN
S(5)a=2(3)ar2(5)a+ (F) v
Done, en définitive, pour étre tout a fait générale, la formule (b)
devra étre remplacée par

2y <-5‘f)d+ 6 VN‘(@) =y (%’)du 2 3(d,— d) <d’?d>2+2(d1—d),

formule qui permet d’exprimer ¥, ,(N)—Y¥_,(N) au moyen de nos
fonctions.

On en déduit aisément

w+l(N):%3+§sa+p__m,

(31) [N=1(mod5)],

v, (N):%R-é—iﬁ +H,
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de méme

Vo (N)=_2+28  +¥,

(32) [N =--t (mod5)].
Yo (N)=1A—B+P—¥,

Puis, si N = o (mod 5),
(33) ®(N") =¢.
17. Analysons enfin la fonction ¢ (N) de M. Gierster

o0=-3[(9) (%))

Supposons N =o (mod 5).

Adjoignons a ¢ la fonction o,

o=-3[(9)- ()4

a;(N) + a(N),
6, (N) —a(N).

et calculons

Il est d’abord aisé de constater que

(8)+ (559

donc
o1 (N) + o(N) =— 3(d, + d) (d‘gd'>,
o (N) —a(N) =— 2(d, — d) (dt"l).

Il faut donc calculer

2(d+d,)(d'*‘d‘>.

5

Un des nombres d ou d, admet en facteur 5. Ainsi, un des nombres
dou d, est ¥, l'autre est de la forme 5'%,

Donc
2(d+dy) <£—_%ﬁl1> :ZS”(#) + SVZS”’(__d";d‘) ,

3" et 3" étant deux diviseurs conjugués de N”.
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Dans la premiére parenthese du second membre, un des nombres
d,d, est ¥, 'autre est 5'5".
Cette parenthése est donc

(5)

1

- N d—+d
Dans la seconde parenthese( +D >’ un des nombres d, d, est ¥,

'autre est 5”5”. Cette seconde parenthése est donc encore
(3//) .
'5_ ]
5’/ Sll NI’
(5)(5)=(5)

Donc, la seconde parenthése s’écrit <

or

5

4 " 1
s (55 <33 (5) <0 (F)a(5) <[ (§) 2 (5)

<—>, de sorte que

donc
20(N):—[1+ 5(_>]zfz<d7> +3(d,—d) (‘i'%ﬁ),
(34) a(N)z—é[1+5V<¥>]iﬁ+ %@
ou
(35) o(N)= %['+5V(%>][(—2)*‘“—I]V+%m-

CHAPITRE II.

DEVELOPPEMENTS EN SERIE.

18. J’adopterai, en ce qui concerne les fonctions 0, les notations
d’Hermite etde M. G. Humbert, de préférence a cellesde MM. Weber,
Jordan, Halphen ou Tannery. J’ai, en effet, trouvé quelque avantage a
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distinguer, par des lettres différentes, les développements ou entrent
des exposants qui sont des carrés impairs, de ceux ou entrent des
exposants cui sont des carrés quelconques.

Je poserai donc

+ + + o
0,(x)=— 2 g ermiT — | 22 g™ cos2mx :Z g™ cosame,
— 1 —0
0
@(x) -— 2 qm’(_ 1)"‘ emix
el
-+ @ ~+ 00

=1+ 22 g™ (—1)" cosamax :Z (—1)m g™ cos2mu,
1 —

+w (2m+1)2

H,(z)= 2 g+ etminiz
—0

-+ % +

(2m +1)2 (2m+1)2
=2 Zq “ cos(zm—i—x)x:Zq ¥ cos(em 41z,
0 —

+e (2m—+1)?

H(x) — _i_ Z q L3 (__ l)”l e(zm+l)ix

T amany += (@m+-1)?

=2 Eq ¢ (—1)"’sin(zm+|)x:2(~1)mq ¥ osin(am +1)a.

0

Voici d’ailleurs, empruntée en partie a un Tableau de M. Lucien
Lévy, la correspondance entre les notations de divers auteurs :

Jordan, Schwartz, Tannery
Lévy. Halphen. et Molk. Weber. Humbert.
8(s) Ji(z) I (@) T (v) H(z)
6:(z) Iy () () F10(9) H,(z)
6,(z) To(x) () For(9) 0(x)
;(5) I5(x) J3(x) Foo(v) 0,(x)
FI=2mx, I=T0.

19. En remplacant x par o dans 0,(x), O(x), H,(r), on obtient
C. 4
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trois fonctions de ¢ :

D’ailleurs

Nous poserons

et I’on a la relation

et

avec

JACQUES CHAPELON.

(2m+1)3

Ny = q b

q =€,
(6m+n
2 (_()m 12 ,
00,6 =203
06,0 =1

+e (2m—1)t

n’:z (—1)"™(em+1)g * .

20. Les propriétés fondamentales de périodicité sont données par

les formules

B (z+m)= O,(z) O (r+m)= g 0,(a),
O(z+m)= O(2), O(z+m)=—erg O(z),
Hi(z+7m)=—H(2), H(z+m)= e2=g1H(2),
H(z +7n)=— H(x), H(z + nt) =—e22g~! H(x).

L’addition d’'une demi-période conduit aux formules suivantes :

0(a), 61(x+ T)= g Hi(a),
Oi(x),  O(w+T)=iceg Tt H(a)
=— H(a), H,<x+7—§> gt 0, (a),
o) H(o+Z)=iewg ™ o)
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27
et
-1
@,(x+—7—r+7r—7>: iem® g * H(x),
2 2
-1
G)(w—}-g—i—?): e~ g *Hy(z),
-1
H,<w+§+§>:——ze‘”‘q (),
-1
sonieZ) cortocn

Les zéros des fonctions O en résultent et sont donnés par le
Tableau suivant :

H 0 + mT + nnT,

™ T
0, 5—%— 2 + mm + nnr,

T
(2] > + mm + nnr,

H, Py + m® + nnr,

ou m et n sont deux nombres entiers.

21. Les formules des transformations élémentaires d’ordre un

donnent les transformations |7, T+ 1| et l’r, — 5\ :

0z, t+1)=  O(z,7),
O(z,t+1)= 0,(x,7),

111
H(z,t+1)=¢* H(x, 1),
1T
H(z,7+1)=e" H(z,7);
puis

@,(—'_—f—, ——%):eﬁi\ﬁ'_r 0, (z, 1),
@< )—e"“z\/trH1(a‘ 7),

( ).—_— ’“z\/w (2,7
0% -

> e™ iz H(z,7).

alg N8 al8
.11.-. -1]— "il'-'
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22. Les formules de transformations élémentaires du second ordre

. T
donnent les transformations |7, 27| et ‘T, ;i-

1° Transformation de Landen (*):

6(g*) 0(22, 4*) = 00,,
6(¢*) H(2z, ¢*) = HH;,
2 0:(g?) 0,(2z, ¢*) = 0% 4- 02
2 0,(¢*) Uy (22, ¢*) = H} — H?,
2m(¢*)H (22, ¢°) = 02 — 02
2n,(q%) 0,(22, ¢*) = H} + H?;
d’ou l'on tire
01=0:(¢*) 0,(22, ¢*) +ni(q*) Hi (22, ¢*),
0*=0,(¢*) 0:(2, ¢*) —n,(¢*) Hi (22, ¢°),
Hi=1,(¢*) 0,(22, ¢*) + 0,(¢*) H, (2.2, ¢*),
H* =0,(¢%) 0, (22, ¢*) — 0,(¢*) Hi(22, ¢%).

2° Transformation de Gauss :

Il en résulte

201= 6,(Vq)0.(z vVg)+ 6(Vq)0(= Vg),
20= (V) 0(z, Vq) +0:(Vq) 0(, Vg),
2Hi= 6,(Vg) 0, (2, Vq)— 0(vVg) O (=, Vg),
s H=— 6(y9) 8, (=, Va) + 91(\/§>®<‘”’ \/?I>

(*) Pour simplifier les écritures, quand une des fonctions ® portera sur les arguments
@« et ¢ ou x et 7, nous supprimerons toute indication de variable.
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3° On obtient encore d’autres formules en changeant dans les for-
mules précédentes T en T +1, ce qui donne

T
=n(iVg) H(z, iyg)=¢*H 0,

Lo (VD) W, iv7) =< 1,8,
6,(iVq) 0,(x, iV/g) =i®: + H?,
6:(ivq) 0(w, ivg)=H} —i@?,
0(iVg) 0(=, iVg)= 0 —iHY,
0(ivg) 0,(z, iVg)= 0 +iH2.

23 Les formules suivantes résultent de ce qui préceéde :

66, = 6*(g?),

01 =201(¢") 1 (g"),
02 4- 62 = 2 02(g*),
91— 02 =2ni(g").

24. Relation entre les carrés des fonctions © :

— 6*H = 6:H} — 0} 6},
— g*H?=62H? — n? 07,
6 0:= 6 0 — 12 H:,
n? H2= 62 02 — 62 @2,

8. Formules d’addition des fonctions . — Weber donne les for-
mules ( Elliptische Functionen, Braunschweig, 1891, p. 56-57) :

(1) 03 0, (u +¢) O;(u—¢) == 0% () OF(v) + H*(u) H*(v),
(2) 62 O(u+v¢) O(u—v)= 02(u) 02(v) — H2(u) H2(v),
(3) 0} Hy(u + ) Hy (v —v) = Hi (u) Hi (0) — H? () H}(9),

(4) 62 H(u+v¢) H(u—v) = H2(u) 02(v) — 02(u) H2(v),



(15)

(16)
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et en combinant avec les relations entre les carrés des fonctions 0 :

(3) 62 H(u +v) H(u — v) = H*(u) 0(¢) — H2(¢) 0} (u),

puis

(6)  6imy O(u+v) H(u—v)= 0(u) H(x)®,(¢)H,(v)— O («)H,(u) O(¢)H(v),
(7) 6 n, O(u+o)H (—0)= O(u)H,(«) O(v)H,(v)+ 0,(x) H(u) 0,(v)H(0),
8) 6,0 O (u+v¢) O(u—v)=0,(u) O(u)0O,(v) O(¢)—H, () H(u)H,(v)H(»),
(9) GinHi(u—9) 0 (u+9¢)=0,(u)H(«)0,(0)H (v) — O(«) H(u) O(¢)H(v ,
(10) 0 i Hy(u—+¢) O(u— )= O(u)H, (1) O()H,(v)— 0,(«) H(w)O,(¢)H(p),
(x1) Oy Hy(w+9) 0,(—9) =0, (u) H,(«) 0,(v) Hi(¢) — O(«) H(w) O(v)H(v),
(12) 6,0 O(u+9¢)0(u—v)=0,(u) O(v) O(v)0O,(v)+ H () H(u)H,;(v)H(¢).

26. Développements fondamentawr. — Nous emploierons encore
les formules suivantes d’Hermite (OFuvres, t. 11, p. 245) :

o

n m m m
(13) n%éf o7 ~82 zqm Z——%mcoszmo&',
H?2 ‘Z.m
(14) 6262 — W= tovz +82( )'” m — cosa2max),

et les développements fondamentaux de MM. G. Humbert (Journal de
Mathématiques, 6° série, t. III, 1907, p. 353, 354 et 423) et K. Petr

( Académie des Sciences de Bohéme, 1900-1901) :

69‘ W @@,“ —+40(2z, g )2 (— 1) g2 J(v)

— 82 (=) g [—2g 2 +...+(—1)"2mg ™ ] coshmzx

2

(2m—+1,; _1 _(2m 1)2
+82(——1)mq : [q P (—1)" " (2m —1) g 2 ]cos(4m+2)w

1

et
® 8V—+1T

it R L2
m@,mH,@izzH,(x, \/q)Zq * F8v+7)

®  (2m-4-1)? (2m—1)2 (2m—5)

—424 ’ [(m—l)[ 5 4+ (2m—35)g °® +...]cos(2m+1)x.

1
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Rappelons pour terminer la relation d’ Hermite

* 8V +3

(17) n=8¥ ¢ ' F(8v+3),
0
Véquation de Kronecker
(18) 9§:122 " E(N)
0

et enfin les équations d’Hermite

@ 2N+1

(19) 010 =4 g * F(4N+2),
0
® 2N+1

(20) 016 =42 (—1)Ng * F(4N+2).
0

CHAPITRE III.

FORMULES FONDAMENTALES DE LA TRANSFORMATION DU C]NQU]]‘EME ORDRE

DES FONCTIONS O,

I. — Préliminaires.

27. Les fonctions
O(u)O(u—+,)0(u—;)0(u+25)0(u—2j),

ou 0O représente un des quatre symboles H, 0, H,, 0,, et ou j est un
cinquiéeme de période, sont des fonctions O du cinquiéme ordre, dont
les zéros sont en évidence.

On forme d’ailleurs trés simplement des fonctions © ayant pour
zéros et pour multiplicateurs respectivement les zéros et les multipli-
cateurs de chacun de ces produits de fonctions.

On obtient ainsi les six équations suivantes ou les C sont des con-
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stantes en u :

0(5u, 57) =C,0(u) @<u+§>
(D) ofeE) o)
@(u,r 5 4)_C2®(u) @(tt+ BTE —!—E;)
®<u,f—;—4>:03®(u) ®<u+ g— ——%T)
) x®<u—§-+%3>®<u+2—;-—2§’>®< = 2;”),
@(u,r58>:(}5®(u) @(lt—&—?-l—z‘;ﬁ)
X@(u——?——%)@(a— g —l—m)@(u—*— —753 —2—153>,
@(u,f_;8>:Ca®(u) ®<u+%—%£>
><@<u—2—57~r+%>®<u— :,)—E — —2—L1r:£>®<u+ g 2;”);
O<u,%> = (s O(u) ®<u+%T>
T

Nous ne nous occuperons que de la premiere et de la sixiéme équa-
tion, les autres ne donnant pas des résultats nouveaux, en ce qui
concerne notre recherche. Nous montrerons méme qu’on pourrait se
passer des formules obtenues a I'aide de la sixieme équation.

II. — Premier groupe.

28. On aura donc, par ce qui précede,

(1) H(u)H(u -+ g) H(u — g) H<u + 35Z> H<u — ?) =CH(5u, 57y

T
Changeons u en z + -
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On a comme multiplicateur du premier membre

3

Al e—51u q &,

D’ailleurs les H se changent en 0.
Le second membre devient

H<5u+ ,51‘)
Posons
Su=u',
5t =1,
,  mt . —%’T' ;L
H{ « + =ie ™ ¢ 0>, 7);
donce

T

H (5u -+ i?, 57) = e e—s_"—®(5u, 57),
de sorte que

(3) @(u)@(u+ %) ®<u *%) @<u+ 2—;> @(u — %) =, 0(54, 57).
Changeons dansles équations (1) et (3), wenu + 7—;, on obtient :
(2) H,(u)H,(u—i— >Hl<t-———> H,<u+ >H,<u—2—57—r>:C1H,(5u,57),

(4)  ©Oy(u)0, <u +- Z;.> G((u—g> 0, (u + 2—5TE> 0, <u — 257t> =C; 0,(5u, 51).

29. Notations. — Nous poserons, dans tout ce qui suivra,
w\ 2m _
1(g)=x (% )*
T am\
H, (g) =Y <'g'> -
T am\
°(5)=" (—5—)-
T T\
oF)=v  a(F)=u

puis _
0(o, ¢°) = 0(¢°) =9,
H, (o, qs):m(q”):77n

0,(0, ¢*) = 91(95):—65
C. 5
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done
1,0,6 = 203(g®) = 21}
avec
_ + .>(6m-*—1_)_’
1=un(g)=X(—n"g *
de méme

+® 5(2m41)2

;)":2 (—nm(2m—+1)q *

30. Rappe]ons encore les expressions suivantes :
Sin-2,—7t:i\/lo+2\/§,
b) 4
2T ] 3
€os — = Z(\h —1),
sin%: %\/IO—Z\/?;.
cosg = %(\/5+1),

sinzsinz—T—r—yE
5 5 4

31. Les formules suivantes nous seront utiles :

3m\ amy 2T\ 2w\

0(3)= (=) =-u(-F)= #(¥)= x
3 2 2T

()= (e ) =n (- 5) = (F) =
3n 27 2T

o(F)=o(%)= o( ¥)
3n

®'<T> = ty,

32. Nous aurons besoin des parties principales (en ¢) des x, y, z, t.
En voici le Tableau :

Il

1

1. + . 2w

p. pale x =2¢ sin = p- pale x;==2¢ sin—=;
4 T L 2T

» y=-2¢q cosg, » Yi=z2q" COST;

» Z—1, » Zy =1y

» t—1. » tl:[;
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d’ou
- L
p- pale xx,=/5 ¢2,
1
» Y=g,
» i, —1,
» i, =1.
De plus
p. pale 6 =1,
- 5
» n=2q"*,
» G, =1,
- 5
» n =g

35. Calcul de C,. — KEgalons les parties principales (en ©) des deux
membres des équations (1), (2), (3), (4), on obtient :

(5) 5Cin’ = 1,0,0x2x2,
(6) Cﬂﬂzmyzy?,
(7) C, 9 == 62222,

(8) C, 0, =06,121%;
d’ou

Cﬁ,é,@: n10,0(yzly,z,1,)?,

v r [ YELY1Z14)\?
(0) Cp o= 5 (L2
En faisant d’ailleurs . = g, p=— 2§, dans la formule (6) du Cha-

pitre II, on trouve
n,0,0x;, = 2xyzt.

. 2T Y A
En faisant 1« = T v=—7z dans la méme formule, et en remar-

0(5) =n(c 1) =-n(- 1) ()

m 00X =2x,¥i24;

quant que
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donc
(n16,0)=4yy 22,1t

d’ou, par (9),

5 6,0)
(1o0) Cf:E(n’:z;‘%) .
D’ailleurs (5) donne
3
Clzsl;sx’x:,

5 12
p- pale C,;= qig:l
5q!
L’équation (10) donne alors
C — V5 ni6i6°
T4 xy

On vérifie le signe en prenant la partie principale du second membre
qui est

1
Vo hqt
i =10
Vo gt
Ensuite
(xxl):i::’-{sn35ﬁ7
d’ou

XX, = a\/577,

o étant une racine cubique de l'unité. En prenant les parties
principales des deux membres, on trouve que cette racine est 1.
Donc enfin '

\/g 78 s
C=% X4f—= =+
T Vann  a
34. Formules fondamentales. — Cette valeur de C,, portée dans les

équations (5), (6), , (8), donne, en déterminant les signes au
q 7 8
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moyen des parties principales,

xx; =nny/5,
e /0
W= 5,
(I) - \/71191
ZZy =" =

00,

—_ ) [Z]
lt,:'n‘f) __ﬁl:‘

0

35. Nouvelles formules. — 11 s’agit de calculer

x?  x?
T
x?  x?
e T T35
¥y
x*  x}
[ERT
. 2T T «
Faisons u = < v = 3> dans les formules (1), (2), (3), (4), (5) du
Chapitre II.
On trouve
(1) 6% tt;= 121} 4 x%x?,
(12) 0* 2z, = 2%z} — x*x},
(13) —ni y1=y'yi — x*xi,
(14) — 02 xx, =x2z} — x?2?,
(15) — 0Ixx,=x* t] — 13x3,

En divisant membre & membre (14) et (12), on en déduit

x*  x?

XX, x?z2 —x2z? z7? 72
—_——=——_—— e —
7z, 7%z} — x2x? (XX 4

1Z,

d’ou
x2 X

PXx . xx\27 |
2 oz 7, ’
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donc
s g e _
% — % —_—-'-—\/3_—\/7“ 1§_ [‘ﬂxe:-‘ 571191]’
! (71161)2
et enfin
2 2 — = —_——
‘ﬂf 63 <% - %) :—\/3\/7119. Vmﬂ[m&- 51119,],
de méme
(1) ( .

36. Nous allons maintenant obtenir de nouvelles expressions pour
tt,, zz,, yy,.

2T

Faisons u—_—:g> v= = dans les formules (7), (8), (9), (10), (11)

et (12) du Chapitre T1I.
On trouve
0 mz,y = 22,yy,+ tixx,,
—0 mz 1= zz,yy1— XXy,
0,0 t zg= t; 7z, + yyi XXy,
6,0z ty= U, 22, — Yy, XXy,
Oynt yy =— W, yy, + 2z, XXy,
iy =  thiyy,+ 22,XXy3

6y, — Z+tt1xx1_ Z[I+tt,xx,]_
1= Y1 vz, =¥ vz |’

d’ou

donc )

l 711919:}’12[ 61+\/5 61]7

de méme

mo, 0=y le—e_l“‘\/ggl]-

m0,0=y u[—06 +~y375],
[ 6+y55],

m0,0= 171 [ ﬂl_\/g;lx]a

0m0,0= 7 [ /)1‘?*\/3;1];

(1)

m0,0=y,t
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d’ou, en multipliant membre 2 membre les deux premiéres équations

du groupe I1I,
nt0101= yyam |57 — 03] = LT [571 — 02,
d’ou
Adyyi=—>5n1+ 3,
(IV) hty= 5862— 62,

h2z,= 56— 6.

37. Divisons membre a membre la premiere et la quatriéeme des

équations (III), on en déduit

. 6_—1-_\/5_2_, de méme L __M_Q_;
L 6,+56, T —6,+/56,
V) Y m—V5m , yo_m+yBay,
Ut —0,+50, L 6,+56,
y_ mrysn , Vi m—Vom,
. —94+/50 2 §4+\56°

38. En éliminant y, z, t entre ces derniéres équations, on obtient

la relation remarquable

DI

g N0 6 1,0
V1 e L T S
vh 5 " m 670 ng,

D

On peut obtenir d’autres relations entre 7,,8,,9,7,,0,, 0.
Nous avons trouve :
6,04,z = tl,22,— XX, Yy,
6,0t z,=1t,22, + XX, YY1,
d’ou
0,0(tz +tz,) = 21t,2z,
et

916<£ +h> —'—'—2‘,[“
Z Z

1
t o4 i )
et, en remplacant - et . bar les valeurs (V),

60 \/5§,+6,+\/§§1—91 _
VUlyse 6 58 —6
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ou
466,[56,6 —6,6] =562 — 62 ][50 — 62];
de méme
— On,yz, = — zyz, y, — Wy XXy,
02y = — zyzZ1 y) + Ll XXy,
y_w)_
Gm(z z1> =2y
ou
400, [5870,+ 60, | =— 502 —n2] [562 —62].
Enfin
01y yt = tyty:+ 2z, Xxy,
030y Ly = — Uy yys =+ 22, XXy,
Bini (Y t— ty)) = 21t yy,,
Yy
0,0, (’t‘ — %:) =2Y¥1»
d’ ou

491“:[555’1—1— 91711] = (5“’_7?""71”(5?%“‘ 61),

équations (qui s’écrivent encore :

4,0y, 0,+ G202+ 0202 =020 + 50202,
(VII) 46,8 6,6 4+ 5162+ B 6 = 020 4+ 502 B,

— GG 0,0 + G4 1202 =20+ 5n? 62

39. Calculons enfin les trois sommes

2 2
SO
2 2
z 7}

En vertu des diverses formules qui précédent, on obtient

xt X?. L [‘x‘lx‘l —_— — = —_—
L [(F“T%) + Lt | = 50,00, [0 6 — 50,8, |2 + 20,6, 016
2 :

= 250,60, 0,0, [ 0202 —2n,0,m,0, + 50202 ]
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et, au moyen des formules (VII),

X2 x2\2 o _ B -
nﬁ02<-z—2+2—;> = 250, 0,:0,0, [ 47,010, + B30+ 1363 — 206,76, ]
1
d’ \ f :25ﬂ191;;‘1f-9—,[_9]m+—7—“61]2;
ou ennn
X x2 S _
(VIIL) ‘flzG?(?—l——Z—%—):a\/mG, \/n,91<91m+m@|);

de méme

2 2\ 2 2y 2 — —_— —_
64 ° [(;_% - %/ + K;"Ty’%i] =56,60,6(6,6—58,6)2+ 2063 6°5,3
—=250,00,6[620°— 20,60,6 + 5626

=250,006,0(8,0+ 086, )?,

2 2 —_— T = -
(VIIT) 636’(%+;~;>:5\/9,9\/919(6,9+96,)
1
et enfin
2 2 =< - -
(VII) ngez(%+’t‘_;>:5,/‘_m9'\/n,e(n,9_n,e).
1

On vérifie naturellement les signes en prenant les parties principales.

40. Nous avons trouvé les formules

G2t =t3t* +x31x?,
627z, = 2222 — x}x?;
\
d’ou
03 tt, + 02zz, = t3 12+ z} 22,
c’est-a-dire

463 (582 —62) + 462(550—02) = (562 — 62 )"+ (562 — 62)*

et, aprés réduction,

(IX) 6(0202 4 0262) = 63 + 6*+ 564 + 56

Un calcul analogue donne

(IX) 6(526°—n2n?)=0*—nt+ 56— 5}
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et

(IX) 6(ntn?+0262) =nt+ 6%+ bt + 56%,
4A1. Ona
. Ony (2,y + yz,) = 2t XX,

d’ou

b, <X + &> = 2thEx,

7 7y AN
puis (n° 37)
=[— -1 ouuxxy o xni0%0,\5,
291),\/5[11,6—!—911,]_8tl,xx,_8T_86, m,
done enfin
[71,6 +8n,] [562 — 62] = 46,1,6,9,
(X) ‘a6 —n,0,]| 56— 62] = 467,6,8,

(6.6 —7506,] 503 — a3 ] = 4m,n,6,0.

III. — Deuxiéme groupe.

42. On obtient, en partant de I’équation

G)(u)@(u + ?) ®<u— _7%2) ®<u + 2—?) @(u— $> :C’@(ll,%),

des relations entierement analogues aux précédentes.
Nous exposerons plus succinctement les calculs qui y conduisent.
On part d’abord de

) B (o T (=) a0 )0 (0 - 2F) =cu(u)-

T
Changeons u en « + <

3
5 —5iu 4

Le premier membre a comme multiplicateur °e™>"¢

Le second membre devient

Hluw+"55) =H|u+3T5(L), 2 —jesing ' F @ u,;
25 2\5/" 5 3

de sorte que

(3" 0 (u)® <u+ ﬁ—;>® <u— 7—?)@ <u+ r)”’i’r> 0 (u—?) =0 (u,%)
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et
(4" 0,(u)0, <u + %)@1 <u — 55—‘5)@, <u —_ E—E)TE> 0, <u -+ —2-?> =00, (tl, :;-)’
’ T N ) \ .
(2!)  Hy(«)H, ku -+ 7r?>H, <u S 1?—)]{, (u — 9—?) H, <u -+ 3—575) = ('H, <u, g-)
43. Notations. — Nous poserons
T , 27T ,
H <3>:x, H<T):x,,
T 27T ,
H1<?):y’, Hl( 5 >":y”
0 (?):Z', (0] (E_;EZ):L/“
1 —
H1<09:;'> ——ﬂl<q5) - ’H
@,(0,%> = el(qé) :é/u
1 —
0 (05)=5(s)=7",
1 —_
W(qf’) =
Les formules suivantes nous seront utiles :
Tt
3 1,
H1<—§>:H|<ﬁf—¥->: Y1
0 <3—;Z> = - q_%zln
@,(%’E> — g
Parties principales :
a1 . -2
p. pale xX'=1i¢*°, p. pale X, =iq *%

1 3
30 r_. 720
» y =q*°, » Yi=q
—
» =1, »  Z\=1,

.
» t=1, » ty=1,
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et
1

p- pate X1\ =—¢q 17,
D 10
» Yyyi=q
Pl
» Z7) =1,

[V
» I,l,‘_l,

- 1

» n =q°,
- '

» ", =2 qﬂ.

44. Calculde C'. — On obtient aisément les équations
0,0,0X, = 2x'y'2't/,

_3 ,
g *n,0,0x=2x\y,z)t};
en remarquant que

H(A™) —n ) T (- ) =g
_.5_>_ nT — 5 — e (] 5)_xq
il en résulte

-3

q9 S(010,0) = -/lylzrt’.yliz,itlx;

d’ailleurs
Cn,0,0=mn,0,0x2x2,
Cny =my?yy,
co = 02272,
c'e, = 0,122,
Cls“;",x_éla—é/:ﬂ1919(y,zlt’y/1 Z4)h
‘ 1
o — (n 6,0)% -%
ST vexx 1
Mais
O
/3

et, en prenant les parties principales,

p. pale C'=1;
donc
(ﬂ1919)2 "%

C=— =
4x'x}
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d’ou
et

A8. Fermules fondamentales :

- -1
X’X’l:—‘ﬂl‘f)(] 5
6,

4 9’

('
) 2y = o' f]—% 11161 ,
\ @7,

1yt
LL‘_ nnq \/’6I

Yyi= n'nq v/

46. Nouvelles formules. — 1l s’agit de calculer

13 ’e
x? Xy ,
IT] )
z zZ
12 2
o __ X
12 !
y Y1
12 19
—— Xl .
12 T2
L t,

On obtient aisément les relations

I
B2y Bl — 52,02 2’2
0 g s7'z, = 2'%z)? — x'2x?,

_1
Org P Ut = U212 + X2/},

-4
ﬂ? ’] ay!y/' :y/gy/‘z . X/2X,‘2,

e

B g S, = X272 — X217,
-4
0: q 5X X — X/ztlﬂ /leli’

1
2,7 B /gy — x/2y/2 12y/2.
Nyqg "X X=Xy —X7Y5

45
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y \
d’ ou
X x*_ ¥x! x'x1\?]
2~ 7| T \7g) )
" " B X"; /X,X’| 27
Ve 'z Ut 't (L’ V) | '
X',z X2 B X’X’, l:] <x/X/‘>2T .
i YRy, vy, P
X2 X/ e - =
T )
ni 0} </—"2—W> = Va6, \/'“16\['”101_1"6']’
o 2
1y 12 —_— ==
X X 6 o
(1) U (ﬁ—75>:—VW10 Va0 [n 6+, 8],
1

6:92(5}—2 —-’5—2> — 6,6 V6,5 |6,6—7,7],

=
<

A7. Toujours par des procédés analogues a ceux employés pour
le premier groupe, on trouve les formules

— 0 g Y =AYy UGN
9 (]_%Z"y" =47y y; — U x'x],
00§75 V= 2 U — XYY

— 0,6 T LU =AU XXy

-1 ,
O g Sy, U=Vt yy,— 27, x'x|,

A

91.,“ q_ H y/ L’l — l'l/, y/ yrl 47 Zrl xlx,‘ ;

d’ou
1 —
—m@,@q 5:.57/17‘1[61_‘9/1]a
1 -
m0,0q 7 =y'7z,[0,+7],
1 -
mb6,6q ° =1 L'l*n ~+ ‘fl']
(1I1') B R D
—7116199 b= t/1[“’11“‘ n,l]’
-1 —
m6,0q7 % =y t,[6 +8],
1 - -
d’ot n6,0q > =y, v[6 —7];
ou

Ut :_’]—%[0%_‘@12]v
(Ivr) 4y'yy=— q—%[nf-—%’f‘l,

1

hzzy = g *[02—75"].
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48. Puis
_r_0=F 4 _0+F
v 91_5,1 lll - 91—!—5,1 ’
(V') Yoy Y
v 60, vog,—9
_y_,_—_‘nl—.%" _y_ll_:-nl—*—;)g
z 6—‘—@, Z,| 6——-6’
49. D’ou
g, 7, 0 1,0,6
vr — 1 21 J —
(VI') . e T e
Ensuite
o1
d’ot g *On(yiz'—2\y') =22'7,y'y},
ou
- y' yl
q 36n, <7—,:—7> =2y'y',
N+ N m—;)’
291} t —-4 ——\"N "—nll 9
1[0_6/ 6—}—9’] (1 1)
do mé o677 =—[a— | [ — 7
e méme
-1
g 6,0[2"V, —z V] =22/2 V1],
or hr _
—‘2616[0_‘?_ —+- 9+€ J :62——6/2,
6,—6, 6,0,
—46,09[00,— 07, | =[02—7=][62— G2].
Enfin

-1
q 51“ 91[)", U“)‘ylt,l]:?tt’y’yl,,
711’—71/1 'ﬂ1+7~7l1 9 i
2n, 6 L 1| =—|n}—n?)],
1 1[91_9,1 91'*‘6/;] [ 1 1]
[;1)191[1;,91—a;fl]:—[n?—;',ﬁl[9;’——5/12]-

Ces trois équations s’écrivent encore

5020} -+ 0,202 =— 40 0,6 0, -+ 0} + 02 6,
(VII') 5620 + 5262 = 46,6 0,0 + 020 +0262,
50202 0202 = 400,60, 7, +0n20, + 0262

50. Nous calculerons enfin les sommes

x? Xy x?  xXp x'?2 x?
-+ =5 + =5 -+

2 Y no Tz "
z'? Zy y yi L L)

FASN
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Pour cela, nous partons de

X2 x'?\? x'x,)\2 - = — 7 = 7
nif)ﬁ [<+ - ——> +4<_’__Ii‘> }:‘!)19”‘/19/‘ [niel_n’lel]z_‘l—[‘n%a?ﬂ/l 9,1

AR 7't 7'z
=0,0,71,0,[5010t+ 0202 — 2:0,0,7,8,],

d’ou
B '2 27 _— f— = -— -—
UHH ’_;’l—‘_‘—% ==V, V“lle/t[em/r*‘ﬂt@;],
L “1 .
[ x/2 2 —_— —_— - —
(Vi o[ X | =—vad VT 07— nP),
x'2 127 _— —_— - —
100 | 2L 2| =— 6,6 VB, 0 [6,8 +68,].
Ly? ¥

51. Nous avons trouvé les formules

_1
g SOVt = U2 + X2,
-1
—q 36277, =227 — x"2x2,
L] \
d’ou
-1 _1 )
q S0, —q 30227, =2 + 2222

d’ou, en remplacant t't], z'z’ par des valeurs déja trouvées et simplifiant,

66252 + 66307 =56° + 501+ 5} + G,
(X 6015 — 6mznz =59 — 5+ T4,

66202 4+ 60202 =50t +56%+ 9 + 0.

)

52. Ona enfin

q—%eﬂl(y,zix+y’12,):—2V"|x,xln
g S6n, <_yz_: . yz_’:_> __ 2L’t’;ly;:1X'| ,
ou
q—%em [_ wnr—_;l'1 + mtiﬁ] — 2t’t’,,x/’x’,
6+6 6—¢6 Z'Zy
et enfin

—[9’,‘— @f][9;)'1-1-1115’]:4571"71619,
(X') —Iﬂ‘f—;lllz][eélx _"91—5’]:4;7’1'”1616’
——[02 — 5’2][7115'—50'1] = 1@711919-
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CHAPITRE 1V.

REPRESENTATIONS D'UN NOMBRE PAR DIVERSES FORMES QUATERNAIRES.

I. — Notations.

$5. Nous étudierons dans ce Chapitre les nombres des représen-
tations d’'un entier par les formes quaternaires énumérées ci-dessous.
N est un nombre entier. Les lettres placées a droite de chaque forme
représentent indifféremment cette forme et le nombre total de repré-
sentations du premier membre pour cette forme. Ainsi S, désigne la

forme quaternaire 10x* + 25y* + 52+ 2t*, ou bien le nombre des
solutions de I’équation

2N =102+ 25 y*+ 55°+ 2.2,

Il est clair que ce nombre est une fonctionde N : 8, =3, (N).

x, ), 5, t sont des nombres entiers quelconques, positifs, négatifs
ou nuls. Enfin, deux décompositions ne sont considérés comme iden-
tiques que si elles le sont terme a terme.

54.
N=a2+ »r+ 34522, n,
N=a2'+ »*+5z2+5¢2, ,
N=a*+5y*+ 551+ 5¢, 1,
N=2a2?+y*+ 2*+ %, I,
N=a2*+ y*+ 52+ 2582 90y
N =2+ y?+ 2332+ 250, O,
N =22+ 252+ 2522+ 2582, Iy
N =2H22+ 25 y? + 2552+ 252, I,
GUN=(2z+ 1)+ (2y 1>+ (254+1)2+5(26+1)% M,
AN= (22 +1)"+ (2y +1)2+D(254+1)"+5(2¢+1)% Mm,
4N= (22 4+ 1)2+5(2y + 1)+ 5(25+1)2+5(2¢ +1) M,
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et

AN = (22 + 1)+ (2y + 1)+ (25 +1) 4+ (26 +1)3, M,
AN = (22 +1)2+ (2) +1)2 4 (22 + 1)+ 25(2t +1)?, I,
N = (22 + 1)+ (2 +1)*+25(2z + 1)+ 25(2t +1)%, M,
AIN=(2x+1) +25(2y +1)2+25(25 +1)*+ 25(2¢ +1)7, Iy
AN=25( 2z + 1)+ 25(oy + 1)+ 25(25 + 1)+ 25(2¢ + 1) M,
N=5x?+y*+ 32+ 25¢2, ®,

N =5a2+ y*+ 2532+ 25¢% @,
AN=5(2x 4+ 1)+ (2y +1)2+ (25+1)2+ 25(2f +1)?%, by
AN=5(2z + 1)+ (2y +1)*+25(25 + 1)+ 25 (26 +1)% b,
aN=1o2?+ »'+5z2+ 20, S

2N —roax?+ 23 y?+ 532+ 22 8,

2N =10z*+ ¥+ 5352+ 5o¢2. S

AN= (2xz+1)2+35(2y +1)?+1032+ 2(2 e
GN=25(2a2 + 1)+ 5(2y +1)*+ 105 + 212, e,

AN= (22 +1)+5(2y +1)*+1052+ S0 e,

53. Nous démontrerons plus tard que les décompositions $ se
classent en deux catégories : celle des décompositions 8, (ous,) et celle
des décompositions K, de sorte ue

I
I+

S=3,+ A,

si N
. (mod5).
S =38,+ N, si N

1
2

i
I+

N est le nombre des décompositions S

aN=r102?+ y2+ 532+ 242,

ou niy, ni ¢t n’est divisible par 5.

On montrera aussi qu’on peut poser

©
©

:“1+j, i N=Ho

mod5),
2+§7, si N==1 ( )

©
©

et § est le nombre des décompositions €.
AN= (22 +1)24+5(2y 1)+ 1052+ 282

ouni 2.r + 1, ni ¢t n’est divisible par 5.
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36. Nous rencontrerons dans la suite, des représentations d’un
caractere un peu différent. Prenons les représentations I, (ou IT,) et
telles que les carrés non précédés de 2 ne soient pas divisibles par 25.
Adjoignons a ces représentations U, (ou IV,) particuliéres, celles
obtenues en permutant les quatre termes de toutes les maniéres pos-
sibles, de maniére a obtenir des décompositions différentes. Toutes
ces représentations et leur nombre seront désignées par la lettre N,
(ou 9%, ) correspondante, mais affectée d’un accent.

Ainsi JIU, par exemple, sera le nombre des représentations de 4 N
par les formes

(22 + 1)+ (2y+1)+25(254+1)+ 25(2¢f +1)3,
(2x 4+ 1)+ 25{2y +1) + (25 +1)*+ 25(2¢+1)3
25(2x +1)*+  (2y+1)2+ (25 +1)2+25(2t+1)%
(22 +1)2+25(2y + 1)+ 25(25 +1)*+ (2f+4+1)3
25(2x + 1)+ (2 +1)i+25(25 +1)*+  (2f+41)%
25(2x + 1)+ 25(2y +1)2+  (2z3-+1)2+ (2f—41)

ou les carrés non précédés de 25 ne sont pas divisibles par 25.
Nous écrirons

AN= (22 +1)*+ (2y + 1)+ 25(25 4 1)*+ 25 (2¢ +1)? I,

en sous-entendant les cinq autres formes écrites ci-dessus, etc.

57. Les analogies formelles des décompositions S et €, € et W,
I et 0, M et 11 font pressentir qu'il existe certaines relations entre
ces nombres de ces décompositions. Dans ce qui suit, nous étudierons
quelques-unes de ces relations.

II. — Etude des J% et des OIt.

38. Relations entre les JG et les)t'. — On peut partager les décom-
positions 9%, en deux classes, selon que le carré non précédé de 25

est, ou non, divisible par 25. Le nombre des décompositions pour
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lesquelles ce carré est divisible par 25 est 9%,. Le nombre des décon}-
positions pour lesquelles ce carré n’est pas divisible par 25 est 9—23,
car, & toute décomposition 9%, jouissant de cette propriété, corres-
pondent visiblement quatre décompositions 9%, obtenues en prenant
le carré non divisible par 25, successivement pour 1, 2°, 3° et
4° terme.

On a done

g !
(1) %,:%4—%’.

Les décompositions 9%, se répartissent de méme en trois classes :
1° celles ou les deux carrés non précédés de 25 sont tous deux divi-
sibles par 25; 2° celles ou un seul de ces deux carrés est divisible
par 25; 3° celles ou aucun des deux carrés n’est divisible par 25. La

substitution des 9 aux )G conduit ainsi & I'équation

o, I,
(2) Wor= 5

+ I,

Les décompositions 9%, se répartissent en quatre classes : 1° celles
ou les trois carrés non précédés de 25 sont tous trois divisibles par 25;
2° celles ou deux de ces carrés sont divisibles par 25; 3° celles ou un
de ces carrés est divisible par 25; 4° celles ou aucun de ces carrés n’est

divisible par 25. On en déduit

e I, 3 __,
(3) Toy= b T 20 T

Enfin les décompositions 9%, se répartissent en cinq classes, selon
que (uatre, trois, deux, un, ou zéro des carrés sont divisibles par 25.
Il en résulte

(4) 9Ty = I}, + I, + I, + I, + I%,.

D’ailleurs 9%, est connu : c’estle nombre des représentations d'un
nombre par une somme de quatre carrés, donc huit fois la somme des
diviseurs impairs de N si N est impair et 24 fois la méme somme si N
est pair.
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Avec nos notations (voir n° 3)
(3) To=4[2 + (=" (A=A =2[2 ~ (—1)"] (3" —1)T,
I%, n’existe que si N est divisible par 25. Dans ce cas,

(6) l)fa":%(,(%) =22 +(— 1)N](5""—|)U:4[2+(—1)"][

A—-2A,—-6(C—C)
25 )

89. Relations entre les NC et les N'. — Un raisonnement analogue
conduit aux relations suivantes :

O,

() M= =2 + A,
ML, AL
(8) My = =22 +L?E+ an,,
ML, L, 3
(9) 3&1:T|-+T'+Zmé;+ml‘,
(10) My= Ny + N + ANV, + N+ M,

Dans les décompositions (J1T, '), N ne peut étre (u’impair, puis-
que un carré impair est multiple de 8 4+ 1. I, est d’ailleurs connu :
c’est le nombre de représentations du quadruple d’un nombre impair
par une somme de quatre carrés impairs, donc 16 fois la somme des
diviseurs du nombre.

Ainsi, avec nos notations,

(11) Ny =162 == 4(5v*+ —1)U,
de méme
. . N . 16
(12) 3]L,+=JIIO<2—5>:4(0V—‘——1)U:E(3-6®).

60. Relativement au module 5, un carré est congru a o, 1 ou — 1.
Or, il y a quinze combinaisons complétes des trois quantités o, 1, —1,
prises quatre a quatre. Ces quinze combinaisons se groupent en cinq
classes, de telle maniére que la somme des nombres d’une combinai-
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son soit congrue a l'un des nombres o, 1, 2, 3 ou 4, selon la classe
considérée.

Voici ces cinq classes avec les valeurs correspondantes de N (mod 5)
pour les décompositions 9% et T :

X6, JIL.
= —1 (mod 5) N=1 (mod?5)

N=1 N=—1 I —1 I
1 o o
N=2 N=—2 1 1 | p—
—1 —1 —I o
I 1 1 o
N=—2 N=2 f —1 —1 —1

2
Il
Q
2
Il
=]

I

|

On en déduit immédiatement que, parmi les cing quantités 9T, 3%,
I, I, I, deux au moins sont nulles.

De méme, des cinq quantités I, I, N, M, N, deux au
moins sont nulles.

61. Supposons N impair et cherchons les relations qui unisssentles
nombres I, aux nombres JG,.

Soit done
N=ax+)*+ 52+ 2
une décomposition 9%G,.

On peut lui faire correspondre deux décompositions I, savoir

(13) AN=(y+z+t—aV+(z+3+t—y)P+(z+y+t—3)2+( T+ry—+s5—1t)>~
(t4) AN=(y+sz—t—zl+(z+s—t—yP+(z+y—t—z)P+(—x—y—s—1t).

En effet, N étant impair, un ou trois des nombres x, y, z, ¢ sont
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impairs. Donc, toutes les quantités
*rEtytztt
sont impaires.

Deux décompositions (13) provenant de groupes (xz, ¥, z, t),

/ / ’ . ’ . , , .
(@, v, <, t') différents sont différentes, car les équations

y+s+t—z=y+z'+t—ro.
r4+s+tl—y=a'+3' + 11—y,
x+y+t—s=a'+y+t—3
x+y+s—t =x'+y+3'—¢t

n’admettent que la solution

JE——— —— _~— Y
xr—=ua, y=ry¥, 5=z, t=t.

De méme, deux décompositions (14) provenant de lettres (x, ), z, t)
et (' y' 2’ ¢") différents sont différentes.

Enfin, une décomposition (13) ne peut étre identique, terme a terme,
aune décomposition (14), car les équations

y+sz+t—ax= y+s5—t —a,
x+5+t—y= x2+3—t—y,
z+y+t—z= a+y—t'—7z,
z+y+s—t =—x' —y'—z'— 1t

donnent
—ox=3) ' +3 +1—ua,
—oy=a'+3 +t —y, )
—a2s = +y'+t'—3,
2t =x'+y'+3'—1.

Ces équations sont arithmétiquement impossibles, car les seconds
membres sont précisément les quatre termes de la décomposition (13)
provenant du groupe (', )’, 2, ¢'). Or, nous avons vu que ces quatre
termes sont des nombres impairs.

Les décompositions (13), (14) sont donc toutes différentes, et
comme ce sont des I, on en déduirait

296, I,
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si’on ne savait, parailleurs, en vertu des formules (5) et (11), N étant

mpair, que o
296, = I,.

Nous pouvons donc déduire de cette égalité que le procédé qui fait
obtenir deux décompositions I, au moyen d’une décomposition 9%,
par les formules (13) et (14), donne toutes les décompositions NT,.

62. Supposons N =1 (mod 10).
Le Tableau du n° 60 montre que

M, = &%), = o.
Soit une décomposition f%’l
N=a+ y*4- 52+ (5¢)%

Le Tableau du n° 60 montre que les trois nombres (ou une de leurs

permutations)
1-2’ J'Z, 2'2

sont respectivement congrus (mod 5) aux trois nombres

I, —I, I.

Par suite, &, ¥, z sont toujours (mod 5) une des 24 combinaisons

*5, 2, =£I.

Effectuons maintenant sur I'ensemble des 2T la transformation
(13), (14).

On constate (') que les décompositions obtenues sont des U, et
par suite, des N, différentes. Mais on ne sait pas si ce sont tous les
!

M
Donc

(15) 290 = o M|

(*) 1l semble que 192 vérifications soient nécessaires, mais elles se réduisent a 8.
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avec

all.
Partons maintenant d’une décomposition )G,
(I%}) N=a?+ (5y)*+ (53)*+ (5¢)%

Le Tableau du n° 60 montre que x* ne peut qu’étre congru a 1
(mod 5); done
r==1 (mod5).

Donc, la transformation du n°® 61 fait correspondre deux T, diffé-

rentes a chaque )W'. Mais comme on n’est pas str d’avoir tous les T/,
nous écrirons

(16) 200, = B,

avec

Bsi.
Prenons enfin une décomposition 9%,
N=a?+4 y?+4 2412,
Le Tableau du n® 60 montre que
x%, y?, 3%,

ne peuvent avoir que les valeurs

donc

ont les valeurs
o, a2, =2 =2 (mod 5).

On vérifie (') alors que la transformation du n° 61 conduit, par la
formule (13), & des T et a des IV, par la formule (14), également a
des IIU et & des N et cela de telle maniére que, si le groupe (x, ), 3, ¢)
doune par (13) une 91U, il donne par (14) une T, et que, s’il donne

(1) 6 vérifications suffisent.

C. 8
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par (13) une AU, il donne par (14) une M. Ces M, et I, sont d’ail-
leurs différentes, mais on n’est pas sur d’avoir tous les U, et tous les
les OIU..

Donec
(17) 290, = y Iy + I,

avec

HIAN

Y-
0

I
I.

na

Comme une décomposition 9%’ ne peut étre qu’une 9%, une % ou
une 0. et (ue les formules (13), (14) permettent de passer des 9%’ &
tous les MU', il en résulte que l'opération que nous venons de faire
nous a certainement donné tous les I, puisque nous avons opéré
sur tous les )W'. Par suite, nous avons obtenu tows les N, tous les M|
et tous les M.

Dés lors, la considération des formules (15), (16) et (17) montre
qu'on n’obtient les MU que par 'opération qui a conduit a la for-
mule (15). On les a donc tous par cette opération et o =1.

De méme, on a tous les N par I'opération qui a conduit a" la for-
mule (17) et par suite Y = 1.

Enfin, on n’a les 91U, que par les opérations qui ont conduit aux
formules (16) et (17) et comme on ne peut les obtenir en tout qu’une
fois et qu’on les a tous obtenus, les N qui figurent formule (16) dif-
ferent de ceux qui figurent formule (17). Donc

B+o=1.
Par suite,
290, = N},
290, + 2 D0y = I, + My,
Il = I,
On sait d’ailleurs que
Io, = M, =o,
N, =M, =0

et par suite, par I’équation (4),

oy + B, + Ju5 =84,
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Enfin, les équations (1) et (2) donnent
2 00, = JT,.

Les autres cas ou N est impair se traitent par des raisonnements tout

a fait analogues (ue nous ne reproduirons pas. Nous nous bornerons
aindiquer les résultats.

63. N= =1 (mod 10):
My = Iy,
290, = M,
290, = Iy — MLy,
N, = M, =o,
T, = I, = o,
Yoy + 904 + )65 =8 3,

2 90y = OG,.
N ==%=3 (mod 10) :

9T) = I,
2 00, = I, — I,
2 )0, = L,
oy = Iy = o,
I, =, = o,
Ib)y + IO + 9T, = 843,
)Gy =0,

N =5 (mod 10) :
Mofy = MY,
290, = I, — I,
Ly = M, = 9T, = I, = o,
A—6¢C
25
’ o~

o3 — ;85(2‘——601):2(5"_‘——1)[],

Iy + O, + 8

=84,

w8 IR
9'(:2——?—1—%(3——6@[)_— 5 “+ 2( I)U,
5= 2t %(3—6@): 22 a(s—0T,

3y — Moy = ;—2(3——6@):4(5"_‘—1)U.
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64. Supposons N pair.
Alors les N, n’existent plus.
Soit une décomposition

N=a+ y?4- 32+ 2 Iy

Appliquons encore les formules (13) et (14) et proposons-nous de
rechercher ce qu’elles donnent.
N étant pair, zéro, deux ou quatre des quantités x, y, z, ¢ sont im-
paires et par suite les quantités
ZrEtytsty
sont paires.
Donc les décompositions (13) et (14) sont des 9G. On peut écrire

q - . 2 — 2 , —z\?2 - 53— 2
(18) N:<9+“;H x>+<x+z+t Y>+<x—l~1+t >_\_<x Fy+ t)}

2 2 2
P 2 ~f 2 e 2 S Dy 2
(19) N:(-—————y_‘—“ ! ‘x) +<x+” ‘ y> +<x+y ! z> +<————————x y—F t) .
2 2 2 2

Les décompositions (18) sont toutes distinctes. Les décomposi-

tions (19) sont également toutes distinctes.

Il en résulte qu'une décomposition (18) est identique a une certaine
(]écomposition (19) et inversement.
Il sera done inutile d’envisager simultanément les deux transforma-

tions (18), (19). Une seule suffira : la transformation (18), par
exemple.

65. Supposons N =6 (mod 10).
Soit une décomposition
N=a'+ (5y)*+ (53)*+ (52)3 Iy,
£ ne peut étre congru qu’a =1 (mod 5).
Par suite, la décomposition (18) sera une )%, . Mais rien ne dit qu’on

obtienne ainsi tous les J%.. En tout cas, les )t obtenus seront tous
différents (n° 61).
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Nous écrirons done
(20) oy = o I,

avec

nA

a1

et nous appellerons (X, Y, Z,l') la décomposition Q‘C{)‘déduite par (18)
de la décomposition (x, y, z, ) qui est une .

Partons maintenant d’une )% . On trouve de méme
(21) I = BT,

Donc 3 =1, puisque % n’est pas nul, quel que soit N.
Partons enfin d’une 2% . Alors la transformation (18) donne tantot
une I, tantot une I,

(22) B[S

avec
y<I, oZ1.

Soit (X', Y', 7/, 'T') la décomposition I%, dédunite ainsi de la décom-
position (&, y, 3, £) (ul est une JG, .

En réunissant ces trois opérations, on doit avoir obtenu tous les 9%,
puisque )T, et 96, sont nuls. On doit d’ailleurs les avoir obtenues ainsi
une fois seulement.

Comme on n’obtient les 9%, que dans la troisieme opération, on les
obtient toutes ainsi. Donc 7y =1.

Par suite, les équations (20) et (22) donnent

a4+ 0=—I.
Je dis que
oa=0.

En effet, je vais prouver qu’a toute décomposition (X, Y, Z, T)
correspond une décomposition (X', Y', Z', 'T') et réciproquement. Des
lors, les décompositions 9%, obtenues par I'opération qui a conduit a

I'équation (22) et les décompositions s)"(?»'o obtenues par I'opération qui
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a conduit a I'équation (20) se correspondant chacune a chacune, il

faudra que
@M = 39T,

d’ou
a=20.

Je dis que, si (X,Y,Z, T) est déduit par (18) d’une décompo-
sition ), (—X, —Y, —Z,T) ne peut étre déduit d’'une I,
par (18). Donc (—X, —Y, —Z,T) sera déduit d'un % par (18).

En effet, il suffit de montrer qu’il est impossible que

yY+s3+t—x=—(Qy'+ s+ t'!—2),
TA+s4+t—y=— (2 + 3+ —y),
z+y+t—s=—(2'+y + t'!— 3",
zH+y+s—t= '+ y+3—t.

On en déduirait, en effet,

Or, les seconds membres sont justement les quatre termes de la
transformation (19) appliquée a (&', ¥, </, ¢). Or, (&/,y', 7, ') étant
une )4, la décomposition (19) est évidemment une I%,. (x, y, 3, t)
serait donc une )G, ce qui est contraire a ’hypothése.

Done (—X, —Y, —7,T) sera déduit d’'une & par (18) : c’est
une (X', Y, 7/, 1").

Considérons inversement une (X', Y', 7', 'T"), provenant d’une 9%,
par (18). Je dis que la décomposition (— X', —Y', — 7/, 'T’) ne saurait

en provenir.
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Si, en effet, on avait

y+s+t—x=—(y+s+t'—2),
L+ 5+ t—y=—(z'+ 3+ t!—y'),
r4+y+t—s=—(2'+y'+1t'— 3,
r+y+z—t= d+y+3i—1¢,
on en déduirait
2 — y’—Jf—z’—x’—t’,

2
2 +3—y—t
rE2=ry =0
2
z+y —t'—5
2

3]
l

b

. ——x’—-y’—:.’— !

2

On vérifie aisément, (', v/, 2/, ¢) étant une Y, que si
’ sV %y 0?

!

( YV +s5'+t—2a '+ 54—y z4+y +t—s x’+y’+s'—t’)
- y — y — )
2 2 2 2

4

est aussi une )% , il ne saurait en étre de méme de

"5 —2—t A+ —y =t 't —5 —x—y—
(y - 2 T 2 z ’ — 2 ’ )2 )
ni par suite de (x, ¥, z, t), ce qui est contraire a I'hypothése.

Done (X', Y, 7/, T") et (— X', — Y'. —7Z/, T') ne peuvent provenir
simultanément des décompositions )%, : done (— X', —Y', — 7/, T")
estune (X,Y, 7, T).

Donc
a—=2a,
et comme
a+0=r1,
1 1 .
o — ;) :;’
il en résulte que
J(‘a:): 2%;.

66. Remarque. — Appliquons la transformation (18) ala décom-
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position G (., ¥, z, ). On obtient une décomposition )0, (X,Y,7,T).
Appliquons, au contraire, la transformation (19). Nous obtenons
encore une décomposition )t (X', Y/, 7/, T').

Je dis que 'ensemble des 9%, (X,Y,Z,T) est différent de I’ensemble
des 9% (X', Y/, 7/, 'I"). 1l suffit pour cela de montrer que les équations

y+s+t—x= »y+5--t—2a,
TH+s+t—y= x+3i—t—y,
T+y+t—z= I+ —t—3,
r+y+s—t=—a'—y —z'—

sont incompatibles.

On a vu qu’on en déduit

—osx=y'+3'+ -2,
—2y ="'+ 3+ t'—y,
—2z=x'+y'+t'— 2,
2t=a' + v +3—t
d’ou
Y+ &+ t’——x"
2

-_ =

$,+zl+t1_‘y’

-y = ——
2

'y 4+t =2
- 2

—_—
<

)

—xl+y1+zr_tl
2

¢t

Or les seconds membres sont des 9%, puisque (&', ), 2, ¢') estune 9%,.
On en déduirait alors que (—x, —y, — 3, ¢) est une 9%, ce qui est
contraire a ’hypothese.

Ainsi, Uensemble des transformations (18), (19), appliquées a la
totalité des Y, donne la totalité des I, et ne donne qu’une seule fois
chaque décomposition 6.

67. Ainsi

R
[
5

w ~
-e
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d’ailleurs
IG. — o.

2

On en déduit, par les équations (1), (2), (3) et (4),

9, =34 —32,=-6U,

9y = 295,

Les autres cas de N pair se traitent par des raisonnements tout a fait
analogues que nous ne reproduirons pas.

Nous nous bornerons a énoncer les résultats.
N= =4 (mod 10):

Il = 295,
%, =o,
Do, =34 —34,=60U,
Iy = 290,
N = =2 (mod 10):
9o = 2904,
I, =o,
290, — 50, =24 —2 A=4U,
JG, = o.
N= =0 (mod 10):

N,= % (3—3,)—%;(01—61):6(5\'_'— nu,

9T, = 295} ;
or
Iop—+ I, + I, =124 —123, =6(5v+1—1)U,
done
[ 192 "_/1_8_ — J— v—|U
Ioy= -;3-(2!—3,) -+ 25((!I ¢,)= 96.5 ,
6 24 _ _
Il = 2_5 (A—2) — < (€—¢)= §8.57'0,
F2 _
Oy == '_; A—2)—Ze—t)= 610,
28 68 _ _
9y = 2—5(21—2!1)—;3(6—01,)_(:4.5“ 1 _6)U,

=2 @-—a)—-FE-e)= 6 —n,

C. 9
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68. Relations entre 96 (N) et 96 (4 N). — 1° Cas de N pair :
On déduit immédiatement les décompositions

(23) AN =22+ y2+ 324 13, I/ (4N)

des décompositions
N=a?+ y2+ 52+ ¢ M'(N),

Résolvons, en effet, la congruence
o=x'+y*+z*+¢  (mod8),

on ne trouve que les solutions

0=0+0+0-+o0,
=o+o0-+4+4,
=4+ 4+ 4+ 4.

On voit donc que x, y, z, t sont pairs dans (23).

Donc
AN =(22")2+ (2 )2+ (25)+ (20 ),
N= 2" + »”? + 3" 4+ %
donc
Iy (4N) = 94 (N).

Enfin, les équations (1), (2), (3) et (4) donnent
Tou(N) = 9oy (4N).

2° Cas de N impair :
Supposons N =1 (mod 10).
Prenons I'équation

14

(24) N =2+ yt+ 2+ &2, 9% (N),
puis
(25) AN=2+ y" 4 5" 12 X (4N).

Remarquons que les N (N) sont des 9% (4N ) particuliéres. Pour
approfondir la question, revenons aux raisonnements des n* 61 et 62.
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Considérons donc les trois équations

(26) 4N = (2z)® + (2y)? + (23)? + (2t)?,
(27) AN=(y+s+t—2)V+ (2 +2+t—y)+(2+y+t—35)}+( z+y+s—1),
(28) AN=(y+z—t—a)+(x+s—t—y)+(x+y—t—3)+(—2—y—35—1t)%

Nous avons montré que les décompositions (27) et (28) sont toutes
les décompositions IIT.

[1 est d’ailleurs évident que les décompositions (26) représentent
toutes les décompositions (25) ou &/, ¥/, 2’ et ¢ sont pairs.

Supposons que dans (24) un carré et un seul soit multiple de 5.
Alors (26) est une )% (4 N), ainsi d’ailleurs que (27) et (28), comme
cela résulte du n° 62.

Done
(29) 390, (N) = « 96, (4N),
car on n’a peut-étre pas obtenu ainsi tous les I (4N);
ali.

Prenons les décompositions (24) ou trois carrés et trois seulement
sont multiples de 5.

On en déduit, (26) étant alors une 2% (4 N) et (27), (28) étant des
I, (4N);

(30) 9T, (N) = B 96, (4N),
(31) 2964 (N) = y 9%, (4N)
avec

BS1,  ysu

Entin, supposons que dans (25) aucun des carrés ne soitnul (mod 5).

Il en résulte
(32) 3IT, (N) =090, (4N) + e 05 (4N)

avec
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|

Ces trois opérations donnent d’ailleurs tous les I (4N) et les
donnent sans répétition.

Comme on n’a obtenu des o’ (4 N) que dans la premiére opération,
on les a fous obtenus ainsi.

Donc

a=1
et
AL (4N) = 3 9%/ (N).
D’ou, en prenant aux 9%,
3[3 J53(N) — 95 (N)] =3 IC3(4N) — 9%, (4N).

La méthode s’applique aux autres cas. Nous ne donnerons que les

résultats.

69. N==1 (mod 5) :
3[3 9%5(N) — Iy (N)] =3 96y (4N) — 951 (4N),

N==3(mod5):
390, (N) = 95,(4N).

D’ailleurs, si N est pair,
I (N) = 9%, (4N),
9T, (N) = 9%, (4N),
o3 (N) = T3 (4N).

III. — Relations entre les & et les .

70. Supposons N impair.
Considérons I'équation
4N =522+ y*+ 51 4 2522, $1(N)
et résolvons la congruence

h=5x"+y?+ 52+ 2512 (mod 8).
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On ne trouve que les solutions

b=o0+4o0+4+o,
=4+0+0-+o0,
=4+4+4+o0,
=4+4+o0+4,
=0+ 4+ 4+14,
=040+ 0+ 4,

qui montrent que .t, ¥, z, £ ne peuvent qu’étre pairs. On obtiendrait le
méme résultat pour

AN=5214 y? 4253524 2382, %,(4N).
Mais de
AN=5(22") 4 (2)') + (23')*+ 25 (2¢')?
on tire
N= 5zt 4+ y2 4+ 3z'2 4 25¢
et réciproquement.

Donc
P (N) =% (4N)
et de méme
P2 (N) = %3 (4N).
Supposons N pair.

Résolvons la congruence
o=522+ yr+ 2+ 252 (mod 8).
On ne trouve que les solutions (mod 8)

o=0-+4+4+o0,
=o+4+o0-+4,
=0-+0-+0-+ 0,
=4-+0+4+o0,
=4 +o0+o0-+4,
=5+1+1+1.

Done x,y, z, tsont, ou tous pairs, ou tous impairs.
Mais, s’ils sont tous impairs, la décomposition

4N =522+ y?+ 32+ 25¢?
est une v, (N).
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Q \
S’ils sont tous pairs, la décomposition

GN=5(22')+ (2y')t+ (25)2 + 25 (2t 2
correspond a |
N= 52 + y? + 3z? +25¢
qui est une ?, (N).
Réciproquement, a I'ensemble des décompositions ©,(N), v, (N)
correspond évidemment les décompositions €, (4 N)

Done
@ (4N) =9 (N) + U, (N),

de méme
0, (4N) = 0, (N) + Wby (N).

71. AinsiN = =1 (mod 10):

Py (N) = €2 (4N);

N= =3 (mod 10):
€ (N) =®,(4N);

N = =2 (mod 10) :

® (N) + by (N) =%, (4N);
N==4 (mod 10) :

@, (N) + v, (N) = %,(4N).

IV. — Etude des décompositions € et S.

72. Calcul de €. — Partons de la formule rappelée au n° 26 :

H?2 qm mq’”
202 J—
nlel—@_S E "lw—s E ITMCODZIH.Z'.
1

1

Remplacons .r par = puis par — et ajoutons 4 1
plac par x> p par = ajoutons les deux équations

obtenues. Les formules (VIII) (Chap. I11) donnent

5\/"2161 \/ﬁ[§1‘fh+ 6151] :162[11#—— — SZ lli(l l:COS 4’;’”1' -+ COSZI;‘K:I

- ([_' i q:Z/lL
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ou (n° 25)

%-n:(q%)n,(q%) [Bini+ 60, ] =16 L — QET”_’_qT:'"lg—.+5[.~ (%)2];

x—q’“”
_ ) m 2 q”l
=X (3)
Egalons les coefficients de ¢" dans les deux membres.
Au premier membre, il faut poser :
) M =(22+1)2+5(2y +1)2+10(25)* 4 2(2f+1)2,
puis
M= (22 + 1)+ 5(2y +1)2+10(25 + 1)+ 2(2¢)2

Supposons que, dans &, N soit pair. On voit tout de suite que € est
la somme des deux nombres de décompositions précédentes, si 1'on

pose
N=2M.

Dans le second membre, il faut poser
M=m(2p+1)
et le coefficient de ¢" est
202 <%1.)2m,
m étant un diviseur de M a conjugué impair.
Cette somme est encore (n° 5)

Ainsi
donc (n° 8)
e =3¢ — ¢ = 2v+0.

On a supposé N pair. Si N est impair € est évidemment nul, car la

congruence
b= (22 +1)*+b5(2y +1)*+ 103+ 28" (mod 8)

est impossible.
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1

73. Calcul de S. — Partons de la formule rappelée au n° 26 :
H* I m q2m m q,m

i = - —1)" —_ — 1\ .

? e‘Hf = sosp ' H8E(=D —T 82(—1) g cosama

Fai — I, puis « = 2" et ajoutons
aisons-y x—gﬁ puls & = 5 et ajoutons.

Les formules (VIII) (Chap. IIT) donnent

5V06\8,6[0,5+ 05, | = 'ﬂ+ -
cos?-5~ cos*Tﬂ

27
— 2+ 162 (—1)" quq:n

— 83 (— )™ I_’iqq'zm <c052m§ + cos[;m%)

ou (n° 23)

56(g*)0(q")[0.6(g°) +06,(g°)]

I 1 . m\? m g™
= + — a2+ 203(— 1) = g _.
cos!T  cost2T 0/ t—gm
5 5

Egalons les coefficients de g" dans les deux membres.
Il faut poser, au premier membre,

M =102+ 22+ 552+ 12

et, pour que le coefficient ne soit pas nul, il faut que ¢ et z soient de
méme parité, c’est-a-dire M pair=12N.
Le coefficient est alors

22X (_ I )z+y+z’

puisque z et ¢ sont de méme parité.

D’ailleurs
aN=2a2+ 2 y2+ 2s? (mod 4),

N= 2+ y+ t (mod 2),

et le coefficient devient
2Z(—1)N=2(—1)¥§(N).
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Au second membre, on posera

aN=M=2p(1 +p)
et le coefficient est

G2 p(— r)!{%)l: AEd(— 1) (‘é)

Ainsi
§=2(—1NI(—1)¢ d <%\)2: 2(— NNC, =2 (—1)N(20+1 = 3)U.
74. Relations entre les 8 et les ©. — Considérons les décompo-

sitions 8(N), c¢’est-a-dire les représentations

aN=1022+ 2+ 532+ 20, 8
aN =r1022+ 25y + 532+ 28 3,
aN=r10x*+ y*+ 552+ 5022, Sy

Considérons y?* + 2¢*.

On ne peut avoirdans 8, pour y* et £*, que les combinaisons (mod 5)

o —1
—1 —x)
N=1
o 1)
— mod 5).
' ' N=-2 ( )
—1 o
—1 1
N=—2
1 o

o o N=o I
Ainsi donc, si N ===1(mod 5),

8y=o, 8§ =8, + A;
siN==+21,

si N =o,

C. 10
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De méme, si N==1(mod5),

e, =o, e=8&,+5;
siN ===2(mod5),
e,=o, e=2e,+%;
si N=o0(mod5),
S=2,=2,
75. Lxpression de ©,(2N) (=1 ou2). — Supposons d’abord

N impair, par exemple, congru a 3 (mod 10).

Le nombre des décompositions €,(2N ) est égal au double du nombre

des décompositions S(N) o le nombre t n’est pas multiple de 5.
Nous avons désigné ce dernier nombre par H (N) (n* 35 et 74).
Ainsi

E,(2N) =2 (N).
Partons en effet de la décomposition (33)

(33) 2N =102+ y?+ 522 + 22, AH(N).

On en déduit quatre décompositions :

(34) 8N =( y—+t+bx)+ 2( —2t—5“> +5¢( _x),+10<7+52—2x>”
(35) 8N:(—y-——t—5x)’+2< —2t—> >+ ( _x)2+lo<_y+zz——2x>=’
(36) 8N =( y+t+5’/’)’+2< — s > +5(—t+s +x)2+10(—————y+32_2x>2,
(37) 8N=<—y—z_5x)~z+z<-_7:_%§—_°:>+5(_t+ +x)g+m<)’+zz——2x)’.

Que peuvent étre x, y, z, ¢t assujettis a I'équation (33))
x pourra étre quelconque, mais y, = et ¢ sont assujettis a la con-
gruence
6=>5z2+ y*+ 2L? (mod1o0).
De plus
t=#£o (mod5).

On trouve

6=o0-+4 + 2,

=549+ 23
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d’ou les solutions

li

0,2,4,6,8 z2=1,3
2,8 et ry=3,7 (mod 10),
4 t 4

2
Y
¢ y 6,9

Il

T

dans lesquelles il faudra combiner de toutes les maniéres possibles les
valeurs de z, ), . On aura donc 8o solutions. Il suffit évidemment de
se borner aux 16 solutions obtenues en combinant les valeurs de y et
de . On remarque, en eflet, que si y est pair, z est un nombre pair
quelconque et que siy est impair, z est un nombre impair quelconque.
Les décompositions (34), (35), (36), (37) ont donc tous leurs termes
entiers.
Précisons les parités de ., ), z, ¢.

Il faudra résoudre la congruence
2=+ 32+ )2+ 242 (mod 4)

qui a comme solutions
2=0+4+0-+0-+ 2,

=0+ 1+41+4o0,
=2+1+1+ 2,
=2+0+0+0;

1] \
d’ou
x = o, ry=o, z=o0, t=1 (mod 2);
=o, y=1i, z=1, t=o (mod 2);
=1, y=1, s=1, (=1 (mod 2);
=1, y=o, 5 =o. t=o (mod 2).

Dans tous les cas, les décompositions (34), (35), (36), (37) sont
telles que les carrés, dont les coefficients sont 1 et 5, sont impairs.

Enfin, des deux nombres y»— 2¢ et y + 2¢, il en est toujours un qui
est multiple de 5.

Groupons les décompositions K quatre par quatre :

R4 t x 3
-y t x 3
y —t x 3
-y —t z 3
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C’est toujours possible puisque ni », ni ¢ ne peuvent étre nuls.
Deux des (uatre couples (y, t) donnent, pour la différence y — 2¢,
un multiple de 5, savoir

(7 t) et (—y, —1)
ou bien

(—x:t) et ( y, —0).

Pour ces deux couples, les décompositions (34), (35), (36), (37)
sont des ©,(2N).
Je vais montrer ue ces décompositions donnentle moyen d’obtenir

les €,(2N), sans répétition, ni omission. On pourra, dés lors, écrire

[l% ﬂ?(zN)7

I
(«

d’ou
2H =&,(2N).

1° Deux décompositions (34) sont distinctes. Car les équations

)+ t+dx=y'+ t'+ 5z,
y—at—>3z =y —at/—57,

!

t— sz — z={V— 37— 2,

y+ 35 —2x=y'+ 3 —a2x
n’admettent que la solution

x=2a, y=y, z=123, t=1t.

De méme, deux décompositions (35) sont distinctes, etc.

2° Une décomposition (34) est différente d’une décomposition (35),
par exemple.

Car les équations

y+ t+dbr=— y'— -5z
y—at—5s= ¥y —a2t—55,
t— 55— = t— 5'— 2,
y+ s—2r= y'+ z'—ax,
donnent
41':—‘(5’3""}""“')»

ce qui est impossible, puisque le second membre est impair.
La démonstration des autres cas ne présente pas de difficultés.
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Les formules (34), (35), (36), (37) permettent donc de passer des
décompositions K (N) a des décompositions €, (2N), toutes distinctes.

3° On a bien toutes les décompositions €, (2 N).

Soit, en effet,

(38) SN=(2Y+1)*+2(5T) +5(2Z +1)*+10X?

une décomposition €,(2N). On I'a obtenue.
Il suffit de montrer qu’en posant
Y+ t+dz=c¢c(2Y+1)
y—2t—5z = 10T
(E:i‘.],n':‘_:'__l),
t—s5 —ax =n(2Z +1)
y+ 2z —2z=2X

on peut déterminer ¢ et v de maniére que , ¥, 7, ¢ aient des valeurs
entiéres et que ¢ ne soit pas divisible par 5.

On trouve :
(39) 8x =¢c(2Y +1) —n(2Z+1) —2X,
(40) 4s =— 5T —m(2Z +1)+ X,
(41) by =5X+5T +¢(2Y +1),
(42) 8¢t =— 10T +5n(2Z +1)+¢e(2Y +1).

Dailleurs, X, Y, Z, T sont assujettis & certaines conditions données
par la résolution de la congruence

2h=(2Y +1)2+2(5T)*+5(2Z +1)*+10X*  (mod 80)

qui n’a que les solutions
24

9+ o+ 5+ 10,
9 + 50+ 5+ fo,

9 + 40 + 45 + 10,

fl

Il

f

= 9+ 50+ 45+ o,
=49+ 4o+ 5+ 10,
=49+5 + 5+ o,
=49+ 0+ 45+ 10,
=49 + 50 + 45 + 4o;

il en résulte que ¢ n’est pas divisible par 5.
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Posons
2Y+1=Y/,

2Z +1=12".

On aura pour Y', 7/, X, T les valeurs suivantes (mod 8) :

Y' Z. . T.
3oub 1ouvy 1,3, 50uny oouf
3ousd 10uU79 2 ou 6 1,3,50u7
3oub Joub 1, 3,50u7y 2 ou 6
3oub 3oub oouf 1,3, 50u7y
10u7 10u7y 1,3,50u7y 2 0ub6
10Uy 10uvy oouf 1,3,50u7y
10u7 3oub ,3,50u7 ooujf
1ouy Jouf 2 0u 6 1,3,50uy

Mais, écrites en congruences, les équations (39) et (42) donnent les
conditions

(43) eY— nl/l—2X=o0 (mod 8),
(44) —10T +50nZ'+eY'=o0 (mod 8).

Supposons ces conditions remplies. On en déduit, en retranchant,
—10T +6énZ'+~2X=o0 (mod 8)
ou
— 5T+ 307"+ X=o0 (mod 4),
(43) — 5T— nZ+ X=o (mod4);

done, siles conditions (43) et (44) sont satisfaites, on pourra déduire z
de I'équation (40).

On constate d’'une maniére analogue qu’en éliminant Z’ entre (43)
et (44), on trouve la congruence

(46) 5X +5T+e¢Y'=o0 (mod 4).

qui montre qqu’on pourra déduire y de (41).
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Les congruences (45) et (46) s'écrivent encore

(47) eY+X+T=o0 (mod4)
et
(48) 0+ T—X=o0 (mod 4).

Elles permettent de calculer ¢ et m d’une maniére unique, parce
que X et 'T' ne sont jamais de méme parité et que Y' et Z' sont im-
pairs.

Mais I’ensemble des congruences (47) et (48) n’est pas équivalent a
I'ensemble des congruences (43), (44).

On peut seulement dire que l'’ensemble des congruences (43)
et (44) est équivalent a I'ensemble des congruences (43) et (48), par
exemple. Il faudra donc encore, pour chaque couple ¢, 7, vérifier que
la congruence (43) est satisfaite. C’est bien ce qui arrive.

Il en résulte que la totalité des &,(2N) aété obtenue et, par suite,
que
2y(2N) =2,

Pour les autres valeurs de N impair et non multiple de 5, on a
des résultats analogues que nous nous bornerons a énoncer.

76. N==3(mod 10):
2,(aN)=2&(N);
N===1{mod 10) :

€, (2N) =2 3(N).

77. Expression de ©,(2N). — Cas de N pair :
Supposons, par exemple, N = 2(mod 10).
Alors, le nombre des représentations €,(2N) est égal anw nombre des

représentations S(N), ow 2.x + 1 r'est pas divistble par 5.
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En d’autres termes

F(N) =2,(2N),
¥ (N) étant

(49) AN = a2+ 53241052+ 2£2,
ou x et y sont impairs et ou .x n’est pas multiple de 5.

De I'équation (49) on déduitles quatre décompositions suivantes :

\,

—_— 2 R\ 2 o 3 2 e A 2
(30) 8N:< z 2"+5Y)+2<x+‘2 °~>+5( iyz_“>+,0<‘_27f),

2

—_ —5 2 __3~\2 3\ 2 - —3 2
31) 8N:< x 2i ay>+2<x+t2 ag>+5<_:r+y2+2>+lo< t—|—2y >’

. 2 [ —t—575\2 . z\ 2 —_—y—2z\2
(52 8N____<_J,+2t+5}’>+2ka“ (—5 )+5< x__w_) +,0<‘_22__>,

2 2 2

— 2 B , . e
A R ey

2 2

Je dis qu’a toute décomposition (.r,v,z,t) on peut faire corres-
pondre une certaine de ces quatre dernieres décompositions, de telle
maniere qu’elle soit une &, (2N), ¢’est-a-dire une

8N =X24+50T? +-5Y24 1072,
avec X et Y impairs.
L’équation (49) donne, puisque N = 2(mod10),
8=a2+5y*+ 103>+ 22 (mod4o),
qui n’admet que les solutions

8=14+54+ 0o+ 2
(mod4o),
=1+5+10+ 32

puisque .r et y sont impairs et que x n’est pas multiple de 5.
Alors

Z=1 0u g (mod 10),
y impair quelconque,

5 pair quelconque si

i

t=1.9 (mod 10).
¢ 6

I

z impair quelconque si 1y (mod 10). ’
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Il en résulte donc que les décompositions (50), (51), (52) et (53)
ont tous leurs termes entiers.

Sil’on forme toutes les valeurs de x 4+ ¢ et de x — ¢, on constate
qu'un et un seul de ces deux nombres est un multiple de 5. Il s’ensuit
que le coefficient de 2 sera divisible par 5 dans deux des quatre décom-
positions envisagées; on ne retiendra donc que ces denx décomposi-
tions, savoir : (Ho) et (51)si(x,t)est (mod5)(1,4) ou (4, 1), et au
contraire (52) et (53) si (&, ¢) est (modb) (1,1) ou (4, 4).

Remarquons qu’il faut de plus que .x == 2t == 5y soit double d'un
nombre impair. Comme le signe & prendre devant ¢ vient d’étre fixé,
tout revient a trouver le signe a mettre devant 5 ). Or, » étant im-
pair, a — 5y et a—+ 5y ne peuvent a la fois étre le double d’'un
nombre pair, ni le double d’'un nombre impair. Le signe a prendre
devant y sera donc déterminé sans équivoque.

Les considérations qui précédent donnent ainsi le moyen de choisir
avec précision une des quatre décompositions (50), (51), (52), (53),
et la décomposition obtenue aura, comme coefficient de 2, un mul-
tiple de 5 et, comme premier terme, un carré impair.

Mais, pour que la décomposition ainsi déterminée soit une €, (2N),
il faut, enfin, que le coefficient de 5 soit un carré impair. Or, sin et ¢
représentent == 1, on a I'identité

r—ny—+235 __ax—2el+5ny

S = 2 — (3ny—et—23).

Or, la parenthése est paire, car des trois nombres y, z et £, deux sont

xr—oet+5ny

impairs, le troisiéme est pair. Mais a été choisi impair.

x——n‘y+2z

Donc est impair.

Ainsi, a toute décomposition §(N) on peut faire correspondre une
décomposition €,(2N) et une seule.
D’ailleurs, on vérifie que deux décompositions &, (2 N), représentées

par deux des formes (50), (51), (52), (53), ne peuvent coincider que
G. 11
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siles décompositions (49), qui leur ont donné naissance, sont iden-
tiques.

Si nous montrons que, réciproquement, toute décomposition
€,(2N) est représentable, d’une maniére wnique, par une des quatre
formes (50), (51), (52), (53), ou (x,y,z,t) sont des solutions
de (49) et oux, y sont impairs, & non divisible par 5, il en résultera
qu’a toute décomposition §(N) correspond une décomposition €,(2N)
et une seule et réciproquement, et par suite que

e,(2N) =F(N).
Soit done
8N =X2+50T*+ 5Y2+ 10Z2
une décomposition €,(2N) en supposant X et Y impairs.
La congruence

16 = X2+ 5Y*+ 1022+ 50T? (mod 80)

n’admet que les solutions suivantes :

16= 14+ 54+104+ o
14+ 5+ 4o+ 50
1+ 45+ 10+ 40
1+ 45+ o+ 50
=hH14+ 54 104 4o
=41+ 54+ o+ 5o
=f1+45410+ o
=41 4+ 45+ Lo + 50

f

i

i

(mod 80);

d’ou, pourX, Y, Z, T, les valeurs suivantes (mod 8) :

X. Y Z. T.
1,7 1,7 1,3,5,7 0, 4
1,7 1,7 2,6 1,3,57
1.9 3,5 1,3,5,7 2,6
1,7 3,5 0, 4 1,3,5 7
3,5 1,7 ,3,5,7 2,6
3,5 1,7 o, 4 1,3,5,9
3,5 3,5 1,3,5,7 0, 4
3,5 3,5 2,6 1,3,5,7
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Je dis qu’on peut trouver x,y,z,¢,¢,7% (e==21, n==:1), tels
que

—nt - — 3
7 — N 24

=,
2

£ — € 25
Y = -—————-‘l:-i———’

x—2nt+ 5¢
nX:_—ﬂZ_—‘.}’,

x+nt—>bz

5T =
2
On en déduit, en effet,
(54) —4s = 5T— eY+1,
(55) bey= nX— eY—2Z,
(56) ot =— 57 + 5T — X,
(57) bx = 10T+ 5eY +nX.

Réduites a des congruences, ces équations deviennent :

(58) T+3¢Y+ Z=o (mod 4),
(59) nX+9eY+ 6Z=4 (mod 8),
(60) 324+ T+3nX=vo (mod 4),
(61) 2T +5eY+ nX=4 (mod 8).

Ajoutons (58) et (61), il vient
(62) 3T+nX+Z=o (mod 4).
Nous déterminerons ¢ par la congruence
(58) eY=T~+1Z (mod 4)
et 7, par la congruence
(62) nX=T-—-1Z1 (mod 4).

e et m étant ainsi choisis, ce qui ne se peut évidemment que d’une
seule maniére, car T et Z sont de parité différente et X et Y sont

. . Ié 4 9 Y
impairs, ., y, z, t en résultent également d’une seule maniére.
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I1 faudra encore vérifier que, pour les valeurs de ¢, n ainsi trouvées,
la congruence (61) est satisfaite. C’est ce qui a lieu.

D’ailleurs, X n’étant pas multiple de 5, I'équation (57) montre
que . ne peut I’¢tre.

Done la décomposition

SN=X?+ 50T?+5Y2+ 1022

donnera unsysteme unique de valeurs de x, y, z, ¢ satisfaisant a I'équa-
tion (49) avec x, ) impairs, x non multiple de 5.
En définitive )
F(N) = &, (aN).
Les autres cas [N = 6, 4, 8 (mod 10)] se traitent d’'une maniére ana-

logue. On trouve

78. N==2(mod10):

©,(2N)=F(N);
N==4(mod10):
e,(2N) =g (N).

79. Relation entre S, (N) et S3(2N), H(N) et H(2N). — Cas
de N impair :
83(2N) est
GN=102+ 2+ 532+ 22,
ouy ou ¢ est multiple de 5.
On en déduit la congruence

=

=o2xl+ yi+ 522+ 2¢?
=0 +4-+ 0 +o0
= 2 +0-+ 0 +2 (mod 8);

o0 +0-+ 4 +o

Il

2 + 4+ 4 +2

donc y et z sont toujours pairs.
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Donce
AN=1022+ fy'?+ 205"+ 282,

aN= 52+ 2y %2+ 1032+ &2,

qui est évidemment une S,(N).

Ainsi, & toute 83(2N) correspond une 8,(N), et inversement.
Donc

(63) 85(2N) = 8o(N).
On a d’ailleurs
(64) $(N)=38(2N),

car
S(N) =24,

8(2N) =2 €, (2N) =3 €(N) + €,(N) = 2 A(N),

puisque N est impair.
Retranchons membre 2 membre les équations (64) et (63), il vient

K (2N) = H(N).

80. N==1(mod10):
82(aN) =38,(N),  A(2N) =(N);
N==3(mod1o) :
$i(2N) =8y(N),  9(2N)=23(N).
81. Relation entre 8,(N) et 85(2N), H(N) et H(2N). — Cas
de N pair :

Si N est pair, on a

H(2N) = (N) + F(N);
X (2N)c’est
; 4N =102+ y2+ 552+ 2t?,

ou ni y, ni ¢ n’est divisible par 5.
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Résolvons la congruence

o=102+ yi+4 5224 21 (mod 8)
ou

o= y*+ 5z + 222+ 2t? (mod 8),
on trouve

0=0-+0-+ 0+ 0,

o+ 4+ 2+ 2,
1+ 5+2+o0,

Il

Il

Il

1+54+0-+2,
b+4+o0+o0,
=44+042+ 2.

l

Les troisieme et quatrieme lignes correspondent a y, z impairs a la
fois, c’est-a-dire a des § (N ), les deux premiéres et les deux derniéres
a y, z pairs a la fois, c’est-a-dire & des décompositions

GN=10u2+ (2y')2+ 5(25) 428
ou

aN= 52+ 2y + 103? + ¢,
c’est-a-dire a des X (N ), puisque ni ) = 2)’, ni ¢= 2¢ n’est divisible
par 5.

Inversement, il est évident que, du tableau des §(IN) et des H(N),
on pourra déduire le tableau des 3 (2 N).
Donc

(65) HK(2N)=JF(N) + oK (N).
On a trouvé

e(N)=3¢C — ¢, = 2¢+2U,

S§(N)=2 €, = 2(20+1—3)T, puisque N est pair;
$(2N)=2¢€;(2N)=3€C€ - €, =2 (24— 3)U;
donc
(66) $(2N)=38(N) + 2(N).

En retranchant membre a membre les équations (65) et (66), on
trouve

(67) Sa(2N) =8g(N) + S4(N).
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82. N===2(mod10):
$1(2N) =8, (N) + €,(N), K (2N)=(N) + F(N);
N==/4(modi10):

83(2N) =8, (N) 4 S,(N), &K (2N)=K(N) + F(N).

83. Relation entre 8,(N) et 8,(4N). — Cas de N impaur :
On a trouvé (n° 79)
8g(2N) = 8a(N);
or (n°81)
8a(4N) =3g(2N) + €4(2N),
donc
8 (4N) =84 (N) —+ S4(2N);
mais (n°® 76)
Cq(2N) = 2 %(N),
donc
8u(4N)=84(N)+ 2 X (N),

84 (4N) + 8 (N) =2 8(N) = 4 2.

84. N==3(mod10):

83 (AN) + 8, (N) =4 3;
N==1(mod10):
$L(4N) -+ 8,(N) = 4.

83. Relation entre 8,(N)etS,(4N). — Cas de N pair :
Nous venons de trouver, en supposant N impair,

8a(4N) +84( N) =443,
ou encore (n° 79)
8a(4N) +8g(2N) =443,
ce qui s’écrit
8(4N) — 84 (4N) + 8(aN) — 8g(2N) = 8(4N) + 8 (2N) — 4.

Or
$(4N)Y=2¢€,(4N) =10 U(N) =10 A(N),

$(2N)=12¢€,(2N) = 2 A(N);
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donc
H(4N) + 90 (2N) =82
ou encore
R(4N) + 9 (aN) = 2[ 8o (4N) + Sg(2N)].

Donc, si N est pair et double d’un nombre impair, non multiple
de 5, ona

(68) X (2N) +H(N) =12[84(2N) +8g(N)].

Je dis que cette relation subsiste, quel que soit N, pair.

Il suffira, pour I'établir, de montrer qu’en la supposant exacte pour
une certaine valeur de N pair, elle 'est encore quand on remplace N
par aN.

Or, on a (n° 82), si N est pair,

K (2N)= F(N)+ HK(N),
S« (2N) = 8g(N) + S4(N);

donc, en supposant (68) exacte, on en déduit

(69) F(N)+ 25 (N)=48p(N) + 2S4(N).
D’ailleurs

(70) 88(4N) = S«(2N) + Sg(2N)

ou

(71) 8s(4N)= 8g(N) + S4(N) +€g(2aN);

puis (n° 78)
F(N) =€ — 4(N) = 24(2N),
H(N) :S—Sp(N);

done (69) devient

4F +20X =4 S+ 2C4+ 3:’3@(2N)
ou
L€ + 2 $=3[8g+ CSu+ 3{5(2N)]+33§+3ea
=38g(4N) 4+ 385+ 3Cy;
donc

(72) $(4N) + 8(N) + Sa(N) = 4 (2t —1)T,
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car N n’est pas divisible par 5.
Mais, d’aprés (71),

8g(4N) = 85(N) + S4(N) + €5(2N)
d’ou
88(4N) — 8g(N) = €4(N) + 2g(2N) = S4(N) + F(N) = €(N) = 2¢+*U.

D’ailleurs
8(4N) = 2(2¢+*—3)U,

S(N)=2(2¢+'—3)U;
donc

S(4N) —8(N)=3.202U=32(N) =38g(4N) — 3 3g(N),
puis
$(4N) — 85(4N) — $(N) + 55(N) = 2 85 (4N) — 2 83(N),
ou
H(4N) — H(N) = 2 8g(4N) — 2 8g(N).

Mais, par hypothese, (68) donne

H(aN) +X(N) =2[84(2N) +Sg(N)],
donc

HK(4N) + o (2N) =2[83(4N) + 8a(2N)];

c’est précisément la relation (68) oul’on a remplacé N par 2N.

Il en résulte que cette relation est générale, et aussi la relation (72)
qu’on en a déduite.

Cette formule (72) s’applique méme encore au cas ou N est impair
(non multiple de 5) puisque alors €4(N) = o.
86. N=="2(mod5):
82(4N) + 83(N) + S,(N) =433
N==1(mod5):

81 (4N) + 8, (N) + S,(N) =4 4.

12
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V. — Calcul des nombres IV, et IM,.
87. Partons de la formule (n° 26)
H2 m m
(73) n3936—1:82—'2~q———82%,—nc052mx.

. T 2T
Faisons-y x = > x= 5 et retranchons.

Par les formules II (Chap. III), le premier membre devient

V5 Vo Bs V6, [57,8,— 0,6, | = %‘?m(qé)m(ag) [503(4%) —n1(g%)]
et le second membre est (n° 30)
mqm T T\ maq™ (m
821—:§W<COS["”§"c°52m§>—”‘4\/321__qm<g)'
Egalons les coefficients de q“ dans les deux membres. Au premier

membre, il faut poser d’abord

_(2xz+1)2  S(2y+1)*  5(25+41)*  B(2t+1)?
M="—F—+——% *~—3  *+— 3

ou

SM=(2x+1)2 +5(2y+1)* + 5(25+1)* + 5(al+1)}
puis aussi

SM=(2z+1)2+ (2y+1)*+ (25+1)'+ 5(2at+1)%

A

On adonc

? [5M,(2M) — 81, (2 M)] =— Wgzm(ig‘_),

en posant
M=m(1+2p);

m est donc un diviseur quelconque de M, a conjugué impair.
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Posons
N-—!‘T-QM;
donc (n° 8)
(74) 5m3—m,:—162 3’(%):——(—2)&’«'+3V:10§3+2§B,.

88. Pour obtenir une autre relation entre £, et fil,, partons encore

de cette formule (73) et faisons-y o= T—?

On en déduit (Chap. III, formules IT' et VIIT')

Oini %—: =— %m(q%) a1 (g7) [ (¢%) 0,4 1.6, (¢) + m, 6, — m, (g) 0, (g*)]

2m 2m
— maqr__ mqr q*+q °
"_82 1— g™ Szl_qim 2 ’
. . . 2
et 'on obtient une relation analogue en faisant x = —553

M
Le premier membre donne, comme coefficient de ¢°, en posant

toujours N =2M,

e 1 I T
—Z—§m3+§m, pour z = =
et
e 1 I 2T
”Z‘+§'m3_§m‘ pour 2 = ——-

T
Au second membre, pour x = = il faut poser

M = m'+2m’
5= p

ou
N=2m' (10p+5)
et prendre 8Xm'; puis
N=2am’(10p + 5 = 2)

=am’(10p =% 3)

3 27T

v, . _ . ’
et prendre 4Xm”; puis, pour = —-> il faut prendre encore 8Zm




92 JACQUES CHAPELON.

et 4Zm"” avec
N=2m"(10p £1).
On aura donc

I I
____m3+_

4 4

1 1
+ K!ﬂa— Zm1:162m’—-82m”’,

M, —163m' —8Zm",

v|O #]O

. N TP
m', m" et m" étant des diviseurs de -, dont les conjugués (impairs)
sont respectivement congrus a o, 2 ou 1 (mod 5).

1° Supposons N = 2 (mod 5).

Sil’on résout la congruence
zy =1 (mod5),
on ne trouve comme solutions (mod 5) que

1.1,

2.3,
3.2,
4.4;
donc
Im' —o,
!
zm”:iza'[x_@)],
2 5
] !
Sm'=13¢ [1 -+ <§->],
2 5
done

I I o'
e la g la—— sza'+sza'<7>,
2 2 o]

—e+lm—lm—_s35 83 (%)

On en déduit immédiatement pour € la valeur déja trouvée (n® 72)
et pour fil, — M, la valeur
(75) m&——m,:—1638’<%>:—(——2)#“\/’:1055—&—2%,;
d’ou, par (74),

M, —o,
mi—_—lﬁzal(% —joB—aB, LN=2(mod5)].
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On trouve le méme résultat si N = — 2 (mod 5).
2° Supposons N =1 (mod 5).
Résolvons la congruence

zy =3 (mod 5),

on n’a que les solutions (mod 5)

1.3,
2.4,
3.1,
b4.2;
donc
Em' =o,
Sm/=13 6’[1-{—(-‘?—)],
2 5
IZm" = 126’[1 - <O—/>],
2 5
d’ou € et
(76) ma—ﬁl,:+1626’(6—5->:—1035—2%,;

donc, par (74),
o= sza'@): 58+ B, [N=1(mod5)].

M —=— 2430 g =58 + 38,.
5

On trouve le méme résultat si N =—1 (mod 5).
3° Supposons enfin N = o (mod 5).

Posons
N =5"N".

, . e N |

Zm/ est alors la somme des diviseurs a conjugués impairs de =
.. . . , . . N

c’est, en appelant ¢ un diviseur a conjugué impair de ;=

v__ BY
ISm' =30+ 53t +...+ 513 = > A ]Zl': A l2!*—1[];

" t’ Rv 5v NI//
Sl = -5;-2;' [1 + (%) <§>] = o ?(T) 21V,
" 3/
Em"= 5—VZt’ [I — (N—,> <§>] = % b1 + % (%——) 201V
2 5

de méme
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d’ou
S=—322m'+8Zm’"+ 8Zm" =8.2¥-1U = o0+2U;

c’est le résultat du n° 72.
Ensuite

I 1 N7
(77) —;ma—k;m;_—_—SEm”—i—SZm”’: 5"(—5—) B+,

Cette formule est générale et comprend comme cas particuliers les

formules (76) et (75).

89. Enla combinant avec (74) on obtient

o R I (O] e

(78) NI” 1 N//
M, — ab+? [5" (—5—> — (= I)“*‘] V=o [I + 5v (-:,;)] [58 +B,].
Rappelons que
N =5YN"= a5YN”
et que

()

90. Nous avons obtenu les formules (78) par des considérations
purement analytiques.

On peut, en supposant connue la formule (74), en déduire les for-
mules (78) par des considérations arithmétiques (ui ne sont pas sans
intérét et que nous allons exposer succinctement.

1° D’abord, si N===2 (mod 5), 4 N n’est pas résidu quadratique
de 5 et la décomposition M, est impossible.
Donc

m,:;eW(%).
mxzo.

2° Supposons maintenant N = ==1 (mod 5).
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La décomposition 1, est alors possible.
Soit
AN =+ 5y*+ 522+ 52,

On peut lui faire correspondre la décomposition
(79) AN =22+ (2 + 3)1+ (y —22)2+ 58,

qui est une M, .

Toutes ces décompositions (79) sont distinctes si 'on part de

groupes (.x, ¥, z, t) distincts.
Inversement, soit une décomposition

(80) AN=XC4 Y2224 5T (A,);
on peut lui adjoindre cinq autres décompositions #,, savoir :

AN=X2+72 + Y2+ 5T?,
GN=Y>+7% + X®+ 5T,
(8o bis) AN =Y2 4 X2 72 4 57T2,
GN =77+ X*+ Y2+ 5T2,
AN=7" + Y* + X2+ 5712,

On suppose X?*, Y?, Z* différents.

Pour que la décomposition (80) coincide avec la décomposition (79),

il suffit que

x =X,

(81) 2y +3=Y,

(82) y—23=1,
t=T.

On en déduit

83 5]’:2Y+Z,

(83) 55 = —2Z,

done

(84) 2Y+Z=o (mod 5).

On déduit d’ailleurs de la congruence (84)

4Y +~27.=o0 (mod 5)
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ou
Y—2Z=o0 (mod 5),

qui prouve que la condition (84) est suffisante pour que le systeme (83)
soit résoluble.

Si N == 4 (mod 10}, 'équation (8o) implique la congruence
X2+ Y2+ 722+ 5T*=16 (mod4go),
d’ou
X4+ V24 Z22=1 (mod 35),

qui n’admet que les solutions

0O+4+0—+1
o+ 1 +0
I+o0-+o0
(mod 5);
1+1+4
1 +44+1

b-+1+41

d’ou, pour X, Y, Z (mod 5), les valeurs

o o *1,

o £ o,
il | o o,
=1 =1 a2,
=1 £a2 =%,
2 £ ==

On -vérifie alors, pour chacune de ces solutions, que parmi les
nombres
2Y +Z,
2Z +Y,
27 + X,
2X + Z, )
2X + Y, €
. 2Y+ X,

qui représentent la combinaison 2Y +Z pour I'équation (80) et les
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cinq équations (8o bis), il y en a toujours deur congrus a zéro
(mod 5) et quatre qui ne le sont pas.

On peut done associer les décompositions M, par groupes de six,

tels que deux d’entre elles soient représentables par la forme (79) et
tels que les quatre autres ne le soient pas.

Sil'on supposait X* = Y?, on associerait a
GN=X>+ X272 4~ 5T2

les décompositions
GN=X2+72 + X2+ 5T2,
AN =72 + X2+ X24-5T2,

1
et I'on verrait que, parmi les quantités

2X + 7,
27 + X,
3X,

une seule est congrue a zéro (mod 5).

Enfin, le cas X*=Y*="7* est évidemment impossible a cause des
formes de X*, Y?*, Z°.

On peut donc dire, en définitive, qu’aux décompositions M, on peut
faire correspondre un tiers des décompositions M,

Le cas de N=—4 (mod 10) se traite de méme et conduit a la
méme conclusion.
Donc

(81) M, =3M,.
La comparaison des équations (81) et (74) donne alors
ml:— 242 6’(?)

fl,—— 83 y(‘y)

=
9

[N==1(mod5)].

Enfin, les deux cas

N==*1 et N==+3 (mod 10)

¢

13
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se réunissent en un seul en écrivant

s (3)Joo(3)
i ()e(3)

91. Supposons maintenant N = o (mod 5).
Posons

[S2 o2

N=5"N" avec N = o (mod 5)

[N =£ o (mod 5)].

et
N=05N;;
alors si
20N, = (22 +1)2+ 5(2y +1)2+5(25 + 1)+ 5(2f +1)%,
1l faut que
2z +1=0 (mod 3),
donc
ANy =522+ 1)+ (2y +1)2+ (23 +1)2 4 (2£ + 1)
Donc
N
(82) m,(E):ms(N).

Posons, en général,
M, (5°N") = up,

(50N =,
6/
a—43 a'<3)-

.. N . , . . N
¢’ est un diviseur & conjugué impair de —oude

et

N

On peut écrire les équations
Upn= Yn—1,

Sup—vp=—\Aa,

systéme qui se résout aisément.
On en déduit
50pg— v, =— ha.

Posons
Fx)=9¢p+vix+...+ v, 2" 4. ...

—_— e
10

4

. oude -
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On en déduit

Bbx—nF(x)=—vy—fa - z

—x

Oryv, est connu : c’est (n° 90)

a1,(N") = — 4[1 + 5(%)];.5(%)
Donc ’

v G B . (F)

(1—x)(1—5z) T =2 1—52 2

N ) 2!
=ifoer(3)
)

m3:1[1+5v
2

donc

donc enfin

)
][51&4—111],

m[z |2

]wn+mL

ce sont précisément les équations (78).

VI. — Calcul des nombres 1, N, et N,

92. Partons de la formule (n° 26)

(83) 029132:652 +82(—1)m = 82(-1)m

COSme

. 2T . s
Faisons-y x = - puisx = 3, et retranchons.
Les formules II (Chap. III) permettent de transformer le premier
membre qui devient

V3 VB8 V65, [586,— 66,] = V5 6(q*) 6(q"°) [562(¢1°) — 62(g2)].

Le second membre est

L 83— ™ q- [cosamn——cosﬂfm]
T 5

cos? el cos? "o
5 5

=a+iy3y ML <§> :

a élant une constante.
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En égalant les coefficients de g™ dans les deux membres, on voit
qu’il faut poser an premier membre

N=2a?+5y"+ 32+ ¢, n,

N=2z?+5y?+ 532+ 5¢, 1,

et le coefficient est
VE(58,—1,) (— )N,

Le second membre donne, en posant

N=m(+p),
4\/3 S(—1)m m(%) — 4\/52(—,>d’d/(f’5_'>,

puisque m représente visiblement un diviseur quelconque de N.
Il en résulte

(84) 5, — M, = (—1)¥4B. .

93. Pour obtenir une autre relation, partons encore de la for-

mule (83) et faisons-y v = =

On en déduit [formules (II') et (VIII), Chap. III]
622 X_’z _

lylz - é\/m \/ﬁ[915'+ 6—9-/1—_019"*'5/15’]

=— 500 6(¢*)[6:0(5%) +06.(¢*) - (g1 + 02( )]

2m 2m
__ ' _am Mg _ mg*” g% +4gq 8
T ot T I+82( 2 1— g 82( ,)m]_qm 2 ’
COS* — 1 1
. . . 27T
et 'on obtient une expression analogue en faisant v = —-
QE
Egalons les coefficients de ¢ * .
Au premier membre, on trouve aisément
ki n 7T
N[ —y Tt hat) . — 22
(1)(5 2+2) pout z=x

et
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nT
Au second membre, pour x = = il faut poser

2N

— =43(—)¥NgT,
cos? —
5

puis, dans
em
83 (—1ym—1

‘_qzm’

il faut poser

2N ! !
T =2m +2m P
ou
N=m/(5p+5)
et prendre
82(—1)™m';

puis, dans

el

2
ma?m E+
- 8 Z(_— l)m i ___qum q 2q )

il faut poser

"

2N " TP
F=am'+ampta—s
ou
N=m"(5p+5=x1)
et prendre
— 4 Z(— )" m",
Pour x = 2%‘5 il faudra encore prendre
8 (— )™ m!,
uls poser
puep N=m"(5p+5%2)
et prendre

— 4 2(— )" m",
On en déduira

(85) (=) <—- 8 — % + %) =4(= 1NN + 83 (— 1) m/ — 4 3 (— 1) m’,

N
(86) (—1)“‘(——84—2—‘—21):4[—12-](—1)2 L8 (— 1) — § E(— ),
u Y £ i N est impair et > si N est pair
ou |~ representeoa est impair e 5 51 st pair.

Posons
N =m}(bp=£1)=m](5p£2).
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On a évidemment
I(—1)™Mm] =(—1)"N + Z(—1)""m",

puisque en écrivant
N=m"(5p + 5 =x1),

on supprime la décomposition

N=N.i,
qui existe quand on pose

N=m{(5p£1).
Alors I’équation (85) s’écrit

(87) (=5 =G 3 =R — G E i,

ol m’ est un diviseur de N dont le conjugué est divisible par 5 et out m!
est un diviseur de N dont le conjugué est résidu quadratique de 5.

Dans I’équation (86) envisageons deux cas :

Si N est impair, on peut écrire

S(— )" m" = Z(—1)™ m],
puisque poser
N=m"(5p+ 5=2)

revient a éliminer la décomposition impossible

N =m].2.

Si N est pair, soit 2N’, on a

b1y 3] =80

2

c’est précisément le terme qui manque dans 4% (— )™ m” pour faire
m”
AE(—1)"m).

Ainsi, 'équation (86) peut s’écrire dans tous les cas

(88) (= (=3 + L ’%) =8 Z(— 1) — § 3 (— 1)
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ou m’ est un diviseur de N dont le conjugué est multiple de 5 et on m,
est un diviseurde N dont le conjugué n’est pas résidu quadratique deb5.

1° Supposons N == 2 (mod 5), il en résulte

I(—1)" m' =o,

Z(—n)mmi= %Ed’(— 1)4 [1——(

dl
B
S(—1)miml = %Zd’(— 1) [H— <%>],

donc
(—1)N(—S+ m’:m3> =—2d,—28,,
(—1)N<—S—E—;—ms> =—2A,+ 28,3
d’ou
S=a(—1)%A,  (cf. n°"13)
et *
(89) W— Ny =—(—1)V43,;

d’ou, en comparant avec (84),

N,—o
et
N,=— (—1)¥4 B, [N ===2(mod5)].

2° Supposons N==1 (mod 5), alors

2(—!)"": o,
von 1 / d
s—yrim= 30+ (5))
' m I i d, .
)
d’ou S et
(90) n,— W= (—nN.43
et, par suite,
—_— — 1N
=60 N (mod ).
W,=2(— 1)¥3,

3° Supposons enfin N =o (mod 5).
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Posons N=5"N" et soit &' un diviseur quelconque de N”:

%) (= )Y 53 (=) Y+
S—VZ ! 2(——1)3'3’:

S(—1)"m' =2, (

+ 5 (1) Y = —3)U;

de méme

soini= e (5) (] -

:~(z“+*—3)U~ —(~ )**(Nm) [M]V

z<_l)m:~mq:_23’[[_(§">( Y-
5+ (— 2+

—_—_(zu+*—3)U+ —(—1)u<N > [————3——]V;
d’ou
— (=128 =162 (—1)"'m' — 4Z(—1)"m| — [E(— 1) m}|=— f(2*+'—3)U;
c’est le résultat du n® 73.
Ensuite
(=N (W — W) = 43 (— )™ m— 4 5 (— 1) m =—§. 5%-—1)**( >——5+(‘;2)‘”’v

ou

(91) oM — W= 4(— 1) 5v<1§ >iﬂ,.

Cette formule (1) est générale et comprend comme cas particuliers
les formules (89) et (go).
On en déduit, en la combinant avec (84),

e ()
m:<_,)w[,+5v ()]s

N= 5N, (N >¢ o.

(92)

Rappelons que

94. Nous avons obtenu les formules (92) par des considérations

purement analytiques.
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On peut, en supposant connue la formule (84), en déduire les for-

mules (92) par des considérationsarithmétiques entiérement analogues
a celles du n° 90.
1° On voit immédiatement que, si N= ==2 (mod 5), la décompo-
sition 11, est impossible et la formule (84) donne
Wi=—4(—1)"By;
2° Si N==1 (mod 5), a

N=a?+5y2+ 552+ 522
faisons correspondre

(93) N=2+ (2y +3)*+ (y —25)?+5¢%
Les décompositions (93) sont toutes distinctes et ce sontdes 1,.
Réciproquement, soit
N=X*+Y>4 724 5T
une décomposition I1,.

On peut lui adjoindre cinq décompositions analogues, et 'on trouve

aisément que, pour que cette décomposition puisse étre donnée
par (93), il faut que
Y+ 2Z=o0 (mod 5),

et, en suivant presque mot pour mot le raisonnement du n° 90, on
trouve qu'aux décompositions 11, ne correspondent par (93) qu'un
tiers des décompositions 11,, de sorte que

(94) W, =3M;;

d’ou, par la formule (84),
M,=6(—1)"8,,
m3: 2(——I)N%1.

On encore, en réunissant les deux cas,

n,=(— I)N[I +5 @)] B,
W= (—1)¥ [1 —+ <g>] B,

[N = o (mod 5)].
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3° SiN=o (mod 5), on posera

N=5'N"=5N,,
et, s)
N=a?+5y*+ 522+ 51,
on en déduira
Ny=5a"+ y*+ 22+ %

d’ou
N
u, <‘5‘> =u,;(N).
Puis, en posant
W; (52 N") = up,
W (5" N") = op,

on trouve que la fonction génératrice F (.r) de v, est

NII
(=B, (—‘)N<?>B‘
F(z) = [—x -+ 1—5a ’
d’ou
"
Vn:(—I)N[I+5"+l<§5—>Ji3,;
donc enfin

n,=(— I)N[l + 5v+1(N—>]B,,

5
N,=(—1)N [I + 5 (—E—)] B

’

ce sont les équations (92).

95. Calcul deW,(N), cas de N pair. — Partons de I’équation (VII)
(Chap. III)
6200+ 5026 =40,00,0 + 020>+ 6262.

2N +1

Les coefficients de ¢ ' sont visiblement nuls.

Egalons les coefficients de ¢™.

Il faut poser
N=a® +y +5:2+56, W(N),

aN = 2" + y'2 + 552+ 502,  My(2N),
N=a" 44 s, 5,

1

_‘;: xll/z +')’”IZ+ 5!II) —+ tll/z’ gt‘)o <_1_V_>,
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etl'ona
LI (—r)Try+art S(— 1) 4 Z(—1)F = S(—1)T Y+ 53 (- 1)x”’+y"’+z'”+t"’
ou

(9) (= %60t 2 ()8 = (= N9 5= 198 (5 )-
Supposons d’abord N pair, alors si #/ et y’ étaient de parité con-
traire, z’ et ¢ seraient aussi de parité contraire et aN serait f¢ + 2,
ce (ui n'est pas, puisque N est pair. Donc, 2’ et )’ sont de méme
parité.
Mais alors

2 2 "zlg 5t/2 ! I\ 2 /__ I\ 2 Z, t( 2 zl__ ! 2
e MC D CD D)

2 2

de sorte que
3 (— 1)+ = Wy (N).
Ainsi
61112(N):3Go+53(70<1;).
Mais

90, = 6(5v+1 —1)T,

ar,(,(g) =6(5" —1)U,

W(N) = 2(5v+1—3)U=4(A—2,) —2(C—C,).

Si N est impair, I'équation (95) se réduit a une identité sans intérét.

96. Remarque. — J. Liouville a donné, sans démonstration, I'ex-
pression de 1W,(N) (N pair) dans le Journal de Mathématiques,
(2° série, t. X).

Eisenstein a donné I'expression de 11,(N) dans le cas ou N est im-
pair, non divisible par 5 (Journal de Crelle, t. 35, p. 134 ), Liouville,
dans le Journal de Mathématiques (2°série, t. [X) a donné des for-
mules générales. Dans le méme Volume, il donne aussi des formules

pour le calcul de 11, (N ), mais toujours sans démonstration.
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VII. — Relations diverses.

97. D’apres un théoréeme d’Hermite ('), le nombre de décompo-
sition d'un nombre P, congru a 3 (mod 8) en une somme de trois
carrés dont les racines soient positives, est le nombre des classes des
formes, primitives ou non, du discriminant P, de 'ordre propre.

Il en résulte que I'équation

a, (N) = [1 v @')] (55 + 8,].

peut s'interpréter ainsi :

XF[K;N-—5(2x+1)2]: 312-[1 -+ 5““( )] [58+8,]= 2% 3[5V+‘(N:> ---(__,)u—s] v,

x>0

N étant pair.

C’est un cas particulier d’une formule de Liouville, donnée sans
démonstration dans le Journal de Mathématiques (2° série, t. XII,
p- 98).

De méme 1’équation’

1 N
N =1 I+5v<.5_ [58 +B,]
s’interpreéte ainsi :

b}

EF [[‘N (20 + I)ZJ = % [1 + 5 <I_‘f5i’>] [58+38,]= 2“—3[5"<¥> —(—1)*‘“3] \B

20

98. Prenons ’équation (VI) (Chap. III)

A L [ ‘fhele:O’

6, 1y 4 _*_5“71151.9

ou encore
519,00, +6,120 —0026,—n,9,0,0 = o;

() Lettre adressée a M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applica-
tion & 'Arithmétique (OB uyres, t. 11, p. 122).
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d’ou [formules (19) et (20), Chap. II]

2V 41 2v+41

S5m0’ (%) —m(g®)n'(q)+40,(¢°)2q * F(4v+2) (—1)"—40(g%)2g * F(4v+2)=o.

1
. N +=
Cherchons les coefficients de ¢ * dans les deux membres. Il faut

que N’ soit impair, car les termes ou N’ est pair se détruisent.
Il faudra donc poser

z<zN—+14—é)::AN—kS::zv4—w+xom%
et le coefficient est
4EF[8N +6 —aom?][(—1)V—(—1)"] ==— 82 (—1)"2ZF (8N + 6 — 20m?).
Dans les deux premiers termes, on posera

3 __(27:—1—1)“’_*_5('“'—}—1)2

2 4 2

2N +

ou
8N+ 6 =(22+ 1)+ 5(2) +1)%
avec

et le coefficient est

20X (— 1) (2y +1) —42(2x +1) (—1)%;
donc enfin

23(—1)"F[8N+6 —aom?] =2[5(2y +1) (—1)Y— (22 +1) (—1)*],
ou encore, en changeant de notation,
(96) 23(— 1" F[4N +2 —20m?] =Z5(2y +1) (— )Y — (22 +1) (—1)%,

avec
AN+ 2 =(22+1)*+5(2y +1);

>
x 2o, yZo, mzo.

Le second membre de (96) n’est d’ailleurs différent de zéro que si

N=1ou3l (mod 10).
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99. Prenons enfin I'équation (X) (Chap. III)

(519 ——-591><5:f_]_?— ‘ﬂf) :—/1'711711916§
en utilisant

il vient
00,0 —n,0,6,0=1020,0 —n260,;

, 1
égalons les coefficients de qh E

Il faut nécessairement que N soit impair, sans quoi, les coefficients
sont nuls dans les deux membres.

Au second membre, on remplacera *7,:6, et 7126 par leurs valeurs,

comme au n° 98 et 'on trouve comme coefficient du second membre

8N + 6 — 4m?

821«'( ) ) (=,

’

J

Au premier membre, il faut encore poser

SN +6=5(2y +1)"+ (22 +1),
zZo, yZzo;

donc

8N + 6 — 4m?)\

22(——1)'"F< 5 /‘):E[(zx—+—x)(—1)"—-(z)‘+1)(~—1)3],

le symbole F(A) étant remplacé par o si A n’est pas entier.
On peut encore écrire

4N +~2 — 4m?

(97) 23— P TEEE) =3[+ 1) (— 1= (2y 1) (—17],

avec
GN+2= (22 +1)+5(2y +1)3

x 2o, yZzo, m%o

et 'on voit encore que la formule n’a d’'intérét que s
N=1 ou 3 (mod 10).

La comparaison des formules (96) et (97) donne

AN 42 —4m?

(98) 2(——1)"‘ i F[4N 4+ 2 —20m?] +F[-—g-——]§:22(2y+1) (—r)Y
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et

(99) 2(—1)’"3 F[4N + 2 — 20m?] 5F[é—}£—j——25—_ﬂ] : =aX(2x +1)(—1)%

Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations qui sortent un
peu de notre sujet.

100. Résumé. — Rappelons que nous avons posé

N=5N'=2t 5N avec (%’);_éo
Alors
Mo=4[2+ (—1)M](A—2A) =2[2 + (—1)¥] (B —=1)T,
My=162 = (5% —1)U,
e =3€— ¢ ,=2¥+0,
S =a(—1)N¢ ;=2 (—1)N(2V+1—3)U,

]<5ﬂs +By) = okt | 5V N”) x)“*']

5 +‘(—1>H<N'”>] [5 -+ (— 2)+1]

D)
2 -

oo (Ppemcr LT,
]

N, =4(A—2)—2(€—¢,)=2(5+'—3)U (N pair seulement).

u, :(-1)“[1-*— 5v

De plus, si N==+1 (mod 10),

2963 = Iy,
i(2N)=2X,
83(2N) =3,
P (4N) =%,

3903 (4N) — 9%, (4N) = 3(39%; — ITy),
$,(4N) + 8, (N) =44,
490+ 9%, (25N) =563 (voir n° 115);
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si N= == 3 (mod 10),
Jo,;— o,
€y(2N)=2X,
81(2N) =38y,
L (4N) =4y,
oy (4N) = 390,
$2(4N) + 8, =42,
(59, —29T;) + 6, (25N) =2 (voir n° 115);
si N=5(mod 10),

390, — 96, — ;—g(ﬂ——G@): 45— 1)U,

sm;%m —6€) = (5" ' —1)U;

siN === 4 (mod 10),
9%, =33 —33,=60,

oy — 290,
e (2N)=§,
8,(2N) =8, + 2,,
Iy (4N) = Iy,

Iy (4N) == Ty,

Po(4N) = By + Wby,

S1(4N) 481+ S, =43,
siN==22(mod 10),

206, —5J6,—=2A — 234, =40,

JG;—o.
,(2N) =¥,
$1(2N) =38+ &,
oy (4N) = Iy,

Pi(4N) = @)+ vy,
) $,(4N) + 8+, =4 3;
siN= o (mod 10),
= F(A—A)— 2 (€— &) =6(5— 1T,
8 68
%2:%(3_31)_2_5(@_011):2(7.5v—1—-3)U,

9y = .;g(a —a,)— Z%(@—‘m =6(5—1—1)U.
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Relations entre les nombres de classes :

EF[AN—-5(2$ +1)?]= g‘; [l + 5V+'<5\;>] (58 4 B,) — o3 [5V+1<N”/) —(— l)u—s} v,

x20 5
BB gl o (Senmmo o (5)-cor
20 -
et

Z(——I)ﬂf%F[l;N—l—z——zox?]—&— F[ﬁf—%—:a—xi]gzzz(zn—iﬂ)(—x)ﬂ,

*50

2(—1)70{F[4N+2—2ox2]+5F[é—1—\J——+—25—_——£]§:22(2£+I)(—1)5,

xS0
avec ’

AN+ 2=(28+1)2+b5(2n +1)° (§20,n20).

A ces formules il convient d’adjoindre celles du n° 147.
La signification des lettres est donnée aux n® 54 et 53 pour les

décompositions en carrés et au n° 3 pour les sommes de diviscurs.

CHAPITRE V.

APPLICATION AU CALCUL DES NOMBRES DE CLASSES

DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

I. — Expressions des sommes Z F(8M + 4 — z?).

101. Partons de la relation d’Hermite [Chapitre 1I, formule (17)]

8V+3

(1) it (Vg)=8D ¢4 * F(8v+3).

Multiplions les deux membres par

(2m—+1)?

2 q"T—.
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On trouve, en supposant N impair,

(2) 83 F[4N — (22 +1)!] = IR, =162,

Multiplions maintenant les deux membres de (1) par

(10m=1)2
8

q9 )
puis par
(10m£3)2
8

)X
puis par
(10m+5)2
| Goms)
Y
On obtient alors les résultats désirés si I'on tient compte des rela-
tions du Chapitre 1V.
Sl:ppOSOl]S par exemple N =1 (mod 10), et égalons les coefficients

de ¢ aux deux membres : il faut poser, dans le premier membre

2 8 8 8 8 -

N __(2x—|—1)’+(2y+1)2+(2;+1)“2_} (1om = 1)?

et prendre le nombre de ces représentations, ou encore des représen-
tations

(3) AN:(zx'+1)2+(zy-|—x)2+(2z+1)2+(10mi1)2.

Or, le Tableau du n® 60 montre que les décompositions (3) ne peuvent
étre que des décompositions N et MU' . [y aura d’ailleurs toutes les
décompositions I, et, parmi les décompositions ', uniquement
celles pour lesquelles le uatrieme carré est congru a 1 (mod 10),

< g , . 1 , -
¢’est-a-dire évidemment T des décompositions :m,; .
N
Le coefticient ¢* au premier membre est donc

1

oM+ 7

I,
Au second membre il faut poser

N:8v+3 +(Iomi1)2

2 8 8
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d’ou

8v+3=4N—(1om =*1)?
N

et le coefficient de g_' est

8ZF[4N — (1om %= 1)?],
donc
1

4

Le second membre se transforme au moyen du n° 63

BEF[4N—(10m=£1)2]= U, 4+ - Y.

T/

1 %
M+ Z:)]Lq: ANy — —z—’ +8A=1090;— 290, + 83,
donc en définitive

(%) SF4N — (105 1)) = 2 90y — + 90, + A

4

E I

Remarquons de plus que

4N — (22 +1)2=3 (mod 8),
puisque N est impair.
Mais on sait que
F(A)=3T,(A)
sl
A=3 (mod 8).

On aura donc, par la méthode qui précede, les sommes
SF[4N — (22 +1)?]

et les sommes
IF [4N — (22 +1)%].

Les quatorze autres cas se traitent de la méme maniére. Nous nous
contenterons de donner les résultats.

102. 1°*N=1(mod 10)

5
SF[4N — (10g £ 1] =33F [4N— (log= 1) ] = 7 65— %3@,+ a,
5 3.
SF[4N — (1oa£=3)]=32F,[4N — (1og £ 3)*] =— 7 9b3+§9b,+%3,
3
SF[4N —(10g+5)2] =32 F[4N — (100 +35)*] = _.._'9\31_'_._3.

8 4
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2° N=—1 (mod 10)

SF[4N— (1052 1)) = 32 F,[4N — (100 % 1] = — gac3+ggn,+[':a,

SF[4N — (oo 3)] =33 F,[4N — (100 = 3)2] = gar,s_%m,,+ a,

SF[4N — (105 +3)] =33 F,[4N — (100 + 5)t] = —%DB,+%2L
3° N=3 (mod 10)

v . 15 3. 3

IF[4N— (oo =1)2] =32F,[4N — (100 %= 1)2]::——39'62—1— §9b1+ -[;3‘,

SF[4N — (1003)2] = 33 F,[4N — (100 & 3)?] = ~%%1+ a,

SF[4N— (100 +5)'] =33 F,[4N — (100 + 5)*] = :—g;m,—éacﬁ["—z.
4 N=—3 (mod 10)

SF[4N — (100 1) ] =33 F,[4N — (log = 1)?] = —%gc,+ 3,

. . ) 1) 3. 3
ZF[AL\—(loo'i?))l]:52.1'1[4N———(100'i3)’]:~—}—63@2+§~)\91+Z )
SF[4N — (105 +5)] =33F,[4N — (100 + 53)!] = :—Zﬂli——écﬁ){al—}—%ﬂ.

5° N=5 (mod 10)
SF[GN—(10sE1)]=33F[4N—(1osm=)t]= 2 Layde= 2 7:5+1y

A ! —74T 6 10 10 16 8 !

S Bl = 3 BIY DSV
MAN— —33F — N 2, 7 2e— 2,7
IF[4N—(100=x3)*|=33F,[4N— (1oa£3)?]= 5 l021—(— l0(£__ 5+t 3 U,
))~7 )~
ZF[4N—(loa+5)2]:3ZF1[L’;N——(|0cr+5)2]:—-—8L—1+ g- A— :3; (E:—-—S-b—'—i—%(ﬁv—l)U.

Dans ces formules, ¢ prend toutes les valeurs entiéres, positives,
négatives ou nulles, rendant les crochets positifs.

On peut remaruer, comme vérification, que la somme des seconds
membres de chaque groupe donne 2. X, conformément a la formule (2).
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M=*==4— ?
II. — Expressions des sommes 2 F(&_{f‘f_—x\

103. Partons encore de la relation d’Hermite

aig?) = 8) g F(8v+3).

Multiplions les deux membres par

1) l+1

t+
Eq 10 ,

M
Il faut poser, pour le premier

et égalons les coefficients de ¢°.

membre
M _ (2x+1)2 (2y—+1) (25 +1)2  (2t+1) 2t + 1
5 8 8 t73 g T o
ou
foM + 4=[5(2x + 1)+ [5(2y + )]+ [5(2zs+1) P+ [3(26+1) = 2]
ou
4oM + 4 =25(2x + 1)+ 25(2y +~1)2+25(25 4+ 1)*+ (10t' = 3)?

et, en posant N=10M + 1, on voit qu'il faudra prendre le quart des

décompositions IIT’.
Au second membre, il faut poser
2
(2¢+1) +— 25-—{—1’

M 8v+3
57 8 8 10
d’ou
gy 3 GoMb— (0032  4N—(0rE3)
- 25 - 25
Ainsi
g 4N—(10t+3) ] LU‘ _8A DU — 6, 8A 4+ 8IT;— 4,
2 4 4 - ]

avec N =1 (mod 10).
En multipliant les deux membres de (1) par

Mg L
8 10
a7 '
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on trouve par des calculs analogues

83 [4V~(10t+1)°] _ 82!—}—83;:3—/31’,‘

avec
N=— (mod10).

104. Ainsi
® N=1 (mod 10)

4N — (1og £=3)? AN —(1o0=3)*] 1 i 1
21«[ — ]_32F,[-——-————-——]_Z%3—-§%,+Zﬂ.

2° N=—1 (mod 10)

EF[‘/‘N_('Q?i ‘)2] =33 ¥, [———-——_——[‘N_(’°"+3)2] = 7 — g+ 72

o prend toutes les valeurs entiéres, positives, négatives ou nulles,
rendant positif et entier le crochet. Pour les autres valeurs de o, il

faut remplacer les IF correspondants par zéro.

III. — Expressions des sommes EF(SM — a%).

105. Nous partirons de 'équation de MM. Petr et Humbert (16)
(Chapitre 1I)

8vV+17

0,6, H,0, @,—2H1(x v/q)Zq * F(8v+7)
_(2m—1)? __(2m-5)‘

(2m-+1),2
—-42(1 ’ [(2rn—1)q '+ (2m—35)qg ° +...]cos(2m+1)x.

. T . 27 . .
Remplacons-y x successivement par 3 puis = multiplions la

seconde équation par A et ajoutons membre a membre. Le premier
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membre devient, en vertu des formules

d’otr, par (II) et (VIII) (Chapitre III),

gm(ﬁ)[6,(q5)m+m(95)91] [Hx@’ ﬁ) +”I‘('2j" ﬁ)]

1, (4%) [na6— 504 (4) 6, (49)] [H1<g’ \/5\) — M H, <35£ ﬁ)]

=5

ou

© f2mans

%n,(qg)[e,(qs)m-i— n1(q*) 0,] :2 qg °® [cos(zm -+ x)g-—t—?\cos([;m—i—a)g]%

_%ngx(q%)[ﬁ(q%)— 5ﬂf(q5)]32 qgﬁgﬁ[COS(zm-F I)g_)\cos(ﬁm +2)§] %

\ —

Calculons cos (2m + 1) 7,)3 et cos (4 —+ 2) 15‘:

Si m = o (mod 5), on a (n° 30)

cos(zm—i—l)g: %(ﬁ_;_;);
Sim=1

cos(2m+l)15r-:~— i-(\/g—-‘);
Sim=a

7
cos(2m —+ 1)5-:~I;
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120
Sim=3
cos(z2m + 1)75-r-:—~ —I[;(\/g—-x);
Sim=4
cos(2m+1)g = %(\/3-*— 1);

2m+1>ﬁ_2;

donc, quel que soit m,
am —+1)\?2
( - 5 2

T
zcos(zm+1)-5-

de méme,
T 5/am +1\? am +1\ /3
zcos(4m+z)—5-—_—_-—;< z >+< z >?+2.
Donc
cos(2m+1);—r+'Acos(4m+2)75’{___g<zm5+1>2(1_)\)+%{é(l_*_x)(zm;-n)_l_*_)\’
5/am +1\2 V5 2m —+1
Z( : >(1+1)+—4—(1_x)< a >—.—x.

cos(a2m +x)g——)\cos(4m—|— 2)%:

Z, .
Egalons les coefficients de ¢" dans les deux membres.
Dans la premiere ligne du premier membre, il faudra poser

2 ~ 2 2
5(2:58—*—1) _*_5)2_'_(2‘.—}—[) +(2t§—1) M
n

et
5(2x8+ 1)? - 5(2 y4+l)z T+ (2t;—1)2 —M

8M =5(2t+1)2+ 4oy +2(25 + 1)+ (22 +1)?

ou
et
SM=5(2¢t+ 1)+ 10(2y +1)2+ 832+ (22 +1)%;

done, indifféremment,
SM=5(2t+ 1)+ 10y*+ 252+ (22 +1)?

et, en posant N=2M,
AN =5(2¢t +1)2 410y 4 252+ (22 + 1)

On reconnait les décompositions €.
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Le coefficient correspondant sera
(3) Xé[é<ﬂ>2(l~%)+ﬁ(r+1)<m+l>—r+l]
414 5 4 5 '

Dans la seconde ligne du premier membre, il faudra poser

GN= (2xz +1)2+ (2y +1)*+ (25 + 1)+ 5(2¢f+1)?

AN=5(az + 1)+ 5(2y +1)*+ 5(28 4+ 1)+ (20 +41)%

et

On reconnait les décompositions M1, et M,.

I1 faudra prendre

(6) _ \_/SE lg((+)\)<2z—|—1>'-’+_\/4_§(1__))<2z;1>_l_)\]
(7) +§%—52lg(r+1)<2l';1)2+‘/Tg('—l)<“’;'>—r—1]-

Le second membre est

8V 417 8v+1

2H,<g, \@> Eq—TF(Sv—i—'ﬂ +27\H1(%E, ﬁ)ZqTF(8v+7)
0 ’ )

(2m—+112

_tamotr _amosp
_429 ¢ [(zm——-l)q P4 (2m—35)gq * —l—]
i o))

On posera donc

N _ 8v+7  (2m+1)?

—_— ’

2 8 8

et la premiére ligne donnera

(8) 2D F[AN—(2m + ,),][% (1—2) <3252>2+ ‘/Tg(. +) (2”‘;')?— ,+xJ.

Dans la seconde partie il faudra poser

N_Gmar  [am—(bu+n]

2 8 8
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d’ou

N=(2m—2p)(2p+1)=d{dy
d’ailleurs

2m—2p>20+1,

car cette inégalité revient a

2m—1> f.
qui est évidemment remplie.
Done
b > d (voir n° 5).
Enfin

aom+1=d{+d*
et

am— (4p+1) =dp—d'.

N
Donc le coefficient de ¢* dans la seconde partie est

(9) ——42(dq—d')[%(l_x)<d7‘;d’>’+ ‘-/Li—g(.ﬁux)(‘“)—‘;—df)-w x].

Pour préciser ces résultats, il convient de distinguer divers cas.

106. 1° N =+ 2 (mod 10).

Premier membre. — Alors
e=e,+5;
€, étant le nombre des décompositions € ou 2x+ 1 =0 (mod 5) et §

étant le nombre des décompositions € ou (22 +1)*’=1 (mod 5).
Le coefticient correspondant (5) est alors

(10) g[g’j(’_l)—i—\/Tg(l—}—)\)i——(l—)‘)@].
Posons
A= \/—E-_Fl =
Vo —1

Alors (10) devient
5(\/5—*—1)3
~—e.



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. 123

Posons
541
A= 2y
V5 —1 ’
(10) devient alors
EVY
2 5—1

Passons au terme correspondant a la décomposition M,.
Remarquons que

(2 +1)2+ (2 +1)*+ (25 +1)2=3 (mod 5);
d’ou, pour
(2z+1)%, (y+1?% (23+1),
les valeurs (mod 5)

o, —1, —1.

Le nombre des décompositions correspondant a la seconde ligne est
ce que nous avons appelé 1b,.

Le nombre des décompositions correspondant a la premiére ligne

est alors
m, -—_ 3'\,1)1 .

Le terme (6) devient alors

—%{%(1—1—)\)[(111,——3%,)-%2%,]
+\{/Tg(‘-)‘)[(mx—'g%:)—2“51]—(1‘*‘7\)[3“51+(m1—31’51)]}
— \/g ) <l+\/5 I_\/g >
. __—K(m,—fnl.),) 4 -+ 4 2).

Sidonc A=12,, le terme est zéro; si A=1,, il est
T\/ég (14 /3) (M, — 5,).

Enfin, comme 4 N n’est pas résidu quadratique de 5,

M, —o.
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Donc, le terme (7) est toujours nul.

Second membre. — On I’aimmédiatement.
Pour A = 2,, c’est

S (5 )
I P N
Pour A=1,, c’est
2\/0 ZF[&N_(2m+,),][_<3m5_JH> _;_<$>~2]
~ o D3 () - ()
di+d'=*2 (mod5),

di + d
)L,

Enfin, en égalant les deux membres on trouve, pour A =1,,

d’ailleurs

done

(11) 2ZF[4N— (10h + 5)?]
4+ a3F[4N — (10k % 1)*] — 33 F[4N — (10h % 3)*] = .f;c 63 (d—db)
et, pour A =12,,

(12) — 23 F[4N — (10h + 5)? ]+ZF[4N—-(1oh+3)’]—_—gvl L= 5,).

On connait d’ailleurs une troisiéme relation entre
2F[4N — (102 —5)], ZF(4N — (10h *=1)?] et ZF[4N—(10h=x3)?],

c’est la relation de Kronecker

ZF[4N — (22 +1)}]=223(d}—
qui s’écrit

(13) ZF[4N— (10h +5)?]
+ ZF[4N — (10h £3)2 ]+ ZF[4N — (10Ax=1)] =22(df — a").
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En résolvant enfin les équations (11), (12) et (13), par rapport &
ZF[4N — (10h +5)?], ZF[4N — (10h £=1)?] et ZF[4N — (toh == 3)2],

. .
remplacant ©, Ml et £d” — d’ par leurs valeurs, on trouve

IF[4N— ok rp]=2a— Ja,+ gis-q--é-iﬁ,— 2 (22— )

Q] w

= 3.207'U0 — (—2)*'V — 1—56(29,—135,).

ZF[4N—(10h3)) =— ;A + gﬂl_q-v —,

N
—9—U—>» <—>
3
ZF[4N— (10~ +5)] =— g:’w %m,— giﬂ—%%,+ %(29,_%,)

=2k 4 (—2)e1V 4 —]% (22, — Wb,).

107. 2°N= — 2 (mod 10)

On posera alors

A= =2,
—V5—1
puis
— V5 +1
A= v =M.
Ve

Les raisonnements sont complétement analogues a ceux du n° 106
et conduisent aux valeurs suivantes du premier membre :
Pour A =12,
5(— V5 +1) o.
8 b
Pour A =12,
_ 5 [10S, + 51b, — M, ].

4v5+1

Le second membre se calcule tout aussi aisément et ’on trouve en
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définitive
SF[4N— (10h==1)?] :_-;-214_ %21‘_*_39_391
r-san(})
n 9 3 5 I __5_ -
ZI‘[[‘,N""(]Ohig)z]——§2‘—§2‘1—§B_§91 ]6(2v1+'l|51)

—3.2010 4 (— 2)p—1V — ;%(2@,+1)b,),

SF[4N—(10h+5)]=— 52+ §3,+gm+§m,+ %(2@,4—1}51)

=2kt U — (— 2)b1V + %(a@.+vb,).

108. 3° Supposons N= ==/ (mod 10).
Nous poserons N = 4¢ (mod 10).

Premier membre. — Alors

©

=e,+ 5,

et 'on voit (n° 74) que &, représente le nombre des décompositions €
ou (2x—+1)"=c¢ (mod 10) et que ¥ représente le nombre des décom-
positions € ou (2x + 1)*= — ¢(mod 10).

Le coefficient (5) correspondant est alors
5 [5 V3

7lrea—n+ (1+X)(e,—3«”)—(.——)\)e];

d’ou, pour k=1,

5
geﬁ(ze,.—e)
et, pour A=—1,

3

Passons aux termes provenant de la décomposition #,.
Remarquons que

(2 +1)+(2y +1)2+ (254 1) =¢;
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d’ou, pour (2x+1)%, (2y+1)*, (2z-+1)% les valeurs (mod 5):

& O, O,

e, —E&, &

Le nombre des décompositions correspondant a la premieére ligne

est ce que nous avons appelé ,.
Le nombre des décompositions correspondant a la seconde ligne est

alors
AN, — 3,

Le terme (6) devient alors

4
+ #(1 —) [u-o,+ in_‘“g_i"'_J — (1 + ) [3hy+ (8, — 3Uhy)]

?%5(‘”) [(8,— 3by) + o]

et, pour A=1,
— \/—85—<&—51ﬂ,,>,
pour A= —1
5
A—SEM1-

Passons au terme provenant de la décomposition M,. (7) donne

¥[§(1+1) + #(1—1)—-(1 +x)]m3;

4
donc, pour A =1,
Vi
1
et, pour A= —1,
25
EEm;.

Donc en tout, pour le premier membre :

Pour A =1
%[23(2@,——9)——(-511——101’52)‘31:]’
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et) p011[ )\_—.. l,
—Em
3

5
=)
< 48€ﬂll+ 6

Deuxieme membre. — Les calculs n’offrent ancune difficulté et I'on

| Ot

trouve :
PourA=1
\/EF[AN—(zn1+I)2]—4\/—2(dP df ("’_—5")

3 ()

et, pour A=—1,

d’,’—;—di>’] (do— ay,

>2] FI4N—(am +11]+4 3 [2— > <

5/am—+1

2 ["2 3 < 5
Aux deux relations obtenues en égalant les deux membres pour

?

A=1, puis pour A=—1, on adjoindra la relation de Kronecker
rappelée au n° 106 et 'on pourra alors résoudre les trois équations

obtenues, par rapport aux trois sommes
2F[4N— (tom *=3)*], XZF[4N— (1om + 5)?]

SF[4N — (1om = 1)?]
Nous écrirons les résultats en distinguant les deux cas e=1 et

E=——1.

10(’. 1 N == [], (mOd 10)
’5 9 ﬁ } ]‘ “ ¢ (2 o2 '“l )
16 6 1 1 ~2 3

ZF[4N—(10h*=1)] =— —7!—1- 3h+
g )u—t 5
_ oV 41 U (—2)* V+“_2“<%>+%(202+“02)

ZF[!;N——(m/zi?;)?]:Qﬂ——g iﬂ—r—-l—G %(29,—;—1’5,)
=3. 2P0 + (—2)+ 2V — 1—56(2€2+1!52),

SF[4N—(toh+5)]=— 4 A+ 23— Lo lo oy p—uiu
U (_'2)H+'V+3ﬁ——2311<$>—11+2%<,>
4 4

1

- 2
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129
2° N=—/ (mod 10)

: 3 5. . 5
ZF[[;N——(xohix)-]:%3~8 = —.1%151_75(2@’_%2)

=3.207 U — (—2)¥2V— %(2@,——%,),

IF(4N—Goh=3p]=—Ltata 5

B4+ 2 S g, —
1613_*_16%‘—*—.“_.%‘+x6(2w’z U5s)

24 (=) N 5 .
= > U 5 V+¥\——2%<Z>+I—6(2@, Wy ),
SFI4N—(oh+5p]=—ta+ 22+ 1o torpp—uiw

(—2)+1

N N
_—;U+TV+m—zv(Z>—m+m<z).

110. Supposons enfin N = o (mod 10).

Premier membre. — On a vu (n° 74) que dans ce cas € =€, =¢,.
Donc

22 +1=0,
et le coefficient (5) sera:

Pourr =1
Pour A=—1

e

™| O

Passons au terme (6).

On aura, dans la décomposition 3, ,

(22 +1)2+ (2y +1)°+ (25 +1)*=o0 (mod 10);

d’ou (n° 91) pour (22 +1)?, (2 +1)?, (22 + 1)* les valeurs

o, o0, O,

I, —I, o,
A la premiére ligne correspondent les décompositions

4N =125(22 +1)*+25(2y 1)+ 25(25 +1)*+ 5(2¢ +1)*
C.

17
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ou, puisque N = o (mod 5),
4%:5(2x+|)’+ 5(2y +1)2+5(25 +1)2+ (2¢ +1)?,

c’est-a-dire les décompositions
N
= (3):
Quant a la seconde ligne, il lui correspond évidemment les décom-

positions Vb, et 'on a

m1:m3 (%‘) -+ 3'“!)“

donc, pour A=1, (6) devient

SB[y )= o] e om (3]

pour A = — 1, le coefficient est évidemment o.
Enfin, en dernier lieu, prenons le terme provenant de la décompo-
sition JH,.

On a nécessairement

(2t +1)2=o,
donc
2L+ 1=o0.
Pour A =1 on a donc le terme
55 N
_8 2m,<-5—>
et,pourA=—1,0na

Ainsi, on a en tout pour le premier membre :

SiA=1
\/5[ 1+5m3<N

StA=—1

>—3oﬁl,<—1§—>] :—%[1 +SV<¥>}(5%+%);

ol

N | Ot

N .(‘)
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Second membre. — On trouve comme second membre les expres-
sions calculées au n® 108 et 'on en déduit, en adjoignant toujours aux
deux relations obtenues pour A =1 et pour A= — 1t la relation de

Kronecker
. 1 1 I ‘'N'"\1 .
EF[[;N—([O/liI)']::52‘+531—;[I+5V(—5>]iB
1 o [N\ . 9 11 1 1 I 1
+ = 1+av<—> B —=—C+—C +-0— -, + -B— -1,
2 5 20 20 2 2 2 2
:[(29‘-—-1)(5"—1)_1]U

2

o) ()

"
EF[4N—(oh3p]= 1A+ 12+ 1 [1-{—5"(%—”3&

14
_ 1! I+ 5Y .N_ 3111_2.([[_}_2@1._1@‘4__[@,14_lm-_lmi
2 5 20 20 2 2 2 2

- [@:ﬂ_@_ﬂ ,ﬁ-I]U

2

1+5"<N§”> o—1% N N

SF[4N-—(10h +5)] = I_‘aa+‘—‘oa,+ l%qc— :_(‘)qzl-fv—ani—mﬂuan,

_ [(Qu—1>ﬁ(5v+ 3) +2] U+v—m~2[m<—1}\)~m<%>]-

Rappelons enfin que

N=5'N" avec N’'z=£o (mod35), ®Z o0, vZo.

111. Remarque. — Si N est pair,
AN—(2z +1)2=19 (mod 8),
donc
F[4N— (22 +1)*] =F,[4N— (22 +1)*].

On voit donc que les seconds membres des formules finales des
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n> 106, 107, 109 et 110 représentent également les
SF (4N — (10k £ a)?].

Si donc on adjoint a ces formules celle du n° 102, on a, dans tous les
cas, les expressions des sommes

SF(4N—2x®) et ZF,(4N—2z?),

ou x est un nombre de la forme 10k =1, 104k 3= 3 ou 10k + 5.

—
IV. — Expressions des sommes 2 F <8M—x—> .

25
112. Partons encore de I'équation

8V—+17

H: —~
70,00, =2 M (a,Vg) Xg T F(8y+7)
0

(2m—+1)2 (2m—1)2

——429 ! [(2m——x)q : +...Jcos(2m+|)w,

e nT
et faisons x = 5

Il s’introduit le rapport };—Z, donc par (II') et (VIII'), Chapitre I1I, le
premier membre devient

_ZH'

|3
L]
ol
~
3
~~
<
=

(14)

[
) -
=
S TN TN

S ERRE
Q
Tol=
S——
3
—~
Q
=

+
L] =
=
N
Uzl ﬁ
Q 1,

tolm
S——
=
-
~~
‘Q—
c{"’
S~—"

M
Cherchons le coefficient de ¢° au premier membre.

Il faut poser, pour la premiere ligne,

- 2 2
%:(ﬁf_ﬂl+2’_+(2z+,)z+

(2¢+1)? 42+
ho 5

8 - 5
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ou
(15) 4oM +16 =5(2z +1)2+ 10(2y)2+2(105 4+ 5)2+ (106 = 1)2,

Puis, pour la seconde ligne

1\_1: (2 +1)? " (2y +1)? st (2t +1)2 + zt:}—x
5 4o 20 8 5
ou
(16) 4oM 16 =5(22 +1)2+10(2) + 1)+ 2(103)2+ (10L £ 1)2,

Résolvons la congruence,

16 =5(22 +1)2+10y2+ 232 + (2f +1)? (mod 4o),

on trouve
16=35 + 0o +2.1 +09,
16=5 + 0 +2.25+41,
16=5 +10 +2.16+09,
16=5 +10 +2.0 +1.

Il en résulte que I'ensemble des représentations (15) et (16) cons-
titue ce que nous avons appelé €,(10M + 4).
Le coefficient correspondant est — é S,(1oM +4).

Passons au troisiéme des termes (13).
Il faudra, poser

M.:(za:—i—l)z + (2y +1)? N (23 +1)2 +(2t+:)’ 42t

5 4o 8 8 8 - 5
ou

(1) AoM +16 =5(2x +1)2+25(2y +1)2 4+ 25(25 +1)*+ (1oL = 1)%,
Les décompositions (17) sont évidemment ce que nous avons appelé

W, (10M + 4),

et le coefficient correspondant est

— ‘—’ém,,(xoM +4).
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I1 faudra poser, pour le quatrieme terme (14)

M _ (2x—1)?  (2y+1)? (2541 (2¢+1)* | 2841
53T 4o T G T T4 tTT® T3

ou
hoM +16 =5(22 + 1)+ 5(2y +1)2+5(25 4+ 1)+ (10t £ 1)2,

Donc, le terme correspondant est
1
EIJI,,(IOM—f—[;).
On a donc en tout, au premier membre, en posant toM + 4 =N,
et L
T T A

Passons au second membre.
On a d’abord le terme

2m+1 2m+1
8v 417 +e 2m41? 5 - 8V 417

zH,<%ty ﬁ)Z q—s_F(Sv+7)—: ZZQ * q—i;q————ZF(Svﬂ—y)qT
0 —

On posera donc

M__(em+1)2 sm+1  8v+9
5T 8 T35 T3

ou
40M+|6—(10mi‘1)’,

8v+7= —=

et le terme correspondant sera

Z F[4N-—(1;5mix)2] )

\
ij
Lo

Ensuite

(2m—+1)2 _(2m-—1)’ _(2m—5)’
—Azq ’ [(2m——!)q o+ (2m—35)g ° +...]cos(2m+;)%‘t

2m—+1 2m 41

(2m+mq . 3 [ _(gm—1p? ]
_ s 9 — s
= AZq 2 (2m—1)gq +... ]
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On posera donc

M_(e2m—+1)? 2m———(4p.+1)2_|_2m+1

5 8 o 8 - 5
ou

4oM +16 = (1om + 53 £ 4)*— [tom—5(4p +1)]?
(18) 1oM +4=(1om—iop£2)(top+5=2)=d}d*
et d’ailleurs
ay>d,
car
rom—jsopt2>rtop+5Ea2

revient a

2m > 4 +T.
Remarquons que la congruence
h=zxy (mod 10)

n’admet que les solutions

h=1.4, d’ou rx+y= 5 (modro),
= 3.8, » r+y= 1 (modro),
=7.2, » xH+y=—i1 (mod o),
=9.6, » x+y= 5 (mod1o0).

Et, comme dans (18), d” et d' ne représentent pas des diviseurs
quelconques (mod 10), mais seulement des diviseurs = == 2 (mod 10),
on voit qu’on pourra lever cette derniere restriction en prenant pour
d” et d* des diviseurs quelconques, mais en remplacant d7 et d* par

dﬂ+d1
ar(4),

(A +dt
“(%57)

—oZ[2m— (4p +1)]

Dés lors, la somme

devient
2 » (A d .
—3 (dP—d") <———5

Nous sommes ainsi en possession de tous les éléments du calcul. En
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passant a nos notations, on obtient aisément, N étant congru a 4,
(mod 10)

4N —(tom 1) I 13 9. I ) I
ZF[ = ]_%2{4-.2-;2{,4—%%—8—613,—513-1-5%1_;6(2@,4—%,)
T GNP (TR]

1)U+3+( 2)
10 10

1 2 N I o \
—‘3“4——5-“(3-)——1—6(2\*2‘*"“"2)‘

_3C v

113. Si dans la premiere équation du n° 112 on remplacait «
par %E: on serait conduit a des calculs identiques, a quelques change-
ments de signes pres.

Nous nous bornerons a donner le résultat

AN —(tom £=3)* I I 13, I 1 1
ZFP = A A g B B g E N a2
_3(2t—1) . 34 (—2)¢!

- 10 U 10 v

I 2 N 1
— 5% + -5—%<Z->—E(2@,——-mlb,)
avec

N=6 (mod 10).

Remarquons pour terminer que, dans ces deux derniéres formules,
les crochets des premiers membres étant congrus a 7 (mod 8), les

4N — (10 m == a)?
25 ]

seconds membres représentent également les ZF,[

114. Digression arithmétique. — Soit #(A) le nombre des classes
des formes proprement primitives de discriminant A. Cherchons le
nombre des classes de formes propres de discriminantA. Soit A=a?A’,
a étant un nombre impair.

A la forme proprement primitive (a, 3, Y) de discriminant A’, corres-
pond la forme (aw, a3, ay) de discriminant A et réciproquement.

Il en résulte que
F(A):Iz(A)—+-zh(-aA—2>,

a
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a® étant un carré contenu dans A.
Or, on ala formule (')

(19) )y =masI[—(=2 )]

en posant

A—=A'S2,

On suppose (ue A ne contient pas au carré un des facteurs premiers
de Aet que r est un facteur premier impair de S.

Ceci posé, proposons-nous de trouver une relation entre F (25 A),
/A
F (A)etF(53):

Soit 5** la plus haute puissance de 5* dans A, de sorte que
A j— Al LD

A, pouvant étre divisible par 5, mais pas par 25.
On a évidemment

F(52A,) = h(52A,) + h(5%2A,) ... + h(A,)

+y [h(w 27‘) +k(52u—2%> e k(%)]

][av+ Se—t .4+ 5]+ A(A))

Or
(19) h(52PA,)—:.5Hh(A,)|:I—<%>
car <:—5—'> =1; donc

F(52FA,)_h(A,)[;—-<%>5
(@) [ = (3)s]ore e+ 2(3)
S ()] S8 5008

donc enfin

(20) F(52m,>:5”+'4”5[1—<%->5] F(A,) + F(A).

I
5

>
Supposons u.Z 2.

(Y) P.-G. Leseone-Diricarer, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4° édition, Braun-
schweig, 1894, § 100.
C. 18
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Alors, de méme

=5 [ (AN 1]y
(a1) Foeora) = 22 [ (3) 5| Fian + Feay
et

on B[ AN .
(22) F(5 v ‘Al)'— 4 []———(\g—)g] l (A|)+F(Al),

d’ou, en éliminant 1 et F(A,) entre les équations (19), (20) et (21),
F(5:A,) =6 F(5%2A,) — 5 F(5144A,).

Puis, en changeant de notations

(23) F(25A):6F(A)—5F<5Ag>’
formule qui n’est valable que si A = o (mod 25).

Si cette condition n’est pas remplie, il faudra prendre la for-
mule (20) qui donne alors aisément

(24) F(25A):[6—(§>]F(A).

On pent d’ailleurs réunir les équations (23) et (24) en une seule en
écrivant

(25) F(25A):[6—<%>]F(A)—5F(%>.

\

115. La formule (25) permet de vérifier les équations des n* 106,
107 et 108 et de démontrer celles des n® 112 et 113.
La formule (25) donne en effet I'identité

F[25 (4N — r2)] = [6—— <4N5"”2>]F(4N —,~2)_5F<4N2"5“ ’2>,

our=="1ou =3, oub5(mod10).
Supposons N =+ 2 (mod 10).
Sir=="1(mod 10),
AN — 1?2
(5=
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si r == 3 (mod 10),
4N — r?

=1,

(B52) =

72 F[4N — (10h +=1)?] + 32 F[4N — (102 %= 3)?]
+ 72 F[4N — (10h +5)2] = ZF[4(25N) — (10h + 5)?].

(433

sir=>5(mod 10),

3]

On a done

Les trois termes du premier membre sont connus {n° 106) et le
second membre est donné par la derniére équation du n° 110. On
remarquera que, dans le cas de N = 2 (mod 10),

AasN) = =D T D g ey 3 U= 303(N)
M

et de méme
A (25N)=314,(N).
Puis (n° 18)
P (25N) — 8 (25N) =59 (N),
P (25N) — 8, (25N) =59,(N).
Le cas de N = — 2 se traite de méme.
.. B} N — 2
Si nous supposons N === 4 (mod 10), le terme F <[' — d
plus nul et la formule (25) permet alors de calculer les sommes

JT4N — (1om = 1)?
zy[ o ]

) n’est

et

ZF[Z;N——(lomiBa)?J
25

sans passer par lintermédiaire des formules du paragraphe 3
(Chap. IIT).

Enfin les formules du n°102, traitées par le méme procédé, donnent
des relations nouvelles entre les 9%.

SiN==3(mod10)

3(5 95, — 296,) = — 5, (25N) + 44;
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siN==1(mod 10)

o

_TlEN

oy == 1P:

Nous n’insisterons pas sur ce sujet.

V. — Expressions des sommes Z E(N— z?).
116. Partons de la formule de Kronecker [ Chap. 1I, formule (18)]

(26) 63(9) =12 ¥,9" E(n)

et multiplions les deux membres par

+ ®
E qm’.
— o

On obtient ainsi
WEIEWN—my =42+ (— WA —=2,),

d’apreés un résultat classique sur le nombre des décompositions d’un
nombre en une somme de quatre carrés.
Multiplions maintenant les deux membres de (26 ) par

Zq(Smii)a,
puls par
Eq(zs/nj:-_»)z’
puis par
Eq(sm)’.

On obtient alors les résultats désirés, si 'on tient compte des rela-
tions du Chapitre IV.

Supposons par exemple N = 6 (mod 10) et égalons les coefficients
de ¢" dans les deux membres.

Il faut poser au premier membre

(27) N=a2+ )2+ 524 (bm=£1)*

et prendre le nombre de ces représentations.
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Or, le Tableau du n® 60 montre que les décompositions (27) ne
peuvent étre (que des décompositions 9’ ou )T .

Il n’y aura d’ailleurs a compter que le quart des décompositions 9% :
celles ou le premier carré n’est pas divisible par 5. De méme, il est a
peu pres évident qu’il n’y aura a prendre que la moitié des décompo-
sitions J%’ .

Donc

x, , X

IE[N—(5mE1)t] = T2 + 2 =200, — 306, =— 50T, + 63— 62,.

Les quatorze autres cas se traitant de la méme maniére, nous nous
bornerons a donner les résultats.

117. 1°N=1(mod10):

12XE[N—(5m £=1)*]= 23%,— 520;,
123 E[N— (bm £2)2] =— 390, + 590;+ 84,
122E|N — (5m)?] = Iy

2° N=—1 (mod1o0):

122E[N—(5m £1)2]=—39%,+ 55, + 84,
122E[N—(5m=Ez2)2]= 296,— 590,
12Z2E[N — (5m)?] = Iy

3° N=3(mod10):
122E[N - (bm *=1)?] = 2%,—?%,-&—22{,

123 E|N — (5m *=2)?] =— 390, + I—;%,—f— 64,
122XE[N— (5m)?] = B

4° N=—3(mod1o0):
12ZE[N—(Bm=*1)2]=—39%,; + 1—25—%2+ 62,

122E[N — (bm =2)2]= 290, — %5962—5—23,
12ZE[N—(5m)?] = Iy ;
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5 N=5(mod10):
J0,

RIEIN—(bm=x1)}]=— —;—-+-[;3,
123E[N— (5m £ 2)?] =— %4_424,
122E[N — (5m)?] = Iy
6° N=/4 (mod10):
IE[N—(Bm=it]= 59%,+33—33,= 50, + 6U.
123E[N— (bm=*=2)? ] =— 50, + 64 — 64, =— 5 0;+ 120,
123 E[N — (5m)?] = +34—-32,= 6U;
7° N=—/4(mod10):
122E[N—(B5m E=1)22]=—500;+64 — 63, =— 5 J0;+ 12U,
122E[N— (bm=E£2)?]= 59,;+3A-3A, = 53%,;+ 60U,
122 E[N — (5m)*] = +33A -3, = 6U;
8 N=2(mod1o0):
IZEN—(Om=*=1)]= 624 -6, = 120,
122E[N—(Smiz)i]:—gg)t,,—y-f)a—Sﬂ,:—-Zm',,—i—xoU,
5 5
122 E[N— (5m)?] = ;;)‘(,,-{— A— A= ;9(,,—{— 2U;

9° N=—2 (mod 10):

122E[N——(5mi1)’]:—-g%,+52¢——53,:—g%,+10U,
122E[N— (bm x=2)*] = 6 —-63A,= 12U,
122 E[N— (5m)?] = ga‘(,,—l- A— A= -i-g(,ﬁ— aU;

10° N=o(mod10):

6 6 .
|2ZE[N——(5mtx)’]:%’2&—%ﬂ,+ 5 C— 3 ¢ =12.5v0,
A
EEIN—Gmep]=2a_2%a 1 8¢ 8e=nsu,
5 5 5 5
122E[N — (5m)?] :%221-—15—231-<15—2@-1—%301,:6(?——1)&
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29

— 2
VI. — Expressions des sommes 2E<\J z >

118. Partons encore de la relation de Kronecker
(26) 0} (g) =122g"E(n).
Multiplions les deux membres par

2
2=t
2q 3

M
et égalonsles coefficients de ¢’ . Il faut poser, pour le premier membre,

2t

M
=2yt

5
ou
S5M +1=25a2+ 25y?+ 2552+ (5¢£1)2,

et en posant 5M + 1 =N, on voit qu’il faudra prendre le quart des
décompositions G .

Au second membre, il faut poser

M 2t
—:lz+ﬁi—5—,

5
d’ou
M+ — (5txEa)t
"= 23
et, par suite,
S5M 41— (5t %1)? T,
122[3[ 55 }:Zém&:&‘(,,.

En multipliant les deux membres de (26) par

A==

2q s

— -+ 9)2
I22E[5M+4 _(5t__2)J:%3_

s

on trouverait aussi

29

119. Ainsi
1° N=1(mod5)
|22E[_N_—_—(—z;—i'—):]:;)‘(,3;
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2° N=—1(modH)

N — (510
‘QZE[_T—}:%"

JACQUES CHAPELON.

VII. — Expressions des sommes 2 J(N — 22).

120. Nous partirons de I'équation de MM. Petr et Humbert [for-
mule (15), Chap. IT}]

T = goers + 1002, ) X 17 I (23)

— 82 (=)@ [—2¢™? .o+ (—1)" 2 mg—2m*| coshma

(2m+1)2 1 _2m—1)?
+8¥ (—mg * P
1

q *+eet+(—1)"(2m—1)q 2

66,00

]cos(4m+2)x.

Remplacons-y successivement . par = is 2%, multipli |
plac y X p » puis = multiplions la
seconde equation par X et ajoutons membre a membre. [.e premier

membre devient, en vertu des formules

00, =0(g%)0 (22, ¢2),

6(q*) = Vi,
o () 1o ( . 0) ]
=SB o (25 )+ 10 (47, )] (54 1)

o) ol ] (G-

d’ou, par (II) et (VIII) (Chap. III),

26(gm)[96:(4%) + 9,6(4°)] Eq‘z'n’(—x)m(cosf‘”;“ +xcos8’g“>
+ BB 66— 58,(5°)6(5°)] D) 92""(~1>m<cos ST eos 8’2“‘>.

OF

058m--
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On trouve aisément
0054'271 =— -Z(%—ly-— \/TB(%) +1,
Done
cos 4';”: —1—)\0058';m =1+ A— \/7—5—(1_.)\) (%l>—%(l + 1) <%‘>=,
cos[";m—)\coss';m—:n—l— \?(1+7\)<%2->—2(1—)\)<%f>2.

Egalons les coefficients de ¢* dans les deux membres.

Dans les deux premiers termes du premier membre, il faudra poser

aN =102+ y2+ 522+ 222

et le coefficient correspondant sera

() 2(— =

/
cos 4—275 -+ Acos §§}'> + g(——v)x“*‘ <cos4t1r5- + A cos8¢

Il est clair que y et z doivent étre de méme parité.
Donc, le coefficient est

53 (— 1x+1+‘<cos é_t; —+ Acos §—t5f>

Mais on a le Tableau suivant (mod 2) :

)

9

145

8



146 JACQUES CHAPELON.

z Y ¢ \ z+y+t
[§] o o o o
o o 1 L I
o 1 0 1 1
(o] 1 ! (8] o
| o 0 1 !
I (o] ! (o] o
I 1 o 0 0
! t | —T— t

Done
(___ l).z::+y—+—t:__. (__ I)N,

et le coefficient cherché est
5 5 2
(28) 5(—1)xz[x+x—\/T(l_x)<§>_z([+x)<§) J

Dans le troisiéme terme du premier membre, il faudra poser

N=5x"+ y?+ 22+ ¢
et prendre

(29) %52(— ) arasasd [cos[;,t%r —2 cosSt‘g]
=SB gen(g)-ge-n ()]

Puis dans le quatriéme terme

N=5a2+5y*+ 552+
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et 'on prendra

-_— Ei;/—g(——l)“‘z‘ [1——7\—\/75(1—!—7\) <%>——g(l——)\)<-§>2]

Le second membre est

o+ ’ 4+ Z(— 1)V g™ I (V) Z(—1)m g (cos
coszg cos? 2%

hmm T
5 — Acos8m §>

_82(_ l)mq2m’[___ 27_2+---+ (_ l)m.zmq—zrrn] (COSﬁmg +7\0058m§)
\ : :
2

(2m+1)2

+8Y (=g

_(am+1?
[(/—’—l—...—}— (= nm 1 (am—1)gq 2 ]
T ™
= [cos([;m —|—2)5 + 3 cos(8m +/4)-,;]-

On trouve ais¢ment

-+ \ 2
cOS([‘m_‘_z)g— —:Z-(zlnf') ' ) \/-/?<2m5+l> T,
T 5/am +1\? \/5 N . .
cos(8m+4)z = Z<__5_> T( 5 )+1.

les deux premiers termes sont sans intérét.
Dans le troisieme, on posera
aN =2v 4 2m?
ou
v=N — m?,
. 2\
et le coefficient de ¢* sera, en remarquant que

(—1)VHm = (— V"= (—1 N,

A= )VEI(N — m?) [.+x - % (?)(:-—)\)_ g(%)'(wx)].

Dans la seconde ligne, il faudra poser

aN =o2m?— ap?,

N=m?— p?=(m — p) (m + p) = 8,
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et prendre

—823(— J)'"+¥‘2(.L[(J+7x)———< > 1+2)+ = <,§>(1—7\)]

m
5
:—82(—1)5«(6,—6)[1+7\+ < >( e (6‘;_6>2(1+7\)J;

ici, 8, et & sont de méme parité.
Dans la troisieme somme, il faut poser

AN — (2m+1)*  (2p—1)?

2 2
ou
N=(m—p+1)(m+p)=279,
et prendre
e N I ]
Or

am +1=2¢ -+ 9,

m+p—1 =0, —1.

La somme s’écrira donc

—82(— 1)k (dh— )DF+M+A2<&+y>(—xy—z<&§3>(n+m}

ici ¢’ et ¢ sont de parité différente.
En réunissant ces deux sommes, on pourra écrire

—8I(—1)h (d,—d)[([—i—))—k%( _)\)<d_l+_d> 4( +)\)( +d>2]’

d, et d ayant la signification habituelle (n°® 8).
Pour préciser ces résultats, nous distinguerons divers cas.

121. 1° N=2(mod)).

Premier membre. — Alors

8 =8, X,
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3, étant le nombre des décompositions
aN =102+ )2+ 5352+ 282,
ou ¢ est multiple de 5, et X celui des décompositions 8 ou
?=—1(mod5).

Le coefficient correspondant (28) est alors :

5(— I)N[(l+7\)5+ %(I——)\)D{——z(l—k)\)sl.

Siam= — Y2 3, (28) devient

V5 +1
B(— 1)V —2 3.
=0 \/5—{—1%’
Sil:\\;—g—:—izks,(z&devient
\/55\/51 (— 1)N28,.

Passons aux termes relatifs a la décomposition N.
Remarquons que
2?4 vi4 =2 (mod 5),
\
d’ou pour

les combinaisons

Le nombre des décompositions correspondant a la premiere ligne
est ce que nous avons appelé ¢,.
Le nombre des décompositions correspondant a la seconde ligne est

alors

Le terme (29) devient alors

V3

?(——I)N;(x—7\)111,——5/4—5([—1—7\)[2%—(“1—3@,) —

5

4(1—)\)[2@1‘*‘(“1—3@1)] ’
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et si A =1,

0;
sl A=1,,

V3 e —
\/5-‘{_1( l) (111, 5@1).

Enfin, N n’étant pas résidu quadratique de 5, la décomposition W,

est impossible.
On a donc comme coefficient de q’N au premier membre :

Sin=1,,

10(— I)NS.
Vi+1
Sih=1,,
10(—1)%\/5 Vo :
— Sy — )N [N, —5¢@
N 2 N (— )N, 1]
Second membre. — On I’a immédiatement.

Pour A =12,, c’est

N RETE
—82(——1)"'(‘1:_‘1)[2 - ?i(

o 3
N——"

»N
|

359

(1]

Pour A =12,, c’est
M%J(N ~m*>[2 - %(%l>“§<?n>]

V5 +1
s {2 35|

En remplacant les nombres de décompositions connus par leurs

valeurs et en remarquant que
di+-d\ _ (E3\
5 =\ )=—0
il vient

(=¥ 2 J(N— 25m?) —3ZJ[N—(5m =1)]+23J[N— (3 m = 2)]| =523, —6¥,,

puis
(=¥ 22J(N—2m*) —ZJ[N—(5m = l)?]% =—8,— 2P, + %(—I)N(ng— @),
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équations auxquelles on peut adjoindre la relation de Kronecker :
(=1)N22J(N—25m?) +2J[N—(5m=*=1)*]+ ZJ[N— (5m £ 2)2]| = 2¥,.
On a donc trois équations pour calculer les trois sommes

3J(N—23m?), ZJ[N—(5m=1)2], SI[N—(5m=2)].

On trouve
(—1NZJ[N—(m = 1) ]=— A2, + 29,
(—NBIN—Gmzapl= Saie s,
(= N2 J[N — 23m?] :—éﬂ,—é!ﬁ, +g(—I)N(252—‘h)-
122. 2°N =—2 (mod5).
On posera alors
. —=VE—=1
h=— =
==
= — Vo1 =hs

Les raisonnements sont tout a fait analogues a ceux du n°® 121
conduisent aux valeurs suivantes du premier membre ;

Pour A =12,

et

o(—1)¥
Y-S
Pour A =1,
. xo(—n)N\/gs . —5

N _ — N, —5%,).
R (=58

Le second membre se calcule tout aussi aisément et 'on trouve, en

définitive :

(—)SEIN—(Smzap]= A, 1s,

— Mg+ @),
(—1)N2BJ[IN—(BSmE2)]=<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>