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SUR LES

FONCTIONS ENTIERES D'ORDRE NUL ET D'ORDRE FINI

ET EN PARTICULIER

LES FONCTIONS A CORRESPONDANCE REGULIERE

Par M. G. VALIRON,

Professeur au Lycée de Besangon.

INTRODUCTION.

On sait quelles directions ont prises, a la suite des Mémoires classiques de
MM. Hadamard (*) et Borel (2), les recherches sur les fonctions enti¢res. 11 s'agit,
d’une part, de préciser les relalions enlre la croissance de la fonction, la crois-
sance de la suite des modules des zéros et la décroissance des coefficients de la série
de Taylor; d’autre part, de chercher de quelle facon se correspondent les zéros des
fonctions f(z) 4 a, a étant une conslante quelconque. Au premier point de vue se
rattachent nolamment les travaux de MM. Lindelof et Boutroux relatifs aux fonctions
d’ordre fini, de MM. Blumenthal et Denjoy pour les fonctions d’ordre infini.
M. Lindelof (*) a précisé notablement les résultats de M. Borel relatifs & la croissance

(1) Hapavaro, Etude sur les JSonctions entiéres el en particulier sur une fonction consi-
dérée par Riemann (Journal de Mathématiques), 1893, p. 174 (Mémoire couronné par I'Aca-
démie des Sciences).

(%) Borxw, Sur les zéros des JSonctions entiéres (Acta Mathematica, t. XX, p. 257). Voir éga-
lement : Legons sur les fonctions entiéres; Lecons sur les séries @ termes positifs (chapitre v).

() Laxprcor, Mémoire sur les fonclions entiéres d'ordre fini (Acta Societatis Scientiarum
Fennicee, t. XXXI, 1902) (les principaux résultats de ce Mémoire sont exposés dans les Legons
sur les fonctions méromorphes de M. Borel).

Sur la croissance des Jonctions entiéres (Bulletin des Sciences mathématiques, 19o3).

Sar les fonctions entiéres d’ordre entier (Annales de I'Ecole Normale, 1909, p. 36g).

I



2 G. VALIRON.

réguliére et élucidé certaines questions difficiles relalives aux fonctions d’ordre entier,
M. Boutroux (') donne & la relation entre la croissance de la fonction et la croissance
des modules des zéros une forme particulicrement simple et définit des classes de
fonclions, comprenant des fonctions & croissance irréguliére, dont le maximum du
module pour |z] =7 est de la forme ", A étant fini et n désignant le nombre des
zéros dont le module est inférieur & r.

Pour leurs recherches sur les fonctions d’ordre infini, MM. Blumenthal et
Denjoy (2) ont dii faire unc étude délaillée du facteur primaire de Weicrstrass;
M. Blumenthal a obtenu & Paide de ses fonctions types des résullats trés générauy;
ceux de M. Denjoy, plus particuliers, comporlent une précision plus grande que
les résullats de M. Lindelof pour 'ordre fini.

Parmi les travaux que l'on peul rattacher & I'étude de la relation entre les zéros
des fonclions f(z) + «, je citerai ceux de MM. Wiman (%), Littlewood (*), Sire (),
Denjoy (6) et Boutroux(7), jaurai I'occasion de revenir sur cerlains d’entre eux dans
cette Introduction.

Jai divisé le présent travail en deux parties : dans la premicre, je me suis occupé
plus particuli¢rement des fonctions d’ordre nul; dans la deuxic¢me, exclusivement
des fonctions d’ordre fini. Les scules propositions générales concernant les fonctions
d’ordre nul ont été données par M. Littlewood (théoréme sur le minimum, Mémoire
cité ci dessus) et par moi-méme dans quelques précédentes publications (Mathema-
tische Annalen, t. LXX, p. 470; Nouvelles Annales de Mathématiques, 1g11). Dans ses
autres travaux sur les fonctions d’ordre nul, M. Littlewood considére des fonctions
particulicres (funclions of stundart lype, elc.) pour lesquels il obtient des résultats
trés intéressants. M. Mattson, qui s’est également occupé de I'ordre nul (These,
Upsal, 1905), s’est appuyé sur une classification donndée par M. Maillet et n’a éludié,
par suile, que certaines classes de fonctions. Jai cherché & oblenir des résultats

généraux aussi précis que possible ct y suis parvenu en certains points.

(1) Bourroux, Sur quelques propriétés des fonctions entiéres (Thése de la Iaculté des
Sciences de Paris, no 1144, et Acta Mathematica, 1903).

(2) Voir BLumextaaL, Principes de la théorie des fonctions entiéres d’ordre infini, Paris,
Gauthier-Villars; Densoy, Sur les produits canoniques d’ordre infini (Thése de la Faculté des
Sciences de Paris, no 1351, et Journal de Mathématiques, 1910).

(3) Wiman, Sur un théoréme de M. Hadamard (Arkiv for Matematik..., t. II, no 14); Sur
le cas d’exceplion dans la théorie des fonctions entiéres (Id., t. I).

(*) LirrLewoon, On the asymplotic approximation to integral functions of zero order
(Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, vol. 5, p. 361; en particulier, p. 365).

(%) Sire, Sur les fonctions entiéres de deux variables... (Journal de Mathématiques, 1913,
pp. 1-37).

(%) Dexyoy, Note aux Comples rendus, 8 juillet 19go7.

(") Bourroux, Sur Uindétermination d’une fonction uniforme dans le voisinage d’une sin-
gularité transcendante (Annales de I’Ecole Normale, 19o8, p. 317). -
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Dans le premier paragraphe (n** 1 & 11), j"ai d'abord précisé la relation entre le
maxinum du module de la fonction f(z) pour |z[=r, ct lc terme de la série de
Taylor qui a le plus grand module, jai obtenu une relation asscz serrée d'ou j'ai
déduit notamnient que, pour les fonctions d’ordre fini ou nul, le rapport des loga-
rithmes des modules de ces deux fonctions de r lend vers un lorsque r croit indéfi-
niment, proposition qui ¢lait pressentic depuis longtemps sans avoir, je crois, été
démontrée. Celte méme relation m’a donné, presque sans calculs, une limite infé-
rieure du module du n*™® zéro en fonction des cocflicients de la série de Taylor sen-
siblement équivalente & celle que M. Iladamard avait obtenue par une savante ana-
lyse. J'indique ensuite (n® 8 & 11) une limile sup¢rieure du module maximum d'une
fonction dont les zéros sont donnés, en ulilisant un exposant de convergence qui est
une généralisation, nécessaire pour la suite, de celui que j'avais considéré dans un

Mémoire précédent.

Dans le second paragraphe (n> 12 & 18), j’ai ¢tudié la croissance d'une fonction
d’ordre nul dans tout le plan; j’ai oblenu notamment le résultat suivant : pour toutes
les fonctions enticres dont le maximum du module M(r) satisfait & la condition de
croissance

M(r) < ehlogn)?,

h étant fini, ainsi que pour les fonctions croissant plus vite que le veut cette inéga-
lité, mais satisfaisant & une condilion de régularité, il existe entre les zéros des
fonclions f(z) et f(z) + a une correspondance biunivoque telle que le rapport des
zéros correspondant a pour limite un, lorsque le module de I'un d’eux croit indéfini-
ment; en particulier, le rapport des modules des n*™* zéros tend vers un lorsque n
croit indéfiniment. Jai indiqué des cas ou cette correspondance devient encore plus
précise, et montré sur des exemples que, dans certains cas d’irrégularité, la corres-
pondance n’a pas lieu.

Dans les troisi¢me et qualritme paragraphes (n* 19 a 35), j’ai éludié les fonctions
que j'ai appelées fonctions & correspondunce dordre zéro parfailemenl réguliére,
J'entends par 1a que la fonclion log M(r) est asymptotiquement égale 4 une fonction
particulierement simple de r et du rang du terme maximum de la série de Taylor
pour [z|=r; ou de r et du nombre des zéros dont le module est inférieur a r(1).

(*) En disant que j’étudie la correspondance d’ordre séro entre log M(r) et le nombre n(r)
des zéros dont le module est inférieur a r, je veux dire que je considére le rapport

log M(r)
s(n(r), r)’

Si ce rapport reste compris entre deux nombres positifs finis (¢(n(r), r) étant une fonction aussi
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La fonction particuli¢rement simple dont il est question ici est d’ailleurs déterminée
par la nature méme du probléme, de sorte que l'indétermination de la définition
précédente n’est quapparente. Jai ¢té conduil, par la considération des fonctions a
correspondance d’ordre zéro parfailement régulicre, & dislinguer trois classes de
fonctions d’ordre nul : la premiére classe, qui comprend les fonclions croissant trés
lentement, esl séparée de la scconde classe, qui est contigué aux fonctions d’ordre
fini, par les fonctions de la troisi¢tme, qui apparaissent comme des fonclions excep-
tionnelles. Dans I'étude de la relation entre la croissance el les coeflicients de la série
de Taylor, jai fait usage des résultats du paragraphe I, ce qui m'a permis de trouver
les réciproques d'une facon trés simple, je signalerai encore le résultat suivant : pour
toutes les fonctions pour lesquelles

lim log M(I;) _
r=e (logr)*

>

le module du ni*m® zéro est de 'ordre de grandeur (ordre —1) du rapport rectifié du
(n — 1) coefficient de la série de Taylor au n*™ coefficient.

Dans le cinquieme paragraphe (n** 36 & 47), j’¢tudic les fonctions quelconques, je
définis ensuite des fonctions & correspondance réguliere d’ordre moins un (1), la
condition nécessaire et suffisante pour que la correspondance d’ordre —1 soit régu-
liére est que l'on ait

log M(r) = log r[T(r)]t++,
T(x) étant une fonction type de M. Blumenthal.

Dans le dernier paragraphe (n> 48 a 51), j’ai donné quelques exemples trés sim-
ples d’équations fonctionnelles dont la solution est une fonction entiére ou méro-
morphe ou quasi-méromorphe d’ordre nul; mon bul était moins d’appliquer les

méthodes exposées ci-dessus, que de douner des exemples de fonctions d’ordre nul
s’introduisant d’une fagon naturelle.

La deuxi¢me partie de ce Mémoire est consacrée a certaines questions concernant
les fonctions d’ordre fini; ces questions sont assez diverses, mais la méthode

simple que possible), on dira que la correspondance d’ordre zéro est réguliére; si le rapport tend
vers un, on dira que la correspondance d’ordre zéro est parfaitement réguli¢re. Si 'on considére
un rapport de la forme

log, M(r)

Y(n(r), r)’
on dira que I'on étudie la correspondance d’ordre —q + 1 entre log M(r) et n(r).

() Je dis simplement ici correspondance réguliére d’ordre —1, pour correspondance d’ordre
moins un parfaitement réguliére, car je ne considérerai que ce seul cas.
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cmployée est toujours la méme; jai essayé d’appliquer aux fonctions d’ordre fini
les calculs qui s’¢taient présentés naturellement pourles fonctions d'ordre nul. Dans
le premicr paragraphe (n* 52 a 57), jai cherché les conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu’il y ait correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére entre
log M(r) ct le rang du terme maximum de la scrie de Taylor, cl ai ¢1é conduit & la
notion d’ordre précisé. Jai pu alors démontrer dans toute sa généralité la forme
précise du théoreme de M. Wiman et donner une proposition analogue pour les
fonctions d’ordre fini quelconque.

Dans le second paragraphe (n°* 58 a 61), j’ai cherché les conditions de correspon-
dance réguliére d’ordre zéro entre log M(r) et la fonction n(r) définie ci-dessus (note
de la page 3), et ai retrouvé trés simplement un résultat obtenu par M. Denjoy par
une méthode plus générale, mais plus compliquée, j'indique ensuite une limite supé-
rieure exacte du maximum du module lorsque la fonction est définie par ses zéros.

Dans le troisicme paragraphe (n°* 62 & 71), j'ai ¢étudié des fonctions orientées
(fonctions dont les arguments des z¢ros ont une limite), généralisations de celles con-
sidérées par MM. Lindelof et Leau (1), jai indiqué rapidement les propriétés analo-
gues a celles des fonctions ¢tudices par les auteurs précédents, et ai montré Uintérét
de ces fonclions au pointde vue de la théorie générale. J'ai pu obtenir une expression
asymptotique du nombre des zéros d'uue fonction orientée donnée sur la demi-
droite opposée a la direction des zéros. Ce résultat, qui résout en partie une question
posée par M. Borel dans son Mémoire des Acla (p. 394), s'applique & la fonction de

Riemann et donne le premier terme de la formule de M. von Mangoldt.

Dans le quatrieme paragraphe (n> 72 & 78), jai fait 'application systématique
du théoréme de M. Jensen & la fonction de Riemann et ai relrouvé par celle méthode

le résultal de M. von Mangoldt, ainsi que quelques propositions qui s’y rattachent
et que je crois nounelles.

Dans un dernier paragraphe (n” 79 4 83), j'ai essayé d’élucider certaines ques-
tions relatives & ce que M. Boutroux appelle les langues d'une fonction entiére. J'ai
montré sur quelques exemples la complexité de la question: on pourra rapprocher
les résultats de ce paragraphe de ceux du numéro 18, et 'on verra que, méme si I'on
connait les langues d'une fonction /(z), on ne sait encore que peu de choses sur les
zéros de f(2) + a. Au point de vue de la distribution des zéros, une valeur @, excep-
tionnelle au point de vue du numéro 18, est aussi remarquable qu'une valeur a don-
nant un point critique transcendant de la fonction inverse.

.( ) LinoELOF, Mémoire sur les JSonctions entiéres, loc. cit.; Lesu, Mémoire sur les fonctions
entiéres orientées... (Annales de I'Ecole Normale, 1906).
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Une partie des résultats exposés dans ce travail a fait I'objet de deux notes aux
Comptes rendus (1 semestre 1913); je dois signaler que la premicre, relative aux
fonctions d’ordre nul, renferme une petite erreur que les lecteurs du paragraphe 111
(' partie) rectifieront facilement; dans une nole qui termine la deuxiéme, j’avais
indiqué que le théortme de M. Jensen ne pouvait donner le résultat de M. von Man-
goldt; j’ai reconnu depuis que je m’étais trompé.

Je ne veux pas lerminer cette Introduction sans eaprimer ma bien vive recon-
naissance & M. Borel, qui m’a engagé a poursuivre mes premiers travaux et auprés
duquel j’ai toujours trouné le plus bienveillant accueil; qu’il me soit permis aussi
de remercier M. Picard pour l'intérét quil a bien voulu témoigner & mes recherches.




PREMIERE PARTIE.

Fonctions entiéres d’ordre nul.

I. — Carcur approcHE DE log M(r).

[4] Jindiquerai d’abord quelques notations que j'emploierai conslamment dans
ce travail : f(z) étant une fonction entiére de la variable z=re?, j'appellerai M(r)

le maximum du module de f(2) pour |z]=r; ¢, désignera le coefficient de z* dans
le développement de Mac-Laurin de f(z) et je poserai :

lCn| — e In—e 0,

Pour simplifier les formules, je supposerai |¢,|=1. Si f(2) a des zéros, je dési-
gnerai par a,=e¢ir, le n*m de ces zéros supposés rangés par ordre de modules
non décroissanls, un s¢1o multiple d’ordre p étant compté p fois.

Enfin en supposant que la variable réelle » croissc indéfiniment par valeurs posi-
tives, j'appellerai :(2) ou simplement ¢ toute quanlité positive, définie pour x> x, .
et qui tend vers zéro; w(x) ou v loule quantité rvéelle ou complexe qui tend vers

7€ro; et h(x) ou h toule quantité positive qui reste finic (comprise enlre deux nom-
bres posilifs), ou bornée.

[2] Ceci posé, nous chercherons d’abord & déduire de la valeur des nombres c,

une valeur approchée de log M(r). On sait que l'on a, quels que soient r et n,
M(r) > |c,2"|, c'est-d-dire

logM(r)>nlogr—g,,

une limite inférieure de log M(r) est donc donnée par le maximum du second
membre, nous désignerons ce maximum par u(r), c’est le logarithme du module du
lerme (ou des termes) ¢,z" qui a le plus grand module, terme que nous appellerons
pour abréger ferme maximum. Pour obtenir p(r), on peut marquer dans un plan xoy
les points A, (n, g,) et mener par lorigine la droite D, de coefficient angulaire log r.
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La valeur de n donnant le maximum correspond au point (ou aux points) .\, qui a
relativement & D, la plus petite ordonnée. La paralléle & D, menée par ce point laisse
tous les autres points A, sur elle ou au-dessus. On définit donc en faisant croitre r
le polygone de Newton, considéré par M. Hadamard ('), ayant pour sommets cer-
tains points A, ct laissant les autres au-dessus de ses cOlés ou sur eux. Soit [I ce
polygone, nous désignerons par G, Fordonnée du point de I qui a pour abcisse
I'entier n, et nous poserons

Gn—H—‘Gn J—
€ - g{n-ﬂ ’

R, croit, ou tout au moins ne décroit pas. lorsque n croit, et croit indéfiniment
avec n, nous l'appellerons le rapport rectifié de |c,_,| a |c,|. On a

n

p(r)=nlogr— Y log R,.
4

pour
g{n é r é g{n-H ¢

Désignons par V(x) le nombre des rapports reclifiés qui sont inférieurs ou égaux
& x, Go(x) est encore le rang du terme maximum (ou le rang de celui de ces lermes
dont le rang est le plus élevé); nous aurons

r ¥
To(r) [log r — log Ry, ] = f I o(gx> dr.,

ER(HW‘)
i[logR, ., —log R]= /:’R Ry —-—(“f) dx.
d’otl
" Yo
) p(r) = ./UA —J(cx) dx.

Pour obtenir une limite supérieure de log M(r), nous écrirons

m P rm—(]'(«) (r)

< - = enlr) —
7 G Gyp—G ’
e’m e m e m L}"(o(r)

le,|r™

m

(*) Hapamarp, Etade sur les propriétés des fonctions enliéres... (Journal de Mathématiques,
t. IX, 4e série, 1893, p. 174); voir également la mélthode exposée par M. Hadamard dans le
Bulletin de la Société mathématique, 1896, p. 186, qui donne Papproximation de la formule (4)
que nous obtiendrons plus loin.
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r o\ m—n :
e, ™ < er (;ﬁ—> , n' 2 T(r):

M(r) < er n' + I r ’ g"n' >r.
TRy

r
nz%[r +W]+I’

et par suite :

Nous prenons

alors

I
g)t,l’>r|:l +W];

et, par conséquent,

er(r)

)
”'“['”fm]“

Nous aurons donc Uégalité

(2) log M(r) =y(r) + 4

log To </~ T )> +log [2 + «(m)]!.

o < A < I.
En particulier, lorsque I'on a
3 EYo(r k ;
3) %( To(r )> < kTo(r), >1
I'égalité (2) est remplacée par 'égalité
(4) log M(r) = p(r) + & [log J6(r) + A], ol A< 1.
Nous allons montrer que I'inégalité (3) a lieu en général. Posons
log r =X, Tu(r) = N(X),

I'inégalité (3) sera vérifiée si I'on a :
3’
@3) N(x+ \(X)) < IN(X).

L’étude de cette inégalité se fait par la méthode employée par M. Borel pour des
inégalités analogues (1) : partons de X =X, et faisons croitre X; si pour X=X,

(") Voir le Mémoire de M. Boner, Sur les zéros des fonctions entiéres (Acta Mathematica,
t. XX, 1896, p. 375), et le livre de M. BLomesinL, Sar les fonctions entiéres d’ordre infini.

2



10 G. VALIRON.

(on peut avoir X,=1X,), 'inégalité (3') ne se trouve pas vérifiée, nous exclurons le

segment X,, X, =X, + : puis nous partirons de X et recommencerons la

I
N(A,—o)
méme opération. (Les discontinuités de N(A) n’introduisent pas de complications en
ayant soin de prendre toujours dans (3) et (3') la valeur & droile dans le premier
membre, & gauche dans le second.) La longueur du ™ segment marqué est infé-
rieure &
1
ellona:
NQX') > k'N(X,).
-

Al r_ . j .
Comme la série }_Js, converge et a pour somie , on voit que le

(k—1)N(X,)

1

nombre des segments exclus entre X, et X >X, + est fini, et que la

k
(fe— )N(X,)
k
=)
segments (au sens strict), V'inégalité (3') a lieu. D’ou le résultat :

longueur totale de ces segments est inférieure a A l'extéricur de ces

L’inégalité (2) peut élre remplacée par Uinégalité (4), sauf peut-étre pour des valeurs
de r comprises dans une infinité dénombrable d’intervalles, a Uintérieur desquels la

- h
varialion folale de log r eslt, pour r>r, égale a W
W\,

C’est 14 le résultat que donnerait la méthode géométrique de M. Iadamard.

[3] Pour les fonctions d’ordre nul, on a

lim —2»

—_— == 00,
n=oco N lOg n
. . logn , .
donc a fortior: tend vers zéro, et, par suite,
log &,
. log Y(r
lim 08 ) _

r=ew logr
I'égalité (2) donne donc :
log M(7) = u(r) + ¢(r) log r.
De méme pour les fonctions d’ordre fini,
¢ N
lim M =, k fini,
r=w logr

donc :

log M(r) = p(r) + h(r) log r.
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\ y I .
Or, on sait que le rapport de log r & log M(r) tend vers zéro avec = ce qui est
d’ailleurs visible sur 'expression de p(r), donc :

Pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre nul, log M(r) est asymptotiquement égal
au logarithme du module du lerme maximum, en ce sens que I'on a

(5) log M(r) = [1 + &(r)]p(r),

ce que nous écrirons aussi
log M(r) ~ w(r).

Pour les fonclions d’ordre infini on ne peut espérer obtenir un résultat aussi
simple, car il est évident que 'on peut former des fonctions pour lesquelles, pour
une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de r, le quotient de p(r) par log M(r)
soit inférieure & un. Mais nous allons montrer que I'égalité (5) est encore vraie en

général. Nous poserons encore

log r=X, T0(r) = N(X),

et nous chercherons par exemple les valeurs de X pour lesquelles on a

sy = [ Nade > jlog [ (x+555)]f

pour de telles valeurs (5) a lieu et méme on a :

Nous avons évidemment
I 1

[xN(w)dw>N'(X—m> N «<1;

de sorte que I'inégalité précédente sera vérifiée & partir d’une certaine valeur de X, si
Ton a:

N /___[_) I: < ; :Im+01
1<\ NN >|N X+N(X)”> , 4o <TI.

Considérons alors I'inégalité
1

> > [N(X)]* ™,

8 2
(®) N <\i + SO

(dans laquelle on remplace, 8'il y a lieu, N(X) par N(X —o), et de méme N<X+ V;)-‘)

2
par N(X + NX oy +0)). Faisant croitre X depuis X!=X, — , Mous nous

I
N,
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arrétons au premier point X, pour lequel (%) a lieu, et nous excluons le segment X,

X, =X, +—< \(\) , puis nous partons de X[ pour reccommencer la méme opération.

Entre X! et X le nombre des inlervalles exclus est fini, inférieur a

log, N(}) —log,N(X,)
- .

o+ o,

log

et leur longueur inférieure &
2 +¢(X))
(No)

Certains de ces intervalles peuvent se réunir pour en former un seul, si \’, ne
coincide pas avec X, ,, nous exclurons encore le segment

I

Moo Nk

La longueur totale des intervalles. en nombre fini, exclus entre X et X sera au
plus égale &
34+ e(X))
(N

si X est extérieur & ces inlervalles, le point X — sera extérieur aux premiers

I
N(X)=
intervalles exclus, on aura donc

N> | N (X ) | Y=

N (x — ﬁ&)—> >~ I:N (x + ﬁ):‘Jr

Pour les fonctions d’ordre infini, Uégalité (5) a lieu, sauf peut-étre dans une infinité
dénombrable d’intervalles & Uintérieur desquels la variation totale de log r pour r>r,

b
R *S T

et a fortiori

d’out le résultat :

[4] Nous allons montrer que, inversement,

sauf peul-éire dans une infinité dénombrable d’intervalles dans lesquels la variation
lotale de logr est finie, on a U'égalité

d [log M(r)]

(6) Y(r) ~ Tog )
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Nous poserons encore
log r=X, %(r) = N(X),
log M(r) = V(X),

V/(X) est une fonction continue et croissante de X d’aprés une proposition de
M. Hadamard. L’égalité (2) nous donne :

X X
(2") / N(x)dx + A log N(X') :f Vi(x)de, X'=X+ W(I—XS o< A<l1+4¢(X).
0 0
Les procédés employés au numéro 2 montrent qua 1'on peut former une suite de

nombres X, vérifiant les conditions :

A

XH—H == Xu + = — N <Xn + 3 > < N[(Xn)],' 3 <7‘n < 6 + €.
VNG, VN,

1

VNX,)

Ecrivons I'égalité précédente pour X=X, et X=X', =X, +

et retran-

chons, on aura

X’ll X’h
./x. N(ac)d:n-i—z)\'logN(Xn):f V'(x)dx, —1—eVN<J1+¢;
n \'

ce qui montre que, une fois au moins entre X, et X',. on a

@ N@ + 2 VAN log (NA) = V@),  —1—e<V<1+e,

ou tout au moins que V'(x) est compris entre les deux nombres

N@—o0)—(2+ ) VN\,) log [NX,)|, N+ 0) + (2 +¢) VN(X,) log [N(X,)].
I

VNEX')

on consiatera que dans cet intervalle on a une fois au moins I'égalilé (7); de sorte
que, dans tous les cas, on a

Dans cedernier cas, en écrivant I'égalité (2" pour X=X', et X=X",=X' +

’

7 N(@) 4+ 2" \/N(x) log [N(x)] = V'(z), <1+ e,

une fois au moins entre X, et X, ,,, c’est-d-dire pour une suite de valeurs x,, ,, ...,
L, ... telles que

12 + ¢
w?l—+l<x’ll +

\/N (‘Bﬂ—l) .
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Ceci étant, prenons parmi les nombres x, une suite de nombres x»,, tels que la
1
série Eq [N(2n,)] * converge, et excluons entre xn, et &n,,, les intervalles x,, x,,,

pour lesquels

NG, ) > N() < 4! >

N (an)z
on voit que la longueur totale des intervalles exclus sera de 'ordre de la somme de
la série
) I
Zq )
[N(@ag)]*

donc finie. Dans les intervalles restants on a, les fonctions V'(x) et N(x) étant crois-
santes,
Viz,) < Vi(x) < Vi),
N(z,) < M) < N(&,.,),

N, ) < Mas) [ + ———] — Nz [1 + e(@));
[N (200,

donc, d’aprés I'égalilé (7') qui se trouve vérifiée pour x, et x, .
N@) = [1 + (@) V'),

ce qui démontre la proposition que nous avions cn vue.
11 est clair que dans ceitains cas il n’y aura pas d’intervalles exceptionnels, c’est
ce qui aura lieu par exemple si la fonction V() satisfait a la condition de croissance :
(Y}
Vi) - , I

1. =2 + ——F a<1.

lim V@ s

z=w V (X)
On ne peut avoir ici de simplication pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre
nul, car si I'égalilé (6) est vérifiée quel que soit r, on a
. TR, +0) — N(ER, — o)
ll n _ n —_— R
n :rnoo ‘“)(U—{n — 0) °

condition qui peut ne pas étre réalis¢e, quelque lente que soit la croissance de T(x).

[5] L’égalité (2) permet de résoudre en partie la question suivante (*) : & quelles
conditions une fonction 6(r) doit elle satisfaire, pour qu’il existe au moins une fonc-
tion entiére dont le logarithme du module maximum lui soit asymptotiquement
égal?

() Cette question est posée par M. BoreL dans ses Legons sur les fonctions enliéres, note 3
p- 120.
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Tout d’abord, d’aprés le théoréme de M. Hadamard rappelé ci-dessus, il est néces-
saire que l'on ait

(8) 0(r)~'[r?%dx,

o(x) élant une fonction continue et croissante non bornée. Cette condition est suffi-
i
sante pour les fonctions d’ordre fini ou d’ordre nul, car on aura

T 208 8(r) _ )

, k fini;
r=w logr

donc aussi

T 108 9(®) _ o
r=w lOgx

et, par suite, en prenant

To(x) = E(Y(x)), $(x) ~ o(x):

ou E(X) désigne la partie entiére de X, on aura pour les fonctions correspondantes :
™ N, r
log M(r) ~ f de~ f de ~ 0(r).
o 0o @

Pour 'ordre infini, la condition (8) apparait encore comme suffisante lorsque la
fonction ¢(x) satisfait & la condition

_ {log g(a)? [ 2
lim ———~ —o, =x| 1+ —1|,
Tr=o0 o(x) :P((L')

ou & des conditions analogues.

[6] L’égalité (2) et le théoréme de M. Jensen nous donneront une relation entre
les nombres r, et G,. Je rappellerai d’abord 1'énoncé bien connu du théoréme de
M. Jensen pour le cas particulier des fonctions entiéres : on a l'égalité

(9) nlogr —log(r,r,..r)= i ./0% log | f(re:s)| dp — log | f(0)],

R<r<r

n+4?

c’est 14 ce que j'appellerai I'égalité de M. Jensen, le premier membre peut se meltre
sous forme d’intégrale, par un procédé analogue a celui employé dans le calcul

de (r), si n(x) désigne le nombre des zéros dont le module est inférieur ou égal a x
on a:

(10) n log r——log(rir,...rn):frﬂx—)dw;
0 X
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I'égalité que 'on obtient alors dans (g) est celle que 1'on trouverait direclement par
Iintégration d’une égalité de Cauchy(!). La formule ainsi obtenue nous servira

constamment dans la suite. D'aulre part, 1'égalité (9) donne (pour |f(o)| =1)
Uinégalité
rﬂ
— <M
(rm) r, r,...r,l<1 )

valable quels que soient r et n, nous I'appellerons inégalité de M. Jensen.
Cela rappelé, 1'égalité (2) et I'inégalité (11) nous donnent

r’L i r ’-“
’—-’2—’7<[2 )TD<F+W> +I]E’ n=90(r),

1

d’ou, en faisant r=@QR

n

eG'u

o { R,
n, = (3” RS m) .

ror, . r,>—,
1 2 n 2n‘ + 1
D’aprés les remarques faites au numéro 2, n, est en général égal & hn, de sorte
que la formule précédente, obtenue trés simplement, rendra sensiblement les mémes
services que la formule déduite de I'égalité (32) du grand Mémoire de M. Hadamard.

[7] On peut, en faisant certaines hypotheses simples sur la croissance des rap-

ports rectifiés (R ,, oblenir quelques résultals intéressants. M. Hadamard (?) a observé

n
que si U'on a pour une valeur de n

R

_f—?fﬂ >k, k>r1;

n

on aura pour r==FkQR, :

f(z):c,,z"[1+a(z) 2 :I, le(2)| <13

le—1

donc, si k*>> g, la fonction a n zéros dans le cercle de rayon kR, :
Par suite, pour les fonctions vérifiant l'une des conditions équivalentes,

log M) < U8, <

. h>logyg,

n2

wl:'

e

il existe une infinité de cercles, de rayons indéfiniment croissants, qui renferment un
nombre de zéros égal au rang du lerme maximum.

(!) Il suffira de modifier convenablement la fin de la démonstration exposée dans les Legons
sur les fonctions méromorphes de M. Borcw, p. 106.

(2) Comptes rendus, 1go2, 2¢ semestre, p. 1309. M. Hadamard tire de la propriété considérée
une régle d’exclusion du cas d’exception de M. Picard pour les fonctions d’ordre infini.
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Si nous supposons que, & parlir d'un certain rang, les coefficients ¢, sont diffé-

rents de zéro, et que l'on ait, a partir de ce rang,

2
cll

C 4

n—i “n+1

Cusy l ,

n

> k®, k>1;

on a, pour r=kR, =k
(=]

fA)=c" [t + Hka(@)],  HE)=2 I k",  |a@)|<1;:

1

donc st H(k) <1, Cest-a-dire k>3, 1913 ..., les zéros de f(z) sont séparés par les

cercles de rayon kR, et I'on a :

n’

g M) = Do+ b, @) — TS 1

Enfin, si l'une des suites de termes généraux

a

» C, C
a

n 'n+s
2
cn+i

n+4

a pour limite zéro, on a la relation :

n
. — I C
lim __(_._2___0
n=ex a,4,...4a, C,

=1, Co=1=0.

Tout d’abord, si la deuxiéme suile a pour limite zéro, on a

Cﬂ— 1

a,=— (I + Eu)’
c1l
donc la premiére suite a pour limite zéro. Dés lors, pour r=r, \/"n+4 on aura
n rn
c,|r
M) =[1 + (r)] —lOI—m- ,
r.r,.r,
d’otl, quel que soit m,
(1 +¢,)]c
le,| < __M ,
I A
et, d’autre part,
n—i o
n rnlcol m m
[c"[r >[l +E(r)] r_'ﬁ'_ 2 Ile" l - 2 [cmr ['
b,
0 n4i
ce qui donnera
(1—¢)]c
lcni > T"‘_‘J’
L

et conduira au résultat annoncé.
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Incidemment, on voit que, si les cocfficients ¢, sont réels et que

—-—(—:"——l>l|‘8oo..., pour n>n,

C‘N—l Cn 41

le nombre des zéros imaginaires est limité. Les deux derniers cas considérés mettent
aussi en évidence des relations remarquables entre les nombies (R, et r, dune part,
entre les fonctions n(x) et §0(x) d’autre part. Il est difficile de voir ce que devient la
premiére relation dans des cas plus généraux; pour la demviéme, le théoréme de
M. Jensen montre que, pour que 'on ait

o on(@)
Im R ="

il est nécessaire que I'on ait

(12) logM(r)~[r£§a?dw;

cetle condition ne peut &tre réalisée, d’une fagon ur peu générale, que pour des
fonctions d’ordre nul, et n’est d’ailleurs pas suffisante, comme on le verra facile-
ment plus loin.

[8] Nous chercherons maintenant, en supposant que la fonction est d’ordre nul,
une relation entre les fonctions M(r) et n(r). Le théoréme de M. Jensen nous donne
déja :

log M(r) >/r ?dx.
0

D’autre part, en supposant toujours | f(0)| = 1, nous avons :

n

St
b r Pt ;27‘;4—7‘ X iy
M(r)§||<1+—><——————e 1 att n = n(r).
= r, PPy T,
1
Or, on a
o0 o0 o0
SR SIVARR i n 1 I N 1 1
=2 (Grn) =)y X i)
n + y "+l i 1 n+1 n+l 1 1
n dx
=—24 [T

r r
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De méme, .
R i’ "
r,=nr— n(x) dx,
0
1
d’ou

1ogM(r)<j"fl—(;i)dx+r/r'°°ﬁf,—)dx—%jrn(m)dm,

et, par suite,

(13)  log M(r):jr%w)dm-n(r)r[w Man,  o<iN<1.
Nous désignerons par p,(r) le premier des deux termes du second membre de
Iégalité (13), la fonction p,(r) est toute semblable & la fonction p(r) considérée pré-
cédemment. Nous allons chercher une limile supéricure du deuxiéme terme de
Iégalité (13).
Marquons dans le systéme de coordonnées ox,oy les points A, de coordon-

nées x,=logr,, y,=logn, et tracons les segments o\, et les paralleles & ox

. . . logn
menées par les points A, & droite de ces points (sens de >>0). Comme — =Ju

gr, X

n

. I . . . Lo .
tend vers zéro avec —, il existe une ligne polygonale limitant les points du plan,
. n

d’abcisse positive, qui sont situés au-dessus de toutes les demi-droites et de tous les
segments menés par les points A,. Cette ligne a pour sommets une infinité de
points A, et elle est formée de portions de segments o\, et de segments paralléles
aox. Si y=7Y(x) est I'équation de celte ligne, on a

(I[;) n(m) é eY (log x) )

I'égalité ayant lieu dans une infinilé d’intervalles ayant pour origines une infinité de
points r,, jappellerai les valeurs correspondantes de n indices principaux, et la
Y(log x)

log x
les fonctions les plus simples sont celles pour lesquelles tous les nombres n sont
indices principaux (n>>n), les fonctions correspondanles sont celles que M. Little-
wood appelle functions of standart lype.

Soit N, Ie ™ indice principal. Au point Ax, associons un point B, de ox, d’abs-
cisse positive, et tel que la droite B,Ay, ait un coefficient angulaire inférieur ou égal
& 1—u9, x>>o0. Marquons les demi-droiles Dy, paralleles & ox et de méme sens,
ayant pour origine les points Ax, ct les segments Ay, B,. Cerlains points A, peu-

fonction g(x) = exposant simple de la suile des zéros (). 1l est évident que

(f) Cest cette fonction p(x) que j'appelais exposant minimum dans mon Mémoire des Mathe-
matische Annalen, t. LXX, p- 474.
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vent alors se trouver au-dessus de ces segments et demi-droites. Soit A,y I'un d’eux,
avec @y <& <Xy ; DOUS MArquons la demi-drcite D,/ passant par A, paralléle
d ox et de méme sens, et la paralltle, menée par Ay, au segment B Ay jusqu'au
point ol elle coupe ox. La ligne polygonale limitant la portion du plan (£ >>o0) dont
les points sont au-dessus de lous ces segments ct demi-droites, aura pour sommets
convexes vers le haut les points Ay, et certains A, La fonction Z(x) définie par cette

ligne sera inféricure ou égale & Y(x) pour toute valeur de x, et 'on aura encore
(14) n(x) < et (g o,

I'égalité ayant lieu pour une infinité d’intervalles correspondant & des valeurs de n
que j’appellerai encore indices principaux. La fonction

__ Z(log x)
p(@) = log x

sera un exposant rectiligne, I'exposant simple est le plus grand d’entre eux.
D’une fagon générale, soit Z(x) une fonction croissante, dérivable sauf peut-étre
aux points x, et en des points intermédiaires en nombre fini, ot elle a une dérivée

4 gauche et & droite; nous supposons que la courbe y =7(x) passe par une infinité
de points A, et laisse les autres au-dessous, et que l'on a :

Z(x+o)<<1—a, a>>o0.

Dans ces conditions, on dira que la fonction p(x) =

1
_Z_Log_a:) est un exposant. 11
log «

est clair qu’il existe toujours un exposant rectiligne inférieur ou égal pour toute

valeur de o & un exposant donné, de sorte que tout exposant vérifie U'inégalité (14").
En particulier, il existe des exposants non croissants; pour ces exposants, Z'(x) tend

14 I ’ M M Al
vers zéro avec = I'exposant simple est le plus petit d'entre eux.

[9] Ceci posé, pour un exposant non croissant ¢(x), nous avons

n(x') < a'e’s < gfel), x>,

=] d. ) ro(r)—1
f n(@) = < f we—2dp =
r X » 1—¢(r)

et, par suite, 'égalité (13) donne :

(15) log M(r) = u,(r) + A(r)r, o <h(r) <t + ().
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Prenons maintenant un exposant recliligne, on a, si x est supérieur & r compris
entre ry et "N

Z(logx)<<Z(Qogr)+ (logx —logr) X (1 —a, ).

1 —a,,, étant le coeflicient angulaire du segment Ax,, B

e S S

il dx 0 dx I
n(x) — el (loga) eZ (log 1) .
f ( )w_<[ =< o

On aura donc, si g(x) est un exposant rectiligne correspondant a un nombre a,
légalité

par suite,

(15" log M(r) = p,(r) + h(r) Ei—rz, o<l h(r)<r.

Cette dgalité est encore valable pour un exposant quelconque dont la dérivée Z'
reste inférieure & 1 —a.

Quelle est la valeur de ces égalités” Supposons d’abord que

reste fini, on
n

aura dés lors, pour un exposant rectiligne quelconque x#(®)<Zk log x, k étant fini, ce
qui donne l'égalité

(12) log M(r) ~ u.,(r).
. . 1 . . -
Cette égalité (12) montlre d’ailleurs que M resle fini, et réciproquement

(log r)*
. log M(r) L - R .
si W est borné, I'application de I'inégalité de M. Jensen qui donne

log M(r)
n< logr—1logr,’ >

n . , . .
montre que Toa - reste fini; on a donc le résultat suivant : pour toutes les fonctions
(=}

n

pour lesquelles l'une des conditions équivalenles

(16) lim —— — &, lim M:h’;
n=w log r, r= (logr)?

(h ot k' finis) est rdalisée, on a :

(12) log M(r) ~fr %zdx.
0
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Les conditions (16) sont caractéristiques en ce sens que, lorsqu’clles ne sont pas
vérifiées, I'égalilé (12) ne peut avoir lieu que sous certaines conditions de régularité.

En effet, supposons les zéros alignés (¢, =o0), on a

(e o)
"

! r
M(r) >—— 11 (1 +T>'

2 Itn+l

imaginons que, pour une infinité de valeurs n' de n, ry/ 44 soit un zéro d’ordre

ER| dx oys
R f,
o [ n{x) - o positi

on aura pour r==ry/4i:

log M(r) > (1 + log 2 X =) ‘/o'r n(x)d__;c,

R TSI . n , . . s
I'égalité (12) n’a pas lieu. De plus, oz ™ esl pas borné, mais peut rester inférieur
ogr,

a g(r,), ¢(x) étant une fonction croissant aussi lentement que I'on veut.

[40] Pour les fonctions croissant plus vite que celles satisfaisant & la condi-
tion (16), nous montrerons que, dans une infinité d'intervalles aussi éloignés que lUon
veut, on a :

(12 tog () =1 + 2] "L

3 y e r . I
Considérons en effet un exposant dont la dérivée Z'(x) tend vers zéro avec —,
x

soit N, le i indice principal; on a

kr.
f N, n(®) dx>n(ry)logk,
0

x
el B e/
(I'N‘]t) N < n(er)k s

’

¢' étant la borne supérieure de Z'(x) pour x>>ry; en prenant alors loglc:—p%
! €

’

w étant fini, on aura

log M(r) = [1 + u(r) R%—):I /0 " .”_ii) dz, o<<AMP<1,

®

r— rN‘e?',
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ce qui démontre notre proposition. Il résulte encore de ce calcul que, lorsque Z'(x)

tend vers zéro, nous avons :

re(r) Z (log
lim — e = (@) = §oggac ),
r=o0 dx
0 X
. T gel@) . o
ot, pour toute valeur de r, le quotient re¢) : Tdac est, ou bien décroissant, ou
’ 0

bien inférieur 4 Z' (log r), on a donc

- r el@)
re() : f ————dac] =o0,
0o X

lim

=00

et, par suite, si ¢(x) est un exposant dont la dérivée Z'(x) tend vers zéro, on a
r oel(x) log »
(p MO D ) [ TR =) e,

inégalité qui se change en égalité (avec 4(r) au lieu de <(r)) lorsque, pour n>n,,
ona:
n> (1 —g,)ellogr),

On voit également que, s’il existe un exposant pour lequel Z'(x) tend vers zéro,
et tel que pour n>n,. 'expression

log Z (log r

n

)—1logn
reste bornée, on a I'égalité (12).

[44] Nous allons montrer qu’il exisle une infinité de valeurs de r donnant & n(x)
des valeurs croissantes el pour lesquelles

n(r)= (1 + «(r)Te(r) .

En effet, soit o(xx) un exposant dont la dérivée Z' tend vers zéro, l'inégalité (17)
donne d’abord

D gy crog My <1+ st og . e,
d’ott I'on tire facilement
V() < (awet@)*;

la comparaison des égalités (2) et (15) donne alors :

./O‘z. o’%@dm:v[" n(-%‘) dr + hi(l‘)f‘?("), lh:(r)

X

< h(r).
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Soit N, le i indice principal, ¢', la borne supérieure de Z'(x) pour £ >ry , ¢',un
nombre tendant vers s¢ro et qui sera déterminé plus loin, dans I'intervalle

n(x) restera compris entre N, et N,e":. Soient alors trois nombres de cet intervalle
r,,r.,r,, tels que

4 ’
1‘3—:1‘3_—_6\/":,

!
r2 r1

ce qui exige que ¢',> 2\/5"; écrivons 'égalité précédente pour r; et r, et retran-
chons, il vient

S D g = og ri—1og rIND + ROV e, B < A
d’on
T(r; — 0)>N,(1 — h() V¢, e");
on aura de méme, avec r, et r, :
To(r + 0) < N,(1 + k(i) V<, e"):

donc, dans tout 'intervalle -

1 7, 1
— _,— ——
ry,e Ve, ry.e “he VY,
on aura :
To(x) —
— 1| =h(x)\/¢€ e".
e @)Ve,

La propriété énoncée est donc établie. On voit de plus que, dans le numéro pré-
’

£
d . n R <, ’ .
cédent, on peut prendre v =2¢", en supposant que s tende vers zéro, ce qui est
)

réalisable en prenant ¢",=h\/¢',, h>>1; il existe donc une infinité de valeurs de r
pour lesquelles n(r) croit, et donnant simultanément les égalités

log M(r) ~ [ ' ﬁ(g) dx, n(r) ~ Yo(r).

En particulier, si n(x) ~ eZ(ogx), ces égalités ont lieu quel que soit r.
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II. — Erupe pE |f(2)| DANS CERTAINES REGIONS.

[12] Nous allons définir, en excluant le voisinage des zéros, un domaine Dg dans

lequel nous calculerons une valeur approchée de log |f(2)]. f(z) étant d’ordre nul.
- , 1
Nous désignerons par (x) un nombre posilif tendant vers zéro avec = et dont la

valeur sera précis¢e plus loin, c’est au moyen de ce nombre que nous définirons Dy.
Nous allons déterminer la porlion du domaine D, comprise entre les cercles de
rayons R et R[1 + §(R)]: posons

R,—=R{1—6R)].  R,=R[1+ 2B(R)],

et soit np le nombre des zéros compris entre les cercles derayons R, et R,. Si ny=o,
nous conservons toute la couronne. Supposons ny =0, nous tracerons les cercles
ayant pour rayons

i . ng
_ i=1,2,..., E{—<]—1;

. 2 B (5) =1
E

B(R)

R, + [R,—R,]

et nous marquons certaines des couronnes formées de la fagon suivanle (procédé de
M. Boutroux)(?) : si une couronne contient ¢ 7éros, elle est marquée ainsi que les ¢
précédentes et les ¢ suivanles; si ces 2¢ 4 1 couronnes contiennent ¢ 4 ¢, zéros, nous
marquons encore les ¢, couronnes précédentes et suivantes, ete. Le nombre des cou-

. . . 1.,/ 1
ronnes marquées est au plus 3ng, il y a donc au moins [3 E <W> — 3] ng cou-
ronnes qui ne sont pas marqués entre R et R[1 + 4(R)].
D’autre part, sur le cercle de rayon R (R est supposé trés grand), nous placons

les somimets d’un polygone 1égulier tel que chaque c6té soit le plus proche possible

1
de (R,—R,)) —————, et nous tracons les rayons passant par les sommets et com-

E (5)

pris entre les ceicles R, et R, nous formons des trapézes curvilignes que j'appellerai

simplement trapézes. Nous marquons certains de ces trapézes par le procédé employé
pour les couronnes, il restera au moins

[E (532("—[{)) E (é{}?)) — 3] -

trapézes non marqués.

(*) P. Boutnoux, Thése, p. 103.
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Ceci fait, nous excluons les parties de la couronne R, R[1 + $(I})] quisont & la
fois dans un trapéze et une couronne marqués. Le domaine restant est d'un seul
tenant et comprend des couronnes, le rapport de son aire a I'aire totale est

9 s
=LAy,

h étant inférieur & 1 4+ <. De plus, si 'on pose R'=R[1 + B8(R)] et qu’on effectue
les mémes opérations dans la couronne R', R'[t 4+ B(R')), on obtient un nouveau
domaine d’un seul tenant formant avec le précédent un domaine d’un seul tenant.
Donc, en effectuant ces opérations & partir d'un nombre R, de proche en proche, et

I . S
en supposant par exemple () > —, nous obtiendrons un domaine d'un seul tenant
x

s’étendant jusqu’a linfini, les régions exclues comprennent ou non des zéros, leurs
dimensions sont A(r)r[8(r)), r étant le module de I'un de leurs points. Jappellerai
D's ce domaine. et D; le domaine obtenu en adjoignant & D'; celles des régions
exclues qui ne contiennent pas de zéros.

[13] Supposons d’abord que z soit dans-D’; ou sur son contour, et que, par
exemple,

R<r<Rlc+ 8(R)).

R étant 'un des nombres qui servent & la construction de D’;. Soient encore R, et R,
les nombres adjoints & R et

T é R! é Ty s Iy < R4 é Ton' 44

nous avons (| flo)] =1):

=11 (=) 11 (-5 11

z
I-———a‘-l'—:P‘XP,XP,.

m41 m'+4+1
On a
m! m!
TL(E )= ot T (-2
= —_— _——————— [ — —
1 > v
1 rl 1 2" 'm r '
1 1
et comme
ri 0 . 1
—r—<1——§.(P\), i<m,
on obtient :
1
rm — m! log —
PP>———c¢ B(R) ,
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De méme pour P, en écrivant 8 pour &(R),

r 148 .
—_ <l —_—, m,
r, 14 2 >

—h —h—
x——”—><x+—’—> >¢ "7, h<%+3.

On aura ainsi

I
lOgP’>—'h’ Z ";":9
m+1

soit alors ¢(x) un exposant pour lequel Z'(x) reste inférieur & 1—a, on a

o o0
I N 1 retr n(r)
o< Y —<——==,
r, r, ar r
m+4

)+

et, par conséquent,

el 2
lOgP,>——h T—n(r)], h<m+3.

Enfin, en posant n(r)=n, il vient

m
n m Il |z—a,
= |z—a,| |z —a, re—m m' 41 '
P> =X ” ETA || ol R e
m'+1ct by r r, Py eee Ty b

m/++1 n41

si le point z se trouve dans une couronne non marquée, on a

g .
e—a) >R G, iz
nr
£ (%)
8
38R
lz—a| > ———(+1—1i), i< n;

Ny
B
St = est dans une couronne marquée, il se trouve dans un trapéze non marqué, én

ordonnant alors les zéros situés entre R, et R, suivant la distance du trapéze ou ils
S¢ trouvent au trapéze contenant z, on aura des inégalités analogues, mais ou le
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dénominateur sera mulliplié par 1 + ¢ rapport de I'arc de mesure 94* & la corde qui
le soutend, < est donc égal & 2(R)[8(R)]°. On aura donc

. ooy L
—al= [(I?jf l;n ] [I * (%):l >R'e " L= g#(“)“(m],
R

rn—m'

P~ e—nR [2]ug ® R)]
3

Comme nous avons

np < m< r? ( E’)a < rein [1 4 2B (R)]*,

les inégalités obtenues pour P, P,, P, nous donnent

a+e(R)

log |/(2)] > 1,(r) — 2557 e

donc, d’aprés 1'égalité (15'), on a dans tout le domaine D's :

2+_

(8) log | f(2)] = p,(r) + W) e s

— <z )<—

Pour obtenir une égalité analogue dans Dy, il suffit de remarquer que sur le con-
tour d'un trapéze appartenant & D, sans appartenir & D'y, on a I'égalité (18'), et que,
sur ce contour, u,(r) varie au plus de A(r).m.8(R) et re® de rh(r)s(R), on aura
donc, d’aprés les propriétés des fonctions harmoniques, I'égalité

2+ (R

(18)  log [f(2)] = w,(r) + W) e R

< (Z)< + h(r)8(R),
valable dans tout le domaine D;.
[14] Avant d’indiquer les applications de I'égalité (18), je signalerai quelques cas

ol le calcul se précise. La considération des exposants rectilignes fait apparaitre
comme particuli¢rement simple le cas ot 'on a, pour n>n

log(n + 1) —logn
log r

<I—1 ‘1>0‘
—log 1 = N ’
n+ 4 08 n

ou, ce qui revient au méme,

nflogr,,,—logr,] > 1 +k, k>o.
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Nous prendrons la condition sous la premiére forme qui est plus commode et
nous supposerons I'inégalité vérifide & partir de n=1, ce qui est légilime & condi-
tion de multiplier, s'il y a lieu, la fonction enticre par une fraction rationnelle ten-
dant vers un lorsque z croit indéfiniment. Nous appellerons a, Ie plus grand nombre
qui est tel que la droite de coeflicient angulaire 1 — «, menée par le point A, (défini
au n° 8), laisse les points A, d’indice ( supérieur & n au-dessous ou sur elle, ceux
d’indice i inférieur & n au-dessous. On aura

: I e e q ——UP _ﬂ p(l__ap) I
247—34 n(z) s 4w ,J<Jf1w ==
P+

97 T
Tp r, q+aﬂ ir,

ct de méme :

r—i
DR
g+ 1—uq,
Par suite,
n—l 1 "‘:‘r o A=
- 13
r

n—I1 n—1 q”_;‘°° 1 '.=>’l_’ .
a, r‘ - -‘1 qr?d . 1 "
_— — q= i= .
H I 2 > ] I I - >e H
1 1

or, d’apres ce qui précéde.

1=n—1 ©

g=c0
I =
Z [q,q Z ]<n(1 ")> E(qT‘_—)<Fll(l—a");

1=

de sorle que I'on a :

©
f—ay, .
I l z hg(n4-1) — 21 =
I—— | =¢ S+, —_6_<h’<l;
ni2 '

d’ou T'on tirera :

log | /()] = p,(r) + k(n + 1) (1 — y,) ~ T, log

Y"

—s<k<r, <.

ll—

’

(=) (-3)

n é. a‘n+4 ’ n= n(l') *
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On pourrait tirer de cette égalité diverses conséquences, nous chercherons seule-
ment & déterminer un domaine aussi vaste que possible ott | f(z)| croisse indéfiniment
avec r. Entourons chaque zéro a, d'un cercle C, de rayon r,~%, K ¢lant un nombre
positif fixe, ces cercles sont, a partir d'un certain nqice, exterieurs les uns aux

autres. A leur exléricur, on a :

¢ 1—9£l<z, n=n(r);

z

1—:
ri+t <l]——

an-+ 1

donc

log |f2)] = [1 + e(r, @) (r) + k(n + r>'—:—""-

"

On a de plus linégalité

P
w= [ n@=>n

’

1—Y,

de sorte que, si I'on désigne par o la racine de I'équation

2
T

LI S +1=0,

6 3

qui est comprise entre o et 1 (on a w=0.46...), pour toutes les fonctions dont les
zéros vérifient la condition

n ;log r,.,—logr,t2>

1
-, 0, <o, n>n,

wl

il existe un nombre R, lel que, dans le domaine extérieur aux cercles G, et au cercle
de rayon R, le rapport

log |/(2)]

w,(r)

resle compris entre deux: nombres posilifs fixes. Ce résultat s'applique méme & des
fonctions d’ordre fini dont l'ordre est inférieur & o. Il résulte de 13 que I'intégrale

[10g [1 —f—fz-j]dz

prise le long d’un contour I" extérieur aux cercles C, eta un cercle |z| =R, est nulle.
Par suite, si l'on désigne par a,(x) le n*™® zéro de la fonction f(z)— x, (a,(0)=a,),
on aura, quel que soit x, pourvu que |x| <A :

|an(x) - anl < —]"—' n > n’o(A) *

|a,[¥
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11 résulte de 1a que les diverses déterminations de la fonction inverse 3(x) de f(z)
sont également continues et le sont uniformément pour [x|<TA. On verra de
méme que le n™ s¢ro de f(2) 4+ g(2), ol g(z) est un polynébme ou méme une fonc-
tion entitre croissant assesz Ienlement, se trouve pour n>>n(g) dans le cercle G, .

. I , . . .
Fnfin, si I'on considére la fonction f(z) + ¢ (—Z—> g(u) étant une fonction entiére, si

I r .
I'on met cette fonction sous la forme f,(z)g, <;>, f, et g, étanl des fonctions en-

tieres, lc nme zéro de f,(z) sera encore & partir d’une certaine valeur de n & U'intérieur
du cercle C,. Réciproquement, si ce sont les zéros de f,(z) qui salisfont & la condition
indiquée ci-dessus, ceux de f(z) seront dans les cercles G, correspondants.

Par exemple, si 'on considére la fonction

n=—oo

@)= Y ¢"2" lgl <13

n=0

on a, comme il est bien connu et d’ailleurs bien visible :

1\
ase) =3@—1.  SEO=4@+3(% )=,

S,(z) = zqS,(zq%), S(2)=A 1—[ (1 + 2™ X H <1+ qz >;
n=0 n=1

et, par suite, le n*™ zéro de ¢(z) a pour valeur approchée, & partir d’une certaine
valeur de n :

I

zn+41
— ()" e pl<s, K>o

[45] Voici d’autres conditions, moins restrictives au point de vue de la régula-

rité et qui donnent un résullat sensiblement équivalent. Soit n,, le nombre des
7eros compris enlre les cercles de rayons T et k'r, on aura a I'extérieur d'un cercle
de rayon R et & I'extérieur des cercles C, de rayons r,~* el centres a,, 1'égalité :

L e
log lf(z>[ =p,(r) + /\T +vn, logr,

k I
—_— alogk—:—}-k,—i—l <;\<I, —‘(K+I+E)<V<O(l)'

. (1? 9(7:) est un exposant, pour lequel Z'(r)<C 1 — «; l'égalité s’obtient par un calcul
Immédiat.
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Par suite, si I'on a simultanément,

. k' k re(r) nelogr 14 h
=03 < ’ ’
o [a\k'—o e e CETES S
le quotient
log [f(2)|
p‘i (r)

restera, dans le domaine considéré, entre deux limites positives fixes. Les cercles C,
peuvent se couper. mais les régions d’exclusion forni¢es par I'ensemble de plusieurs
de ces cercles ont des dimensions de 'ordre de r,—K+¢; de sorle que : & chaque zéro a,
de f(z) correspond un zéro de f(z) + P(z), P(z) étant un polyndine quelconque, et la
distance de ces deux zéros lend vers zéro comme r,~K+: Cette correspondance s’ob-
tient par conlinuité. En d’autres termes, si 'on fait varier contintiment les p pre-
miers coeflicients d'une fonction f{z) satisfaisant aux conditions précédentes, de telle
facon que ces cocflicients restent en module inféricurs & un nombre \, les zéros de
modules supéricurs a R, (\) décrivenl des contours qui restent a Uintérieur des
cercles C', de centres «, el rayons r,—i. Si ces p coefficienls sont des fonclions con-
tinues d’une variable @, les déterminations z(x) de la fonctlion définie par fiz)=o

sont des fonclions ¢galement continues de x.

[16] Revenons a I'égalité (18). Pour les fonctions satisfaisant & la condition (16),

on a en prenant par exemple pour ¢(a) 'exposant simple
e =¢ (r)yv,(r);

nous construirons le domaine Dy en prenant I(ﬁ(ac):\/si(ac), et nous aurons dans
tout ce domaine Dy :

log [ /()] = [t + 7(2)] w(r).
On a, par suite, les résultats suivants :
1° Dans tout le domaine D, ot f(x) est convenablement choisi, on a :
log [ /()] = [1 4 (2)] log M(r) = [1 + n(2)]p, ().

2° Le rapport des modules des n*™* zéros des fonctions f(z) et f(z) + P(z) ou P(2)
est un polyndme, tend uniformément vers un lorsque n croit indéfiniment. tant que les
¢aefficients de P(z) reslent en module inférieurs a un nombre A.

3° On peul élablir enlre les zéros des deux fonclions précédentes une correspon-
dance biunivoque telle que la distance de deux zéros correspondants soit inférieure
o (8(r)) r,h(r,), r, dlant lun d eu.
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Ces deux derniers résultats subsistent en prenant au lieu de P(z) unc fonction
entiére pour laquelle la fonction n(x) ou () soit & 1a fonction n(x) correspondant &

/(z) dans un rapport tendant vers zéro avec . En particulier, si I'on considére la

fonction inverse de f(z) définie par I'égalité
fe)==w,
on voit qu’a un nombre ¢ on peut faire correspondre ¢', tel que les conditions

|z} <A, o' — x| <’
entrainent
z,(x) —z,(x)] <e, 2 @) < 1,
|z,() — z,(x")| < :e|z,(x)], lz,@)| >1,

z () étant 'une quelconque des déterminations de z(X) obtenues a partir de z,(x)
lorsque X varie continiment de x & ' en vérifiant la condition |X —x|<<e'.
Yexprimerai ce fait en disant que les déterminations z, ont la méme continui.é relative,
cette méme continuité relative a lieu uniformément pour |x|<<A.

[47] Pour une fonction ne vérifiant pas la condition (16), il pourra encore arriver
dans des cas trés généraux que l'on ait

(r)
(19) lim =

—=0;
r=o0 p‘l(r)

c’est ce qui a lieu si I'on a :

n=h,ellogry, h,>k>o, lim Z'(x)=o.

Xr=o0

Dans ces conditions, tous les résultats du numéro 16 sont encore valables. La
condition (19) est une condition de régularité qui peut n’élre pas vérifiée dés que la
condition (16) ne I'est pas. Dans I'hypothése ou la condilion (19) n’est pas vérifide,
I'égalité (18) nous donnera un théoréme de M. Littlewood. Prenons pour ¢(x) un

exposant dont la dérivée Z'(x) tend vers z¢éro et en nous reporlant aux notations des
numéros 10, 11, posons

7 !
13 3
.(‘»(w)——\/——— \/—‘, ry Sx<lrg .
w - e 14

w étant un nombre positif fixe, alors dans toute la partie du domaine D, comprise
entre les cercles de rayons
r(Ve)™ ra
‘ I'N‘ e et ere Ei,
I'égalité (18) donnera

log | f(2)| =1 + wW2)]p,(r) = [1 + n(2)] log M(r).
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Ainsi, pour les fonctions ne salisfaisant pas & la condilion (19), il existe au moins
une infinité de couronnes dont les rayons moyens croissent indéfiniment et dans les-
quelles on a U'égalité

log | /()] = [x + (2)] log M(r) (*).

Nous'verrons plus loin comment on peut donner & cette proposition une forme
) f s . . , s or o 1

analogue 4 celle du théoréme de M. Wiman pour les fonctions d’ordre inférieur & —.
a

Actuellement, nous indiquerons une forme plus précise du théoréme pour les fonc-
tions vérifiant la condition (16). Tout d’abord, si la fonction satisfail & l'une des con-
ditions équivalentes :

I
log —l
lim li)§~—1\£(~’:—)=0, lim ——,C—”——zoo, lim =o0;
Pr=—oc0 (].Og r) n=—oo n n=—oo lOg l‘n
on aura, pour une infinité de valeurs de n,
m/n—n > km’n ’

quelque grand que soit le nombre /; par suite, d’aprés la proposition de M. Hada-
mard signalée au numéro 7, on aura sur une infinité de cercles de rayons indéfiniment
croissants :

log |/(2)] = w.(r) + (2) = log M(r) 4 4 (2) = p,(r) + n(2),

la derniére partie de ces égalités ayant lieu d’aprés le théoréme de M. Jensen (?). La
condition imposée & la fonction est caractéristique au méme point de vue que la con-
dition (16). Nous montrerons maintenant que, si le nombre

log | —
—— log M(r Ii ° _
lim M , ou l__—m ——;‘— , ou lim
r=c0 (lOg ") n=co n n=—co log rn

est fini, on aura sur une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants :

log | f(2)] = log M(r) + h(z) = w.(r) + h(2),

h(z) et h(z) restant finis.

(!) J.-E. Litrewoop, On the asymptotic approximation to integral functions of zero
order (Proceedings of the London Mathematical Society, Ser. 2, vol. 5, p. 361 et suivantes).

(2) Cette forme plus précise du théoréme de M. Littlewood est démontrée directement, mais
sous des conditions plus restrictives, par M. Marrson, Rendiconti di Palermo, t. XXXIIL, 1912,
et par moi, Nouvelles Annales de Mathématiques, 1913.
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11 suffit de démontrer la premicre partie de I'égalité en supposant les zéros alignés,
par exemple pour ¢,==; et tout revient & montrer que, pour une infinité de
valeurs illimitées de r, on a :

f(=r)>f(r) W) :

Nous allons montrer, en appliquant le théoréme général de MM. Lindelof et
Phragmeén (1), que 'égalité contraire

S(=r) < kfr), r>r,,

conduit, en prenant k assez petit, & une conclusion absurde.

Soit
o0
5
f&= Y c,2",
0
I
lim 16z,
les ¢, sont positifs ou nuls et 'on a : ————"=n~h,, h, étant positif et fini, on
n=—oo n

verra plus loin qu'on peut alors trouver une fonction ¢(x) croissante et telle que
I'on ait :
$(@ + 1) + g — 1) — 29 () = 2h,(x + ),
Cn é e—;(n) ’ n > no;

I'égalité remplacant I'inégalité pour une infinité de valeurs de n. Considérons la
fonction

10=10.0"  0@=[] 1+
1 e 2

d’apres la propriété de la fonction ¢(x), le rapport de deux zéros consécutifs de g,(z)

a pour limite e”:, on voit dés lors facilement que lorsque la partie réelle de z est
positive ou nulle,

o

GEO=hn—m,  n=nr), L <h)<KA.
e?
Posons
G(z):g(\/;)' Z = reie, —r <9< 7;

(") Sur une extension d’un principe de I’Analyse (Acta Mathematica, t. XXXI, 1907).
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G(2) est monogeéne dans I'angle — 7 <¢ <=, etl'ona

l

CEI=h0) = E<hr)I<A,

n)
n étant déterminé par les inégalités
exm—e(n—1) < pr <L es(n+1)—g(n)

qui sont celles déterminant le terme maximum de la série
o0
2w s
es(

on aura donc :

SO <Y Zm=hO6). OB, >
0

et pour une infinité de valeurs de r :
I
) > 560
Nous allons montrer qu'on ne peut avoir

f(—r) < CG(r), r>r,. (C<B),

G étant convenablement choisi, ce qui établira notre proposition. Considérons la
fonction

G >[\/<B= c) +c]

le radical ayant sa valeur arithmétique pour o=o, cette fonction est monogéne
dans le domaine

’

—TS9X T, r

Y

r;
et sur toute la fronti¢re du domaine située a distance finie, on a
[F(2)| <, tandis que F(reis) = h(r),

donc, d’apres le théoréme de Phragmeén-Lindelof, cette inégalité aura lieu dans tout
le domaine. Dés lors, nous aurons

Sr) < GG + <(n)],

ce qui conduit & une absurdité si I'on a pris C<§. Notre proposition est donc
établie.
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[18] La condition (19) a été imposée par notre méthode de calcul, il importe
donc de montrer qu’il existe effectivement des fonctions pour lesquelles les conclu-
sions du numéro 16 ne sont pas valables. Nous montrerons sur un exemple, qu’il
exisle des fonclions f(z) pour lesquelles | f(z)| reste fini dans des aires couvrant une
portion finie du plan [z| <R, (pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes
de R,) et pour lesquelles le rapport des modules des zéros n*™* de deux fonctions
f(z) 4+ a peul ne pas tendre vers un.

Soit la fonction
oo

z \(#p)* p
F(z):H(t——e—uJ , u,=2a";

1

prenons :
, T
z = etnheit, o<6<-2—, e—unll—) <Th < 3, a<lI.
Nous aurons

F(Z) — (I _ heio)“n+2 eu%(l-{-:,) (h ei&)u""‘i(l_*"i) et £) ,

¢, ¢t ¢, ne dépendant que de n. Marquons sur ox les zéros de F(2), (A,, e*»); d’aprés
le théoréme de M. Littlewood, entre A et A, passe un cercle C, dont le centre est
Lorigine et sur lequel | f(z)] est de Pordre de M(r); les fonctions F(z) + a, (Ja] <<B)
ont toutes le méme nombre de zéros entre C, et C, (p> P(B)). D’autre part, la

valeur de F(z) montre qu’a I'intérieur du cercle I') de centre A ct rayon
Y4
R = etpe—2 > 7%
14

|F(z)| est égal &

e_up3+n(l)

les zéros de F(z) +a sont extérieurs & ces cercles I, pour p>>P(B). On verrait de
méme qu’ils sont intérieurs aux cercles [V, de centres A et rayons

5P
R = etpe—2" H4),
»

Dés lors, si I'on désigne par r(n, ) le module du n*me zéro de F(z) + a, on voit,
en prenant a réel et positif, que pour certains n, on a

1—e

r(n,o) "o

r(n.a)” ’
et pour d’autres :

r(n,o) 14z

r(n,a) 2
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Les diverses affirmations de I'énoncé sont bien vérifiées par la fonction F(z), et,
de plus, ona:

on verrait d’ailleurs en poussant plus loin les calculs que, pour a et b non nuls,

r(n,a)

lim =1,

n=w (N, b)
la différence des arguments tendant d’ailleurs vers zéro. La valeur a=o constitue
donc pour les fonctions f(2) 4+ a une valeur exceptionnelle : pour les valeurs de x
dont le module est compris entre deux nombres positifs, les déterminations de la
fonction z(x) définie par I'égalité f(z)==x ont uniformément la méme continuité
relative, mais cela n’a pas lieu lorsque x tend vers zéro.

Le fait que les zéros de F(z) sont des zéros mulliples dont I'ordre de multiplicité
croit indéfiniment n’intervient qu’indirectement, on peut remplacer les zéros e"» par
(u,)* zéros simples situés dans un cercle de centre A et rayon fini sans changer les
résultats. Mais dans ce cas encore, si o/, désigne le n*™® zéro de I7(c), la suile des
nombres F(«’,) admet pour point limite zéro, et x tournant autour de l'origine, on
peut échanger une détermination = (x) de module suflisamment grand, avec d’aulres,
telles que |z,(x) — z,(x)| soit de ordre de |z,(«)|: et le nombre des déterminations
qui s’échangent croit indéfiniment avec le module de z(x). On pourrait convenir de
dire que x, est valeur exceplionnelle si les déterminations de la fonction (x) définie
par I'égalité f(z)—ax=o0 n’ont pas la méme conlinuilé relalive pour x=uwx, et
que x, est valeur ordinuire dans le cas contraire. Mais il importerait de voir si, en
général une valeur ., est ordinaire, et la question que I'on semble devoir se poser est
la suivante : peul-on assurer que, lout point x, qui n'eslt puas poinl limile de poinls cri-
tigues algébriques, est un poinl ordinaire? 11 est d’ailleurs clair qu'un point limite de
points critiques algébriques peut élre point ordinaire, c’est ce qui a licu lorsque la
condition (19) est vérifiée. A défaut de la solution de la question précédente, jindi-
querai quelques fails.

Si x, est valeur exceplionnelle, il exisle une infinité de régions fermées T, entou-
rant certains des séros de f(z) =x,, I'anc au moins des dimensions de I', étant de
I'ordre de sa distance a 'ovigine (le quotient de la dimension par la dislance étant
fini), dans lesquelles f(z) tend vers x,, et dans chaquc région I', sc trouve une

I
]
tionnelles est ainsi liée & I'étude des régions ol f(z) tend vers certaines limites. lLa
fagon dont f{(z) tend vers sa limite ne semble pas intervenir; F(z) étant toujours la
fonction considérée ci-dessus, la fonclion

région v, dans laquelle | f/(z)| est au plus de I'ordre de —. L’étude des valeurs excep-

G(Z) fd 11——-——W(z)z_ !
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P I
tend encore vers zéro dans les cercles I',, mais a la facon de 7 el x=o est encore

un point exceptionnel. Pour celte fonction G(z), les propositions 2 et 3 du numéro 16
sont valables, il semble bien cependant que la définition des valeurs exceptionnelles
doit étre celle que j'ai indiquée (1).

On pourrait ¢videmment se poser les mémes questions relativement & I'égale con-
tinuité, mais les choses se compliqueraient encore. L’exemple de la fonction

Feo=]] <1——f;>2f
e

1

qui satisfait aux conditions (16), montre qu'un point (z=o0) peut étre tel que la
continuité relative soit la méme, sans qu’il y ait égale continuité. La considération de
cette méme fonction montre également que I'on peut avoir I'égalité (12) sans que le

n(r)
; 2
rapport ) tende vers un (?).
1II. — LES FONCTIONS A CORRESPONDANCE D'ORDRE ZERO PARFAITEMENT REGULIERE.

[19] L’égalité (5) d'une part, I'égalité (15), qui dans un grand nombre de cas est
remplacée par (12), d’autre part, permettent de rechercher d’une facon naturelle les
fonctions pour lesquelles log M(r) s’exprime simplement en fonction de n(r) ou 91(r).
Afin d’introduire le moins de classes que possible, nous chercherons & exprimer
log M(r) en fonction de r et n(r) ou ret 91(r). Nous chercherons tout d’abord des

fonctions ¢(x, y) auxquelles on puisse faire correspondre des fonctions f(z) donnant
lieu & I'égalité

(20) log M(r) ~ g(n(r), r) ~ 3(T6(r), ).

En égalant les membres extrémes, on sera ramené & 1'équation asymptotique
(207) p(r) ~ 9(T6(r), 1);
mais en égalant les premier et second membres, on obtient seulement

(20"7) p‘i(r) + )\%r—) ~ cp(n(r). r);

: . . . sing . .. .
(Y) Ce fait est a rapprocher du suivant : la fonction d’ordre 1, 17 satisfait aux proposi-

tions du numéro 16 (20 et 30), bien que x=o soit point essentiel de la fonction inverse.
2) Pai fair 14 .
(}) Jai fait étude de cette fonction ¥,(2) dans les Nouavelles Annales, t. XI, 1g11.
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¢(x) étant un exposant. Nous allons montrer que si ¢(x, y) satisfait & certaines con-
ditions, I'égalité (20") peut s’écrire :

(20") w(r) ~ ¢(n(r),r).

Nous nous appuierons sur la proposition suivante : Lorsque ¢(x,y) satisfait aux
conditions (A), Uégalité

(21) log M(r) = h(r)g(n(r), r), o< D<h(r)<E;
entraine U'égalité

(12) log M(r) ~ p,().

Les conditions (A) sont les suivantes :

. NP . log ,
1° Lorsque « et y croissent indéfiniment de fagon a ce que log y tende vers zéro,
ona:
lim CF(:E' y) —oc0;
x=00 X ’

2° Il existe un nombre positif C tel que, quels que soient le nombre k supérieur
ou égal & un, et les nombres positifs p et p,, on ait pour &> (p, p,, k) :

o(ktaoc?, ka)

AZ\1
S > r>c

Soit g(x, y) une fonction vérifiant ces conditions et soit n(x) le nombre des zéros
d’une fonction f(z) donnant lieu a I'égalité (21), on a, d’apres I'égalité (15'),

rn(x) re . 0 <h(r) <1,
R G UL Fn)

nous prendrons pour g(x) un exposant rectiligne, et nous montrerons que le rapport
re® :q(n(r), r)
tend vers zéro, ce qui démontrera la proposition. D’aprés la premiére condition (A),
re ()

. re . . e . 1t .
il suffit de montrer que —— reste fini. Soit N, le i*m¢ indice principal; posons

n(r)

B, e I‘Nl, P\:—H =TNyys

il existe entre R, et R,_, un nombre R', (on peut avoir R', =R_,,) tel que dans l'in-
tervalle R, R', la fonction Z(log x) est constante, et est linéaire dans l'intervalle R’ R _ .
Dans les intervalles R,R’,, on a donc

re(r) — n(r) ,
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et notre proposition est démontrée; on a ainsi
™ n(x) '
— = W—93((), 1), RSr<R
0
d’ou l'on tire :

Rits n(x) . , p,>D —ce¢,
ME) g = u 0[N, R, ] — pa(N, R, '
'/R:i z dx P‘A?[ i+1 t-H] V,CP( i :) M,<E +e.

Mais nous avons

X 1—ajy
n(x) < e2lgx) =N, <__> , R, <z <R

i+1
R( f—wjty
'~ (&)
Ri—H < Ni—H

— %ty I—oa,,

et par conséquent :

Py q‘(Ni+1 ’ Ri-H) Py t‘?(Nz ’ R'i) < Ni—H
Posons )
R,,,= kR,

on aura

N = N,

i1 12
d’aprés la deuxiéme condition (A), I'inégalité précédente s'écrit :

* I Ni—H
9N Ryy) X 1»-5—’(18 > Y]<x—_*;t—, g, <o tel1;
g i+1

ce qui exige que k reste fini, quelque grand que soit i; on a donc encore dans les
intervalles R',R,,, I'inégalité

re0) < k' n(r) < h(r)n(r),

ce qui achéve notre démonstration.

[20] Ceci pos¢, nous considérerons d’abord le probléme relatif aux conditions
que doivent vérifier n(r) ou log M(r) pour que I'égalité (20) ait lieu : les conditions
imposées & To(r) seront les mémes que pour n(r), mais il sera nécessaire d’en tirer
des conclusions pour les nombres Y¥,» ¢e que nous ferons plus loin. Si n(x) croit len-
tement, . (r) est sensiblement égal & n(r) X log r, nous prendrons donc d’abord

o(x, y) = x log y,

fonction qui vérifie les conditions (A). Nous cherchons s’il existe des fonctions
pour lesquelles on a

log M(r) ~ p,(r) ~ n(r)log r;
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n(x) doit vérifier I'équation

(@) = [ "o =1 — ) log r

x
qui peut s’écrire en appelant w[(r) la dérivée ou la dérivée & droite ou a gauche

de p,(r):
n(x) log x = xy,(x) log x = [1 + &(x)] . (@)-

Nous tirons de 14 :

py() (10g$'> e '~
(6, o (@) < bga) x> x:
et, par suite,
(@) 1+ (@) C%wy .
() n(x) 1+ :(x) “\logx/’ >

ces conditions étant vérifiées quelque petit que soit le nombre positif ¢, & partir
d’une valeur z,(¢) de x, et ¢(x) étant dans I'égalité (c,) une fonction bien déterminée

I . \ e .
de x, tendant vers zéro avec —. Nous tirons de 1a les propositions suivantes :
x
1° La condition nécessaire et suffisante pour que Uon ait
log M(r) ~ n(i*) log r,

est que, quelque petit que soit le nombre positif =, on ait & partir d’'une valeur nz)
den:

1 ] ,', 3
%<(I+e)< %8 I ) n'>n.

logr,
2* La condition nécessaire et suffisante pour que lon ait

N log M(r,)
log r,

est que, quel que soit le nombre positif <, on ail pour r<r(z) :

log M(r) log r'>1+= i
log M(r) < < log r (T +9).

Que ces conditions soient nécessaires, ¢’est ce qui résulte des inégalités (b)) et (c,)

qui sont méme beaucoup plus restrictives en apparence (*). Montrons qu’elles sont
suflisantes. Tout d’abord, si I'on a

n' log r,; \*
<+ (),

log r,

(*) Il est clair que les conditions nécessaires écrites ici, étant suffisantes, sont équivalentes
aux conditions tirées de (b,) et (c,), mais elles sont d’une application plus commode.
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1a condilion (16) est vérifiée de sorte que I'égalité (12) a lieu. Or, de I'inégalité pré-
cédente nous tirons

n(x)>nr)(s — )<iz§3:> — 1, re<elr,

[ n(w)dac>nr)(l—so) / <1°gx> P logr

log r x

>”(") °(10gr—logl)~—-logr,

¢, étant arbitrairement petit, cette inégalité démontre la premiére proposition. Con-
sidérons maintenant la deuxi¢me proposition, la condition imposée & log M(r)
montre que la condition (16) est vérifice, par suite,

* n(x)dx
x

log M(r) = [1 + <)) <[t +<(r)In(r) log r,

log M(r)

(r) > 1 — <] =

D’autre part, I'inégalité de M. Jensen donne :

logM(z) 1 logM(x) - '
n(r)<logw—logr—k—1 gz’ x=rk, k>

e étant donné, nous prenons r>>r (), nous avons

logM log M(r .
M) logN@) (e,
0g « log 1
L
et, par suite, en prenant k=eV*, nous obtenons
log M(r)

n(r) < (1 4 h(r)z)

’

logr

ce qui achéve de démontrer la deuxiéme partie de la proposition.

[21] Nous poserons dune fagon générale

n— T log, n L — T logq M(r)

n=oo ng n v r=oo lOg,,

P el g étant des entiers supérieurs ou égaux & un. Pour les fonctions que nous venons
de considérer, on a
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d’une fagon générale, les inégalités (11) et (17) montrent que 'une de ces égalités
entraine 'autre. Nous appellerons fonctions de la premiére classe et de premiére caté-
gorie les fonctions pour lesquelles ces égalités onl lieu. Les fonctions que nous avons
considérées dans le numéro 20 sont les fonctions de la premiére classe pour lesquelles
la relation asymplotique entre log M(r) et n(r) et r revét la forme la plus simple,
comme nous le verrons plus loin, nous les appellerons fonclions de la premiére classe
et premiére calégorie a correspondance d’ordre zéro parfailement réguliére.

[22] En prenant ¢(x, y)=>Xx logy, ) étant fixe, et nécessairement inférieur & un,
on pourra faire les calculs, a peu de choses prés, comme ci-dessus, et on trouvera des
fonctions pour lesquelles :

lim log n(r) n(r):l —1

r=w log,r A

Nous appellerons fonctions de la premiére classe et de seconde catégorie celles pour
lesquelles U, est positif et fini, et L% fini et supérieur a un, conditious qu’on reconnaitra
étre équivalentes au moyen des inégalités (11) et (17); on a méme L} =1, + 1. Les
fonctions satisfaisant & la condition écrite ci-dessus sont de la seconde catégorie,
nous obtiendrons des fonctions plus générales en prenant

_ xlogy  axlogylog,y
W= e T Toa wlogy]”
1+ )

log, y

fonction qui satisfait visiblement aux conditions (A). Nous aurons & considérer,
I'équation

n(r)logrlog,r
a ~logM(r) ~ ————>2 |
(@, w(r) ~ log M() ~ P2 e

qui nous donnera :

(). x log xlog, x
log [u.)(x)x log ]

(@) = [1 + 5 ()] Z ., () = n(x).

Comme n(x) doil croitre indéfiniment avec &, nous aurons, en prenant les loga-
rithmes

log p. () = [t + = (x)] log [ (x) . @ . log x],

de sorte que l'équation différentielle asymptotique précédente est équivalente a
I'équation

(b,) () - 10g (@) = [1 + 7()] /() . 2 log . log, .
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[23] En posant
log x =X, p () =U(X),

I'équation (b,) devient :
(B) U(X) log U(X) ~ U'(X)X log X.

Cette équation (B) caractérise les fonctions U(X) ayant une dérivée par sections

. . 1 X
que l'on obtient asymptotiquement en multipliant U(X) par le facteur 0g U(X)

XlogX'’
cest-a-dire qui se calcule, & un facteur 1 + ¢ (X) pres, comme si U(X) ¢tait une fonc-

tion rationnelle X*. Par suite, dans un intervalle assez petit, U(X) croit comme une

fonction N*. Nous dirons que les fonctions dérivables vérifiant la condition (B) sont
A dérivabilité rationnelle. Si I'on pose

U(X) = X',

la condition nécessaire et suffisante pour que U(X) soit & dérivabilité rationnelle est
que v'(X) existe et vérifie la condition

(X)X logX
)1{:1; o(x)

Si 6(X) a seulement une dérivée par sections (extrémités comprises), la condition
précédente entraine encore la condition (B). La fonction inverse d’une fonction véri-
fiant la condition (B) la vérifie ¢galement. En intégrant I’équation (B), on voit que :
UX) vérifiant la condition (B), & toul nombre posilif arbilrairement petit = correspond
un nombre X () a partir duquel on a :

©) /logX'> i— Jog U\) < (logX’) 1+¢,

log X log U(X) log X V>X>X6-

Ces inégalités montrent que l'ordre (ordre parenthése de M. Borel) de log U(X)
s 7 . . - 1
en log X est égal & un, l'ordre de U(X) est donc w(1)—.
w
Toute fonction U(X) vérifiant les conditions (C) est continue, mais pas nécessai-
rement dérivable, méme par sections; si elle 'est, elle vérifie (B).
Iest inutile de dire que nous ne considérons ici que des fonctions non bornées,
les conditions (C) entrainent alors la croissance, nous dirons qu’une fonction U(X)

vérifiant les conditions (C) est a croissance rationnelle (bien qu’elle puisse croitre
Plus vite que les fonctions X%). Si U(X) est une telle fonclion, I'expression

U(X) log U(X)
XlogX
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joue, asymptotiquement, le rdle de dérivée, en ce sens que. les nombres dérivés
de U(X) sont asymptoliquement égaux & celle expression. Car on a

log (X + )\ 1+1(X, ?)

UX +h) —UX) =UX)\ logx —UX), %Lm 2X, h)=o0;
or,
log (\ + h) 144X, 2) L4n(X, h)— h
( log X > [ " XTogx " T Tt Xogx (T W
lim v, =o
X=00

Comme on a
log U(X)

lim

X=o0

=0,

on obtient

i ) U(X) log U(X
UK < By U0 = U [ eXows 77— =B+,
ce qui démontre la propriété.

11 résulte par exemple de 1a que

X U o
U\ ~ f U@) 10g U@) 4, 1y (x),
Xo xlogx
c'est-d-dire qu’a toute fonction U(\) & croissance rationnelle, on peut adjoindre une
fonction & dérivabilité rationnelle U,(X) qui lui est asymptlotiquement égale.

[24] Avant d’appliquer ces considérations a la résolution de I'égalité («,), je ferai
quelques calculs qui nous serviront dans la suite & montrer que les conditions néces-
saires que nous obtenons sont suffisantes.

Je dirai qu'une fonction croissante Y(\) satisfait aux conditions D lorsque : elle
est définie pour X\ >\, et admet une dérivée premiére Y'(X) qui tend vers zéro

I . . . . s -
avec —, et il existe une fonction ¢ (X) dérivable satisfaisant aux conditions :

X
AY(N) XV(X)
lim ——Z —=1; X)>1, X>X,; lm
Yoo \P(\) 4( )___ > 0 (‘ (\))
Ceci posé, on a la proposition suivante : I'égalité
eY(X)
(22) n(l)~-—X—, X=10gr,

Y(X) satisfaisant aux conditions D, eniraine I égalité

eY(X

(23) log M(r) ~ T (K)'
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Nous avons, en effet,

00 o pY(x)—x o —1 Y(ax) Y (X)
,./ de~ex/ ¢ dac:exf (Y’(ac)— l-———l—-> d<e x—w>~f.__
A X x X x x X

et
™ n(x) er zY'(@) ay(x)],e¥@
SR~ o =[5 (@) (%)
e Y(X) eY(X) )
10T A

=[t+4X)] T

I’égalité (13) entraine dés lors I'égalité (23). En particulier, si I'on a
(22 n(r)y ~ e¥®,

Y(X) vérifiant toujours les conditions (D), on aura :

eYX)
(23 log M(r) ~ Y

11 faut remarquer que, malgré leur simplicité, ces égalités n'ont aucun intérét au
point de vue de I'étude de la relation hant log M(r) & n(r), puisqu’elles contiennent
la dérivée Y/(\) dont I'expression en fonction de X et Y(A) peut étre compliquée.
Considérons par exemple la suite de nombres

2 ceey

x,=e, x,=—é°, x,=e"n—,

et la fonction ¢(x) définie par les égalités suivantes :

?( )_loga wu(logxn) éngn+ﬂ n; 13
1 logx —logx,
?(x)~log£ oga, x, <x<x,logx,, n>a;
I log,x, logx—Ilogx
o) = _ n. ] .
l( ) lOg X 2 loga x, logs x, X, lOg wn é x g. X, (lOg wn) » Z, 2;

prenons ensuite

Z(X):[x %ﬂc—)dw, X>e,

et

eYiX)
n(r') -~ T — eZ(X)’

Y(X) satisfait aux conditions (D) (on prendra pour ¢(X)—1 une fonction obtenue
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en rendant ¢(X) dérivable). Les fonctions dont le nombre des zéros est n(x) sont
de premiére classe et nous aurons
n(r) logr

]Og M(r) ~ Wl

y(x) n’étant pas borné, nous avons une relation trés irréguliére. Les égalités (23)
et (23') ne nous serviront que comme intermédiaires.

[25] L’établissement de la proposition inverse : lo fonction-Y(X) satisfaisant aux
conditions (D), l'égalité

(24) log M(r) ~ eV (log)
entraine

d
(25) n(r) ~ Y' (log r)et(esn ~ - g T log M(r),

est moins immédiat. Nous démontrerons d’abord la proposition suivante, dans
laquelle nous appelons conditions (E) les conditions (D) lorsqu’on fait abstraction de
la condition lim Y'(\)=o:
A=o0
Y(N) satisfaisant aux conditions (E), si l'on a
(26) log M(r) < eYlogr),

on aura Uinégalité

. 1 HX)—1
(27)  n(r)<<(1 4+ ¢)e¥lognY' (logr).H (log r), H(X)= [1 + W—l] ,

{(x) étant la fonction qui figure duns les conditions (E).

Nous partirons de I'inégalité de M. Jensen :

eYxy)
n(r) < N —log i’
nous désignerons par m,(e}) et m(e\) respectivement les bornes supérieures pour
x> X des expressions |x V(@) M——l et par m(eX) le plus grand de
= B@r " @ T ¢

ces nombres. Supposons d’abord que 'on ait

1

Y (logr) 21 + (m(n)s.

le second membre de I'inégalité de M. Jensen serait minimum pour

I
X,[I—m]-—:logr,
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si X, vérifie cette égalité, les conditions (E) nous donnent

L I +0[m(r)]§
XY Y Qogr) AN

l0[< 1+ ¢e(r),

de sorte que

. 1+ 0,[m(r)]s ! )
X‘_logr[l—w—] , 16‘|<I+;(r).

C’est cette valeur de X, que nous prendrons, nous aurons

2
14 6,ms

m X EY'(8),

Y(X,)=Y (logr)—log [1 —

E étant compris entre log r et X,, ce qui nous donne encore :
EY(E) = [1 + 0,m(r) (&) =[ 1 + 0,[m(r)}:]4 Qog 1)

En portant les valeurs de X, et Y(\,) dans I'inégalité de M. Jensen, il vient :

n(r) <[t 4+ ()] Y'(\)eX™ (), X =logr,
24—y (log ) 1 +0,m3)
H,(r):[l—-' + 0 ms :
4 (log 1)

dans H,(r) on peut remplacer 6, par ,. ce qui revient & multiplier H,(r) par 1 + ¢(r),
- . 1\ e
et on est ramené a une expression de la forme <1 — —) dont les propriétés bien
[

connues montrent que

I

$ (log 1)

H,()=[1 + ()] [1 — ]H ) [t + <) H (log 7).

L’inégalité (27) est donc établie dans cette premiére hypothése. Sil'on a

4 (logr) < 1 + [m(r)]s,
nous prenons

X =_l_(ﬂ? ,
[(m(r)]3
d’ou
m(r));  eYiy) -Z8
n(r) < M_‘ e__ eY X)) — eY(logr) [m (r)] 3 ’

1— [m ()]s log 1’
§ &tant compris entre log r el X,. Nous avons ici

I bm(r) 1

1 .
E(_E):qa(logr) (5 —logr) logr — U(logr) +0,[m)e,
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et (%) étant supérieur ou égal & un :

EY'(E) = 4@[r + 0,m(r)] = 1 +0,(m(r))

1
3

[0,] <1+ ¢(r);

nous obtiendrons donc

eY (lo

[+ g

m(r)J’

n(r) <

log
ce qui, eu ¢gard & la valeur de ¢ (log r) est encore I'inégalité (27) qui se trouve com-

plétement établie. La fonction H(A) prend des valeurs entre 1 et e, elle tend vers un
lorsque XY'(X) tend vers un, et vers e lorsque XY'(X) croit indéfiniment.

[26] Nous tirons, en particulier de I'inégalité (27), I'inégalité
(27" n(ry < (1 + ¢)eY (log r)eY logr),

qui est une conséquence de 1'égalité (24); nous pouvons l'écrire

eYdX)
’

n()<( +9)

X=logr,
Y,(X) = Y(X) — log [¥(X)] + 1,

Y,(X) satisfait aux conditions (D) ou (E) en méme temps que Y(X) (avec la méme
valeur de 4 (X)); en particulier, si Y(X) satisfait & (D), le calcul du numéro 24 nous
donnera :

(13) log M(r)~[r n—(:—)dac.

[1 résulte de 14 que, eu égard au théoréme de M. Hadamard utilisé au numéro 5
I'égalité (25) sera établie si nous démontrons la proposition suivante : la fonc-
tion Y(X) vérifiant les conditions (E), U'égalilé asymptolique

X
f V() d ~ e¥YX),
0

ou V(x) est une fonction croissante, pouvant avoir des discontinuités brusques, est
dérivable.

Nous avons

S V@ =(1 + e,
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nous appellerons 8,(X) la borne supéricure de |q(x)| pour x>X, et #(\) le plus
grand des nombres f5,(X) et m(eX) (m(eX) est la fonction définie au numéro 25). Nous
avons pour X'>X:

X' X/
SN @do= [ [ a0 @)X+ 1K) — (%)
X X .

X ol LA =) e y
frsend 4 -~ ! ( ) 5
_A‘ [I +Tl(\ )] 3 I + i+ TI(XI) eY(.;c) (k/___x) Y’(.’I?) Y(w)e ® dw’

nous prendrons

oy VIO
TR

le second des facteurs de notre derniére intégrale sera égal &

aV/8(X)  Y(N)
L \/‘EC\—) \’(fl)) 0‘<{L'), 0< leg(“’)l < I.

Or, en utilisant les propriétés de ¢ (X), nous trouvons

Y(@) = YN[ +o/6X)]  o<[o|<r,

nous obtenons donc :

X/ X —
/ Y (@) d :f\i [+ 20(0) VE) ) Y(@)e @dz, o< [0)] <1+ (X).
X b
11 résulte de cette égalité que 1'on aura :

VX 4 0) <[t +2[1 + ()] VEX)]Y (&) ¥z,
V(X —0) > [t — 21 + (X)) 6(X)"] Y(z,)e¥eea),

X<z, <Y, X<, <X, X:X”-{-\/'B(X)-

Y(X')
or, nous avons
Y'(x,) XN
Yo, =" + h(X)V/BX"), [R(X0] < 2 4 £(X);
Qe Ve =1+ AOVEN), (A <2+ e(X);

d’olt
VX z£0) = [1 + AOVEX)Y(X)®,  [hX)] <6 +e(X);

cette egalilé aura encore lieu pour \’, et pour & compris entre X et X', c’est-d-dire

finalement pour toule valeur de x, nous aurons
V@) =[1 + 2@ VAN Y(@)e®,  |h@)] <10 + ),

notre proposition est donc démontrée. Incidemment, nous avons montré que

! Y(X . . . . .
Y'(x)eYN) est une fonction, sinon croissante, du moins asymptotiquement égale &
une fonction croissante.
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[27] Revenons au probléme du numéro 20. L’équation (b,) montre que
,(r) = U(X) est une fonction & croissance rationnelle, et nous avons :

log M(r) ~ U(X), X =logr;
on en déduit, d’aprés le numéro 24,
log M(r) ~ U(X),

U,(X) étant a dérivabilité rationnelle. Supposons que la condition précédente se
trouve vérifiée, si I'on pose

UQ) = e,
Y(X) satisfait aux conditions (D), car
, U, log U,
Y= T ~ Yogx’

ce qui montre que Y'(X) tend vers zéro et qu’'on peut prendre

. logTU, XY(X)  9(X)
"l’ (X) - ’ ((4((\))2 - IOg U‘>

quantité qui reste supérieure a un, puisque T est pas borné. L’égalité (25) qui est
applicable nous donne

log M(r) . log, M(r)

log r.log, r

n(r)~ (—% log M(r) ~

ce qui nous permet d’énoncer le résultat suivant :

Pour que lon ait

log M(r) . log, M(r)
logr.log,r '

n(r)

il est nécessaire que log M(r) soit une fonction a dérivabilité rationnelle de X =1log r
el suffisant que
log M(r) ~ U(X), X=logr,

U(X) étant a croissance rationnelle.
Relativement & n(r), nous trouvons donc comme condition nécessaire

] U(X)log U(X) _ )
n(’) —-—X log—X——’ X = IOg r,

UlogU

U(X) étant & dérivabilité rationnelle, mais alors il en est de méme de <

. Sup-
posons alors que 'on ait

nr) ~

W
——)(&—2, X=logr,
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W(X) étant & croissance rationnelle, comme précédemment nous en tirons

W (X) e®

i S

W,(X) étant & dérivabilité rationnelle et, par suite, Y(X) vérifiant les conditions D, il
suit de 14 que nous aurons

eY) n(r)logrlog,r

log M(r) ~ XY'(A) log[n(r)logr] ’

La condition imposée & n(r) s’exprime, au moyen des conditions (C), de la fagon
suivante : & tout nombre positif ¢ arbitrairement petit correspond un nombre n(c),
tel que

(28’) <10—-g! r—-"’)‘—‘c lOg [([ + .ﬁn') n" lOg "n'] <log5 r"'>i+sy

!
log, log [(1 + «,)nlogr,] log, r, N >n=>nye)s

D2 ' n

n, étant le '™ terme d’une suite de nombres tendant vers zéro. Ces conditions (28’)

. , 1

entrainent 'existence d’une fonction - (x) tendant vers zéro avec P et telle que
n(x)log x[1 4 +(x)]

soit & croissance rationnelle (en log «), il suffira par exemple de prendre

n(x)lOgiE[l —{—'q(oc)]:n(logac)"ﬁ, rngwgrn+4'
avec
. n+4a
(lOg ,‘n+4) ip’ == (' + "]n—H) T ’

(log rn)"—l 18 =1 + T‘n'
Les conditions (28') montrent qu’il est nécessaire que I'on ait :
log’(n, ]Og rn’) < logﬁ rﬂ’ ‘+‘
( log [(t + ¢)n log r,] (10g‘3 rn> )

lcg[nlogr,] log, r

B2 ' n

(28) n'>n>n(e).

Ces conditions sont suffisantes, car la premiére fournit pour n(x) une limile
supérieure fonction de log x, log r, n(r) (r <) qui est la méme que celle que don-
nerait la condition (28'), on a également les mémes limites pour n(x)(x <Cr). Les
inégalités (28) sont donc équivalentes & (28'), ce qu’on pourra voir directement en
calculant une suite de nombres «, & parlir des inégalités (28). Ces inégalités (28)

seront plus commodes pour une vérificalion pratique; mais, au point de vue théo-
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rique, la premiére forme trouvée pour n(r) est la plus simple. Nous aurons le résultat
suivant : la condilion nécessuire et suffisanle pour que lon ait

n(r)logrlog,r

PN = Tog Tt Tog 1T

est que n(r) X logr soit asymplotiquement égal & une fonction de X =1logr a dériva-

bilité rationnelle, ou ce qui est équivalent, que les condilions (28) soient vérifiées (1).
Les fonctions dont nous venons de nous occuper peuvent étre de la premiére classe
log, r

log [n(r) log r]

de nouveau; elles peuvent étre de la seconde catégorie (I; et L] finis), nous les

ct premiére catégorie, et alors tend vers un et nous n'oblenons rien

appellerons alors fonclions de lu premiére clusse et seconde calégorie & correspon-
dance d’ordre zéro parfuitement régquliére; enfin, il peut arriver que /) et L2 soient
infinis. mais [2 et L) seront égaux & un d’apres les conditions (C). Nous dirons que
les fonctions pour lesquelles on a

sont de la premiére classe el de troisiéme calégorie. Celles qui vérifient les conditions
trouvées ci-dessus seront dites a correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére.

[28] On voit comment on obtiendra de nouvelles valeurs possibies de ¢(x, y) :
on remplacera I'expression de ¢ (x, y) précédemment considérée par son produit par
une constante % cl on calculera A en fonction de x et y. Nous sommes conduits a la
définition suivante : si 'on appelle fonctions de la premiére clusse et de (p+2)*" caté-
gorie (p > 2) celles pour lesquelles on a

(1) La condition nécessaire et suffisante trouvée plus haut pour log M(r) peut prendre une
forme analogue aux conditions (28) :

log, M (") <10g2r’> e log, M(r') + = log, r'\ i—
log, M(r) + ¢ log, r log, M(r) <log, r>

ces conditions entrainent en effet

V(X) log V(X) o Cvox
XX F OV, lim ——=o,

X=logr, V(X)=log M(r);

VE) = V) = [1 + 1 (X)]X' —X)

ce qui permettra la dérivation de I’égalité (12); mais la forme que j’ai donnée i la condition
suffisante me semble assez souple pour toutes les applications.
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ou, ce qui est équivalent,

p+2
I,

p1
Lp+l>[’ Lp”:

\

les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfuilement réguliére de la premiére
classe et (p + 2)*™e catégorie seront celles pour lesquelles on a

nre .,r g . M)

log M(r ~.7____P;“i__, n(r)~ .Lt‘____,

g M(r) ¢, [n(r) logr] EA
ou $ x désigne le produil
log  log,x ... log, .
La fonction
ngp+ y x logy log,y logp y
VY= = X 1
7 1) ¢, [xlogy] log(xlogy)log,(xlogy)  log,(xlogy) %8t Y

satisfait visiblement 4 la deuxiéme condition A; pour la premiére, on voit que si
logqy

£ >logy, les fractions ————4——
=708y log, (x log y)

restant supérieures i un, on a

¢z, ) >xlog,.,y;
et si & <logy, on aura

[t — (@) logy.

2

¢(z, y) >

la condition est donc vérifiée. La résolution de I'égalité

) nm4g .r
log M(7) ~ ——/=p1
M)~ T Tn(r) Log ]
est donc ramenée a
~ n (r)ﬁfp+4r ! - n(r)
(ap-H) Pq(’) Egp[n(r) lOg ’,] 4 5"4(") - r ’
¢est-a-dire &
(5,40 v, () log p, () ... log, p,(x) ~ w,(x).xlogx ... log,,, .
En posant
w (@) =€, [V(X)], log, =X,

on retombe sur I'équation (B); donc V(X)) est une fonction & croissance rationnelle
et l'on a
log M(r) ~ e, [V(X,)], X,=log,r.
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Réciproquement, si cette condition esl vérifiée, nous pouvons écrire

€ps V<X) ~/ ’gp“ ( ))Ea"l 08 = ep—u[V;(Xp)]v

V,(X,) étant & dérivabilité rationnelle, nous poserons

YX)=¢, [V,X))], X=logr;

on aura

XY'(X) ~ ——[—’%(—((—))] 1(X).

. I ..
Y'(X) tend donc vers zéro avec X’ 1 (X) reste supérieur & un et

. XN
lim ——~—2
X (v(X))*

—=o0.

Les conditions (D) sont vérifiées et par suite

eY(X) ﬁfpﬂM(r) d
nr) ~ SN Lf,,;.,l‘ dX log M(r).

On aura donc la proposition : pour gqu'une fonction de premidre classe et
(p+2)eme catégorie soit & correspondance d'ordre zéro parfaitement réguliére, il est
nécessaire que log, M(r) soit une fonclion a dérivabilité rationnelle de X,=log,r et
il est suffisant que U'on ail

log M(r) ~e,_,[V(log, 1],

V(X) étant a croissance rationnelle.
On aura de méme les conditions relatives & n(r) en remarquant que

LN
n s~y VG

W(X,) étant une fonction & dérivabilité rationnelle. On pourrait, comme dans le cas
de p=1, donner a la condition une forme plus commode, mais j'énoncerai seule-
ment le résultat : la condilion nécessaire et suffisante pour que Uon ait 'égalité

n(r> (‘Lp+l

log M(r) ~ ) log 7

est que n(x) vérifie la condition
logr.n(r)~e, [W(og,r],

W(x) étant a dérivabilité rationnelle.
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[29] Avant de considérer le cas ol tous les nombres {7, ,, L] sont infinis, je
ferai quelques obscrvations sur les fonclions de la premiére classe. Jai déja dit que
I'on a simultanément :

li=o; L=, pour la premiére catégorie;
l,>o0; Li=1+1. pour la seconde catégorie;
Il =oo, L=r; Li=oco, Li=r1, pour la troisiéme catégorie;

on verra de méme que pour la (p + 2)™ catégorie, (p=>2), on a

D,=L.>1, (L.=L_=n.

Les fonctions de la seconde catégorie se distinguent de celles de la troisiéme
(bien que l'expression de log M(r) soit la méme dans le cas de la correspondance
d’ordre zéro parfaitement régulitre) en ce que le rapport de I, & L2 n’est pas égal
A un; c’est ce qui m’a conduit a séparer ces deux sortes de fonctions: on trouvera
plus loin, dans I'étude de la relation entre log M(r) et les coefficients ¢,, d’autres

n?

raisons qui justifient de nouveau cette distinclion.

On remarquera ¢galement que la suile de nos catégories est bien continue, toute
fonction croissant moins vile qu'une fonction de ¢*“™ catégorie (en ce seus que le
rapport du logarithme du module de la premicére & celui de la seconde reste infé-
rieur & un a partir d'une certaine valeur de r) fail partie de I'une des ¢ premiéres
catégories. Enfin, étant donnée une fonction quelconque de ¢ catégorie, il existe
des fonctions de catégorie ¢+ 1 croissant plus vite qu’elle, celles oblenues, par
exemple, en prenant L] =a>1.

Pour obtenir des fonctions pour lesquelles la correspondance d’ordre zéro soit
simple et telles que lous les nombres !., soient infinis, nous partirons des fonc-
tions les plus proches de celles d’ordre fini. Lorsque l'on a n(x)=(1 + ¢)x*,

k étant un nombre fini, on trouve p,(r) =(1 + &) Z<l_'2; nous prenons donc
T
__xlogy
‘P(x’ y)—' logCC ’

fonction qui satisfait aux conditions (A). La résolution de I'équation

n(r)logr

log M(r) ~ 705 [n(r)]

se rameéne par suite (pour les fonctions d’ordre nul) & celle de I'équation

n(r)logr

“ MO~ g Tt
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nous allons montrer que, au point de vue actuel, 'équation (aj) est équivalente &

n(r)logr
log [n(r) log r|’

(a)) pa(r) ~

dont la résolution se raménera & celle de (B). Il s’agit de montrer que toute solution
n(r) croissanle de (a}) Vest de (a)) el réciproquement, ce qui revient & montrer que
de telles solutions vérifient la condition

lim l-—————og n(x) —= o0

- ’
r=w lOg, T

ou encore que, quel que soit le nombre K positif, il existe une valeur de r & partir
de laquelle p. () reste supérieur & (log r)X, ce qui aura lieu si p,(r) : (log r)k+1 est
une fonction croissante; or, la dérivée de celte fonction a le signe de

n(r)log r— (K + 1)u,(r)
qui est positif, que n(r) soit solution de (a]) ou de (aj).
Ceci étant, I'équation (a)) s’écrit

., (r)rlogr

r s :
M = Tog [y T (Mrlog 1]’

c’est I'équation (B). de sorte que log M(r) doit &étre asymptotiquement égal 4 une
fonction de r & croissance rationnelle. Réciproquewmecnt, si l'on a

log M(r) ~ V(r),

V(r) étant & croissance rationnelle, on prendra
. "V(x) log V(x) .
V)= —— —dx, Y (logr)=1og V,(r);
) >/r:) x log x ¥ (log 1 0§ V.(r)
on aura
XY'(X) ~log V,(r), X =log r;

les conditions (D) sont vérifiées et, par suite,

eYX)  log M(r) . log, M(r) d

"~ log ~ Tiogr e MO

d’ou le résultat :

La condition nécessaire el suffisante pour qu’'une fonction d’ordre nul vérifie I'égalité

log M(r) . log, M(r)
logr

n(r)

est que log M(r) soit une fonction de r a dérivabililé rationnelle, ce qui a lieu lorsque
log M(r) est asymptotiquement égal & une fonction de r & croissance rationnelle.
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Pour la fonction n(r), nous avons la condition nécessaire

V(r)log V(r)

n(r =V,(),

) ~—" )
V, (r) étant & dérivabilité rationnelle, et on verra facilement qu’il suffit que V, () soit
4 croissance rationnelle. Ainsi, en résolvant par rapport & r, on aura le résultat :

La condition nécessaire pour que U'on «il, pour une fonction d ordre nul

n(r)logr
log M(r) ~ Wn({i)—

est que

r,=W(n(x+n,),

W(x) étant & dérivabilité rationnelle, et il suffit que cette égalité ait lieu, W(x) élant &
croissance rationnelle.

Pour les fonctions considérées ici, ona : [=1, L=1 (et [} =0, L?=0); nous
appellerons fonctions de seconde clusse el de premiére catégorie les fonctions pour
lesquelles ces conditions sont réalisées; celles de ces fonctions satisfaisant a I'¢galité

log M(r) ~ n(r) log r [n () ~ log M(r) . log, M( ;)]

log [n(r)]’ log r

sont les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére de la seconde
classe et premicre catégorie.

[30] On obtiendra, comme il a été expliqué plus haut, de nouvelles valeurs de

g(x, y) en opérant de proche en proche; d'une fagon générale, nous serons conduits
a considérer les valeurs

(

xzd,y x4,y

¢(x, y) = m ou o(xy) = T ,

qui vérifient toutes deux les conditions (A). Les équations correspondantes

i n(r4,r ] n(r)if r
ST E S N W)

sont équivalentes, tout au moins lorsqu’on suppose I} infini, ce qui est bien le cas
ici. Comme on l'a vu plus haut, il suffit de monlrer que quel que soit K on peut
trouver une valeur de r, r, a partir de laquelle

n(r)> (log r)k;
or, eu égard aux relations entre p, (r) et r, tout revient & montrer que

(2) p(r)>og )k, r>r,
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et nous pouvons supposer, d’aprés I'hypothése faite, que l'inégalité a lieu pour

r=r,; or, la dérivée de la fonction

p‘l (r)
(log r)k

a le signe de

n(r)logr—XKp, (1),

donc est positive tant que I'inégalité (o) est vérifiée, ce qui montre que (a) est vérifiée
pour r >>r (1). Nous emploierons la premiére égalité pour exprimer les propositions
relatives & n(r) et la deuxiéme pour celles relatives & log M(7).

Nous aurons ainsi :

Pour que lon ait U'égalité

g, M(r)

n(r)~ =250,
4

il faul que log,M(r) soit une fonction a dérivabilité rationnelle de X, ,=log,_,r, el
il suffit que log M(r) soit asymplotiquement égal & e, [V (log, )], V(x) étant &
croissance rationnelle ;

Pour que l'on ait

n(r)4,r

log M(") ~ m ’
-p

la condition 1, = oo étant vérifice, il faul et il suffil que n(r) soit asymptotiquement
égal a e, ,[V(log,_,r)], V(x) élant a dérivabilité (ou a croissance) rationnelle, ce qui
revient a dire que

rn = ep—l [\V (lng__‘ [n(l + Yln)] )] ’

W(x) étant & croissance ralionnelle.

Nous appellerons fonctions de la seconde classe et p™° catégorie, celles pour
lesquelles

p+2

p+H1 P
Lp <1, Lp+1:l’ lp<1, [ = p>2,

(') Plus strictement la premiére égalité entre 1 (r) et n(r) entraine toujours la seconde, la
seconde entraine la premiére, sauf si

gn(r)~4¢,  logr,
C’est-a-dire

log n-~log,r(log,  r™,

ce qui donne une fonction de premiére classe a correspondance parfaitement réguliére.
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cl nous appellerons fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére
de cette classe el catégorie les fonctions pour lesquelles

n(rd,r n(r) ~ 4 M(r)

log M(r) ~ ——, o>
&,n(r) £,

égalités qui sont alors équivalentes sans restrictions; pour ces fonctions, on a :

lim log,., M(r) —
rme log,.,r

On voit qu’en dehors de ces fonctions il existe des fonctions de seconde classe et

prime catégorie a correspondance simple, ce sont celles pour lesquelles on a les égalités

nryd, . r g ... M
log NI(") ~ ____p_L, n(’*) ~ R 7
(’fpﬂ n(r) ( pq”

’

les fonctions dont la correspondance d’ordre zéro est parfaitement réguliére sont les
plus simples d’entre clles.

[31] On observera ici encore que les diverses catégories de la seconde classe sont
contigués, ct qu'étant donnée une fonction de ¢ catégorie il existe des fonctions
de (g — 1)*™¢ calégorie qui croissent plus vite qu’elle et des fonctions de (g + 1)*™e
catégorie croissant moins vite.

11 reste & considérer les fonctions pour lesquelles, quel que soit ¢, on a

il existe effectivement de telles fonctions, par exemple celles obtenues en prenant
r.=e,(a, e,(b)<n<le,. (b) a<lb<le

Nous appellerons ces fonctions fonclions de la troisiéme classe. Etant donnée une
telle fonction, il existe des fonctions de premiére classe et de catégorie aussi élevée
que I'on vent qui croissent moins vite, et des fonctions de seconde classe, de caté-
gorie aussi élevée que lon veut, qui croissenl plus vite. On peut donc dire que la
troisiemie classe est intermédiaire entre les deux premicres. Pour les fonctions de
cette troisitme classe il ne peut exister de relation asymptolique entre log M(r)
et une fonction ¢(n(r), r) formdée comme ci-dessus avec un nombre fini de termes;
au point de vue de la correspondance d’ordre z¢éro, les fonctions de la troisiéme
classe apparaissent aonc comune exceplionnelles; & ce méme point de vue, on voit

que les fonctions de la scconde classe sembleraient devoir se rattacher aux fonctions
d’ordre fini.
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Pour toutes les fonctions vérifiant I'égalité (22) [ou (24)], il existe un exposant
p(x) tel que

eY(X)
20() ~ —

’
Py

par suite, 1'égalité (19) et ses conséquences se trouvent vérifiées par toutes les fonc-
tions dont la correspondance d’ordre zéro est parfaitement réguliére. En particulier
pour celles de ces fonctions qui appartiennent aux deux premicres calégories de la
premicre classe, les conditions du n° 15 sont vérifices et méme de telle facon que les
égalités écrites pour log M(r) sont valables pour log |f(z)| dans tout le domaine
considéré au n° 15.

IV. — FoxCTIONS A CORRESPONDANCE D ORDRE ZERO PARFAITEMENT REGULIERE.

DEveLopPEMENT DE TAYLOR. — CAS PARIIGULIERS.

[32] L’inégalité

N

r r

O RR, R,

n

< M), n="To(r),

tout a fait analogue 4 la premiére inégalité que 'on déduit du théoréme de M. Jensen
donne comme elle

n

r
—_— < M(r),
(‘Ri(‘Rﬂ"'l n
inégalité valable quels que soient r et n; on déduira donc de l'inégalité (26) une
inégalité obtenue en remplacant dans (27) n(r) par Tb(r), ce qui nous permettra
d’énoncer le résultat suivant : si Y(X) est une fonction satisfaisant aux conditions (E),

Uégalité
(24) log M(r) ~ e¥(X), X=log r
entraine
(29) To(r) ~ Y(X)e'® ~ Ed{ log M(r),

proposition valable méme pour 'ordre infini, grice a la remarque précédente.
Inversement, de I'¢galité (29) on déduil I'égalité (24). L'égalité (29) exprime

donc la co wdition nécessaire et suffisante pour que (24) ait lieu. Quelles conclusions

peut-on déduire pour les coefficients ¢,? On voit que si 'on change n en n(1 +¢),
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quelque petit que soit ¢, il existe d’aprés (29) une valeur n, & partir de laquelle
R (14 est supérieur & R, c’est-a-dire que I'égalité

ICHI - e—

. . : n
a lieu pour une suite de valeurs n,, n,, ..., n,, ..., lelles que -*** tend vers un..

Quant & la valeur de G

n’

elle est fournie par I'égalité
G,= N X, X, =log R,

les formules d’approximation de G, s’obtiennent au moyen de I'égalité (29); on peut
remarquer immédiatement que, puisque

G
J<Xll

n

et que Y'(X)eYX) est croissante ou asymptotiquement égale & une fonction croissante,
on aura, quelque petit que soit ¢,

Gp
(30" n>Y'(X,)eYE (1—2) > (1 —29)Y' (%) eY (7> , n>nyzs);

. 9. 14 L4 G
ltandis que l'inégalité (27) nous donne, en remplagant n(r) par n et r par 712 ce

qui est légitime d’aprés la premiére inégalité écrite ci-dessus :

Gy

(30) n<(1+s)Y’<%£> eY(n>H<%>, n>n(g).

n

Ceci dit, nous allons calculer G,; il existe une fonction 3(X) tendant vers zéro
et telle que, pour x>X, on ait simultanément

IL‘Y’(m) ‘Tb(e ) R 0 . '
| @ |<§(X)' ‘ Yyt ! |<F"<X>’ 1 ‘<!3(X),
or, nous avons

Go__x [, 1+ i
—-2=X _— 8(X):
n n l_l q,(xn)] I, <<B(X,)

supposons que

(@[T
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nous trouverons comme au numeéro 25 :

sex=y (S e [o(2) ] mi<no
Gu

. .
YX,) o Y(2 o, ) Ul G,
e —=e <n>[l_[—é’]—] ( > l"iul<f5<7>'
(3

n
Y 7 Gn + n " ' " Gn ;
v =Y (5 =g ey b <[5 (3 ]F

+(3)

n

et par suite

(=2
(31) n «~ Y’(Xu)eY(Xu) ~Y' <-G;L-'f) e ( n ) H (&) .

DanS le cas Ol:l l,On aura
"<—£><I+!|B<J> Ia’
n n

les inégalités (30) et (30) montrent que I'égalité (31) est encore vérifiée (). Nous
arrivons donc au résullat :

Lorsque Uéqalité (24) « lieu, la fonction Y(\) salisfaisant aux condulions E, & un
nombre = positif et arbilrairement petit, on peut fuaire correspondre un nombre n(z),
tel que lon ait

$yp)—1
( <OV, Be =] = |
(32) e

I

c

n

( > (1—9) Yy, et H(y,), 1= log

la premiére inégalité ayant liew pour n>>n(z), la deuxiéme pour une infinité de va-
leurs de n, le rapport de deux valeurs consécutives ayant pour limite un lorsque n
croil indéfiniment.

(1) Les égalités (31) donnent une propriété intéressante des fonctions inverses des fonctions
n(.x) qui, sous sa forme la plus simple, s’énonce ainsi : soul ¢(x) une fonction croissante,

olr) d [_rgu) s w0 o0e L w17
telle que J(@) dr l:-l'?'(-l')+ - tende vers zéro avec - 5 l’on pose
. n
o)+ 5O+ + .+ 3 =ng (7).
. ) .
N étant fixe, le rapport h i[l +F"'ITI_)][ " tend vers un lorsque n croit ndéfiniment.

En particulier, si a¢/(.c) croit indéfiniment, h tend vers e. Comparer la thése de M. Denjoy,
page 101.
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La méthode employée ci-dessus pour obtenir les conditions (32) montre le parti
que 'on peut tirer de la considération du polygone de Newton introduit par M. Ha-
damard. Les formules (32) comprennent toutes celles obtenues par M. Lindclof avec

\ oo . . (‘n A
la méme approximalion, et méme dans ces cas simples le passage de —* & R, se

fait sans effort; on retrouve I'égalité (29) & partir des égalités (32), ce qui montre que
les conditions sont suffisantes. Avant de montrer que ce résultat est vrai en général,
je montrerai sur un cxemple comment la méthode employée donne des résultats
plus précis lorsque log M(r) est connu d’'une fagon plus exacte. Soit

3 4
2 2

log M(r) = _2?; (log r)* — 1———— + () (log r)*, NGIESIGIOR

I'égalilé (29) donne d’abord

NI'*

To(r) = [1 + ()] (log r)*,

en portant dans I'égalité {2) on aura

sy = [T o= 2 og ry — EL 45y 10
d’ou
To(r) = log r)* +3() (log )%, 1A < AC),
et par suite
%‘- = %’ + A(n)n;
on aura donc
ne
le,| < <e—7+x(nw. n>ng;
le,|>e 3'“(")"2 =N, Ny ooy Ny oo npﬂ-—np—_-h(np)\/;z—p.
On voit en méme temps que :

r — enﬁ+1(n)n

(1) Il existe des fonctions pour lesquelles cette égalité a lieu; voir mon article sur la crois-
sance des fonctions entiéres d’ordre nul (Nouvelles Annales de Mathématiques), 1913.

9
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Soit encore
logM(r) = % [(log r)* — log r] 4 h(r);

on trouvera

R, =e"n'™,
mais dans ces conditions on constatera que I'on aura

log M(r) = p.(r) + R(r) log, Tb(r),
et un nouveau calcul nous donne
R, = e" (log n)"™,
nous pouvons continuer ces approximalions successives et obtenons
n

Ro=ch),  G="+ k),

2

les conclusions relatives & |c,| s’en tirent immédiatement.

[33] Pour montrer que les conditions (32) sont suffisantes, il suffira de s’ap-
puyer sur la proposition suivante : si Y(X) satisfait aux conditions (E) et que la fonc-

. IR . .
tion (1 + n(\)> ~ soit croissante, et si l'on a

(33) Ynn<(l + E)BY(Tn), n>n0(€);

(34) Y, > (1 —g,)e¥m), n=n,n, .., n,..; lim rl—”;ﬂzl,
p=o

on aura :

35 log M ers N b

( ) Og‘ (r> ~X\'I(X)[I ++(X)__I] ’ X=logr'

La démonstration se fera de la fagon suivante : tout d’abord, de I'inégalité (33)

et du theoréme sur ordre de log M(r) (égalité (5)), on déduit par un calcul analogue
a celui du numéro 25 :

26 Tog M(r eYX) I 1—4(X) X—1
(36 log M(r)<[1 + £(r)] XY,(_\)[; = 1] ' —1logr;
par un calcul tout semblable, I'égalité (34) étant vérifiée pour n=n,, on a

Y(X 1—y(X)
@ v A
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pour
X=X,=— 1  si Y1+
Y .
x:xp—_—;”_”ﬂ, si Ylyny) ST+ ¢,

Pour déduire I'égalité (35) des conditions simultanées (33), (34), nous nous
appuierons sur la croissance de

log M(r)
X ’
S g o T FX) o
si 'on désigne par F(X) le deuxiéme membre de I'égalité (35), ~ est aussi une

fonction croissante ou asymptotiquement égale & une fonction croissante, donc les
inégalités (36) et (37) montrent que

log M(r) = [1 + ()X FX),

- . . - - . . I
X(X) étant égal & un pour X=X et étant compris entre les nombres — et p,

14
pour X compris entre X et X . :

) X e
uy = o) Xy (e Y Cing)

? F (*\p) ‘\p+1 np "I’ (Y"p+4) '

<

nous sommes ramenés a montrer que le rapport ¢ (yn,.,) : §(yn,) tend vers un

. n 4 , . 7. . . .
lorsque lim —2~ =1. C’est ce qui est évident lorsque }(X) a une limite finie; dans
D=0 np

\ . n
le cas général, 'hypothese faite sur le rapport —’1;i1

4

entraine lexistence d’un

nombre % _, tel que

lim [Y'(5)%, — 1] [logyn,,,—logya,] =1, X, <& <X,

pP=0

d’ou il suit, d’apres les propriétés de {(X), la proposition en vue.

[34] L'application de ces résultats aux fonctions d’ordre nul est immédiate et
nous donnera la condition nécessaire et suffisante pour quune fonction donnée par
sa série de Taylor soit & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguli¢re. J'énon-
cerai par exemple simullanément le résaltal relatif aux deux premicres catégories
de la premiére classe sous la forme suivante :
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La condilion nécessaire et suffisante pour que la série

fz) = E ¢, 2",
1

définisse une fonction de premiére classe et de premiére ou seconde catégorie & corres-
pondance d'ordre zéro parfailement réguliére est qu’il existe une fonction 6(X) bornée
sapérieuremenl, vérifiant les conditions

lim 6'(X)X log X=o0, X" (1 + 3 (X)) croissante,

X=00
el que lon ait :
n<(1 + &)y, n>n(s),

..n
n>(1—z,)ylm, n=n,, .., N, .., lim 2 —=1.

=0 Ilp

On aura alors

(log 1) (log )+t
1+ 0(logr) '+ 6 (log r):l

— (log r)
log M(rr) ~

(] —o(logr)
n(r r log r)btiog7)
()~ To(r) ~ og rpteen | 1 5 |

Dans le cas de la premiére catégorie 0(\) tend vers zéro et les formules se sim-
plifient. Lorsque 0(X) a une borne inféricure positive, X®X) est a dérivabilité
rationnelle et Uon peut résoudre les inégalités de conditions par rapport & v,; on
voit de plus que 1'on aura alors :
(38) IOg "u - (I + TIn) lOg m’n'

Nous allons montrer que cette relation a lieu en général. Nous avons vu (n° 6) que

eGn __ﬁRi{ ,e--.fR,t

rr..r. > =
e "7 an, 41 an, + 1

LT %< Rt TG (ﬁ,,))

d’autre part, d’aprés une remarque faite au début de ce paragraphe et d’aprés I'éga-
lité (15), nous avons

. (140) 7 6
Py r, <<RR,... Re o
d’ou l'on tire

(149, ° )

. » r (ra) ?('%Rn)
_i_;_<£’3‘+1<3n, an___ e X (zqh(g{”_!_ I)+ I)<e(i+‘) ne +g{1( ' &
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ce qui montre que la relation (38) a lieu pour toutes les fonctions vérifiant la
condition

. logM(r . n . n®
(16") lim ——g_(—ﬂ):o [hm —— =o0, lim ————ZO:I
r=e (lOgr) n=oolOgT n=oo I
log —
e,
qui limite la croissance(t). Considérons maintenant les fonctions & correspondance

d’ordre zéro parfaitement régulicre; pour ces fonctions, on a

n~ Y (logr)eYlegr) ~ Y (log R )eY(“’g‘Rn) ~ 7 o)

Y (X) satisfaisant aux conditions (D) et a des conditions supplémentaires dont nous
tirons pour l'objet actuel la conséquence suivante : Si n est supérieur & (logr,)*
Y (logr,) est supéricur & 1 + k(1 —¢); des lors, si n<logr,)*, k<1, I'égalité (38)
a lieu d’aprés ce qui précéde; si n > (log r,)", on a
vlogry) ( ban)
L IO gry,)

"(xlog r YeYologr,) — Y'(1 » YeYlogry) | : , H
Y( OO’n)e (Ogln)e I+Oen(‘/\—l)u}4 (logl‘n) i01<1

donc, en prenant A=1 + T—_) le troisieme facteur du deuxiéme membre sera
"nJ ()g ”.Il

égal & 1+ h,v, et par suite les égalités asymptoliques précédenltes exigent que
I'on ait
U]
lo =logr,(14+-—2—),
g R, = log ( +-4,(1ogr,,)>
ce qui, joint & la proposition oblenue dans le cas n<C(logr,)*, nous donne le

résultat : pour les fonctions a correspondance d’ordre zéro parfaitement régulidre,
on a Uéegalité

logR, =logr, [ i ]
) ° 4 (logr,)

qui est plus précise que (38) dés que ¢(logr,) croit indéfiniment.
[385] On peut obtenir pour certaines fonctions de la premiére classe et de pre-

miére calégorie une correspondance simple plus serrée que la correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliére. On a évidemment

lim l:lob \l(r) (r):' =o, _li—m-l:w _ OYb(l’)] —o0:
r=oco r=—oo log r

(1) 11 y aurait lieu de chercher si les conditions (16") ne peuvent pas étre remplacées par les
conditions (16), et la relation (38) par une autre plus resserrée.
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on peut chercher dans quelles conditions la limite inférieure de ces mémes expres-
sions, pour r=—co, sera finie. On aura par exemple
log M(r)
——— —n(r —A,
logr >
d’ot T'on tire
p, (1) > [ru () —A—z(r)]logr, n(r)y=rp(r)s

cette inégalité s'intégre par la condition que la fonction

p'l (w)

(A +¢) log,x — Tog

soit croissante, quelque petit que soit e>o0, pour x>x,(c). on voit qu'il en
log M(r)

résulte que
4 log r log,r

reste fini et que, par suite,
p,(r)=1log M(r) — h(r) log, r.
Nous avons dés lors la proposition :

La condition nécessaire et suffisante pour que Uon ait

=08 M0 g lim &, =o, Tim k', = A
logr, n—co

n=—oQ
est qu’a tout nombre positif < on puisse faire correspondre un nombre r, (<) tel que
lon ait :

log M (") _ log M(r)
log r' log r

log, r
logr

<< (A +:)(log,r'—log,r)+ B

, r'>r>r\(, Bfini.

La condition est bien nécessaire d’aprés ce qui précéde; si elle est vérifiée, on a

n(r) [log r' —log r] <log M(+") — log M(r) + h(r") log, r'
log M(r)
logr

[log ' —log r] + (A + ¢) log r' [log, r' — log, r] + A(r')log, r';

en prenant
log r'=1og r 4- (log, r)*,

on voit que I'on obtient 'inégalité cherchée. La relalion écrite entre n et r, est
valable entre n et R}, sous les mémes conditions; il est évident que A doit étre au
moins égal & un, ce qui met en évidence le fait que, pour les fonctions a croissance
trés lente, log M(r) ne peut pas étre une fonction & croissance simple, par exemple
il n’existe pas de fonctions pour lesquelles

log M(r) =B(r) + »(r)log, r, [n(r)| <h(r),
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B(x) étant une fonclion dont on sait noter identiquement 'ordre d’aprés les méthodes
de M. Borel, ou une somme de telles fonctions, vérifiant la condition

B(r)y<<klogrlog,r, k<<t.

Les résultats que 'on peut oblenir au sujet de n(r) sont beaucoup moins précis,
ce qui résulte de ce que n(r) s'obtient par une dérivation; on pourrait évidemment,
en introduisant une suile de quantités indéterminées, oblenir une condition néces-
saire et suffisante sous la forme suivante : il doit exister une suile de nombres &,
compris entre 1 et A +¢,, et tels que 'on ait

h

n—+ 1 n

log r
logr, ~ h

>

I

n+4

mais une telle condition n’offre guere d’intérét. Cette condition (qui s’obtient immé-
diatement par la considération de 1'égalilé

[ i) de=[n(r)— h(r)] logr)

x

nous donne une condition nécessaire simple; soit p un entier supérieur ¢ A + ¢, il
existe un nombre I supéricur a un, tel que pour n>>n, :

logr,.,>klogr,;

cette condition entraine seulement I'inégalité
pk
log M(r) > | n(r) — P log r,
P —

log M(r) .
log r

peut traduire le résultat obtenu pour log M(r) sous une forme analogue a celle
obtenue ici, on a

c’est-a-dire le fait que la différence (r) est bornée inférieurement. On

log M(r') _log M(r)
log r' log r

+A+¢ Togr log r' < log r + (log, r)*,

condition qui, d’aprés nos calculs, est équivalente & la premiére.
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V. — ETUDE DES FONCTIONS QUELCONQUES. — CORRESPONDANCE REGULIERE D ORDRE ZERO

ET D'ORDRE MOINS UN.

[36] Nous allons employer les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaite-
ment régulitre comme fonctions de comparaison pour I'étude des aulres fonctions
d’ordre nul. Supposons en premiier lieu la fonction donnée par ses z¢éros (ou plutot
leurs modules) et plagons-nous d’abord dans le cas de fonctions des deux premiéres
catégories de la premicre classe. Nous cherchons une fonction V(\) & croissance
rationnelle et telle que

V(X AN ¢!
(_ )croisse, n M,

A logr,

I

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valears de n. Soit V(X)=X"X), on a :

lim 6'(X).XlogX=o.
X=o0

Marquons dans le plan xoy les points A, de coordonnées x,, y, :

1
wn: loge rn’ yn =1 + Oxg n;

n

nous allons tracer une courbe y(x) passant par unc infinité de points A , laissant les

n

autres au-dessous d’elle, ayant en chaque point une dérivée, sauf en certains points
ou elle en a une a droite et a gauche, et telle que

(F) lim xy'(x)=o, y(@) — 1t + zy'(x) = 0;
X=o00
cette fonction y(x) trouvée, nous pourrons prendre V(X) = X? GogX),

Si y, tend vers un (premiére catégorie), nous faisons passer par chaque point A,
la courbe C, définie par les ¢quations

logn
paal

g yulr)=1 + L2,

?yll(x)zyil_w(x11)+w(x)' wéwn;

o(x) étant une fonction monotone, indéfiniment croissante, et vérifiant la premiére
condition F, par exemple w(x)=log,x. Les points du plan (x>>0) situés au-
dessus de toutes les courbes C, sont au-dessus d’une courbe formée d’une infinité -

n

d’arcs de courbes C,, de part et d’autre d’une infinit¢ de points A, ; si y(x) est lor-

donnée de cette courbe, y(x) vérific les conditions F, puisque ces conditions sont
réalisées sur les courbes C, tant que vy, (x) > 1.
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Lorsque la limite supérieure de y, pour n infini est supérieure a un (seconde caté-
gorie), nous tragons A partir des points A, les courbes C,, :

yn(x) =Y + w(xn) - (O(.CU), x>xn;
yn(x) =Yp—w (wn) + o (x> ’ x

IA 1
8

et nous adjoignons la courbe C :
y=1+ y3(@);

o(x) est monotone, indéfiniment croissante, vérifie la premiére condition F; v (x) est

monotone, décroissante, tend vers zéro; 1 + y(x) vérifie les conditions F, et I'on a :
I

1(x) — xw'(x) =0 (par exemple w(x)=1log,x, y(x)= ) Les points du

logx
plan (x >>o0) situés au-dessus de toules les courbes C, et de C sont au-dessus d’une
courbe y(x) qui fournit encore la fonction cherchée. On peut varier beaucoup
V(X)

soit de la forme
X

cette construction, et, par excmple, faire en sorte que

. 1 > \ . FPEEY . I3 Iy
XU+ U] - est-a-dire soit & croissance régulicre.

Pour les autres catégories de la premiére classe on emploiera un procédé¢ ana-
logue : si p+ 2 est la catégoric et si /)., est fini, on procéde comme pour la

. logp(nlogr")'] . on

n’Jaun ,
‘L'u e

seconde catégorie & partir des points A, [azuzlogﬁ‘ r
aura alors
nlogr,<e, [W(X)], X,=log,r,,

W)
X

W]

— croit.
)

LA e _
ne décroit pas, donc —
p—1

W(X) est & croissance rationnelle,

. . 1 . .
Lorsque ., est infini, on a ;1= 1, on applique alors aux points A,

__log,,, (nlogr,)
o x

n

a:n - 10gp+u rn 4 ’yu

le procédé employé pour la premiére catégorie, mais ici les branches de droite des
courbes C, ne se superposent pas nécessairement dans 'ordre de leurs indices. On
aura encore

n IOg rn é ep [‘V (Xp—H)] ’ Xp~‘ 1 = logp—H rn ’

log W(X)

M croissant, et lim
e,(X) ro! O log X

log W log . log r
sorte que dans les formules o8 X c’est-a-dire ﬁ_gp_,(wl_,,)

Og ‘ logp—f—i ru

W(X) étant & dérivabilité rationnelle,

peut étre remplacé
par un.

10
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Pour les fonctions de la seconde classe et p*™® catégorie, on aura & faire passer
log, n .
par unc infinité de points A, <x”—_—logp Puo  Yp=—2 > une courbe y(x) laissant
n

les autres points au-dessous d’elle, et telle que I'on ait :

. . xy' (@)
() o) O

Si #/>o0, on associe aux points A, les courbes C, définies comme ci-dessus et
on trace la courbe G,

y=y(x);

w(x) est encore monotone, indéfiniment croissante, et telle que tende vers

xo'(x)
7.(Z)

. T . . - e
zéro avec —; /(x) décroit, tend vers zéro et vérifie la condition (F’)
=

I

(par exemple : 1 ()= Tog '

o(x)=log, x).

Ji JP — .
Si I} =o0, nous prendrons pour courbes C, :

I
xn’

(| yu(2) =

eyn(x)zyn‘ ngn’

x.an’

h, est positif et tend vers zéro, ce qui permet la construction de y(x).

En résumé, on voit que : pour toute fonction des deux premiéres classes, on peul
trouver un exposant ¢(x) (dont la dérivée Z'(\) tend vers zéro), tel que les fonctions
pour lesquelles n(x)=—x**) sont de la méme classe el catégorie et & correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliére. Si nous désignons par «(x, y) I'expression

x log y, pour les fonctions de premiére classe, premiéie catégorie;

xlog ylo . o Lo
——g—“——&—}:, pour les fonctions de premiére classe, seconde catégorie ;
log [ log y]
x: o -
T;&ﬁ—, pour la premiere classe, (p 4 2)*™ catégorie;
dp(@logy)
! .y o
j’;y, pour la quatriéme classe, p*me catégorie.

p

On voit que l'on aura, log M[(r) étant le maximum du module de la fonction
considérée :
log M(r) <[t 4 e(r)]g(re®), r).
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D’autre part, application du théoréme de M. Jensen montre que, pour une infi-
nité de valeurs de r, on aura [comme pour le passage de (34) & (37)] :

@ (re®, r) )

log M(r) >[1 —e(r)] 0 (loﬁ ;

H (log r) a pour limite un pour la premicre classe el premiére catégorie, e pour la

seconde classe: pour la premiére classe et catégorie p > 2 sa limite supérieure est e,
1

1 \! , . 5
et elle est égale a (1 + 7;) ? pour la seconde catégorie de la premiére classe.
2

[37] La limite supérieurc trouvée pour log M(r) ne peut étre précisée: la limite
inférieure trouvée sur certains cercles est entiérement satisfaisante pour la premiére
catégorie de la premicre classe; clle I'est moins pour les autres classes ct catégories,
mais ne peut élre améliorée lorsqu’on ne fait aucune hypotheése sur la densité des

(ry)

valeurs de n donnant l'égalité n=1r% Cela résulte de la proposilion suivante,

démontrée dans un cas particulier par M. Lindelof (*) : si V(x) est une fonction crois-
sante dérivable, telle que la fonction W(x) définie par I'égalité

Maxim. de V(x) [log r — log ] = h(r)log r W(r), h(r)>k>>o,

soit également croissante, 'application du théoréme de M. Jensen aux fonctions
pour lesquelles

(2) n<(r +m,)V(r)

donne le résultat le plus précis que 1'on puisse obtenir en général, en ce sens qu'il
existe des fonctions pour lesquelles on a I'inégalité («), I'égalité ayant lieu pour une
infinité de valeurs de n, et telles que :

logM(r) << (1 + &)h(r)logr. W(r), r>r,.
En effet, si I'on forme une suite de nombres r, vérifiant les conditions

. . . ’1" . n
(1 +4)V(r)=n,. n, entier; lim 2 — o Yim Mo

. .
=0 I'n, i=o0 .

la fonction entiére

(==}

=T+ (™

1

satisfait visiblement & I'inégalité précédente.

(*) Mémorre sur la théorie des fonctions entiéres, p. 63.
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[38] Le mode de croissance des fonclions n(x)=x#*) correspondant & des fonc-
tions & correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére montre que, si 1'égalité

§ (e, 1)

oM(r > —r---—-—2-
log M(r) = H(log r)

[1—<()]
a lieu pour une valeur de r, elle a lieu dans tout l'intervalle r, rk, k étant fini, par
suite dans la portion d'un domaine D, comprise entre les cercles de rayons r et kr

on aura :
alr),
log /(2| 2§ e 1= <(r)-

Cest une forme précise du théoréme de M. Wiman que j'avais démontré dans les
Mathematische Annalen. On peut donner une forme moins précise, mais plus
frappante, en introduisant le nombre des zéros n(r). Sur les cercles ol I'inégalité
précédente a lieu on a (n° 33) :

Y (log r)—1
n(r) < ren <[1 + 8(">]”('1)[I - m%)t—l] "

re@ = n(ryh(r), 1< h(r)<H((ogr).
Par exemple pour les fonctions de seconde classe et de p*™¢ catégorie, on a sur

une infinité de cercles :

I n(r)4,r
e[+ <(r] Eyn(r)

n(rd,r
gn(r)

<log | f(2)| <(1 + e(r))e
Les formules ainsi obtenues mettent en évidence que les fonctions & correspon-
dance d’ordre zéro parfaitement régulicre sont bien celles pour lesquelles la relation
entre log M(r") et une fonction de n(r) et r est la plus simple.
in considérant les fonclions de la troisicme classe comme cas limite de fonctions

de la seconde classe par excmple, on obtient le résultal géuéral suivant : Pour loule

Z(\)

Soncliion dordre nul on peut (rouver des exposants ‘O(w):T pour lesquels la

JSonction Z(X) + log X satisfait aux condilions (D), el lon a :

I — log M(r)

< lim <I.

L NXZ =T TNGLY) =
Ii L e
e (‘ + XZ’> VN

[89] Lorsque la fonction f(z) esl donnée par sa séric de Taylor, tout ce que
nous avons dit s’appliquera & la fonction Jb(x), mais les résultats que I'on cbtien-

draitl ainsi ne seraient pas assez précis eu égard i ce que, ici, la fonction connue
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. G .
direclement est y, ou G, et non pas R,. 1l faudra donc comparer e (—”> qui est
n

croissant, & une fonction analogue définissant une fonction & correspondance d’ordre
«éro parfaitemenl régulicre, en désignant cetle fonction par xe(@, o (x) élant 'expo-
sant formé comme ci-dessus pour la fonction dont le n'*me zéro aurait pour loga-

. G
rithme du module —*, on aura
n

logn < it e 9'7”
onsten (%)
et par suite, d’aprés les calculs du n° 33 :
) —— logM(r)
(39) lim s,
H (logr)

L’égalité (3g) donne le théoréme de M. Wiman sous sa forme la plus précise : Sur
une infinité de cercles de rayons indéfiniment croissants on a :

co(r?i(r), r)
1 = i 7
o8 1/ =1+ 1) sz

[40] On peut, pour certaines catégories de fonclions, majorer n(x) ou Yb(x)
d’une facon plus précise. C’est ce qu'on a & faire pour le calcul de la fonction ¢(x)
du numéro 17; on a

lim -q;i =h,.

n=oo

et on doit avoir
G,>¢(n), lim [¢(n 4+ 1) + ¢(n— 1) — 29(x)] =2h,;

la condition imposée & g(x) est vérifiée si ¢"(x) existe et tend vers 2h, lorsque x
croit indéfiniment. La détermination de ¢ (x) se fera, & parlir de ¢"(x), par le pro-

cédé indiqué par M. Denjoy dans sa thése (pp. 48 & 56) (1). La série Z r"e—s) admet
0

dans ces conditions une expression asymptotique simple; on a :

=)
E rre—e(n) — [[ + E(l')] Sl (62031‘!1Y e——h, ) e—hyx? e‘r(‘,l(a:)—?(.r) R
0

+o0
Y@ =logr,  S(zq) =Y gz

(*) En particulier p. 53; le nombre @ qui figure dans les équations des courbes ¢ et y doit
étre remplacé par 2a.
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[41] Légalité (39) montre qu'étant donnée I'expression log M(r) correspondant a
une fonction d’ordre nul quelconque, il existe une fonction a correspondance d’ordre
zéro parfaitement réguliére, des mémes classe et catégorie dont le logarithme du

maximum du module log M(r) vérifie la condition

T 08 M) _ |
r=x log M(r)

’

on en déduira par Papplication de I'inégalité (27) une limite supéiieure de n(r),
tandis que les résultats du numéro 36 donneront une limite inférieure de n(r) sur
certains cercles. On obtiendra de méme les résultats relatifs aux coefficients c,.
Quant 4 la détermination de M(r) en fonction de M(r), elle se fera comme la
majoration de n(r).

[42] ¢(x,y) élant la fonction considérée au numéro 36, nous appellerons fonctions
a correspondance réguliére d’ordre zéro celles pour lesquelles le rapport

log M(r) l:ou log M(r)
¢(n(r), ) ¢ (1(r), 1)

reste compris entre des limites finies (positives). Pour de telles fonctions, g(zx, y)
vérifiant les conditions (), on a:

log M(r) ~ / ' fl—(wi)dx.
0

Cherchons d’abord les conditions imposées & log M(r). Nous ferons le calcul
pour une fonction de la premiére classe. Nous aurons

(M,

log M(r) ~ p, (r) = A(r) . T [n(r) log 7’ A<hr)<B
(p=no pour la premiére catégorie, etc.). En posant
logp r= Xp’ b (I’) - ep—l [\ (Xp>] ’ [e-—a (y) - log yJ

on voit que l'on a
V(X,) log V(X)) =h(X)). V/(X)).X log X , A—:<<h(X)<<B+e,

c’est-d-dire que V(x) satisfait aux conditions

1— 1+e
log ac')T log V(x) <log ac’> 2
<log x log V(x) log x ’

>ae>x(e).



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE NUL ET D ORDRE FINI, 79

que jappellerai conditions de M. Boulrouxz('). On en déduira (comme pour les
fonctions A croissance rationnelle) une propriété des nombres dérivés. On a dés lors

le résultat :

La condition nécessaire et suffisanle pour que l'on ait

1 I
—— ——, li - —, <1,
F S e T et SECE
LBp+arn E117‘*‘1 n

est que log M(r) soil asymplotiquement égal & e,  [V(log,r)], V(x) vérifiant les
conditions de M. Boutroux écrites ci-dessus.

I1 reste & montrer que la condition est suffisante. Nous allons commencer par
montrer que cette condition entraine 1'égalité (12). D'une facon générale, si I'on a

log M(r) < (1 + €)e,,[V (log, 7],
le théoréeme de M. Jensen nous donne :

[V (log 1)), (e, (V)]
k4L, ,r, '

n<(1+ e)e""

_ log,r,...log,. r,

logr—Ilogr,=klogr,.a = e, .(V.) . log V.’

R

V.= V(logp r.).

log (1 + kx,)

On tire de 14 (en supposant Tog.7.

<h<y),

1+4¢
e, [Vdog, )<< e, (V) (1 + ke, ) ven

et par conséquent :

+1 " * I

o) A< (4o

. V(. R
(1) On voit en effet que lorsque ]Ogow ir) reste borné, il existe des nombres A, et B, tels que
]

sont des fonclions croissantes, ce sont les conditions utilisées par M. Boutroux dans sa thése.
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H,(r,) est égal & un pour la premiére catégorie, inférieur ou égal & e pour les
. T I
catégories de rang supérieur a 2, et au nombre obtenu en remplacant «, par — pour

‘2
la seconde. Nous déduirons de U'inégalité (40) que

o 1
o [ a2 e 0]

i

nous aurons donc
S B o=+ (e, IV g, )

si v, est la borne supérieure de |4(x)| pour x>r, ona

Ny 1 -;“r
e, ,[V(og, )] >e, [V (log,n)] |:x + \/B h:l, r=r'" Vi

. log, r...log, ., r
" e, (V) ... log v

.[r, n(x) dx = (I + 'q(?‘))[ p—1 (V(Ing r’)) 1’—’ (V(logpr))]

Or, la propriété des nombres dérivés de la fonction V(x) nous montre encore
que le crochet du second membre de I'égalité précédente peut s’écrire sous la forme

[ elal Y

Sip_‘loc Ax)x

X(x) étant continu et compris entre A(1—z:) et B(1 +¢); donc, nous aurons,

d’aprés le raisonnement fait plusieurs fois ci-dessus,

nry o L6V, M| A —<ni<BG+ 9,
)\(’“) Gyt

ce qui démontre la proposition énoncée. On aura un résultat analogue pour la
seconde classe.

[43] Les conditions que I'on peut obtenir pour n(r) seront moins satisfaisantes.
En procédant comme pour les fonctions & correspondance d’ordre zéro parfaitement
réguliere, nous trouvons qu’'il est nécessaire que 1'on ait

I + :n
nlogr,=h,e, [V(og,r,)],

n-p—i

n
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V() satisfaisant aux conditions de M. Boutroux; mais cetle égalité n’entraine plus

n(rg,,,r

log M(r)=h(r) s Tog 717

A—e<<h(r)<<B+ce,

mais seulement cette égalité avec
A B
B hn(r)(] — << h(n< N hn(r)(l + ).

Nous aurons donc seulement le résultat :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit & correspondance
réguliére d’ordre zéro, en ce sens que le rapport (premiére classe)

(
log M(r) :———-———( )1’”‘

4, n(r) log r]
resle supérieur & un nombre positif, est que l'on ait
nlogr,=h(n)e, [V (log,r)], C, << h(n) <<B/,

Y(x) satisfaisant aux conditions de M. Boulroux :

! 1
log '\, _ log V(x') log '\ a7 , ‘
<lOg.’L’> <IOgV(I)<<]0g‘x> ’ T >0, Al<l.

On peut meltre la condition sous la forme, plus simple pour une vérification
pratique :

log, (n'log r A,)714: lobpﬁ v log, (n'log r,B)7]B=
logp (n lOg r n g) ] logp—l»j n []ng (n' ]Og ru ° Az) '

Je ferai une remarque sur la forme donnée en dernier lieu a la condition. Consi-
dérons la double inégalité

An(r) log r</ dac<Bn(r) logr, B,
en posant
logr=X, n(r)=N(X);
la méthode précédente nous donne

1
X ——‘ NAY WX X\x ! y .
@) (x) < N(X)>\Q—,)<<Y> . X>X, A<i(@<B,

d’ou l'on tire

UM O

I1
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condition moins précise que la précédente. Si B=1, cette derniére condition ne
peut étre remplacée par une autre de la méme forme et plus avantageuse, mais si
B<C1 etsil’on pose

f ¥ N(w) de = hOV)XN(X),

on aura
ah(x) <z —X[1—hX)], z>X,
d’ou
1—n(X)
o g Y h(X)
X X X I —
7 > . — L S Gt
W)z = T X[ — R B "
X 1—n(X)
A —
i—B
et par conséquent
1
NA) X 1—B 5! B

NQ) = [i\_ r— h(\) AN
cette indgalité, qui ne nous donnerait rien de plus que («), améliore la premiére
partiede (8); on aura

1
MX) X' 1—B\F
N(X) ( X 1— A) '

mais, méme dans ces conditions, (§) donnera un résultat moins précis que ().

[44] Lorsque les conditions du numéro 43 sont vérifiées, on a
(39 log M(r) =h(r)e,_, [V, (log, )],

V,(X) satisfaisant aux conditions de M. Boutroux el A(r) restant fini, positif; or, la
fonction étant & correspondance réguliére d’ordre zéro, les conditions du numéro 42
doivent se trouver réalisées; on voit méme que la fonction log, M(r) considérée
comme fonction de log, rr doit satisfaire & des conditions de M. Boutroux, ce qui
impose des conditions a la fonction inconnue A(r). On se rendra compte, au moyen
du calcul fait au numéro 42, que I'égalité (41) donnée a priori cnlraine bien la cor-
respondance régulicre, de sorte quunc ¢égalit¢ de la forme (41) impose a A(r) des
conditions telles que log, M(r) vérifie des conditions de M. Boutroux.
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[45] On peut évidemment, pour ¢ludier une fonction quelconque, la comparer &
une fonction A correspondance régulicre d’ordre zéro : la majoration de n(r), par
exemple, se fera par la méthode de M. Boutroux (These, p. 15). 11 est clair que I'on
obtiendra ainsi des résultats meilleurs, pour les fonctions voisines des fonctions &
correspondance réguliére d’ordre zéro, que par la comparaison aux fonctions a cor-
respondance parfaitement régulicre; mais pour les fonctions dont la distribution des
zéros est trés irréguliére comparativement a celle des fonclions & correspondance
réguliére d’ordre zéro, les résultats obtenus par les deux méthodes donneront une
approximation a peu prés semblable. 11 est d’ailleurs évident que si l'on a, par
exemple,

I < log M(r)

JE— < [ + g,
A T log M(r)

M(r) étant le maximum du module d’une fonction & correspondance d’ordre zéro

parfaitement réguliére, I'étude de la relation entre n(r) et r se fera d'une facon plus

précise que dans le cas général des fonctions a correspondance réguliére (1).
Supposons, par exemple, que I'on ait

log M(r) = h(r) (log r)*, A<h()<B, k>r;

nous aurons

f’ %dxzh‘(r)aogr)", A—e<h(r)<B;
0
d’out

n(r)y < (1 + )kBo*" (log r)*,

n(r) > (1 — )kBw™™* (log r)",

ol w est la plus grande el o' la plus petite racine de I'équation
k k—1 ‘L.\
(k —1)a" — kx +f=0'

Il semble difficile de reconnailre si ces conditions nécessaires sont suffisantes,

sauf le cas ol lim A=B, ou l'on retombe sur le cas de la correspondance d’ordre

(1) Il ne me semble pas inutile d’insister sur ce fait bien évident, que la classe des fonctions
a correspondance réguliére d’ordre zéro est beaucoup plus générale que la classe des fouctions
considérdes ici : c’est cette propriété qui fait leur intéret. Clest a ce point de vue, semble-t-il,
que I'on doit se placer dans ce genre de questions, par exemple dans la comparaison des résul-
tats de M. Denjoy et de M. Blumenthal (Voir BLumeNinsw, Principes de la théorie des fonc-
tions d'ordre nfint, pp. 83, 88). Il est clair que les methodes de M. Blumenthal doivent s’ap-

pliquer directement dans des cas beaucoup plus généraux que celles de M. Denjoy; il reste &

Savoir si ; Yyt . . - . .
savoir si les fonctions e )" sont aussi ou moins générales que les fonctions ¢,



84 G. VALIRON.

zéro parfaitement réguliére. Le calcul fait ci-dessus dans un cas particulier, pour
simplifier, a d’ailleurs une portée tout a fait générale.

Enfin, on voit que, pour une fonction a correspondance réguliére d’ordre zéro,
on a

n(r) = h(r)e¥&, X=logr,

Y'(X) tendant vers zéro, il existe donc un exposant ¢(x) dont la dérivée Z'(X) tend
vers zéro et tel que

n(r)>=Ikr, k>o;

d’ot il suit que la condition (19) est vérifiée ainsi que ses conséquences.

[46] On peut évidemment essayer de poursuivre cette étude de la correspondance
entre log M(r) et n(r) ou Ju(r). Nous dirons que la correspondance enire log M(r)
el YO(r) est réguliére d ordre moins un lorsqu’on a

T0(r)' " log r<<log M(r) < (1 + £)%6(r)log r, r>r,(e),

quelque petit que soit . Nous nous bornons a des fonctions d’ordre fini ou nul, de
sorte que la deuxiéme partic de U'inégalité est vérifice; la premicre partie impose &
log M(r) la condition

log M(r) ~ U(N), A =logr:

la fonction

I I

XXy

étant décroissante, quelque petit que soit =, pour X>>X (¢). On verra facilement
que c’est la une condition suffisante, d’ou il résultera, comme plus haut, que la
fonction

@) 1 - 1
(logr)”  [log M(r)]'

elle-méme est décroissante pour log > log (ro(s)). Mais on peut donner a cette con-
dition une forme beaucoup plus large; posons

log M(r) = X[V(X)|'™, X=logr;

on voit que V(X) devra vérifier la condition

L[‘*—““I—(T;]>—I“[‘—*‘—IT] X>X>X(e)-
X Voo v VO
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Cette condition est suffisante, car on aura

. __L NS L LY R
To(r) < o YOI 7%
or,
Voo™

5[ () Jooor™

A Ve
log X __V(X_)“‘ ol

v <

donc en prenant, par exemple,

on aura bien

Yo(r) < V(X)' T = (———lolgorf,r)ym.

Ce calcul montre, de plus, que '’hypothése
et N o I . _
® \YeUEAT0 ) AN _x[x +——-V(X)u]. X > X (3),

ou « est arbitrairement pelit, et entrainé la conclusion; or, la condition () nous
donne
log M(r)=1X\V,(X),

) V) V(N) e, V=YX [1 + T([X)_] , X>X (%),

ce qui montre que la condition (§) est bien nécessaire; en revenant a la variable r,
la condition (§) s’écrit
T(r) = V(X),
1
Te) ST r=r T, s

T(x) est done une fonction type de M. Blumenthal, adjointe & Uinfiniment petit o
(# est défini en fonction de r par r=r,(x)). Dot le résultat :

La condilion nécessaire et suffisanle pour qu'une fonction d’ordre nul ou d’ordre
fini soil & correspondance réguliére d’ordre moins un, c'est-a-dire pour que les inéga-
lités écrites plus haut aient lieu, est que

log M(r) =log r [T(r)]' T,

T 1 14 > ( )
—_— , n n,\z),
[ <</Icnl>]

1—e.
T ”.___I__ s lim logn,,, _ 1,
Vi P2 Tog 7,

ou que

IA

/ n
S
/

tn

I\
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T(x) étant une fonction type de M. Blumenthal et les égalité et inégalités écrites étant
réciproques. Pour l'ordre infini, ce sont encore des conditions suffisantes.

La classe des fonctions ainsi obtenues est plus générale que la classe des fonctions
pour lesquelles

log M(r)=1log r. eY(ogn) (i+n),

la fonction Y(X) satisfaisant & la condition que \eY®) est asymptotiquement égal au
maximum du module d’une fonction d’ordre nul & correspondance réguliére d’ordre
zéro; car dans ces conditions, et pour la premiére classe,

Y(AX)

e <<

Y(X) V(X .
e MY k fini;
condition qui n’est pas réalisée nécessairement par les fonctions T(e¥). On aura un
résultat analogue pour la seconde classe.

[47] La correspondance régulicre d’ordre moins un entre log M(r) et n(r) ne
peut plus s'¢tudier aussi facilement, sauf lorsque les conditions (16) sont vérifiées,
cas dans lequel les résullals précédents s’appliqueront aprés le changement de 16(r)

n I . ,
en n(r) et \/]c”] en —. Dans le cas géndral, le second terme figurant dans les éga-
r

n

lités (13) et (1) peut étre aussi important que le premier, et par suile les arguments
des zéros interviennent. Mais, méme en ¢largissant la définition et en disant, par
exemple, qu’il y aura correspondance régulicre d’ordre moins un entre n(r) et

log M(r) lorsque, quels que soient les arquments des z¢éros, on a
n(r) " log r <log M(rr) < h(r)n(r) log r,

la question se résout mal. On voil, en effel, que 'on devra avoir

/r n(@) dx < h.n(r) logr, r fr @) dx < h,n(r)log r;
0 0

x x*

la premiére inégalité ne donne rien; la seconde donne bien une double inégalité :

. .
@<‘/0. nﬁi—f)dac<h2@logr,

mais la limite supérieure est trop ¢loignée de la limite inférieure pour que l'on

puisse oblenir un résultat simple, el si Pon ne fait pas Uhypothése A, <1 les condi-

tions obtenues pour n(x) non seulement ne sont pas suffisantes, mais n’entrainent

méme pas la conveigence de l'intégrale.
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VI. — QUELQUES EXEMPLES.

|48] Je considérerai d’abord des fonctions définies par des équations fonction
nelles se rattachant & celles étudiées par H. Poincaré dans son mémoire Sur une
classe nouvelle de (ranscendanles uniformes (J. de Math., 18go, p. 313). Je me bor-
nerai & des ¢quations de la forme

J@)=R[f@). 2. o>,

R(x, y) étant une fraction rationnelle en x et y. Je cheicheiai des solutions holo-
morphes et différentes de z6ro pour z=o0. On voit que la fonction

%(2) = f(2) — f(0)
doit satisfaire au syst¢éme de Poincaré
3 ?,(az) = a?l(z) ’
?i(az) =R [?»_(3) +f(0) 4 ?‘(Z)] - /(0) .

dont le déterminant est

\ R
F(s) =(a—3s) [35 [f(0). 0] —s:|:
par suite, si 'on a

70R
L(5; e o))

¢ = R(c,, 0), i

i, (i=1,2,..),

il existe une solution méromorphe de I'équation considérée prenant la valeur ¢, pour

z=o0. Si R(x, y) est un polynome, la solution est entitre; c'est ce cas que je consi
dérerai le premier. On a

(42) S(@2) =P [[@) + ... +P,2),
les P(2) sont des polynomes et il y a en général p solutions entiéres. Soit
P()=0b2"+ ..., b =28, la|=A;

o R s . .
st M(7) est le maximum du module d’une solution, nous avons

M(ar) = (B + ) rM(P)]".
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Supposons d’abord p>1. Ona

p‘rl_l pn_p
M(A"r,) = [(B + )i 7=t [M(r)PA” " &=D3
i 1
{— ;ﬁ | - ;":-

=[ Moo+ 7T AT |

et par suite
Lp

RAYIY
M(r) = [KrM(r)] <r0> (H"), R<r,<AR. r,= %,. n entier.

. , . L T
On a donc une fonction d’ordre fini, d’ordre le, trés réguliére; on a

Lp
log M(r) =[1 4+ e(r)]h (log ) rix,

h(x) étant une fonction périodique, de période log A, dont les variations dépendent
des coeflicients des polynomes P(z).
Soit maintenant p=1. On a encore

M(Ar) = (B + ) r"M(r) = Br'M(r) (I - @) ,

d’ou

qn(n—i) Lr—Lry q(l,1~)2—(Lro)‘-l
M(A"r)=h(n) Bry'M(r)A" 2 = h(r)M(r) (\/_> P
A

r°:1{7" R<r,<<AR;

ou encore enfin

q logB logr
H(logr) —— (log7)2 log r——5~
(og7) Sioga 187 ¥ ioga P2

’

M(r) = h(r)e

H(x) étant périodique et de période log A. On voit que I'on a une fonction de premiére
classe et seconde catégorie, satisfaisant aux conditions (16) et & correspondance
d’ordre zéro parfaitement réguliere. On pourra, pour obtenir les coeflicients de la
série de Taylor et les modules des zéros, faire un calcul analogue a celui du nu-
méro 32. Mais on peut aussi remarquer qu’il existe des cercles sur lesquels |f(z)]
reste supérieur & [M(r)]'—, il en résulte qu’il existe une suite de nombres r, r,, ...,
r,..;r,=r_A, tels que

S(@)=[1+7(@)]P(2)f(2), lel=r.;

f(2) a donc ¢ zéros entre les cercles de rayons r, et r_,. A I'extérieur des cercles
décrits des zéros a, comme cenlres avec un rayon |a,|”" I'égalité précédente a encore
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lieu, ce qui montre que «, étant un des g zéros compris enlre R et AR, 'un des
. . ] A .
q #éros compris entre les cercles RA" et RA* ' sera ¢, A" (1 + _]T> ; les zéros tendent

A sc disposer sur ¢ spirales logarithmiques. En particulier, si ¢ =1 et si les coeffi-
cients de P (z) et de P,(2) sont réels ainsi que a, tous les zéros sont réels a partir
d’un certain rang.

[49] Considérons maintenant I'équation plus générale
(43) f(@)=P(2)f(a""2) + ... + P,_(2)f(2) + P,(2).
qui est elle-méme un cas particulier de I'équation
F@2)=R[f(@2), .... f(2), ],

R(z,, z,, ..., x,. x,,,) ¢lant une fraction rationnelle. Les conditions qui expriment
que le développement en série d’une solution est possible sont des conditions suffi-
santes pour que cette solution existe, car la résolution de I'équation se raméne & la
résolution d’un systéme d’équations de Poincaré. Pour I'équation (43), on aura les

conditions

f(O) :Co; CO[PU<O) + P’(o) + e + Pp—;(o) - ]] + Pp<0) =0;
J=p—!

a’ — Z P (0)a* 7o, i=1,2,..;

=0

il y aura en général une solution entiére. Dans le cas particulier ot le degré de P (2)
surpasse celui des autres polynomes P (z) (i=1, 2, ..., p—1), l'expression trouvée
ci-dessus pour M(r) est encore valable, ainsi que les résultats relatifs a la disposition
des z¢ros. Mais dans les cas généraux les valeurs particuliéres des coefficients et les
degrés des polynomes P,(2) inlerviennent; on a bien encore

M(r) < eKlogn)?,

mais il semble difficile de trouver une limite inférieure pour M(r).

[50] Je considérerai encore 1’équation
P,(2)f(az) + Py2)f(2) + P (s) =0,

qui admet une solution méromorphe sous certaines conditions; si o, a,, ..., @, sont
les zéros de P,(2) et si I'on pose
oo

wm:HQ—@,

1
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on aura comme solution de 1'équation écrite

g(2) étant une fonction entiére vérifiant I'¢quation
P (0)g(az) + P(2)g(z) + P(2) - 1(z2d =0,
ce qui montre que g(z) est une fonction d’ordre nul pour laquelle
M(r) <C eKllogn)?;

en décomposant ¢(z) en éléments simples, on aura

=p n=o

— \! Aln z \ T g(ltan)
¢(2) = L g Z PR <;?> g +/.2). A, = e

O1, nous trouvons

3 n
A — — A’ 1 9<1La ) .

n+1 w1 p (1 all) —_— aA;n-H C‘(at a")q ’
I\4

¢ ¢tant Pexcés du degré de P sur celui de P,; on en tirera bien simplement, en

supposant le degi1é de P,(2) au moins égal a un, que g(z) est une fonction a corres-
pondance 1éguli¢re d’ordre zéro pour laquelle

log M(r)=h(r) (log r)’.

On voit, de plus, que loisque ¢ est négatif ou nul, on aura sur une infinité de
cercles de rayons R, AR, ..., A"R, ...:

J@)—f. (@) ="20FD @)

z

d’ot il suit que f, est un polynome.

[51] Jindiquerai encore rapidement quelques fonctions de premiére classe satis-
faisant & des relations fonctionnelles simples. La fonction

F(z, a)= II <1——z’;>, la| >1
a

n=0

véiifie 'équation
2

. z
9@ =(1—7)s@(—2),
dont la résolution générale est alors ramenée a celle de I'équation

(44) ¢(2) =1¢(@)9(—2).
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La seule solution méromorphe de (44) est évidemment
q=k

ra=2r [] o=z,

g=—h'

ou p, ¢, m, sont des entiers. Mais on peut chercher les solutions uniformes de (44)
n’admettant pas le cercle z=1 comme ligne singuli¢re. Si a est un pdle (ou zéro)

" sera aussi pole, ainsi que 'un des 2" points a*"; il sera

d’une telle solution, a
donc nécessaire de choisir les points @™ de facon A ce que leur seul point limite
soit le point z=1. Le cas |a]=1 nous redonne ,(2); si |a|==1, nous supposerons
a choisi (parmi les points u”"’) de telle facon que chaque point @™ ait pour argu-
ment le quotient par 2%’ de 'argument de « qui est compris entre o et 2x. Dés lors
la fonction quasi-enticre

—n!

Gz, a) = F(z, a). H <z;—a—>

jouera dans le cas |a] >1 le réle de fonction ¢lémentaire, la fonction

aG(z, a)

m, Ial>l, |b|>1,

vérifiant (44). Pour |a|<Z 1, on prendra
11 - (—za "
seao—r(+ D) ()
i

Les fonctions vérifiant (44) ayant entre les cercles z=R, z=R*(R=-1) autant
de zéros que de poles, on voit quelle sera la forme générale des solutions de (44)
admettant pour points essentiels, soit les poinls 1, oo, soit 1 et o, soit o, 1, co. La
fonction G(z, a) se comporte pour les grandes valeurs de z comme la fonction F(z, a);

1
pour z=1 + " et pour u trés grand, clle est asymplote & la fonction & ((a—— 1)z, 2)

(la| <<2), U(z, b) étant la fonction considérée au numéro 5o.
La fonction

d G(z, a)
H(z,a,b) =z—| log ——
(z.a.0) =z [Ogu(z, b)
vérifie I'équation
(45) 23(2) = 9(2) + 3(— 2),

mais les solutions uniformes de cette équation, ayant pour seuls points essentiels
‘, ’ r 3 . .
I et e, sont plus géncrales qu'une somme de fonctions I(z, a, b): si ¢(z) est une
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telle solution de (45) ayant pour poles entre z=XK et z=K* (K >1) les points a,

q,
G'(z, @)
G(z, a)’

(pOles simples) avec résidus A,, la somme Zz est nulle; donc si I'on pose

K(z,a)=2z

la fonction

A
0@ =3()— ¥ Kz a)

vérifie (45) et n’a plus de poles (sauf peut-étre |z]=1 et z=0oc), elle est finie pour
z=oo d’aprés (45), on aura
9=k
)=k + N ot
@=k+ ¥ i
q=K'
Si I'on met ¢(2) sous la forme du quotient de deux fonctions quasi-entiéres, le

dénominateur sera connu et le numérateur sera une fonction réguliére dans le voi-
sinage de ses points essentiels, on auta donc pou1 z trés grand

log M(r) = h(r) log rlog, r,
et pour z=1 +L1L, luj="1U":
log M(U) = k(U) (log U)".

On généralisera aisément les résultats, en partant de la fonction

n=—oo

F(z,s,t,a) = H 1————‘\—” , la] > 1, s> t.
o7)

n=0 t




DEUXIEME PARTIE.

Sur quelques propriétés des fonctions d'ordre fini.

I. — DéveroppEMENT DE TAYLOR. — TuEOrREME DE M. WimaN.

[52] Les différentes d:finitions de la correspondance réguliecre d’ordre zéro
entre 90(r) et log M(r) s’étendent immédiatement au cas de Vordre fini. Pour que
Pon ait I'égalité
log r

lOg M(r) ~ ‘n()(l‘) m,

‘c’est-a-dire pour que la correspondance d’ordre zéro soit parfaitement réguliére, il
faut que log M(r) soit une fonction de r & croissance rationnelle, et il suffit que
log M(r) soit asymplotiquement égale & une fonctlion a dérivabilité rationnelle. Cette
condition n’implique d’ailleurs pas que l'ordre est fini, puisque I'on a seulement

log i\[ ("> — e(|0gr)1 +7'7) ,

et si Pordre est fini, log M(r) peut, pour certaines valcurs de r, étre comparable au
logarithme du maximum du module d’'une fonction d’ordre nul de seconde classe
et premiére catégorie; c’est ce qui aura licu, par exemple, si I'on a :

1+ sin (log, 7) +

1
log M(r) ~ r g7 p=h.

Supposons les conditions de la correspondance d’ordre zéro parfaitement régu-
liére réalisées, on a

(46) log M(r) ~ r¢", lim M:o, Tim p(x)=h;
x=0c0 p(x) r=0c0
nous avons
To(r) ~p(r). r*",
d’ou :
Sn

n % 9“”- e ™)

—~ele)e
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Or, si I'on considére 1'égalité
Y= r(m)wp(w):

on en peut tirer

= [yo@y)]"¥ w =—l—,
x=/[yo(y)] ., ) o)

et w(x) vérifie la condition :
. xw'(x).logx
lim 29®) lgz_
xT=o00 0)(:17)

Nous avons ainsi le résultat que 'égalité (46) entraine pour les coefficients c, les
conditions :

n ' ' —o(n')
(/e <[ZE w=nota

p n o )j—e®y ) . on.
— . prs
( \/ lCupl > [__P_e_‘_p_] s np-——n,p(l —;p), Jim 2 —=

p=oc0 np .

Réciproguement. les conditions

n,2 . .
( \/ ]C”l < n'~m,(n'), n":n(l + sn);
np ' ' , . np1 .
|Cnp| > n/ Ty, n,=n,(1—¢,). lim = 1,
p=o N,
ot la fonclion w,(x) est continue, dérivable (a droite ou a gauche), et vérifie les
condilions
4
. . w(x).xlogx
lim o,(x)>o0, lim —’-(—>——-—é_:—_
T=w L=oo (')l(w) -

entrainent la correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére et donnent :

rea(r) . xwlx(l‘) I

log M(r) ~ o)’ y = , ,(X)=—o+.

Nous aurons ainsi trés simplement des fonclions a correspondance d’ordre zéro
parfaitement réguliére et & croissance irréguliére; par exemple, si I'on a

—1

N e i i
\V]C“{ =(l + 'q")n 3 {1 + sin (log, n)] + logan |

on a

0 . [}
= 1 )
log M(r) = r& L+t ] ieaen

la fonction est'd’ordre ¢, et pour certaines valeurs de r on a :

r
log M(r) < rioear’
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Dans le cas particulier ot g(x) reste supérieur & un nombre positif fixe, les
formules écriles ci-dessus se simplifient par suite du fait que I'on aura

n'w (nr):l_m(n') , “nw (n)]—w(n)
=(+:)| —— ,
[ e ( n _ e

on a un résultat analogue en supposant w,(x) borné supérieurement. Enfin, si ¢ ()

(ou w,(w)) a une limite p<lpour m‘(ac)>, on peut remplacer p(x) et o () par
e

I g
g el w(x) et o (x) par — dans les formules, saul dans les exposants.
°
Pour qu’il y ait correspondance réguliére d’ordre zéro entre log M(r) et Ji(r), on

doit avoir

logr
log M(r) = h(MNIUr) —=— ,
o8 M(r) = hr) ) i
S . \ log, M(r) T s
si I'on ajoute en plus I'hypothése que —F reste supérieur a un nombre positif
Dg

fixe pour r>>r,, I'équation précédente sc réduit a
log M(r") = I(r) 10(r),

et par suite, M(r) est une fonclion de ¢" satisfaisant a des conditions de M. Boutroux ;
il existe deux nombres \ et B (A>>B>o0) tels que :

r'\B < log M(r") < '\t .
(7) <menm<(5)" >
Réciproquement, il suffit que
1 /r\B  logMy') _ /r'\*
C <7) < log M(r) < (T)
pour que la correspondance précédente ait lieu; on en déduit

n
¢, | << C, n—), n>n_;
n 1 [

(TSI
np - Cl P ’ n ’

P

6(x) étant une fonction telle que :
x—A décroit, x4@)—B croit, B>o.
Ces inégalités entrainent la correspondance réguliére d’ordre zéro et donnent
log M(r) = h(")\V(r); y = ah@, x=V(y);

fonction dont les irrégularités peuvent étre moins lentes que celles des fonctions &
correspondance d’ordre zéro parfaitement réguliére.
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[53] La comparaison d'un. fonction d'ordre fini quelconque donnée par sa série
de Taylor & une fonction & correspondance d’ordre z¢éro parfailement réguliére se
fait par le procédé indiqué au numéro 39 pour les fonctions d’ordre nul. 1l existe
des fonctions p,(x) pour lesquelles on a

Tn . (). xlogx
néemme ), lim P1< ) g =o,
J£==0c0 Pa ((13)
I’égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n. Au numéro 39 la détermination
pratique de telles fonctions repose sur I'emploi de la suite G,. mais on peut procéder

directement & partir de |c,| ou =,:

e

ol c’est ce que je ferai ici en me bornant, pour
simplifier, & la recherche de fonctions ¢, (x) restant pour x> ., supérieures ou
égales & un nombre positif. Tout revient alors & trouver une fonction w(x) bornée

supérieurement et telle que

’

Vle,| < n—etn, lim o'(x)xlog x, lim ()=
€T =00

r=o0

O | -

¢ étant I'ordre. Si l'on pose

__logy,
" logn’

n

on a a construire une courbe passant par une infinité de points A, (x,=n, y,=gs,),
laissant les autres points au-dessus d’elle, ayant une ordonnée aussi grande que

)

. . . pro. N L 1 ’ ’
possible (mans inféricure a un nombre fixe supéricur a — ) ct dont Pordonnée y(x)

rd
vérifie la condition : lim y'(x), xlogx =o.

T=o0
On voit qu’il suffit de considérer les courbes C, définies par les équations
§y7l(w)=y’)l+e(wll)_e(x)’ xéxn’
y1¢(x)=yn+e(x) _e('xu)’ wgwn’

6 (x) étant une fonction monotone, indéfiniment croissante, pour laquelle on a

lim 0'(x).xlogx =0,

X=0o0

par exemple 6(x)=1log, x. La courbe I" dont 'ordonnée est en chaque point x le
plus petit des nombres y,(x) sera la courbe cherchée si son ordonnée restle finic,
sinon on prendra la courbe formée par des arcs de I' dont 'ordonnée est inférieure

a A (A > 1) et par des segments de la droite y=—=A.
e

I1 est bien évident que 'on pourrait faire en sorte que w(x) ait pour limite g,
mais on aura une meilleure limitation de log M(») en ne s’astreignant pas a cette
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condition. Ceci posé, si 'on désigne par xwu(@) la fonclion inverse de @, on a
d’apres les inégalités du numéro 33 :
—— log M(r
lim ﬁ:—() =1
=00 re,()
ep,(r)
Ce résultat montre que, pour loule fonclion dordre fini p, on peut trouver des
JSonctions ¢(x) salisfuisanl aux condilions

T @)

1, lim p(x)=h> o, lim xg'(x) logx =o
xr=o00 f -_ Xx=00

X =00
(p' () désignant la dérivée ou la dérivée & droite ou a gauche pour certaines valeurs
de x) et lelles que

——logM(r)
(47) lim —=0==r,

malgré 'indélermination qui régne sur la définition de la fonction ¢(x), je dirai
qu’une telle fonction est un ordre précisé. En particulier, il existe des ordres précisés
ayant pour limite (pour £ =c0) l'ordre 5. On voit que les fonctions a correspon-
dance d’ordre zéro parfaitement réguli¢re pour lesquelles p(a) reste supéricur & un
nombre positif pour > sont des fonclions réguliéres relativement & l'ordre pre-
c¢isé. Un calcul immdédiat, ou les formules obtenues plus haut. montre que pour une
JSonclion d’ordre précisé :(x) on a

w— w(n) -
Vi <+ 1) [" ()

e

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n, et w(x) étant défini par les
égalités

o (@)= yWe(y) = .

I
P_(y—),
[54] Jappliquerai la notion d’ordre précisé & la démonstration du théoréme de
M. Winian sous sa forme la plus précise, forme qui a été obtenue par M. Lindelof
dans le cas particulier o1 l'on a :
log, log, r

OF

jindiquerai plus loin comment la démonstration de M. Lindelof peut étre complétée,
mais je vais d’abord établir la proposition par la méthode méme de M. Wiman (2).

() Voir Lixperor, Sur un théoréme de M. ladamard... (Rendiconti di Palermo, t. XXV,
1908); la forme du résultat a été prévue par M. Litlewood, Proceedings of the London Mathe-
matical Society, vol. § (2¢ série), p. 18¢.

(?) Voir Winsn, Sar une extension d’an théoréme de M. Hadamard (Arkiv for Mate-
matik, ...; B. 2, 00 14.

13
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I
2
il existe une infinité de cercles, de rayons indéfiniment croigsants, sur lesquels on a

Le théoréme en vue est le suivant : pour foule fonclion d'ordre fini ¢ inférieur &

log | f(z)| > [cos mp —e(r) e,

2(r) etant un ordre précisé.
11 suffit de démontrer la proportion lorsque les zéros sont en ligne droite, par
exemple ont tous leur argument égal & =. Soit alors

n
g(Z)ZEC"Z ’ (cn>0)
une telle fonction, nous avons, pour une infinité de valeurs de r,

g(r) > ett—nr®,

d’oli, pour une infinité de valeurs de n,
n/— no(n)"—v®
Ve > (1 ——e")[ : ] )

Nous considérons la fonction auxiliaire

o L w Lo ;
P (x) = [ g(xu’t)e*“du:[ gleu® e *)e—ueeisdy, —§<q><§, k>p;

la convergence et I'égalité des deux intégrales résultant du fait que & est supérieur
1

a p, et, par suite, g(xu*) une fonction de u d'ordre inférieur & un. ®(x) est une
fonction entiére, et 'on a :
(e

1
P(x) =f glxu*)e " du = 2 ¢, I’ (7 + 1> "
v v

0

donc, si 'on pose

P (x) = xd,a",

on a pour une infinité de valeurs de n :

Vi, > (1—¢) ["_“’e("_)]““’("’ [P (3+ xﬂi

& () a ses coefficients réels, et par suile est maximum (pour |z| =¢*) lorsque x
o i . . I .
est réel et positif, ce que nous supposerons désormais. Prenons k<;, ce qui est

évidemment possible, et g = k=, I'égalité de définition de ® () nous donnera :

=) _l_ - “oo _l_
@(CC) :/ g(——a:u i )8_‘uell€‘elhﬂ du </ Ig(_ xu k )I e—ucos(kn)dy .
v U
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Cette inégalité va nous montrer que Phypothése
lg=nl<e, >,

ne peut avoir lieu pour une valeur de % inférieure & cos=p, ce qui démontrera notre
théoréme. Notre hypothése nous donne

lg(—nr| <=ID,r",

avec

e

\"/-D_n =(+m,) (n 0)(n)>_w(m, n>n,,

et nous aurons :

n

n o M !
d(x) </ (ED,z"u® )e—ucos(kn) dy = XD, </ u k g—ucoskn du) x"
0 0

n
=3sD,T <% + I> (cos kx) T

- ®(x) est donc majorée par une fonction qui est bien visiblement a correspon-
dance d’ordre zéro parfaitement réguliére, on en déduit pour les coefficients de & (x)
les inégalités

1 1

V<)Y, T (F+1) |7 coskn ™

no()\—eW[ _/n L - w(n)
=(1+sn)< P > I(—E—i—l) n (coskw) &1,

inégalités qui ne peuvent étre compatibles avec celles déja obtenues que si, pour une
infinité de n, on a

1
1 <2 (coskm)” F (1 +2,)

ou
1

A> (1 —¢,) (cos kx) ke > (1 —¢,) cos (k), n>n (k).

Comme k peut étre choisi aussi voisin de o que I'on veut, & la condition que le
nombre n, précédent soit assez grand, on voit que la proposition en vue est établie.

On peut remarquer que pour toutes les fonctions f(z) dont les zéros ont les mémes
modules, la fonction ¢g(z) sera la méme, de sorte que le théoréme de M. Wiman
sera vérifié, pour ces fonclions, simultanément sur une infinité de cercles.
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[55] Nous allons élendre la proposition aux fonctions d’ordre inférieur & un :
pour toute fonction dordre p inférieur a un et d’ordre précisé ¢(x), il existe une infi-
nité de cercles de rayons indéfiniment croissants, sur lesquels on a :

log | f(z)] > [cos mp — &(r)] ret).

Ici encore, puisque le minimum du module pour |z] =r est diminué, et 'ordre
précisé augmenté lorsque, sans changer les modules, on rend les arguments tous

¢gauy, il suffit de démontrer la proposition dans ce cas particulier. Soit donc
9(z)=Zc,z"

une fonction dont tous les zéros ont pour argument =, et dont I'ordre précisé est ¢(r),
ona
+— log g(r)

lim
r—oc0 "?(".)

’

el une démonstration analogue a celle du numéro 54 montrera que, pour une infi-
nité de valeurs indéfiniment croissantes de r, on a :

os (Z0) —em]rt®
lg(i“‘)l >e[cos (2 e) r)]lv ]
Ceci élant le produit,

9(2)9(—2)

. “ . . pros ! . .
est une fonction entiére en z* d’ordre inférieur & —, le maximum du module a lieu
2
pour z=-ir et le minimum pour z=-r; ce maximum vérifie pour une infinité

de valeurs de ir 'inégalité

log M(r) > 2 cos (3 p) [t —z(r)]re);
2
donc V'ordre étant E, on aura, d’aprés le théoréeme de M. Wiman,
2

log (g(r) X |g(—r)]) > a cos’ (I> [ — (P re,

.

inégalité valable pour une infinité de valeurs indéfiniment croissantes de r et qui
nous donne, eu égard a la limitation supérieure de g(r),

—_

> (2 cos® (; p> — 1) [t—z(r)]re™,

log [g(—r)

/inégalité qui démontre la proposilion en vue.
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|86] Le théoréme de M. Jensen montre que, sur les cercles ou le théoréme de
M. Wiman a licu, on a
1+ ¢(r)
r i r, oo (78) _
-——<M(1)< ”———’— . n=n(r);
n

L

la démonstration du numéro 54 semble d’ailleurs indiquer que, dans le troisiéme

bl

e

membre, doit étre remplacé par

COsS wp Sin

, mais la méthode employée ne peut
A»KJ
donner une démonstration exacte. 1l résultera des formules que l'on établira plus

loin que, pour les valeurs de 5 supéricures & la racine de I'équation

g rx = wex,

. . I . "
qui est comprise entre o et > et jusqu'a s <1, on peut remplacer

S('t)

; mais sans qu’il soit certain que, sur les cercles correspondants, on

=pe
sin (%)
a le théoréme de M. Wiman.

valeur

[57] Soil maintenant f(z) une fonction d’ordre ¢, soit h le plus petit entier supé-
rieur & 2p, on voit que la fonction G(u) définie par 'égalité

GE")=f)f(zw) ... fzo" ™), o'=1,

est d’ordre inférieur & —. 11 existe donec unc suite de cercles
)

R, R:, .., RY L (lim R? = o)

\=o00

sur lesquels le théoréme de M. Wiman s’applique & toutes les fonclions ayant les
mémes modules de zéros que G(u). Soil lonjours r, le module du n* zéro de f(2),
r’ sera le module du n*" zéro de G(u); considérons la fonction

=)
u
e — 1[ (¢ =,
. \\ s

nous aurons

log |G(z")| = A(R)H(+ R), 2| =R,,
ct, par suite, sur le cercle |z =R, exisle un ensemble d’arcs ayant une longueur
totale au moins égale a 2—}—; ct sur lesquels on a :

log | f(2)] = R(R)H(+ RY), |z] = R,:

Or, d’aprés le numéro 56, nous avons :

H(R!") = p,(R)A(R), u(r) = /" n(;o) de=nlogr—1log(rr,...1,).
v
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Ainsi, nous avons le résultat suivant, généralisation du théoréme de M. Wiman .
Pour toute fonction d'ordre fini ¢, il exisle une infinité de cercles de rayons R,
(lim R, = o0), tels que sur chacun d’eux on a l'inégalilé

log lf(z)l > hp‘](lzs)’ ’ IZI l{.\" h’> o

I

sur des arcs dont la longueur tolale est au moins

>3

, h élant le plus petit entier supé-
rieur @ 2p.
Dans le cas de Uordre non entier, on peut montrer que
P‘a(Bs) - h(Bs) lOg NI<R3)‘

Nous avons en effet, comme il est bien connu, p étant le genre,

n=n (Ry) n=o0
, ~ R o R
p‘A(Rs) < lOg M(Ro) < ‘kl L —,._p- + AQ }J -;p—_o—i— ’
=t " n=nR)+1 "

et tout revient & montrer que les deux X sont inféricurs & A(R)p (R,) ou encore &
R(R,)H(RY). Or, nous avons

n=n(R)) TESS
Rx hzy ~ R, hy
H<Rx) > p‘i(Rs) + BA E < r > + B! Z <r_> »
n=L " n=niR,)+1 "

B, et B, étant posilifs et fixes, <, et <, pris arbitrairement entre o et 1. £in prenant

3

1

T
’ 2 I

P p+1
h

on voit que la propriélé est établie (dans le cas p=o0, on a une modification insi-
gnifiante).
I1 semble bien probable que le nombre A doit pouvoir éire remplacé par 2p + .

II. — Foxcrions DORDRE NON ENTIER DONNEES PAR LEURS ZEROS.
CORRESPONDANCE REGULIERE D ORDRE ZERO.

(58] Nous supposerons essentiellement dans ce paragraphe que l'ordre n’est pas
entier. Si p est le genre, on a

so=<"1E(Z).
1 n

ou P(z) est un polyndme de degré p au plus et ot I'on pose :

+ 2 2
, Xt —+ it —
E@ p)=0 —x)e * [
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L’étude de la fonction E(x, p) a été faite d’une fagon trés compléte par M. Denjoy
(Thése, chap. 1), ce sont ses résultats que nous emploierons. Nous désignerons
par ¢"" le maximum de la fonction |E(x, p)| pour

xr

—u. On a tout d’abord

m,w) <Aws,  p<t<p+

pour p>1, et le nombre A: est plus pelit que un pour p =1, nous supposerons
que cette condition est réalisce, en faisant, s'il y a lieu, le changement de z en 2*
ou z'. On a également :

m,(u) > B, u?, ’ u>i;
my(w) > B, u",  u<l1iy

B, et B, sont des nombres positifs dépendant de p. Nous avons donc, en désignant
par &, tout nombre positif ct fini :

WD 71

n rp oo ;
log M(r) < h,r* + b, 3 7;+th’,?, rn<r<r

n+1°

i n+14

tandis que nous savons qu'il existe des fonctions dont le module du n*"¢ zéro est r,
et telles que, pour |z]=r:

n

p °° P+
log M(r) > h, 2 (Tr_> + h, E (—’r—> .

1 n41

Ceci étant, nous dirons qu’il y a correspondunce réguliére d'ordre zéro entre
log M(r) el n(r), lorsque pour toules les fonctions entieres dont les zéros ont les
mémes modules que ceux de la fonclion considérée, on a :

(48) log M(r) = h(r) n(r).

D’aprés ce qui précéde, pour que I'égalité précédente ait lieu, quels que soient
les arguments des zéros, il est nécessaire que l'on ait, pour r>r,,

r’ < D,n(r);
Al I
(49) 7 N r<Da),  n=n0);
- a\Y ! . — n(r
-C?O) rP Z ,~“’“<D’n<’)’ n= Tl(’).

n+1
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Nous considérons les inégalilés (49) et (50). qui ont ¢té résolues par M. Denjoy
par lapplication d’une théorie générale(); mais nous les résoudrons bien facile-
ment, puisque chacune d'elles est en réalité une double inégalité ou se raméne a
une double inégalité. Les recherches de ce genre déja faites plus haut nous aver-
tissent que nous ne pouvons espérer oblenir des conditions nécessaires el suffisantes
pour que les inégalités (49) et (Do) soienl vérifices avec une valeur déterminée de
D, ct D,; mais ces nombres étant complétement inconnus dans le probléme actuel,
une solution aussi exacte nous serait inutile.

Considérons d’abord Tinégalité (49); si nous désignons par r(x) une fonction

qui, pour x compris entre n el n + 1 est égale a r,, U'inégalité (49) donne

n?

T dx X
‘/JL_; W < [D, + =(x)] m,

et réciproquement celle inégalité entraine non pas (49), mais 1'inégalité obtenue en
remplacant dans (49) D, par D, 4 . Comme notre fonction r(x) doit étre croissante,

Iinégalité précédente nous donne

(1 — U (@) < U (@) < (D, + )l (z). Uxx)::(m;»“’

inégalité différentielle de la forme qui a été considérée si souvent ci-dessus. On a
immédialement

1—:
x'\ T, U(x") x' \1+e
&) <wm<(E)
et enfin :
4 ' i K _Q‘L b n' >n;
(49) > K ()" :
D, D

K,=D, D, EizpD—_’—I—-g,

Cette inégalilé (49) entraine d’ailleurs le fait que le rapport
p ) !
D
n(r)

(!) Voir A. Dexsoy, Sur Uintégration de certaines inéquations fonctionnelles (Comptes
rendus, 13 avril 1gog). M. Denjoy trouve des condilions nécessaires et suffisanles pour que ses
inéquations soient vérifiées, mais en donnant au mot solution une signification toute particu-
liére; il a exposé sa méthode, dans le cas particulier considéré ici, dans un cours professé au
Collége de France (20 semestre 1913).
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reste fini. Pour traiter U'inégalité (50), nous la mettrons sous une forme qui mette
en évidence une double inégalité; nous emploicrons, comme au numéro 14, l'identité
(o]

r 'Zﬁg:-—n(r)"‘(p‘{‘l)rml[ () = =

n+1

qui est valable, puisque par hypothése 'ordre ¢ est inférieur & p + 1. L'inégalité (50)
s’écrit alors

) < / dx D,—I— 1 n(r)
(p—}—l)r”*‘ PM p+ 1 r.p—H’
d’ou
v D
D2 i <— 2 V@, V=22,

ce qui donnera

D,
n'h(n') () 5= o
i < (70) ’

PFi n>n,

et enfin

D,
' o ro\ P
(5a") 7<(1+D5)<ru> S n'>n>n,.
n
Cette condition nécessaire est suffisanle pour qu’on ait une inégalilé de la forme
I q g
(50) ot D, sera remplacé par un nombre plus grand. Pour que les conditions (4¢') et
(50) soient compatibles, il faut que

D,
E<(p+l)D+I

et nous aurons comme condition nécessaire qu’il existe des nombres « et § positifs
(¢« + 8 <T1) et des nombres A et B finis tels que 'on ait :

I /ry p+B n' ry pHi—a
6y 5 () < h<a ()
Ces conditions entrainent bien visiblement
log M(r) < h(r)n(r);

nous avons vu d’autre part qu’elles entrainent

= [ o> w0,
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ct, par suite, elles sont suffisantes pour que 1'¢galité (48) ail lieu. Donc, pour que la
éorrespondance enlre log M(r) et n(r) soil réguliére d'ordre zéro, ¢’est-a-dire pour que
Uégalité (48) ait lieu, il faut et il suffil que les condilions (51) soient réalisées.

Lorsque les conditions de la correspondance réguliére d’ordre zéro sont réalisées,
on voit que l'on a

1 /r'\p+E_log M(r") r'\p+i—a

& 5 () <mm s e
réciproquement ces inégalilés entrainent la correspondance réguliére d’ordre zéro,
comme on le verra par l'application du théoréme de M. Jensen et par la méthode de’
M. Borel (voir la thése de M. Boutroux). Les conditions (51) et (52) sont plus larges
que celles que j'ai appelces conditions de M. Boutroux. On sait que lorsque les con-

ditions (51) et (52) sont réalisces il existe des nombres a,, 2,, «,, «,, a,, a,, tels que

ry *1 i(ll’)n’ ]‘”,>'/2 _'- ' .
<C> < h(n)n < < ’ , < h(n) <a,. n'>n;

r‘ll

r'\es log M(r") r YG . )
() <t <) >
il serait intéressant de savoir si «, et o, sont nécessairement supérieurs & p et a, et a,
inféricurs a p + 1; c’est dans le cas seulement ou la question se résoudra par la
négative que l'on pourra assurer que les fonctions a correspondance réguliére d’ordre
zéro sont plus générales que les fonctions aunquelles la méthode de M. Boutroux
s’applique indirectement pour donner lapproximation de I'égalité (48).

On voit immédiatement que lorsque la correspondance d’ordre zéro entre
log M(r) et n(r) est régulitre, il en est de méme de la correspondance entre log M(r)
et 10(r), on en déduira les conditions néeessaires et suffisantes auxquelles doivent

satisfaire les nombres ¢, pour que I'on ait I'égalité (48); ces conditions réalisées,
on aura :

(2}

[59] Nous chercherons maintenant a obtenir pour log M(r) une limite supérieure
aussi précise que possible, en ce sens qu’elle soit atteinte lorsque les modules des
zéros satisfont a certaines conditions de régularité ('), et lorsque les arguments des

(') J’entends par conditions de régularité des conditions qui, non seulement ne limitent pas
la croissance, mais qui permettent la comparaison (a 1+ ¢ prés) d’une fonction n(.r) quelconque
4 une fonction n(a) réguliére, en ce sens que

lim ___n(x) =1

&r=o0 n(w)

’

les conditions de M. Lindelof ne sont pas des conditions de régularité.
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zéros sont convenablement choisis (pour chaque valeur de r). Il n’est plus possible
de déterminer d’'une fagon rigoureuse ce que doivent &tre les conditions de régularité;
comme le calcul que nous avons a faire comporte I'approximation d’intégrales de

oo dx r dx .
[ n(ac)—m—p—m—l, -[ n(m)m—.p:,:, Il =1.2,...}

nous prendrons des conditions permettant le calcul asymptotique de ces intégrales.

la forme

Nous appellerons exposant de convergence précisé de la suile des zéros toute fonction
p(.) satisfaisant aux conditions

lim g(x) =p¢, e(@)y>p+a, «>o,
X =00
lim p'(x). x log x = o,
et telle que
n < P n>n,,

I'égalité ayant lieu pour une infinité de valeurs de n. Si l'on désigne par y @) la
fonction inverse de x¢@®), on aura :

r,>n®, n>n; ;)—_—*_—ll——:—a<m(n) <IT:—_—O‘; ml!l:o o' (@)xlogxr=o0.

Ceci posé, nous avons
log M < N m, (Ri> LA, R, —nem,
1 i

puisque la fonction E(x, p) étant analytique, on a:

r r
m, <;—n> < m, <E>

I’inégalité écrite pour log M(r) est remplacée par une égalité si, pour la valeur
de r considérée, les arguments des zéros rendent précisément toutes les quantités

./ z
£ <a p)

supposant p>1, pour p=—o la majoration de M(r) résultera des calculs du

maxima. Nous ferons le calcul du second membre de notre inégalité en

paragraphe I1l. D’aprés M. Denjoy, on a :

u i ) i 0 0
ugi+ -, m (u)zf L gy, vzw, 0<h<—
= P 0 sin § sin ph p

IA
I

=
+

&
v
+

du.

u’ u? wou?
, mp(u)_.u+—;-l—...+;+L(u——~1)_——--[ —

-
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Définissons le nombre n par les inégalités

14—
p
nous aurons
oo n o0
N r LT (T
m, <Ti-> = E m, (T’:) + Z m, (—R—> H
1 ' 1 ’ n+1 :
2 1 . . I
my(w)=m,(n), u<1 +,—), m,(w) =m,(u), u=>r1 +;.

Soit &(p) un nombre fixe, qui sera choisi plus loin, et qui ne dépend que de p,
et posons :

r
R, <
"= k)

< Rn'—H ’ Ru" é "If(P) < Rn”—H H

On peut choisir r assez grand pour que dans tout l'intervalle Ru;, Rar on ait

c’est ce qui résulte immédiatement des propriétés de la fonction p(x). L'inégalité

m(u) < A.ur, p<i<p+1, A. <B,

montre que les quatre sommes
n' n!

N\ .+ [T \' 1 r

Z"h(g) 2m()-
1

i?(")

oo o0
r r
2 2
DEACIE X m(),
n" 41 ' n41 l-P(—"S
sont inférieures & 'expression
B,_»p

o (k(p))’

re(r)

B, étant un nombre fixe (< 2), quel que soit p. Enfin, les égalités définissant m (u)
donnent

mp(u(l - :)) = (1 + hpe)m,(u),
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de sorte que, quels que soient p et k(p), on a, pour r>1‘0(p, Ic(p)),

imp <-l;l-l> = (1 + 9(r)

avec

oo

2 m, <_’F> + E mE(L’) E—f— h‘(/')P—’——B——re(r),

. o o /. o
1 ig(l‘) m-4-1 ig(r) ( t(p>>

1 1
mﬁ_g_-r—<(m+ 1)?(7),
1-{~l
p

2 ()] << 2.~

Dans chacun des deux ¥, chaque terme est avec ret) dans un rapport qui tend
\ 1
vers zéro avec —; donc :
r

m

r N r 7)
2 m, <1—> ='/n; m;, <T_> dx + «(r)rt?”
1

l'?(r) w?(")
L
( p+1 ' I
= [ T m(Par el =)

De méme

- 1

o r o(r) v —(eat1) o
5, ()= e o)
m+1 lm

ei comme on peut prendre k(p) de fagon que —/?%-)—" soit aussi petit que nous le
o

=)
X ry ;. : .
voulons, nous aurons m, T étant évidemment supérieur a hre, h>o
1
1

log M(r) << [1 + ()] (K, + K,)re0,

avec

P
P+ i . Lo
. 1— of 2 _ 1 2
K"—.[ Pl o ( t > at, K —-[ it my (D) dt,

po=p(r).
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[60] Le calcul de K, + K, se raméne au calcul d’une seule intégrale. En intégrant
par parties, on a

P
+1
P (TO p+1> /’P
K: —_— -
' <P+I> mp< p + 0

41
___{ p LR p+l f v P“‘hSinpe Sll’l(p-—i—l)e__t <h< .
K= \P+I> mp< p >+ 0 t sinedl’ sinpé 0= =p+1’

t?l_‘p_‘l
dt,
11—t

p

et comme me (1—)—+—l->:1n‘ (’i—_—}——l) on aura
P p

K, + K, =1(p, p(r) + L(p. £(1),

L(p, o) étant lintégrale qui figure dans K, et qui peut étre considérée comme
connue, par execmple, en développant en série

p 1P 1 . 14
L(pe,)= F(t.p, —p o — s =
(pey) <p+,> Py (r pp— P — P+ p+1>

F(x, §, y. ) ¢lant la fonction hypergéométrique, et 1,(p, ¢,) étant U'intégrale qui
figure dans K,. D’ott le 1ésultat =

Si p(x) est un exposunt précisé de la suite des zéros, on a l'inégalité

(53) log M(r) << [1 + <[ L, (p, o () + L(p. e (r)]re,

le premier membre de Tinégalité (53) pouvant atleindie la valeur du second
(& 1 — .(r) prés) pour une suile indéfiniment croissante de valeurs de r, si les argu-
ments des zéros sont convenablement choisis. Le théoréme de M. Jensen donne
d’autre part, dans tous les cas,

o7
(54) log M(r) > [1 — ()] %

pour une infinité de valeurs de r, inégalité qui peut étre précisée lorsque l'on a,
quel que soit n>>n,, n>(1—:z) rf,(r"), mais qui, en général, est tout ce que I'on
peut obtenir. Nous allons comparer les inégalités (53) et (54) pour les grandes va-

leurs de p. Le calcul de I,(p, ¢(r)) est bien facile pour p=1, p=2; ona
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mais le calcul est plus compliqué pour p>>a2 ct est inutile pour notre objet. Consi-

dérons d’abord 1,(p,p,), dont la valeur se calcule explicitemenl pour ¢ =p +§;

on a

- — . h
I,(p,p +§>—_«2L(\/p+\/p+1)——Lp+2L2-|——i)—p2.

Dans le cas général, on a

g—o0

L(p. p.)'—“(},—i‘,)“_p EO [p,—;’-*- q (pf—r)q]

=00

q
5(”@) [El—ﬁp - 2\ 91—;+q <pfrr>q];

nous allons calculer 'erreur commise en remplacant dans chaque terme de cette

derniére série p, —p par o. Les termes correspondant & q>\/E1; sont multipliés

] —_—
par 1+ L—(Q orilya \/Lp autres termes dont la valeur est inférieure & un; on
Lp

aura donc :

gq=o0
" ! p >q —Lp—h(p)VIp

(]2_"19,—p+q<p+1 p—HpVip.

ct par suite

. _
L(p, ) = — +1p—hep) VLip.

Considérons a présent I(p,¢,): on a

1
14~

P _ . 6 . .
lg(p'pl)zf e, ir—‘g(i—fr’l—;%i)—e:t. ogegp—fr—l-
0

sin ph

S1

croil lorsque 6 décroit de

a o, son maximum est p, il résulte de 14 que
I

Vip

=L

_ P p—p, Sin po —
Lpeo=f " IR ) Vip.

Lp R ,
La valeur de 6 correspondant & =1 _l_p est supérieure a ; soit
p 2p + p+h
cette valeur, on aura
— cos % k
VLp T . 0w TPk
[—— = —— — sin ,
p+k p+k I

sin ® ——
p+k
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ce qui montre que
k=h(p)——=

\/ Lp
\/Lp

et que par suile, lorsque ¢ varie deo & 1— ~——, 6 est égal & = <1 — -’iﬁ) .
p+1 VLp

Or, nous avons

1 ]
2 COS (p—l—;)e sm—z—-

sin pd = PR s
d’ou
— \/:l'tp_h cos <p + %) H .
L= [ | ——— |a+npVie

COS —
2

V
[

On développera en séiie sous le signe /et on intégrera; la série obtenue sera

7'

Lp.

analogue a celle correspondant & L(p, 5,) et on aura

L(p.¢) = F—Jr Lp+h(p)Vip,  |h(p|<h(p).

Nous obtenons donc finalement

Ii(p' Pa) + Iz(p’ Pa) - 2Lp + + h:(p> \/EI; *

1
(p+r—p)(e,— D)

On trouve ainsi que, pour les grandes valeurs de p et en supposant que

pP———= <o) <p+1——m,

Vip VLp

on aura

log M(r) < (2Lp + k(p) V/1p) r*”, r>ryp).

résultat tout & fait analogue a celui obtenu par M. Denjoy poui les produits cano-

niques d’ordre infini a croissance réguliére moyenne. (La formule d’approximation
ilisé iné . i 2 7) i

de m (u) utilisée en général donne, pour coeflicient de #", p au lieu de 2Lp.)

1 . .
On peut ¢galement 1emarquer que m, <I + 1—7> restant fini, quel que soit p, le

rapport de K, a K, tend vers un lorsque p devient treés grand; et les approximations
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faites pour le calcul approché de I, montrent qu’il en est de méme pour le rapport
des deux sommes

i=E(re (M) f=o0
r r
2 m, _> , 2 m, <__.> ,
Rl . Bl
i=1 =By 41

de sorte que les fonctions d’ordre fini trés grand présentent les caractéres des pro-
duits canoniques d’ordre infini de M. Denjoy ().

[61] Je n’insisterai pas sur 'application des résultats précédents aux réciproques,
ni sur les cas de régularilé relativement & Pexposant précisé. Je me bornerai a si-
gnaler le role considérable du facteur ") el des arguments des zéros. Supposons
que l'on ait

log M(r) = h(r)r*", Tim ¢'(z)=¢, lim z¢'(x) log x=o0;
L=00 X=o0

si la fonction g(x) reste supéricure a p 4+ a(p<Zp<p-+1), nous obtenons des
résultats trés précis sur les modules des zéros. On a

n(r) = h(r)rt";

mais lorsque ¢(x) a une limite inférieure (pour x=-ec), inféricure ou égale & p,
nous obtenons encore une limite supérieure pour n(r), mais pas de limite inférieure.
Or, si l'on part du développement de Taylor de la fonction, le second cas apparait
comme aussi « régulier » que le premier, et la théorie des fonctions correspondantes

présente toutes les difficultés que 'on rencontre pour les fonctions d’ordre entier.

(!) Dans le cas de la régularité moyenne, M. Denjoy trouve que I'on a
logM(r) < 2Lp.n.[1 + <(r)],

p étant une fonclion croissante de r, mais qui est définie & partir de n(r) de la méme fagon que’
le nombre fini p qui figure dans nos formules; on peut prendre par exemple
p qui hg 5 P

dlog n>
=k R
P (d log r

logn
p=E <log r) ’

et, dans certains cas plus réguliers,
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III. — LES FONCTIONS ORIENTEES.

[62] Jappellerai avec M. Leau(!) fonctions entiéres orientées les fonctions d’ordre
non entier dont les arguments des 7éros ont une limite, que I'on peut supposer égale
4 =. L’étude de telles fonclions est intéressante au point de vuc de la théorie générale
parce qu'elle montre d’une facon tres nette les difficultés qui se présentent dans la
recherche des zéros d’une fonction entiéie donnée par une valeur approchée de
log M(r), méme lorsque cette valeur approchée est trés précise, et méme lorsqu’on
connait une ligne sur laquelle le maximum a licu. Jai indiqué ailleurs(?) une
expression asymptotique du logarithme de tlelles fonctions lorsque 'on a

r, = ne(®, lim w(r)=-, lim o'(x).x logx = o,

T
a=o0 P x=oc0

j’étendrai rapidement le résultat au cas ot I'on a seulement

_l}in_m(x):é; (.,(ac)<1—)—ql_—;, > 0; lim w'(x).x.logx = o.

r=0c0 I=e0

Je poserai

ry=n (<<

et désignerai par n, un nombre qui sera déterminé ultérieurement. Je décompose la
fonctlion f(z) en un produit de quatre facteurs correspondant respectivement : le
premier P, au produit du facteur exponenticl par les n, premiers facteurs primaires,
le second P, au produit des facteurs primaites dont I'indice est compris entre n,
et n, le quatiitme P, au produit des facteuis correspondant aux zéros d'indice

supérieut a n, le troisi¢me P, au produit des deux facteurs restants. On a

P, = M (M restant fini quel que soit n,),
puis
+°o, n—1
_ — \! .
logP,=AA, A=) [(— 0 D a}jl,
-P no

n—1

A,=0—n,—1)logr — 2 loga, + (n — n,—1)ig, z=re.

ng

(1) Voir L. Le\u, Etude sur les fonclions entiéres orentées (Annales de 'Ecole Normale,
19go6).

() Voir VaLmon, Expression asymptolique de certaines fonctions entiéres (Nouvelles
Annales de Mathématiques, 1912).
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Pour calculer A, on doit calculer d’abord

n—i{

ng I+g‘

Pa

q
. B\ %
P L e (R A

11h

oli 'on écrit p, au licu de ¢(r) et x#@) étant toujours la fonction inverse de av@),
Cette égalité s’'obtient en transformant en inlégiale. Etant donné ¢, on pcut prendre

n
n, et - assez grands pour que
0

l’qq(no’ n)l < g.

On a donc

et par suite la série

n—

+ i 1
I
. q
3 [ 2]
—p

no

converge, nous prendrons Q de facon que

o0
~ 1

__._._—_<s
g=x
Q q P

et nous aurons :

Q

N LT
A1= Z [(— l)q_‘— ’q_zﬁ

—Pp

n—

i
2}#]+mm In| <e

o

w4 o

Q n—1 ©o
! L1 - nri
=N [ ¥ ar |+ 3 [0,
Q-+t q [1 + —:I 2
P
Nous prendrons n, assez grand pour que

2
(1——2—% R
n

| — 1| <, i >ng;

<e, q<<Q;

[n,] <a2e.
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nous aurons

0 n—t 0
\E e LN o [ \ _ gt I+ M nrf ..
Feoras TS for ] e
—p 0 -

14—
P
Qr (—I)q+‘e—i?7 Qj 1 }
=n Y ST Y =l <3e
—p G = —» I
! 1<I+9.) Iq[ +p+a:|
d’ou
I+t g—icg
A,=n Z COTH L n ] < An)e.
—p ql‘l -+ —q—:l
Pe
On trouvera de méme
A, = +ign +u'n,
° — q 53
logP——nv (Zule +%"n,
p+t ql: ""‘_]
d’ou, aprés quelques calculs :
log (P,P,P ki ] <<
o ,Rp) =0 | T ume | —wsese

11 suit de la que, & lextérieur de cercles décrits des zéros a, comme centres avec
un rayon égal & r>*, k élant fixe et positif, on a U'égalité

55 log f(z) = ret | — %7 i —=<e<n.
%) S99

sm[

En prenant k assez grand, les cercles d’exclusion sont tous extérieurs les uns aux

. . . r I
autres; la notation 7(r, ¢) signifie que le nombre 7 tendant vers zéro avec - est

fonction de ¢.

[63] L’égalité (55) donne, dans le cas ou o(r) est inférieur a un, la limitation
de log M(r) pour les fonctions d’exposant ¢(r). On a

log M(r) <[1 + e(r)] - sl (’ )] — ¢,

résultat qui se raccorde avec celui obtenu pour les fonctions d’ordre nul de seconde
classe.
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On peut ¢galement, au moyen de cette égalité, compléter le raisonnement employé
par M. Lindelof dans son Mémoire des Rendiconli di Palermo cité plus haut. Etant
donncée une fonction re®), o(r) étant un ordre précisé, nous formerons la fonction
V() du numéro 5 du Mémoire de M. Lindelof en prenant

£ : 1(Ry) e __ SN (r") 9 ra)

o= |[E(—%p) =R, = A,
() 1 < oy p) i . r - r

1

et
V) =1log 4 (Vz),  (Vr>o):

comme dans l'application de M. Lindelof p(r)>§, on a p=r1, et les conditions

3

imposées & V(x) sont bien vérifiées si 'on a soin de prendre pour p(r) un ordre
ayant pour limite p.

D’une facon générale, si ; est compris entre pet p + "~ la fonction V(x) répond

aux conditions de M. Lindelof; dans les autres cas, il sera bien aisé encore de former
une telle fonction en employant une transformation autre que (ac, \/;) 11 en résulte
notamment que les résultats de MM. Lindelof et Phragmen (Acla Mathemalica,
t. XN\\I) sappliquent a toutes les fonctions d’ordre fini.

[64] Nous allons tirer de I'égalité (35) des résullats relatifs aux zéros des fonc-
tions f(2) + a, résultats qui pourront prendre une forme intéressante ¢tant donnée
Pirrégularité possible de la fonction. Nous appliquerons d’aboid le théoréme de
M. Jensen. Je m’appuictai sur la proposition suivante, qui est un cas particulier du
théoréme de M. Hadamard sur le minimum du module, et qui s’obtient par la

méthode d’exclusion de M. Boutroun :

Pour une fonclion enliére d’ordre ¢ non entier et dordre précisé ¢(r). on peut
loujours trouver enlire des cercles de rayons R, R(1 + a) des cercles sur lesquels on a
Uinégalilé :

log |f(z)| > — h(r) [log = + k()] re®)

(on suppose naturellement que p(x) a é1¢ choisi de fagon a rester supérieur a p + a).
Cette proposition rappelée, on voit que l'on a, quel que soit r,

log | f(2) 4 a] = [t + ()] —

= cos oc(r)
!

dans les intervalles

2qw—§+e,<?p(r)<§—-a,+2qﬁ, —mZlo9Z + .
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D’autre part, ona-
log | f(z) + a| =[1 + «(r)] log |a],

dans les intervalles

= , 3=
zq’r.+§+e,<9;(r)<2qz+?—e,. R G ok

Dans les inégalités écrites pour gp(r), ¢, est une quantité fonction de r et qui
tend vers zéro avec la fonclion v(r, o) de I'égalité (55). Les intervalles restants ont
une longueur totale inférieure a 3¢,; d’apres le théoréme de M. Hadamard rappelé
ci-dessus, on peut choisir r (entre Ret R(1 + 54)) de fagon que dans ces intervalles

log | f(z) + a] = — k() Qoge)ret), |} (r)| < A(r).

Le nombre r étant ainsi choisi, on a

petr)

‘ I I e N
LE R 1o 112 4 aldy =1 4] (p + Isin I ()] s

reir)

(zp+t L g dy =11 + (] (p + :
(r)zp+ s ;_[ og |f(z) + a|dy =[1 + ()] (p + ')m-

ces égalilés ont licu pour des valeurs de r dont le rapport est 1 + ¢,(r); elles ont
par suite lieu quel que soit r; de plus, les fonctions

7el) relr)

(p + [sin [=()]] - (p+1) e(r) |sin [=e(m)]]

c(r) |sin [=p(m)]|’

sonl toules deux des fonctions de r a dérivabilité rationnelle ou, plus exactement, si
on désigne la premiére par re), la deuxiéme par rei, g (x) et p(x) vérifient la
condition

N - o 1Y (@+0)
o}il;y(w).wlogm—o (y(@_;y’(w—o))'

Par suite, si U'on désigne par p (1) la fonction qui est égale a p,(r) lorsque
g(r)S<p+—. eta g(r) dans le cas contraire, g, (x) vérifie encore la condition précé-
2

dente; et puisque l'on a

S B o=+ e,
0 X

.on aura, d’aprés la proposition générale du numéro 26,

n() ~ ¢ (@) @eD).
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Donc, si nous appelons n(x|a) le nombre des zéros de f(z) + a dont le module
est inférieur 4 x, on a

(56) ©onrla)=[1 4+ %(r) ]J’_lL_(—)_m(r),
Jsin (=2 (0)]
en désignant par 2(r) la fonction qui est égale & lsin (wp(r))[ lorsque ¢(r) est
inférieur ou égal & p + L et & un dans le cas contraire. On peut d’ailleurs résoudre
2

par rapport & r 'égalité (56); on aura, w(x) ¢tant la fonction considérée au numéro 62
et r,(a) désignant le module du n*®¢ zéro de f(z) + a,

sin ——

w(n)

W]mm = (1 +2,)r,(0) [‘ w(n)

(a>—([+”‘)[ p+o(n)] '

¢,(n) étant égal a

- 2
. i~ ’ . \ 1
sin —— | lorsque w(n) est supérieur a ——— et a un dans le cas
w(n) 2p+ 1

countraire.

[63] On peut obtenir des renseignements assez précis sur la position des zéros.
1’apres Iégalité (55), les zéros se trouvent ou bien dans le voisinage de la demi-droite
d’'argument =, ou bicn dans le voisinage des courbes, ou arcs de courbes I', ayant
pour équation

_ J=p+1 s d02p o,
$p(r) =5+ g7, g=1,2....,j 1
(j—p si ¢(n<p+<s

ou des courbes ou arcs symétriques des premicrs par rapport 4 o.x. Considérons
d’abord un arc I', ne coupant pas ox’ ct faisons-le tourncr de + ¢ et de —z; les
zéros de f(z) + a voisins de I', sont, & partir d'une certaine valeur de leur module,
compris entre ces deux courbes I'y—., I'g4.: el le nombre de ceux de ces zéros dont
le module est compris entre r,(z) (nombre & partir duquel les zéros sont tous entre

I'q—:. et T'g4.) et r est égal au quotient par 2= de la variation de 'argument de

a , .
1+ B le long du contour formé par les deux arcs de courbes 1',_., I',4. compris

entre les cercles |z]=r,(c) et |z]=r et les arcs de ces cercles compris cntre les
deux courbes. Le long des deux arcs de 1'y+. et 'y, la variation d’argument est :

[t + ()] re’”) [+ 1 (r)] r 2o
“r)| ————— |1 . S E—
L 2 |sin(7¢(1))| S Tsin = o ()]



120 G. VALIRON.

Considérons les deux arcs de cercles; nous appliquerons le résultat suivant, dont
la démonstration est tout analogue a celle du théoréme de M. Hadamard sur le
minimum (dans lc cas le plus général) :

Silon a
- N o(r))
n_(l + qn)ru " ’

¢ (@) étant un exposant précisé, la variation de 'argument de f(z), lorsque Uargument
de z varie de ¢ (le module de z restant fixe), est :

\/—eh(r) re,

11 résulte de cette proposition que le nombre des zéros de f(2) + a situés dans
notre contour est

retr)
(r+%(r)]

2.sinzp(r)|”
On a ainsi les résultats suivants :

e ! A 8
1° i!l:o c(m=e<<p+ o Les 2p courbes I', donnent 2p files de zéros contenant
re(r)

chacune [1 + 7(r) ] zéros dont le module est inférieur a rr, etily a

2. |sinzg(r)}’
re(") autres séros contenus pour r>>r (a) dans les cercles décrits des zéros a, de f(z)
comme centies avee le rayon [r,(0)]™;

; ! A s
2° EI_FP_;(I‘)>]) +;. Les 2(p + 1) courbes I') donnent a(p + 1) files de zéros
—00 "9(,.)

contenant chacune [1 + 7(1)] zéros, et, pour r>r,(a), il 0’y a pas

2 | sinzmp(r)|
’autres zéros que ceux correspondants a ces files.

3 l_l_nl p(r) < % +p, e>p+ é I1 y a encore ap courbes I') qui ne coupent

Pr=0c0

pas ox, donnant encore 2p files de zCros. Les deux autres courbes I',. symétriques
par rapport & ox, le coupent en une infinité de points et les portions & conserver
sont les portions de I, situées au-dessus de ox et les portions symétiiques. En
supprimant les portions de ox comprises entre ces arcs de courbes I' et en faisant
tourner la figure de =z, l'aire balayée renfermera tous les zé10s de module supé-
rieur & r(c) et qui sont voisins de cette portion du plan. Le nombrie de ceux dont le
module est inférieur & r est

o2

(r o(m

[t + 4(")] i (m209) re,

—~

ces zéros se répartissant asymptotiquement de la méme facon sur les portions
symétriques de courbes T',.



SUR LES FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE NUL ET D’ORDRE FINI. 121

[66] On étendra facilement une partie de ces résultats au cas ou, les zéros étant
encore orientés, on a seulement
rn - (] + Tln) n’wm) M

L’égalité (55) aura encore lien, sauf dans un angle formé par le prolongement
des demi-droites ¢ =—<(r).

[67] Les r¢sultats obtenus ci-dessus montrent qu’étant donné le maximum du
module d’une fonclion enti¢re, méme par une formule trés précise, par exemple

M(r) = V(r) + h(r),

ou h(r) est fini, mais inconnu, on ne sait rien de plus sur les zéros que lorsqu’on fait
la seule hypothese de la correspondance réguliére d’ordre zéro; il en est encore de

méme si 'on connait en plus une courbe sur laquelle le maximum a licu (dans le cas

ou dans les exciples précédents on a g, =o0, p pair el a>o0, le maximum a lieu

n

sur ox).
Pour obtenir des résultats plus précis, il importe donc de faire une hypothése

sur les arguments des z¢ros. Nous allons démontrer la réciproque de I'égalité (55) :

Si Uon sait que les argumenls des zéros d'une fonction entiére d'ordre ¢ non entier
ont une limite, = par ecemple, et si 'on a de plus

©7) log | /()] = (— 1t + 0 ()™,

p élant le genre el p(x) une fonclion salisfaisant aux conditions

lim ¢(x)=0¢; lim g(x) >p+a, a>o0; lim ¢'(z) . « log =0,
I=o00 -

T=00 X==e0

le nombre des zéros sera donné par I'égalité

(58) n(r) = [1 4 v(r)] Eﬁ_k_:(l)l e

L’égalité (58) entraine d’ailleurs (n° 66) I'égalité (57) et méme 1'égalité

log | /(2)] = (— 0" [" ¥ 1 a(r, 9], —mts

A
I\

T—E¢.

¢
[68] Nous commencerons par établir la proposition suivante :

Elant donné un produit canonique de genre p et d’ordre non entier, dont les zéros
ont pour orientation =, on u

G9) g /0 =T+’ f et B0 <AO)-
o xP N (x+r) ! !

16
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Supposons d’abord que les zéros aient tous pour argument =, et soit

— Tt a<lpT—0a;

on s
log f(2) =Y, E(——-j:, p>,

) :

B(— 2 p=iE(— 2. == 0B =+ () e e,

Nous aurons donc :

— ri Pt
log f(z) = lim LiE(—— %1)) + (=1 [ n(x) xﬂix +2) dw]'

717 1

Go)  log ()= (=1 f @) s

En particulier, on aura

tog f(re) = (17 [ n(e)

eilp+1) | dx;

ac"*‘ (x+r) I:ac + rei :l

or, pour r>>r,(s); la quantité entre crochels dans l'intégrale précédente est de la
forme 1+ h(r)«(r) avec |n(r)| < <; on aura donc :

tog | et} = [ 144 (L) |rom s, r>n.

Ceci posé¢, supposons que les zéros aient des arguments dont la limite est =.
Etant donné le nombre <, les arguments g, sont compris entre =—: et = +¢ &
partir d’'une cerlaine valeur de n, n(z). Nous pouvons supposer que cette circons-
tance se produit quel que soit n,, & condition de multiplier la fonction par un pro-

duit de facteurs de la forme
’ z
B(—7 )
z
E(Z
<a,- b >

Le logarithme du module de ce produit a, pour z=r, une valeur absolue infé-
rieure a

. i=1, 2, ..., ne).

ole) P+ —

ey N =kt > ().
1




SUR LES FONCTIONS ENTIERES D’ORDRE NUL ET D,ORDRE FINI. 123

Considérons alors le produil canonique dont les zéros ont des arguments compris
entrc = —¢ et =+ ¢; on sait (Denjoy) que |E(x.p)| a pour |[x|=u un maximum
ou un minimum pour x = — u, suivant que p est pair ou impair; on aura par suite

_r <|p(~ <|pl(_ p pair,
‘E< ’“Le“’p>l>|E<“L’p>l> L( r‘,p>|, p impair,

et I'égalité (bg) sera démontrée.

[69] L’égalité (60) donne immeédiatement I'expression du maximum du module
des fonctions de genre zéro; elle montre en particulier que log M(») pcut étre une
expression asymptotique simple de r dans des cas plus généraux que ceux considérés
jusquici (n(x) ~ x**); par exemple si I'on a

n=rf(sin log r, + A), o fixe,

on trouvera

log M(r) = [1 + ()] n e l: A n sin (zg)sh[= sin log r] — cos (=g)sh(= cos log l‘):l’

sin wp sin® (zp) + sh’=
mais on n'aura pas
log M(r) = (1 + ﬁ%?—)
= “r

Les problémes de correspondance que 'on pourrait se poser relativement aux
fonctions orientées (ménie en supposant les zéros alignés) se rameénent a des résolu-
tions d’équations intégrales singulicres. Notamment la détermination des zéros
d’une fonclion de genre zéro dont les zéros onl pour argument = se raméne a la
résolution de I'é¢quation

0 dx
ARG T =

¢(x) étant la fonction inconnue el ¢(r) une fonction continue. Dans I'intégrale, la
limite zéro peut étre remplacée par «,==o0: on aura alors une équation singuliére
dont la nature de la solution dépend évidemment du second membre; si &(r) est une
fonction log M(r), ¢(x) est discontinu.

[70] Revenons a la démonstration de 1'égalité (58). Les égalités (57) et (59) nous
donnent I'égalité

ce) ’,,p‘rl ,?(1)
(61) /{; n(zx) prT de ~1rf",

qui nous servira de point de départ. Multiplions les deux membres de 1'égalité par
r?, ¢ étant un nombre dont la valeur sera détermince plus tard. On a

6: foc r dx ~ i
(62) | n(x) P .
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Posons
. rp-l—ll 1
F(ry= ;
x+r
on peut écrire
P +q+1
F(ry=r""" — axr’™ ™ 4 .+ (— )PP - (—1)P 1t r
x+r’
d’ou
dpvq+1F(r) mp—f—q 1

drP it _'1‘2"'(p+‘I+‘)(m+’.)prq“'

ce qui montre que les dérivées FY(r) sont croissantes pour i=(o), 1, 3, ... p+¢,
puis alternativement décroissantes et croissantes; donc l'intégrale

© F(r)
d.
./0. n(x) P x

est croissante, ainsi que ses p + ¢ premicres dérivées, et les dérivées suivantes sont
alternalivement croissantes et décroissantes. Dans ces conditions, eu égard aux pro-
priétés de p(x), nous pouvons dériver I'égalité (62) p + ¢ fois. Nous obtiendrons :

o P‘(pw q)(r) =P
[) n(x) —‘%,—p;T*dJC’”(‘I“‘P.)m(P.—P‘F ort o, pa=p(r).

Les deux membres ont des dérivées décroissantes, mais on verra encore bien
simplement dans ce cas particulier que 'on pourra encore dériver asymptotiquement
cette égalité, ainsi que celles que l'on obtiendra ensuite. Nous dériverons encore
P+ q+ 2 fois, et, en remplagant ensuite F* * *(r) par sa valeur, nous avons

® ! g e e — == )
-[ " G e T ag +ap+ o) '

Le quotient des deux membres de celle égalit¢ est de la forme 1 +n,(r), 7,(r) ten-

, I .5 . . .1
dant vers z¢éro avec —, mais d’autant moins vite que ¢ est plus grand. En utilisant
r

Iégalite
et tg—0. - —g—2p—1) =P G—p+1). -+
(— )P Xr.2...(2p+2g+2) 1.2...(p+9q)
x PH1zp) . OPHgtI—p) 1 1.2, (p+q)
La..(p+q) pFryg+1 = (p+q+2)...(2p+2q9+2)

et la définition de la fonction I'(x), on voit que le coefficient de r*~* """ dans
notre ¢galité asymplotique est

1 1 % 1.2...(p+¢q)
P, =) (1 —(,—p))  (P+q+2)..(p+29 +2)

[t +()],
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d’ou il résulte enfin :

© x? sinw(p,—p) ™ 1.2...(p+¢q)
63 / - g r2 +3dx~ . 2 2 L *
(63) 0 n(w)(oc-}-l‘)‘q v - o [I+”(q)](P+¢I+2)~~(2P+QQ+3)

La fonction n(x) est croissante; nous aurons

’l(t)‘I’(t):”U)[w(w—_‘*_;a%mdﬁ<./0.wn(w)@a§wﬁﬁdw’

avec
1=l

W= - 1 i .
T A e aptag T ap g ik (T
1=g

En prenant r=>/kt (k fini), I'égalilé (63) monire que, quelque petit que soit ¢,
on peut trouver une valeur {( , q) telle que, pour {>>{(=.¢q), on ait

, sin =[p(kt) — p] (kt)*"" e
n(t) < (1 + <) [r(_) P 524 ]1+qu) 1.2...4 ’
® v (k) (2p4q+2)...(2p+29+2)
oul'on a
1 1

ap+2q+2 (L H R

n I q 1 I
ap+2g+22pt+ag+1 2pqt2 (1 k)T

En utilisant encore une fois les propriétés de ¢(x), on aura

k)™ = 1"k (1 4 ), Inl e,
d’ou enfin
sin =(o(f) —
O < (1429 RO ZD 20 o0y, 1> 00,
avec
1=q
1 1 +1(g) Z (2p+q+2)(2p+q+3) ... 2p+q+2+0) 1
N - 2p+q+4-2 - 7.
7L q) ,@mn(l ﬂg)’ S Le3. (1+k)

Nous supposerons & >>1. Dans notre £, nous avons les ¢+ 1 premiers termes
du développement en série de

I —(2p+q+2) 1\ 20+ 142
O e
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la somme des termes manquants est inférieure au produit du dernier lerme par
14+ k ]
)
k—1+ ﬂ)-
q

et comme les formules d’approximation de la fonction I'(x) montrent que le coeffi-
cient de ce dernier terme est égal a
4
h(g) X 4" X ¢%,

les termes manquants ont une somme inférieure a

(1)( i,{> qé,

la somine totale étant indiquée ci-dessus. Il en résulte que
7t @) =1 +7(g).
et nous avons l'inégalité

sin =« [p(x) — ] Ry

~

(64) n(@) <[r +«(x)]

[74] Le résultat complet découle presque immédiatement de cette inégalité.
L’égalité (61) nous donne

AN prig kr reFide
el oy r r
' (' ~(’))<‘/ch- () aa”*‘(x-ﬁ—r) + / P @+ 1) x+r)

WP 11
_{_/ r’'dx >k,

J“’*‘(x +r)’

en posant
n, () = (‘ 4 5.("3)) sin % (g(x) — p) 0@

: —_
~

Or, on a, soit en utilisant le résullat obtenu pour les fonctions orientées, soit par

un calcul diract dans lequel on remplacera ¢(x) par g(r) (en utilisant les propriétés
de ¢(@)),

9(7)—17—4
,/(: n(* )oc’”‘(ac—}—r) (x +‘,(ac)) »
et nous obtiendrons I'inégalité suivante (en supposant k et &' finis) :
9( ) . ARSI 1)
(1 e <ntn) Gt L sl

N (r)
. 8in =(p(r) — p) W,/k! " dt .
=) === s
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n(k'r) > [1 — &,(r)) —— sin = (P(” P) et

k! o(r)
tdt
r/l‘" lprl(l+l)_5.<r)
//.’ dt °
R UTG+)

Enfin, en posant kr—ux, et en prenant k'=/k+: et r assez grand pour que

~(N< \/;, on aura

Ak, I,

avec

Alk, k') =

Ak, ky=k"*"[ 1 — h(r) /e |

et finalement

n(@) >[1 —e(z)] 2ECD D)

ce qui, comparé a l'inégalité (64), démontre la proposition en vue.

IV. — APPLICATIONS A LA FONCTION DE RIEMANN.

[72] Je vais appliquer les résultats et méthodes précédentes a la fonction §(f) de
Riemann

) =1s(s— 17 21‘( )C(s) s=s i,

fonction entiére de ¢, d’ordre un, et paire en {. Nous poserons
l=res=ua + Iy, —rZ¢< + 7,
1 + .
§=-— i,
5 Y

les propriétés de {(s) montrent que les zéros de £({) sont dans (ou sur) la bande

t:ié , nous pourrons donc appliquer & la fonction E(\/Z) (\/; = \/I—'el?), dont
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les zéros ont pour orientation zéro, les résultats du paragraphe précédent. 11 suffit de

connaitre log |5(t)| pour t=re ‘% On a(h)

e = 1
logs —10g1+l<9+5>+0<;>_
log(s—1)=1logr + i(qp +§> + 0 <%>
-= log = /1
logr ¢ = — f“<g—rsin;+ircos?>,

et, en supposant y<Zo:

s — 1 1 iree 1 ires 1 s
1 — ) =1 T4 —=|ires—— —_—t - - ;
ogI’<2> og\/z +2<lr€ 2>log( " +lx> " A+J<a>

et nous obtenons pour y<Zo, r>2:

(65) log{&(t)[:—i?—?—rlogr—|—rs;lwlog(2re)——rcos?arc tg /[—w +%logr+A+O (%),
B 2 k;—rsin;

A=logy/ 2z — logz—g—(—)—jl—-ig—&—logl:(s)].

1w

[
—_——

Pour t, =re =, nous avons

-l -
log [3(t)| = [1 + 5(r)] ’_L;%i;

nous poserons
d(Va) =4@,
. , I , .\
la fonction ¢ (2), d’ordre —, a ses zéros entre (ou sur) les branches de la courbe ayant

. : . . ., 0
en coordonnées polaires p, § I'équation psin®* —=1, en posant z=pe?, ona:
2

—lo
log¢(—p)~\/9_4gﬁ;

(1) Jécris immédiatement les formales complétes qui serviront plus loin, mais il est clair
que pour Papplication actuelle il suffirait d’employer des formules beaucoup moins précises.

Jemploicrai dans ce paragraphe la notation O(x) de M. Landau.
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donc, d’apres 'égalité (58),

\/plogp

n(e) ~ 4“

et, par suite, le nombre n(f) des s¢ros de Z(¢) dont la partie réelle est positive et le
module (ou la partie réelle) est inférieurc a  est

t]ogt

(66) n() = (v + () —

T

[73] Je montrerai maintenant que I'applicalion du théoréme de M. Jensen et du
théoréme général de M. Hadamaid sut le minimum du module donne presque immé-
diatement un résultat beaucoup plus piécis. La fonclion Z(¢) étant paire, on a :

r 0
wdle log |5(re®)| ds .
0 8 '

X 2T J —=

. 3 .
Considérons la droite y—=— > elle coupe le cercle de rayon r en deux points

ayant pour arguments

3 I
(Po_‘—;_{_()(;;)’ Gy ="7" @+

nous calculerons d’abord

1 %o
Ky =1 f log [%(re+#)) dy;

ona

l "
I<~(p)=”1_rlog <2f_e> + = loor+B+0(:gl)

é/ 10g]C<S)|d:p-—-2-,-‘:/QOCOS"0XaI‘Ctg l_r_coip_ dy,
;——rsmq,
avec
B=log\/2rg——gzg—2-——§.
On trouve

/?OCOS?.arC(g _reose d9=—3ﬁ+0<_1_;>_,~f“° hu ) r+u)—u du
1 I . ar r a ( 2

I+u) <r2+i>(, +u’)-—2ru
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et il vient :
- - Ol 1
(67) F(n_—loo< I,)—}—ilogr-{-l}‘—}- (log 1) f log |¢(s)] dg,
aze 4 91
— 3log2 b
B,=log\/ax — A 3

(74] Nous ferons une premiére application de ce calcul; {(s) restant compris

. 3
entre deux nombres finis non nuls pour y <— —, nous obtenons :
- 2

r C al \
f mdx:'_log( r_
0 xX 27 2we

i ) +0dlogr) +A(),
1 —%o . 3
A= P f log |Z(rete)| dy.

Or, f(z) étant une fonction enti¢re d’ordre p et dont p(x) est un exposant précisé,
I'extérieur de cercles décrits de chaque zéro a, comme centre avec un rayon égal
r~h, ona:

n

Qo

fo-

|f(2)| > e—rtrrtTogr,

Dans le cas actuel, on voit que 'on aura pour une valeur au moins de r comprise
entreret r4+1

g 20| > — h(r)r (log 1",
et par suite :
A(r) = O((logr)*).

Nous arrivons donc a 1'égalité

"n{x) r ST
(68) [ wa ;:l% <2re’

valable pour une valeur au moins de r comprise entre r ¢t r 4 1, donc pour toute
valeur de r. Nous employons la méthode utilisée plus haut pour déduire de (68) une
valeur approchée de n(x). Nous avons

[ n(x) — —/ <—l + (,l(f’rrl)> dx ,

de sorte que n(x) traverse une fois la valeur (ou plus exactement I'intervalle)

0 ((log r*
x z (‘(’1%’))

) +0 (aogr) .

(1) Ici encore on voit que, pour arriver & cetle égalité, il eut suffi de faire les calculs avet
Iapproximation O ((log »?)).
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dans l'intervalle r, r'; pour obtenir le meilleur résultat on doit prendre
p p

r=r+ \/;(10g r)g,
et 'on aura :

(69) Mﬂ——4%< >+0@f®wm

[78] On voit bien dans quelle voic on peut préciser, si possible, le résultat que
nous venons d’obtenir, si 'on veut se conformer aux méthodes de la théorie des
fonctions entiéres, ¢’est-d-dirve raisonner sur |[2()]. 11 faut préciser la valeur de A(r),
c’est-d-dire préciser le théoréme de M. Hadamard sur le minimum du module, en
tenant compte du fait que les séros sont entre les droites y=--1, et en s’appuyant
sur les résultats acquis. On peut écrire :

A =—210g [zre-)| + = /" log

(rew)

E(rems) de;

supposons que 'on ait trouvé que le rapport
X(re<)
Hrew)|”

reste compris entre e=5¢) et e*¥r), on aura, eu égard aux valeurs de ¢, et £(£), et &
Pégalité (67) :

o) ) E=r0) +
>+ log r + — / log [{(s)| dy + B,,

e (7 .

8
B— \/_: 3log2_;‘
R 8§ 16

9, <3< —9,

(m%m+gg9’

270 r

<M <1 +e().

F.(r)=

Supposons de plus que dans 1'égalité (70) en ait, pour r > R;
log r < B(r) < rk, Odogr)<<k,logr,

ce qui est bien légitime; et supposons que I'égalité (70) ait lieu pour une infinité de
valeurs de r telles qu’il y ait une au moins de ces valeurs dans tout intervalle
R'. R' + k, (R" > R); dans ces conditions, on aura en dérivant(?) :

(71) n(r) = rf.(r) + x\/k,B(r)log r, oA\ <T,

]'£B+ \//x B(R)

log R’

Ik, et I, étant des nombres fixes indépendants de B(r).

(!) En tenant compte de la valeur de /¥, (r) qui sera donnée au numeéro 76.
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Nous allons calculer B(r), nous désignerons par N(r,k,) le nombre des zéros’
compris entre r et 4+ k,, et par N(k,) le plus grand de ces nombres lorsque r varie
de P A rk,. Nous passerons par l'intermédiaire de la fonction ¢(z) et désignerons

¢

5

par p, le module de son n™ zéro; nous emploierons aussi le fait qu'elle est d’ordre
inférieur & un. On aura

B(r ko+ko —
)<H< i';;\ + nn>, P:\/";

— e

nous ferons le calcul pour cerlaines valeurs de r comprises entre R, et R, 4k, =R,;
done, pour p compris entre p; et of =g, + kI + 2k, \/91’; nous tragons entre les
cercles o) et o7, uN(k,) cercles (u.>>4) dont les rayons sont en progression arithimé-
tique cl appliquons le procédé d’exclusion de M. Boutroux; nous prenons p dans
une couronne non cxclue, telle que
4
P—F pa—pP
n [ n r
Pa—Fa fr—F

soient supérieurs & —, ce qui est possible. On aura deés lors :

II ( i /L o+ k, 4><e(k,,+2logp)N(k,).

o' Ze =

==

Pour les valeurs de ¢, comprises entre o : Vi, et ¢, nous grouperons les termes

3 PN [ ' 2, .
correspondants & ¢, <5, <o =¢ ., + 2k,\/¢,., + k2; nous aurons :

H ke o+ k¢ H fe, \NUe2) ‘

! <l ip 7)\([>< (l f > <ek40N(k2)'
o}

e

\/Tfa _—=91=91

On aura un résultat analogue pour les termes correspondants & ¢} <p, << eVk,;

enfin
: koo + k.o, Ky
[T () < T (e ) <
20

ks
et résultat analogue pour le produit des termes restants. Finalement on a
(72) 2B(r) < (k,, + 2 log w)N(k,),
et en particulier, en supposant que u. est indépendant de r,
(73) B(r) <k, N(k,),

égalité valable pour une valeur de r au moins dans tout intervalle de longueur k,, et
pour r > R.
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[76] C’est de la formule (73) que nous parlirons. Nous pourrions uliliser les
résultats déja oblenus (égalités (66) et (69) pour avoir une limite supérieure de
N(k,), mais il suffit d’utiliser les formules les plus générales de la théorie des
fonctions entiéres; on a

n(ry<k,rlogr, r>R;
d’ou une premiére limitation de B(r),

B(r)<B,(r)=k,rlogr,

ce qui donne dans (72)
n(ry=rF.(r) + A\//i‘a e, I log 1,
r>R+Vkk,R=R,,

résultat déja plus précis que celui donné par (66) et (69). Nous allons faire une suite
d’approximaltions. 11 esl nécessaire d'utiliser la valeur de I'/(r); on a, d’aprés
I'expression de F (r) :

iy r r
PEl(r) =—log ——+ % + C(r) +B,,

C(h)=sii£?° tgi e dy + 0(%):0(1).

_ Nous pouvons donc, de I'expression trouvée pour n(r), déduire une meilleure
limitation de N(k,), et ainsi de suite. D'une fagon générale, nous déduirons de

n(ry=rF;(r)+ \//cJBl(i‘) log r, r>R,, o< |n] <t
les nouvelles inégalités
N(k,) <k \/ke,B,(r) log 1,
B(r) < B,.,(r) = k,k,, V/k,B,(r) log r,

n(ry=rF;(r) + x \/Ic, B, (rlogr, r>R., =R + \/ e, ﬁ);ﬂi‘{)‘;

en supposant que B (r) est supérieur ou égal a logr. Or, on a:

i
B,(r) =k}, I,k log rlk, K k2P r dog r)™)

16 "44 "17

R, <R +iVkR

s

1l suffit, dés lors, de prendre i=2li(log, rr) pour voir que
(74) B(r)<<(r +¢)k; ki, ), logr, r>R,,

et

r =
75) n(r) = pos log Py + Ologr).
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On retrouve donc le résultat obtenu par M. von Mangoldt, résultat qu’on aurait
obtenu plus rapidement en employant I'égalité

n(r+ 1) —n(r)y=0 (log r),

qui donnait de suile pour B(r) I'inégalité (74). Mais j'ai préféré employer la méthode
d’approximations successives ot jai simplement utilis¢ la valeur de I/(r). On voit
que lordre de 'approximation est I'ordre de F(r), c’est 1 un résultat général.

(TT) TINAIOeIA Iapiiement gaelimnes constguences des {onmules fortes ¢-
dessus (). Si Pon divise Ies deux membres de I’ ¢galité (75) par r et que I'on intégre
de o A r, on ne retrouve pas l'égalité (70) dans laquelle B(r) est remplacé par sa
valeur (74), mais seulement (68). L'égalité (70) avec la valeur de B(r) donnée par (74)
renferme donc plus de choses que I'égalité de M. von Mangoldt. Elle renscigne sur
I'oscillation possible de n(.z). En écrivant

/' n(x) _f <F'( >_}_O((lot,r )> d,

on voit que, duns un interville r, r 4-log r, on a une fois au moins ['égalité
T x
n(x) = —log — 4 0(1).
() = log ——+0(1)

L’égalité (70) n'a pas lieu pour toute valeur de r, ma's si dans la mdéthode
d’exclusion de¢e M. Boulroux on prend pour p. une fonction croissante de r, on

obtiendra (a\ € (75))
f" n(:c) de = F.(r) + log {J.O(logr)’
0

r

égalité valable pour des valeurs de r dont la différence est O<—]>; on aura donc,
v

quel que soit
fr ") gy = F () + O <i> log +———o (log
(O )

ce qui conduit & prendre p.=0(r) et donne le résultat : n(x) étant le nombre des
zéros de 2(t) dont le module est inférieur a x et la purtie réelle positive, on a

0 X

r

F(r) étant la fonction dérivable figurant dans I'égalité (70).

(1) Pour les renseignements bibliographiques se reporter au livre de M. Landau ou & 'En-
cyclopédie.
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[78] On voil facilement que, lorsque ¢ varie de ¢, & —g,, le logarithme du

module des facteurs qui figurent dans () et autres que {(s), ne varie que d’une

constanle; on a donc
w l hd
(=4 irese
1 2
<

CeBn) = .
g (; + ll'e'%)

< eBNC,

et comme le dénominateur du membre intermédiaire est égal & O(1), on voit que,

entre rr et 1 + 1, il existe une infinité de cercles sur lesquels on a :

I . .
'§<— —I—treW)
2

C’est d’ailleurs sur cette inégalité que repose toute la démonstration, et si on
I'obtenait d’une fagon simple, I'égalité (75) en résulterait de suite.

>rk, k>o0, ¢ <o¢<<l—9,,

En modifiant un peu la démonstration du numéro 75, on voit que Uon aura le

résultat suivant : Entre © el © + 1 il exisle une wnfinilé de valeurs de < pour lesquelles
on a:

[EE =13 + i) > =, 0=

In

l.

V. — LEs CHEMINS DE DETERMINATION DE f(2).

[79] Lorsque z s’éloigne indéfiniment sur un chewmin L, f(z) reste en général
indélerminé, c’est-a-dire que, suivant la terminologie de M. Zoretti, le domaine
d’indétermination suivant le chemin L. ne se réduit pas en général & un point. Mais
il existe des chemins L sur lesquels f(z) tend vers une limite finie ou infinie;

Jappellerai ces chemins chemins de délerminalion. Pour les fonctions d’ordre infé-

| o=

rieur & —, sur tout chemin de détermination la limite est co. Si un chemin L est un

o~

chemin de détermination a, les points du plan pour lesquels |f(z) —a| << forment
des aires dont 'une comprend larc de L. qui s’¢loigne indéfiniment; elle est limitée
par une courbe continue C. que jappellerai ligne de module <. En donnant & =
toutes les valeurs (positives) entre O ¢t ¢, on oblient un ensemble de lignes C. qui
ne recouvre pas nécessairement toule la portion du plan située du méme coté de
G, que l'arc infini de L. Toute ligne L’ qui coupe toules les lignes de module = <e,

est un chemin de déterminatlion «, cl loule ligne L' de délerminalion a qui est

contigué & la ligne primilive L, en ce sens que par une déformation continue on

peut Vamener a comcider avec L sans qu'elle cesse & aucun moment d’étre une ligne
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de détermination a, jouit de cette propriété. Je dirai avec M. Boutroux que I'ensemble
des chemins contigus de détermination a constitue une langue de détermination a;
une langue est plus ou moins compliquée. suivant que les courbes C. ne recouvrent
pas ou recouvrent tout le plan intléricur (du cété de L) a G, . Dans le second cas,
toutes les trajecloires orthogonales des lignes C. sont des chemins de détermina-
tion a; c’est ce qui a lien lorsque a est valeur exceptionnelle du sens de M. Picard.
La classificalion des langues a ¢été faite par M. Boutroux (!) et je ne m’y arréterai pas,

mon bul élant beaucoup plus modeste. Jindiquerai, en ulilisant la propri¢té fonda-

. , s e T cig
mentale des fonctions d’ordre inférieur & —, quelques proprictés de lurgeur des
2

langues.

[80] Soit 2 un nombre inférieur & —, et considérons les fonclions entiéres g(z)
2

dont le module du n*®™¢ zéro est

les propriélés des fonclions orientées montrent que, a I'extérieur des cercles décrits
de chaque z¢ro «, comme centre avec un rayon égal & n* (k> o0), on a
9@ =",

h(r, <) étant une quantit¢ qui reste comprise entre deux nombres posilifs fixes,
d’ailleurs faciles a calculer. Nous obtenons ainsi une ionction qui dans tout le plan,
le voisinage des zérus excepté, se comporle comme le maximum du module d’'une
exponentielle.

Je dirai qu'une ligne L qui s’¢loigne indéfiniment est simple, lorsqu’elle ne coupe
qu'une scule fois tout cercle |z|=1r et que, sion la fait tourner d'un angle < autour
de T'origine, la distance d’un point |z| de L & la courbe oblenue (du cdté de laire qui

a été balayée dans la rolation) resle supérieure & r~*. Soit un domaine D balayé par

. , . R =/ 1 .
une courbe simple L lorsqu’on la fait tourner d’un angle 7 (,B > —) , soient L, et L,
‘ 2

les courbes qui le limitent. Si v est un nombre inférieur & 8, il existe une fonc-

tion ¢(z) monogene, régulicre, non nulle dans le domaine et telle que

(@) =etrar, o=,

(1) Voir Bouinoux, Sur indétermination d’une fonction uniforme dans le voisinage d’une
singularité transcendante (Annales de I'Ecole Normale, 1908, p- 317). Jai appelé lignes de
module constant ce que M. Boutroux appelle lignes irontiéres; il est clair que les mots langue
et languette signifient un cnsemble de chemins et non pas un domaine; un chemin est dans
les languelles qui bordent [a langue de délermination a lorsqu’il reste compris entre C. et C./.
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pour tous les points et le contour de D. Soit, en effet, 2, un nombre compris entre

. . , =/ 1 .

# et v; faisons tourner L, et L, respeclivement d'un angle — (? —-——> vers l'exté-
2

1 i

rieur du domaine D, soient L, et L, les courbes obtenues. Posons

1

9
U = z-ﬁx :
lorsque z décrit le domaine D, I'une des déterminations de u décrit un domaine d
compris entre deux courbes /, /,, qui sont des courbes simples, et lorsque z décrit
le domaine D' formé par U'extension de D jusqu'a L/, I',, u décrit un domaine d'
constitué par toul le plan ot est marquée une coupure I, (ligne médiane de /, 1).

Soit ¢g(u) la fonction considérée ci-dessus, donl les zéros sont sur ', et pour laquelle

o
a.:—‘-B—, dans tout le domaine d on a
2

1
1

) 2

lg(w)| = »
et par suite, z étant fonction uniforme de u lorsque u décrit d, on a

#(2) = 9(u).

[84] On peut, au moyen de cetle fonction 3(z), étendre les théorémes de
MM. Lindeldf et Phragmén au cas de contours limités par des lignes simples. Les
résultats que I'on obtiendra ainsi sont trés proches des résultats généraux, mais la
restriction imposée aux chemins simples est encore tres génante; on ne pourra ob-
tenir que des cas d’exclusion. Etant donnée une langue infinie (langue infinic simple
ou multiple de M. Boutroux) et & un nombre fixe positif, marquons sur chaque
cercle |z]=1r l'arc le plus petit qui est travers¢ par tous les chemins de la langue
sur lesquels f(z) > 1", |z|=r. Jappellerai le domaine formé par ces arcs la partie
principale de la langue. On aura la proposition suivante :

Si dans une langue infinie on a
G /@l <er™,

la partie principale de la langue ne peul élre enfermée entre deux chemins simples

Saisant un angle ;a 3 élant posilif quelconque.

1

Car il existe dans le domaine considéré une fonction (z) ne s’annulant pas et

telle que
3
]?(ZM — e}”-‘h-l-z'
et il suffira d’appliquer & la fonction f;—f) le théoréme général de MM. Lin-

18



138 G. VALIRON.

delof et Phragmen, en prenant w(x) = ((x))™', pour voir que I'on arriverait & une

contradiction. Il suffit d’ailleurs que I'inégalité (77) ait lieu sur une infinité de cercles

de rayons indéfiniment croissants pour que la propriété ait lieu. En partiéulier. si

I'on a

log, M(r) I
log r 2

lim

r=

s

il ne peut exister de chemins simples sur lesquels | f(2)| << r*.

On voit ainsi qu’il existe cerlainement une relation entre la facon dont |f(z)|
croit dans une langue et la largeur de cette langue (infinie). I est d’ailleurs aisé de
se convaincre qu'il existe effectivement des langues infinies (contigués & des langues

finies) dans lesquelles f(z) croit d'une facon différente de M(r). Soit la fonction

n

Rl z

b= 2 e

de M. Mittag-Lefller, qui est d’ordre L et tend vers zéro dans tout 'angle

72
% %
;—-{- Sé?é?ﬁ'—‘?—ev

la fonction
F(z) =E.(z) + e,

\ [T I . . .
ou k est un entier inférieur & — (x<C 1), aura des langues infinies ou |[F(z)] croit
[

comme e™, contigués 4 des langues nulles.

[82] Juliliserai encore les fonctions g(z) a I'extension de théorémes de M. Lin-

del>f sur les chemins de détermination finie. Nous aurons la proposition suivante :

Soit f(z) une fonclion d'ordre ¢ et D un domaine oblenu en faisant tourner d'un

angle égal a;—a' ¢>o0, une courbe C partant de lorigine el lel que, en chaque

point z du conlour du domaine, on puisse lracer un cercle exlérieur au domaine tan-
genl au conlour et de rayon 2,r (3,>> o).

Soient C, el G, deux chemins s'éloignant indéfiniment dans le domaine D et sur les-
, , ds . . , .
quels, s élant Uarc, r resle compris entre deux nombres posilifs fixes, si C, et G,

sont des chemins sur lesquels f(2) lend vers une limile, ces limiles sonl les mémes.

Je remarquerai d’abord que, sous la seule condition que C soit un chemin simple,
et sans hypotheses sur C, et C,, le fait que sur C, et C, f(z) est fini entraine cette con-
clusion pour tout chemin de D compris entre C, et C,. Ceci dit, supposons que f(z)

tende vers a sur C,. vers b sur C,: nous montrererons que a — b est nul.
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Soit & un nombre positif plus grand que un, lorsque le point z décrit le domaine D

le point u== décrit un domaine d de la méme espéce; je désignerai par ¢(u) la
@

fonction construite pour le domaine d comme il a été indiqué au numéro 8o, mais
en prenant ici n,= 1; la nouvelle hypothése faite sur C montre alors que I'on a

§
e+

p@l=etvl *, o<A<h<B,  |u 2T,
o<D< s <E,  |u ST,

les nombres A, B, E, D, U, dépendant de set?

, mais étant indépendants de «. On
. ‘o . . 1
a de plus, p étant évidemment supérieur ou égal & —

lim ¢'(n) = o

u=0
3

9 9
[’ ()| < |ujkerlel 7, k>o;

enfin, nous pouvons prendre
v(0)=1.

Ceci posé, tracons un cercle de rayon r, coupant C, en A, C,en A,, et un cercle
derayon R>>r, coupantces courbesen A, et B,, si I'on considére le contour I" formé

r
par les deux arcs de cercles ainsi délerminés et les arcs de C,, C,, et que I'on désigne
par z un nombre supérieur a r

,» lintégrale
*(5) 4
S ro—25
+(3)

prise le long de I" est nulle, et par suile f(2) étant d’ordre p, on a. eu égard aux pro-
priétés de () et ¢'(u) :

o) ‘(%) Oy TSRA VA “(3) PERATYA “(2) w_
N SR ET R R R

Quelque grand que soit r,, on peut prendre « de fagon que l'intégrale intermé-
diaire soit inférieure en module & un nombre donné e, il suffit que
r,M .
— K<, M > |f(2)]. K fini.
o
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D’autre part, en prenant r, assez grand, on aura

S@)=a+mn(2) surC, @] <:
S(@)= b+ n,(2) surC (1)) <e

et par suite :

la —bl <e(r +¢)

eo Y\ ) ds o | T\ g ds
1+ f —|— + f -
Ay z a Ay z a

€y @ <';>> (Cg) @ (;)

La quanlité enlre crochels resle finie d’aprés les hypothéses faites sur les che-
mins C, et C,, de sorte que la propriété est ¢tablie. On pourrait remplacer les conditions

imposces & €, el C, par d’autres plus compliquées et un peu moins restrictives, mais

———

il setible impossible de se passer, dans la méthode exposée ci-dessus. d’hypothéses
sur la sinnosit¢ des chemins. JVindiquerai encore que, dans la démonstration, le fait
que f(z) est borné entre C, et G, n’inlervient pas, ce qui permet d’¢largir encore un
peu les conditions imposcées a G, et G, ("). Enfin, on verra en employant le principe
général de M. Lindelof, Phragmen, que, sur tout chemin s’¢loignant indéfiniment
entre C, et G,, la fonclion fiz) lend vers la méme limite que sur C, et C, (%).

[83] Je terminerai cn donnant des exemples de singularilés pouvant se produire
dans la disposition des langues el qui montrent les difficultés qui se présentent. Con-
sidérons d’abord Vexemple donné par M. ITurwils

s@= [ e,

sur tout chemin s'¢loignant indéfiniment dans I'angle —— <o < —. et méme sur les

4

A

Ay r ™ o .1 .y =
cOtés f(z) tend vers —: la dérivée de f(z) est indéterminée pour @:iz et
2

(1) En faisant usage de la propriété de f{z) d’étre borné entre C, et C,, on pourrait employer,
!

au lieu de la foanction <, une expression de la forme ———, X étant convenablement choisi.
?

>J| tq

(2) M. Lindelof démontre des propriétés du genre des précédentes dans son Mémoire Sur
cerlaines (négalités dans la théorie des fonctions monogénes, elc. (Acta Societatis Scien-
tiarum Fenuicae, t. XXXV, no 7). M. Denjoy a enoncé dans les Comptes rendus, 8 juillet 1go7,
des propositions beaucoup plus générales que les précédentes, sans wucuue restiiction sur la
nature des chemins (G, et C,; mais sa note semble contenir des inexactitudes (rassage de
Iénoncé no 1 du théoréme IT au théoréme I).
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lorsqu’on s’¢loigne indéfiniment sur une ligne de module constant de f'(z), f(z) tend

V=

vers sa limite ~—. Il n’y a donc pas identité entre les langues d’une fonction et de sa
2

dérivée (voir Boutroux. pp. 362, 369).
De méme la considéralion de la fonction

e%

e

montre qu’'il peut exister des langues (de délermination un dans ce cas) qui ne sont
contigués & aucunc autre. Ce fait tient sans doute & ce que la fonction est d’ordre

infini, mais rien ne prouve que des circonstances analogues ne se présentent pas
dans le cas de V'ordre fini.

RectiFicaTion. — Au numéro 4 jai dit que la fonction V(X) = log M(r)

(X =log r) a une dérivée croissante conlinue, en réalité on peut seulement assurer

que V(X) aune dérivée a droile el & gauche qui est croissante; on devra considérer
dlog M(r

partout dlog M(r)

T comme élant la dérivée ou la dérivée & droite ou a gauche. Au
dlogr

numéro 4 la démonstration devra étre légérement modifice, puisque V'(\) n’est pas
cerlainement continue; dans les ¢noncés des conditions nécessaires (que doit vérifier
log M(r) pour que la correspondance d’ordre zéro soit parfaiteiment réguliere. on
devra remplacer dérivabilité rationnelle pav croissance rationnelle. Lorsque les coeffi-

cients sont réels, V'(X) est continue, de sorle que la remarque qui termine le
numéro 4 est toujours valable.



