GEORGES BRATU
Sur I’équilibre des fils soumis a des forces intérieures

Theses de I’entre-deux-guerres, 1914
<http://www.numdam.org/item?id=THESE_1914_ 5 1_0>

L’acces aux archives de la série « Theses de 1’entre-deux-guerres » implique I’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commer-
ciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

These numérisée dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=THESE_1914__5__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

N° D’ORDRE

w THESES

PRESENTEES

A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS

POUR OBTENIR

LE GRADE DE DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES,

Par M. Georeées BRATU,

Professeur au lycée « L.aurian » de Botosani (Roumanie).

1r« THESE. — Sur L’EQUILIBRE DES FILS SOUMIS A DES FORCES
INTERIEURES.
92¢ THESE. — PROPOSITIONS DONNEES PAR La FacULTE.
Soutenues le juin 1914 devant la Commission d’Examen.
MM. P. APPELL, Président.
Cu. GUICHARD, { .
Examinateurs.
LEBESGUE, )

D00 O EE——e

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS ET C'¢, IMPRIMEURS-LIBRAIRES

DU BUREAU DES LONGITUDES, DFE L’ECOLE POLYTECHNIQUE,

Quai des Grands-Augustins, 55.

1914

9



UNIVERS

ITE DE PARIS.

FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

 —G—
MM.
Doyen....... eocines vese  POAPPELL, professeur, Mécanique analytique et Mécanique céleste.
Doyen honmoraire........ G. DARBOUX...... o-o Géométrie supérieure,
Professeurs honoraires.. . g g}'é&O_LF'
/ LIPPMANN........... Physique.
| BOUTY............... Physique.
!’ BOUSSINESQ......... Physique mathématique et Calcul des pro-
babilités.
I PICARD. ............. Analyse supérieure et Algébre supérieure.
| Yvis DELAGE........ Zoologie, Anatomie, Physiologie compar.
GastoNn BONNIER ... .. Botanique.
DASTRE.............. Physiologie.
KOENIGS............. Mécanique physique et expérimentale.
VELAIN ..., Géographie physique.
GOURSAT............ Calcul différenticl et Calcul intégral.
HALLER ... ... ..., Chimie organique.
JOANNIS. ..., Chimie (Enseignement P. G. N.).
P. JANET. ........... Physique (Enseignement P. G. N.).
WALLERANT......... Minéralogie.
ANDOYER........... Astronomie.
PAINLEVE. ........... Mécanique rationnelle.
HAUG............. ... Géologie.
Professeurs. . ... trree HOUSSAY ............ Zoologie.
H. LE CHATELIER.... Chimie.
Gasri. BERTRAND... Chimie biologique.
M»e P. CURIE......... Physique générale.
CAULLERY........... Zoologie (Evolution des étres organisés).
C. CHABRIE.......... Chimie appliquée.
G. URBAIN........... Chimie.
Exie BOREL......... Théorie des fonctions.
MARCHIS............ Aviation.
Jean PERRIN......... Chimie physique.
G. PRUVOT. ......... Zoologie, Anatomie, Physiologie compar,
MATRUCHOT......... Botanique.
ABRAHIAM............ Physique.
“CARTAN............. Caleul différentiel et Calcul intégral.
CL. GUICHARD...... Mathématiques générales.
MOLLIARD... -......... .. Physiologie végétale.
N Application de I’Analyse a la Géométrie.
VNG Histologie.
PUISEUX............. Mécanique et Astronomie.
LEDUG............... Physique.
MICHEL.............. Minéralogie.
HEROUARD.......... Zoologie.
Liton BERTRAND..... Géologie.
Professeurs adjoints.. ... . Rémy PERRIER....... Zoologie (Enseignement P. C. N.).
COTTON............. Physique.
LESPIEAU............ Chimie.
GENTIL.............. Pétrographie.
SAGNAC.............. Physique (Enseignement P. G. N.).
PEREZ............... Zoologie (Evolution des étres organisés).
Secrétaire...... treeenas D. TOMBECK.
54504

PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER=VILL\RS ET Cie, QUAI DES GRANDS-AUGUSTINS, 55.



A

Monsieur Pavr APPELL,

MEMBRE DE L’INSTITUT.

Hommage de profonde reconnaissance.






A

Monsievr EMiLE PICARD,

MEMBRE DE L'INSTITUT.

Hommage de profonde reconnaissance.






A MESSIEURS

ALEXANDRE A. BADAREU,

ANCIEN MINISTRE D’ETAT.

Pierre PONI,

ANCIEN MINISTRE D’ETAT,
MEMBRE DE L'ACADEMIE ROUMAINE.

JEAN RALLET,

DOYEN DE LA FACULTE DES SCIENCES DE JASSY.

JEAN SIMIONESCO,

MEMBRE DE L’ACADEMIE ROUMAINE.

Hommage de profonde reconnaissance.






PREMIERE THESE.

SUR

I'EQUILIBRE DES FILS

SOUMIS A DES

FORCES INTERIEURES.

INTRODUCTION.

La détermination de la figure d’équilibre d’un fil, dont les éléments
se repoussent mutuellement suivant une loi quelconque, est un pro-
bléme difficile, qui, avant ces derniéres années, n’a été I’objet d’aucune
recherche. Nous devons, toutefois, citer une courte Note publiée par
M. R. Towsend sur le cas particulier de deux fils circulaires se coupant
orthogonalement (*).

C’est M. Paul Appell qui, dans les Comptes rendus des séances de
" Académie des Sciences du 17 février 1913, a posé le premierle probléme
général suivant :

Etant donné un fil homogéne, considérons le champ de forces créé
par 'attraction ou la répulsion de ses ¢léments, en admettant que I'ac-
tion de I’élément de masse m’ placé en un point de coordonnées &, v, €
sur I’¢lément de masse m” placé en un point quelconque x, y, z soit
m'm”V'(r), V(r) étant une fonction donnée de

r=y(@—82+(y —n)+ (s -0

(1) The quaterly Journal of pure and applied Matematics, t. XII, 1873, p. 214.
B. 1
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Ainsi & tout fil il correspondra un champ de forces créé par I'action
de ses éléments suivant la loi indiquée.

Chercher la position d’équilibre de deux fils homogénes, chacun d’eux
étant suppose place dans le champ de forces créé par I autre.

Si A et £ sont les longueurs des deux fils, o et s leurs arcs respectifs,
comptés a partir d’une extrémité, on a la fonction de forces

A
U, y. :):f pV(r)ds

et les courbes d’équilibre sont données par les équations de M. Appell :

iy | FTE ¥ st
(A) /‘_-_V (_,) x' y' 5! do = o,
“o r. oy y// 3
V()
(B) f —r——[(x—E_)x”—i—(y—-n)_y”+(z-——§)z"]do'
)

N
—-(x”’—l—y”"—kz"z)[K—f‘/ V(r)dc]:o,
“0 .

(C) z'?+ y'2+ 5

=1,

et trois autres qu’on obtient en échangeant %, v, {, o, A avec =, y, z, s, L.
Les accents désignent des dérivées par rapport a I’arc.

Pour obtenir , y, z, %, . {en fonction de s et de o respectivement,
on a a résoudre six équations intégro-différentielles simultanées.

Ce cas se rattache donc au probleme extrémement difficile de la réso-
lution d’une équation muxte ou intégro-differentielle. Si I'équation est
linéaire par rapport & la fonction inconnue et a ses dérivées, on peut la
ramencr 4 une équation intégrale de Fredholm (*). M. V. Volterra a
résolu un cas spécial d'équation mixte non linéaire construite a 'aide
des opérations de composition (*). Mais la résolution du cas général
demandera encore de nombreuses et profondes recherches.

Dans ce travail, nous nous proposons de chercher la figure plane

(1) BouNITZKY, Sur une classe d’équations intégrales ( Bulletin des Sc. math., 1. XXXII,
janvier 1908). — G. Bratu, Sur les équations mixtes linéaires (C. R. Acad. Sc., n° 21,
24 mai, 1909).

(2) Atti Lincei, 1910, p. 169, 361, 425; 1911, 1°7 sem., p. 95; 2° sem., p. 79.
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d’équilibre d’un seul fil soumis aux actions mutuelles de ses propres
éléments. On peut, par exemple, supposer que le fil est fermé ou que
ses extrémités sont atltachées en deux points fizes, distincts ou con-
fondus. Les deux équations de M. Appell se raménent & une seule, en
prenant x comme variable. Dans le cas de /’attraction, il est évident
que la figure d’équilibre ne peut étre que rectiligne ou réduite a4 un
point. Nous allons donc supposer que les ¢léments du fil se repoussent.

Dans la premicre Partie, nous étudions d’'une facon detaillée le cas
ou la répulsion est proportionnelle a la distance. Dans ce cas, le pro-
bléme peut étre completement résolu soit par une méthode élémentaire,
soit & l'aide des fonctions elliptiques.

Dans la seconde Partie, nous ¢tudions le cas ou V(r) = r* £ étant
un entier positif. Nous montrons que I’équation intégro-différentielle
de M. Appell se réduit, dans ce cas, & une équation différentielle ordi-
naire a coefiicients constants, mais tndéterminés. Une fois connue la
forme générale de la solution, on détermine ces constantes par les rela-
tions qui expriment leur définition.

Ensuite, nous remarquons qu’a chaque figure d’équilibre du fil
soumis a des forces intérieures, il correspond une force unique exte-
rieure (ui, agissant seule sur les éléments du fil, le maintient en équi-
libre sous la méme forme. Cette remarque simplifie I’étude du cas ou la
fonction V(r) étant r**, la force extérieure est centrale.

Enfin, par suite des analogies qui existent entre la figure &’ equ1llbre
d’un fil et la trajectoire d’'un mobile, nous rattachons le probleme de
M. Appell a celui étudié par M. Darboux dans son Traité fondamental
de la Théorie géncrale des surfaces (T. 11, Liv. V, Chap. VI). Ainsi les
figures d’équilibre planes nous apparaissent comme les transformées
des lignes géodesiques d’une certaine surface représentée sur le plan
avec conservation des angles.



PREMIERE PARTIE.

REPULSION PROPORTIONNELLE A LA DISTANCE.

1. Considérons un fil homogene de longueur 2/, ayant ses extrémités
attachées en deux points fixes A et B et supposons que deux quelcon-
ques de ses éléments ds, ds’, placés aux points M et M’ respectivement,
se repoussent proportionnellement a la distance MM'. Soient C une des
figures d’équilibre du fil, G le centre de gravité de la courbe C, & la
masse de I'unité de longueur ( fig. 1).

Toutes les forces répulsives, qui agissent sur un méme élément ds,

Fig. 1.

A

ont une résultante unique et égale a la répulsion de la masse du fil
M = 278 concentrée en G. Si I'on appelle £ la répulsion de l'unité de
masse sur I'unité de masse a 'unité de distance, 'élément ds sera donc
sollicité par une force répulsive Fds émanant de G et égale a

SfMop ds,
e désignant la distance Gds. Par suite,
(1) F=/fMdp=12pp.
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Toutes ces forces étant centrales, la figure d’équilibre est plane. Elle
est évidemment symétrique par rapport a la mediatrice de AB.
Supposons d’abord que le centre répulsif soit un point quelconque O
de cette médiatrice. Prenons le point O comme origine ct la médiatrice
de AC comme axe des y.
T étant la tension du fil, on a

dT +2ppdp =o,
T+ pp?=pa?,
a désignant une constante. Donc¢
(2) T =p(a*—p*).
Le théoréme du moment de la tension donne ensuite
(3) Tp?df = Cds,
C désignant une nouvelle constante que, pour I'homogénéité, nous

pouvons égaler a ub®.
Nous aurons alors ’équation différentielle de la courbe d’équilibre

(4) (@2 — p*)p* df = b3 ds.

Elevant au carré, remplacant ds* par dg* -+ 0°d0*, on peut séparer les
variables et I’'on trouve enfin
b dp

5 df— -
( ) p\/p"((l'-’———pz)g——be

Appelons g,,0,; 0, 0, les coordonnées polaires des points A et B. En
posant p* = u, o} = u,, on a pour 0 la quadrature elliptique

3 n
(6) emelzib—/

du .
2, uu(at—u)— b
D’autre part ds* = dp* + p*d* donne avec (5)

(a*—u) du

aVu(a*— u) — b

(7) ds =

Désignons pour abréger par f(u) le polynome sous le radical. On a,
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alors

(8) Sf(u) =u(a?— u)?— b,
(9) S (u) = (a>—u) (a®*— 3u),
(10) T=p(a*— u),

p. étant une constante essentiellement positive.

Dans le cas de la figure 1, si 0, —6,=2¢, on doit supposer
[Z0,sing.

Si b=o0 la formule (6) donne 6 =10,, quel que soit g, et la for-

mule (7)
s—si=Vu—Vu,=p—op.

La figure d’équilibre est rectiligne et sa direction passe par O. C’est le
cas ou les points A, B, O sont en ligne droite, ce qui arrive en particu-
lier, si les points A et B sont confondus. En effet, dans ce cas, le moment
C = w.b® de la tension par rapport a O est nul.

Supposons alors b %0 et u.>>o0. Cest le cas général de la répul-
sion. Le polynome f (u) et la tension T doivent rester -positifs le long de
I'arc ACB. Par suite u < a?, u, < a* et f(u,) >o.

On a d’ailleurs, d’apres (8),

f(o)<0v .,f(ul)>ov f((l2).<0, f(+°°)>0

Par conséquent /(u«) admet trois racines réelles, {istinctes et positives:
Désignons-les par «*, 32, v* dans leur ordre croissant. Alors

o< S S At
) roro g ’ ) a?
D’autre part, la dérivée f”(«) s’annulant pour u = 3 donne
w<§<m
2
c’est-a-dire f(%) > o0 ouencore 4a®>27h%.
Remarquons aussi que 'identité
Su)=w—2a*w + atu—b" = (u—a?) (u—B3%) (u—1y?)
donne
(11) a2+ y (a4 %) =at,
(12) o+ B4 yt=12a?
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et en éliminant @, on trouve I’équation en v*,
yr—2 (22 + B+ (P — P2 =0,
d’ou
(13) YP=a?+ B 2af.
Or v* étant plus grand que a?, I'égalité (12) donne
o+ Bl at <y

C’est donc le signe + que nous devons prendre dans la formule (13)
et I'on en conclut

(14) y=a-+f.
D’autre part, comme

20 = a?+ 32+ 92, s == a2y,
il résulte que
2 — 42 2
(15) at= o+ aff + 37,

b= aB(x+ B).

Ceci étant, supposons par exemple que p commence par croitre &
partir de p,; u croit a partir de u, et I'on prend le signe + dans la for-
mule (6).

u croit jusqu’a la valeur 3 qu’il atteint effectivement pour 6 = fg,

3 B
9r:9,—|—é— du

2 J, uyVf(uw)

Ensuite « doit décroitre : on prend le signe — devant le radical de la
formule (6) et I'arc est le symétrique du premier par rapport au rayon
vecteur o = {. Les racines o® et 5 étant simples, on a la discussion d’un
cas classique de problemes de Mécanique. La variable u oscille entre les
valeurs limites o* et B%; o est fonction périodique de 6 et admet comme
période la quantité 2 0,

(16)

b [P du
e—2 ([ 4 .
2 fa uyf(u)
La figure d’équilibre est tangente aux cercles p = a et p = B.

2. Dans ce qui précéde, on a supposé f(u,) > o.
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Si f(u))=o0 et a=B, c’est que u, = a* ou u, = 3*. Comme u doit

rester compris entre a?® et 82, pour que f(u) soit positif, « devra com-

mencer par croitre dans le premier cas et par décroitre dans le second.
On retombe ensuite dans le cas précédent.

Si a=§, le polynome f(u) admet une racine double, qui ne peut

. a? , . 6 R a*y du o _a
étre que—g—etlona[m — 27b% = o, cai f<§> _.o,gg_-oetp_\/§
La figure d’équilibre est circulaire. La tension est constante, car la for-

mule (10) donne tout le long du fil

2
l_3ya.

3. Nous avons trouvé, en général, pour la tension
T—=p(a*—p*)

avec a << <a.Lorsque g croit la tension diminue et inversement;
elle est minimum pour p = et maximum pour p = a.

4. Pour connaitre le sens de la concavité de la courbe par rapport a
Porigine, on doit former I'expression
. <1>”_ ' pl"+ 20’
-+ |- ] == Eesvrvramt]
po\p/ p o P07
les dérivées de p étant prises par rapport & 6 et celles de  par rapport
ap.Orona
[ J— b3 /p— ba(zf—‘—P/l,)
o= —, O=—-LTF 7
p\/7 2P2f§

et 'on trouve

pi'+20 20 +of—pf"  2p(a’—p?)
pagla - 2pb6 - b

I
-+
p

Cette expression étant positive pour p < a, la courbe d’équilibre tourne
toujours sa concavité vers le centre répulsif O.

5. Erupe pE 1’ANGLE ©. — On pourrait prouver que I’angle période 0
n’est pas inférieur & - en utilisant la méthode classique que Puiseux

a employée dans une question analogue pour le cas du pendule sphé-
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rique. Nous préférons donner les limites mémes entre lesquelles cet
angle varie, en nous inspirant d'une méthode de M. de Saint-Ger-

main ().
On a trouvé
p: pe
0— Py du = Fud
(7) lz 2uy(u—a?) (u—Pp?) (u—7*) w (u) dlu

avec Y= a + 3. Posons pour abréger

R(u) =V(u— a?) (u—PB2) («—7?)

et marquons, dans le plan des quantités complexes X + 1Y, les trois
points A, B, C d’abscisses a?, 32, y* (fig. 2).
En décrivant un cercle I' de centre O et de rayon R trés grand. et trois

Fig. 2.
Y
r
rr\_T A x\’ A /\Y’, A D’
S~ S T ]
0 "W a0y A g & D7
//

petits cercles v, v/, v” autour des points A, B, C de rayon ¢, nous consi-

dérons le contour marqué sur la figure 2, limité extéricurement par le

cercle T et le tracé DA’ CA'BA, AvAv'A'~"A” qui évite les trois points

JLa, ba, Ayay ay

critiques «*, 82, y* de F(u). A l'intéricur de ce contour la fonction F(u)

. N . , . I

est uniforme et admet le scul pole simple u = o avee le résidu = --

, p | 23
suivant la détermination du radical.

Prenons l'argument de R(«) ¢gal 4 zéro sur A”. En partant avec cette

détermination du point D’ et en suivant la circonférence T dans le sens

!

(1) Bull. des Sc. math., t. XX, 1896, p. 114, et t. XXII, 1898, p. 95.
B.
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direct, 'argument de R(u) est é6gal & 3w lorsque u revient en D et par
>

: nooy IT Y N . T

suite sur A', a ~ sur A, a 2msurA,, A Tsur A et i~ sur A
. , L 3n

A lorigine I'argument de cette détermination de R(u) est —-

Intégrons alors F'(u)du suivant tout ce contour dans le sens direct.
Les intégrales le long de la circonférence T' pour R:== x et le long des
petites circonférences y, ¥/, v” pour ¢ = o sont toutes nulles. En tenant

compte de 'argument du radical au point O et le long des segments
rectilignes paralléles & 'axe des X, le théoréme de Cauchy donne

+» B2
2 F(u)du—2f F(u)du —=—m,
Y’ -3

et par conséquent

(18) @:";’+ F(u)du.

Comme la formule (17) nous montre que pour u>+y?* la fonction
F(u) est reelle et positive, nous trouvons ainsi, comme dans le cas du
pendule sphérique,

(19) 0> —273

Pour obtenir la limite supérieure de cet angle, posons

+ »

afy du

S= .
- 2u\/(u—o¢*)(u~—@”)(u——y2)

2

14 > on trouve
no

En faisant le changement de variable v =

IR ]

g_ ! afBy/sino (1 + sino) do

2/, \yh a2 sinto — y2(a? + [B2) sinq;’

ou encore, en posant 3 = ax, puisque ¥ = a(1 -+ %), on obtient finale-
ment

T
(20) S—ifz %V/sino (1 + sing) do
T 2J, V) +Esinte — (1 + x*) (1 + %) sing
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La dérivée de cette expression par rapport a x étant

a (x-—~1)[(1+x)2—(1+x+x2)smo]\/smo+sm2cpdcp
do 0 [(1+ %)+ #?sin?o — (1 + ) (1 + )2 sing]?

il résulte que la fonction S, et par suite | ‘angle ©, va en décrovssant
lorsque » > 1 croit.
Pour x =1, on a

™

L [ sing & sinte
S—- [ VneTSINe,

2J, 4 —sing
ou, en posant sinp = —. il vient
S—[m au I+ 2.
J, 1+ w)(3+4bu?) 2 3

. T
Par suite, pour » =1, on a 0 = 7

l'angle ©; son minimum est g et il est atteint pour » = + .

. C’est la valeur maximum de

6. Varistion pE L'arc X. — Désignons par X la longueur de I'arc de
courbe correspondant a I'angle ®. La formule (7) nous donne

1 B (a*— u)du
= - e
2 Jgs \/u(a’—u)'z—b"'

ou, avec le changement B = xa, u = o + (B2 — «?)¢, il vient

®(1—1¢t) +x%x+t
dt = a ®(x).
(21) f \/tl—t)[(l—t)x’+2x+t] e=abix)

Supposons  fixe. La dérivée de I par rapport a « est

ds

Ta =@ (x) —xP'(x),

¢’est-a-dire

d3 f‘ (1=t — )%+ 3t + £
as _ _dt,
do A

aVe(1— ) [(1— ) w4+ 2% + L]?

expression positive pour %2 1. L’arc X va donc en croissant avec .
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Pour « =o0(x =) on a =0, si dans la formule (21) on rem-

pl

V3

7. Erupe bE LA course. — Pour étudier la figure d’équilibre du fil,
dans le cas ou les constantes « et 3 sont données, il suffit d’¢tudier la
forme de I'arc X compris entre p =« et g = 3. On sait comment on
continue ensuite la courbe par des symétries successives.

Prenons done g = «, ), = o. L’équation (6) de la courbe d’¢quilibre

est
j O du
B ?U\/u(rrwu) —

avec @’ = o’ + aff + (2, b* = af (« + B).
En posant 8 = ax, u — «* = a*(x* — 1)¢, on trouve, pour p et.9, les
expressions

place « par = 2. Pour o = B(x=1),la méme formule donne X =

(22) p=oaVi+ (22—,
(23) szlF(t,x) dt,
avec

(24) F(t,0)= xi %)

aVt(r— ) [t +1—t]/(1— t)n*+ 2x+t'

Nous supposons 3Za« et par suite x2 1. Dans ces conditions p et 0
vont en croissant avec .

Désignons par D le domaine x21, 0S¢S1, et étudions dans ce do-
maine la fonction F(z, x).

Derivée par rapport a x. — On trouve

()F(t7x) _— F1(£,X)
o« T,(t %)

le dénominateur étant réel et positif dans le domaine D et le numérateur
étant le polynome

Fi(t, ) =— (1 — )+ (282 —3¢)n* + (1 — 5¢ + £2) %
+(3—3t— )+ (1+t—2)n +£(1—¢)
= (St ontt+ o —x?— 2% —1)e

— (®+3xt 4+ 5P+ 3t — k. — 1) E - 134 3x2 4 x.
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Comme
F,(o,2) =% (x*-+3x+1) >0
et
Fi(1,2) =— 2} (2 + 3x +1) <o,

le polynome F, (¢, %), considéré comme fonction de ¢, admet une racine
réelle et une seule dans 'intervalle (o, 1) et la courbe ¥, (t,%) = 0 a une
seule branche C dans le domaine D. Elle coupe la droite x =1 au

Fig. 3.

b
t

i
0 [] t

3
5

1
2

pointz = % Lorsque x croit, ¢ décroit le longde C (') et la branche est
asymptote a la droite £ = o (fig. 3).

Considérons la surface z =F(¢,%). Pour » et ¢ dans le domaine D,
on a z>o0. Lorsque »>1 croit, dans I'intersection de la surface

sz =F(¢,») par un plan ¢ = const., z va en décroissant si % <t et

{t) On voit, par exemple, par la régle de Descartes que le-polynome Fy (¢, ») admet une
seule racine positive en x pour 0 £ ¢, S1.
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A E N E) 14 * 4 '
croit d’abord jusqu’a la courbe C pour décroitre ensuite, si 0 <t < =
Pourx =+ xeto<<t<1,onasz=o. '

Derivee par rapport a (. — On trouve

IF(Lx) _ x(i+32)  F(4x%)

ot LR (1 —1)
en posant
R=ye(1—t)[(1— =)t + 2% -]
et
Fi(t,2) = 5(x*—1)28— (8x* + 8x3— 15%x3 — 8u + 7) 82

+ (3 +6x3—rn>—10% + 2)f + x4 2%
= t(t—l)(t—-g>x"‘+ 20(3 —40) 2+ (1—22) (582 — 5¢ + 1) 2

d+2(4 = 3L+ 1)x+ t(t~1)<t-—§>.
Comme pour x>0 on a Fy(—w,2) <o, F;(0,2) >0, F,(1,%x)<o,
Fy(+, %) > o0, la courbe Fy(¢, z) == o n’a qu'une seule branche C' dans

le domaine D. Elle admet pour asymptote la droite ¢z = g

I A

Pourx=1,0na/= 5 Lorsque % croit le long de C’, ¢ va d’abord en

croissant jusqu’ad un maximum compris entre 0,7 et 0,75 et décroit
. . 3, .

ensuite jusqu’a ¢ = = (fig. 3).

L’intersection de la surface z = F(¢, x) par un plan » = const., dans
le domaine D, est une courbe I',, asymptote a £ =o0 et =1, tournant
sa concavité vers les = positifs et ayant son minimum pour la valeur de ¢

qui correspond, dans le plan sécant, i la courbe C'.

En particulier, pour x =1, on a la section T,

I
(25) e )
V3ve(i—1)
, . . . 1
S e rr 0 i - -

courbe symétrique par rapport a la droite 7 = -

La valeur de 'angle § pour une valeur de p, c’est-a-dire pour une
valeur de ¢, n’est que ['aire comprise entre la courbe T, l'axe Ot et les

paralléles t = o et t = (.
Si l'on considére, pour la méme valeur de ¢, les angles f§ = 0(x)
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et 0'=0(x")(x<<x'), la différence O — 0 est I'aire comprise entre la
droite ¢ =¢ et les deux courbes I, T, tracées dans un méme plan st
(fig- 4)-

La courbe T, est au-dessus de T, pour ¢ voisin de zéro. Soit M le
point de ', qui correspond & la courbe C. Dans la région qui, sur la

Fig. 4

4

M
0 ¢ C

figure, se trouve & droite de MC, I', est en dessous de T,. Ces deux
courbes se coupent donc en un point P correspondanta 1 =v,.

Pourz<t,, onaf — 0'<oj; pour />, cette différence croit; pour
t=r1,0naf—0">o0,carnous avons vu que 'angle © décroit, lorsque
% croit. La différence 6§ — 0" est donc négative pour t voisin de zéro,
s'annule pour une valeur et une seule U comprise enire o et | et reste
positive pour ' < t<.

La forme (25) de '’expression F(¢, 1) prouve encore que, pour x =1,

7.
ona®=—

V3

8. Toutes ces remarques étant faites, nous pouvons nous rendre
compte de la forme de la figure d’é¢quilibre d’un fil homogéne de lon-
gueur 2/, ayant ses extrémités attachées en deux points fixes A, B et
étant repoussé proportionnellement & la distance par le centre fixe O.

En supposant « et § connus, décrivons les cercles C, el Cg de centre O
et de rayon o et § respectivement. Partons du point A (s = o) et décri-
vons la courbe d’équilibre dans le sens des O croissants. Le rayon
vecteur peut commencer par croitre ou par décroitre. Supposons-le
croissant. p croit de p, & 8, puis décroil jusqu’a «, et ainsi de suite.
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Pour p = a et p = B, la courbe est tangente aux cercles C, et Cg. Elle est
symétrique par rapport aux rayons vecteurs p,, gg des points de contact
sur les deux cercles. Elle tourne sa concavité vers O. L’angle des deux
T

7

La figure d’équilibre est assimilable a la trajectoire d’un mobile, qui

décrirail une ovale de centre O, tournant elle-méme autour de O dans le
sens du mouyement.

. . . T
rayons p,, pg consécutifs est compris entre P’ et

La courbe est analogue & la projection horizontale de la trajectoire du
mobile, dans le cas du pendule sphérique, lorsque les paralléles
extrémes sont tous les deux en dessous du centre de la sphére.

9. VariatioN pE LA BoucLE. — Considérons une boucle A B, A pour
laquelle & = o, et 3 = §,. Prenons pour axe des y la direction OB,.

Lorsque o diminue, § restant constant, » croit et nous avons vu que
I'angle ® = A, 0B, diminue. Nous voulons prouver que 'arc A, B, se
rapproche en tous ses points de l'axe OB, (fig. 5).

En effet, on a d’apres la formule (22)

(26) pP=ar(1—1t) + tf*
et, par suite, g—i—( > o pour o < 1< 1.

Considérons alors deux arcs X, = A, B, et X, = A, B, correspondant &
une méme valeur de 3, mais 2 deux valeurs différentes de o : o, > a,.
Soient %,, 0, %,, 0, les valeurs de x et ® correspondant 4 ces deux
boucles. On a x, <%, et ®,>0,. Le rayon OA, se trouve donc compris
entre Ox et OA, (fig. 5).

Nous avons va aux paragraphes 6 et 7 que 0 et s sont donnés en fonc-
tion de ¢ par des formules

t t
G:f F (¢, %) dt, s:ozf F,(¢,%)dt,
0 0

les fonctions F et F, étant réelles et positives dans le domaine D.
A chaque valeur de 7 entre o et 1, les formules (22) et (23) font

correspondre un point et un seul M, (g, 0,) sur 'arc A, B, et M,(p,, 0,)
sur 'arc A,B,.
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Pour t=o0, ona 0, =0,=o0, py=0,>p,=x,. M, est en A, et M,

en A,. Lorsque ¢ croit & partir de zéro, nous savons que la différence
b, — 0, est d’abord négative. Donc

angle M, 0A, < angle M, 0A,.

Dans leur rotation autour de O, de Oz vers Oy, le point M, suit le

Fig. 5.

e, e
e

..
~..

point M,, et comme OM,<<OM, d’apres la formule (26), on a
OM, < OM; < OM],

M, étant le point ou la droite OM, coupe I'arc A, B,.

Ceci reste vrai tant que le rayon vecteur OM, suit OM,, ce qui a certai-
nement lieu tant que la différence 6, — 0, est négative. Mais nous avons
vu (§ 7) que cette différence s’annule pour une valeur # <1 et devient
positive et croissante pour ¢>¢. L’angle M,OM, diminue, mais il ne

s’annule que pour =1, lorsque les points M, et M, se confondent
en B,.

On a donc, pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre o et 1,
B. 3



— 18 —

OM, < OM, c’est-a-dire que l’arc A,B, se trouve entirement compris
entre l'axe OB, et l'arc A|B,.

Détermination des constantes.

10. Soient g, 0,, p,, 0, les coordonnées des extrémités du fil, 2¢
I'angle 6, — 0, et 2/ la longueur du fil. On a, dans le cas général,

f‘* b d f"* b dp fﬁ b* dp
o + —"
PW(P) a pVS(p) Ve pVS(R)

Si le centre répulsif se trouve sur la médiatrice de la corde AB
(A et B étant les extrémités du fil), on a g, = p,. La figure d’équilibre
est symétrique par rapport a Oy.

Si p commence & croitre i partir de g,, on a, d’aprés la formule précé-
dente et celle qui donne /, les formules

b% dp B bidp

= — -+ —31
7 fp R A
28 = p(a —0)dp +m p(a?——p )dp
25) fl Vi) . f V7 (p)
avec )
(29) at=oa?+ a3 + (32,
(30) D=af (a+ B).

Si p commence par décroitre a partir de g,, on a deux formules anar
logues

P1 b"dp g b‘dp
3 — &+
v ¢ f pvS(p) mfa VT (e
P1 2 2
(3 1= [e@—pdo pla®—phdp
32) A V7P) f V7o)

avec (29) et (30).

Nous avons supposé connues la longueur 2/ du fil et les positions des
points A et B, ce qui revient & se donner les quantités /, p, et 9. Les
équations (27), (28) ou (31), (32) déterminent alors, en général, les
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rayons a et B dans les deux cas et I'on a les figures d’équilibre cher-
chées.

On obtient un résultat plus précis en se placant dans d’autres condi=
tions initiales.

Choisissons arbitrairement les constantes réelles et positives «, p,, B
et m, avec la seule restriction

(33) alrip et m entier.

Les formules (27), (28), (29) et (30) déterminent un systéme et un
seul de valeurs réelles et positives pour o et /; il en est de méme pour le
second systeme (31), (32), (29) et (30) ct 'on en conclut qu'a un
systéme arbitraire de valeurs réelles et positives données o, B, o, et m, satis-
Saisant aux conditions (33), il correspond toujours deux figures d’équi-
libre et deux seulement.

Comme l'entier m est arbitraire, nous voyons que la figure d’équilibre
peut avoir le nombre de boucles que nous voulons.

Remarquons encore qu’on peut toujours imaginer la figure fomothé-
tigue a I'une des précédentes dans un rapport £ quelconque, O étant le
centre d’homothétie. On peuat ainsi réduire, dans les deux cas, la lon-
gueur de 'arc obtenu, & la longueur donnée 21 du fil. Apres cette trans-
formation, les longueurs «, g,, 3 se trouveront réduites dans le méme

: ) . B . .
rapport, tandis que I'angle ¢ et la quantité » = > resteront invariables.

Les positions des extrémités A et B du fil seront déterminées par les
quantités p, et .

Géometriguement la solution est immédiate. Prenons, pour fixer les
idées, m =1, et tracons les cercles Gy, C, et Cg de rayons a, g, et 3. Le
rapport x étant connu, la valeur de I'angle @ est déterminée et I'on
peut construire l'arc X correspondant donné par les formules (22)
et (23).

Le point milieu du fil étant un des sommets, placons-le surl'axe Oy
au point C (fig. G) et construisons I'angle COB = ©. L’arc X est tangent
en C au cercle Cg et en B au cercle C,. On continue ensuite la figure par
I'arc BA, le symétrique de I’arc BC par rapport a ladroite OB. Le point A,
ot cet arc coupe le cercle C,, est 'une des extrémités du fil. On construit
ensuite la figure symétrique de CBA par rapport a I'axe des y.

On peut aussi, en partant du point C’ (fig. 6), placer le symétrique
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de 'arc X entre les points C’, B, continuer la courbe symétriquement
par rapport & OB’ et prendre le point A’ sur C, comme extrémité du fil.
L autre moitié du fil est la figure symétrique de 'arc C'B’A’ par rapport
a l'axe des y.

La premiere de ces figures correspond & p commencant par décroitre

Fig. 6.

et la seconde &4 p commencant par croitre a partir de p,.

On trouve de la méme facon la construction de la figure pour une
valeur quelconque de I'entier m.

Si'on change la valeur du rayon initial p,, sans changer o et §3, les
nouvelles figures d’équilibre sont celles précédemment obtenues, mais
limitées a leurs points de rencontre avec le nouveau cercle o = o, .

En particulier, on peut prendre g, = ou p, = 8.

11. Revenons maintenant au probléme de M. Appell, que nous nous
sommes posé au début de cette étude. Ce probléme se trouvera résolu
par les figures précédemment obtenues toutes les fois que le centre ré-
pulsif O coincidera avec le centre de gravité du fil.
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Comme le point O a été pris pour origine des coordonnées, on devra
donc satisfaire aux conditions supplémentaires

21 2l
f pcosfds=o, [ psinfds =o.
0 <o

Or la premiére de ces conditions est remplie 4 cause de la symétrie
de la courbe et la seconde peut s’écrire

N (Gt IL LA g SL T L LA
. ie) Yo v/ (p)
sl p commence par croitre.

Les quantités «, 3 et m étant arbitrairement choisies, I'équation (34)
sert a définir le rayon vecteur initial g, et ensuite les équations du pa-
ragraphe 10 permettent d'achever la résolution du probléme.

Convenons d’appeler figure d’équilibre de premiere espece celle pour
laquelle le point milieu du fil est un sommet situé sur le cercle Cg,
sommet supérveur. Si ce point se trouve sur le cercle Cy, sommet inférieur,
la figure est dite de deuaiéme espece.

Supposons le fil fermé (ses deux extrémités attachées au méme point

fixe A), et la figure de premiere espéce sans points doubles ( fig. 7).
On a

x =pcosfh et z—::cow——xtangf)%g-

Le long de I'arc AFC, d—j ne peut s’annuler que pour tang0 > o; par

suite les points a tangente paralléle a4 Oy se trouvent au-dessous de
I'axe des x.

Si X, Y sont les coordonnées du centre de gravité G du fil, on a
W
(35) X =o, Y:j y(s)ds.
0

L'origine des arcs s étant en A, soit D le point s = é, F le point
ol la courbe coupe I'axe des @ et prenons arc CE = arc AF.

. v ool
Siarc DE<s 55, on a sur la figure

B l ! l ! .
) (;+s>+y<;—s>>o,
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et par suite :

Y= y(s)ds_—_f y(s)ds—+ [y<£+s’>+y<g—s’>] ds'> o.
AFC FE EC

Dans le cas de la figure fermée de deuxieme espéce, les points a
tangente parallele 2 Oy se trouvent en dessous de I'axe des x et le
méme raisonnement nous montre que Y est negatif.

Le point O ne peut donc étre centre de gravité du fil.

Tous ces résultats subsistent, a_fortiort, dans le cas du fil ouvert, mais

Fig. 7.
1y
Y

seulement pour la figure de premiére espece. Au contraire pour celle de
deuxiéme espéce, Y étant positif pour 'are F'C'H’, il existe une valeur
et une seule g,, pour laquelle Y s’annule. On a ainsi une solution.

Le raisonnement est en défaut, si la figure d’équilibre se réduit 3 une
droite double soit le long de I'axe des y (fil attaché en bas), soit le
long de I'axe des @ (fil attaché en O), ou si elle est circulaire et fermée,
c¢’est-a-dire dans les cas limites x =1 ou » = o, pour lesquels le point O
est centre de gravité du fil.

Ainsi dans le cas de la figure d’équilibre sans points doubles, pour
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toute valeur finie de > 1, le probléme de M. Appell admet une solution
et une seule. La figure est ouverte et de deuxiéme espéce. Pour x=1, on a
une figure circulaire fermée. Pour x» = =, on a une figure de premiére
espece rectiligne et fermée et une infinité de figures rectilignes de
deuxiéme espéce, dont une fermée.

12. Supposons maintenant que les quantités o et / soient données.
Dans ce cas, le centre répulsif O étant quelconque, a chaque valeur
de v 1l correspond deux positions d’équilibre et deux seulement.

En effet, prenons « arbitraire et § = ax. Nous savons qu’a ces valeurs

Fig. 8.

J
Y

B, B,

il correspond une seule valeur de I'angle ® et une forme déterminée
pour 'arec =. On peut alors construire deux figures d’équilibre, une de
premiere espece et une de deuxiéme espece. En partant du point milieu
C (ou (), on décrit d’abord 'arc X (ou son symétrique) (fig. 8) et 'on
continue la courbe par des symétries successives, jusqu’a ce qu’on
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arrive au point A, (ou A), tel que I'angle C/O‘\IX,, balayé par le rayon
vecteur, soil égal 4 ¢.

Une fois ces deux figures obtenues, chacune d’elles se rameéne, par
une homothétie convenable de centre O, a une courbe de longueur 2/.
Il est évident qu’en général les cercles inscrit et circonscrit C, et Cg
changent d’une solution & I'autre.

Pour » =1, le fil est placé sur la circonférence de centre O et de
rayon L Pour x = », le fil se place le long d’un segment de 'axe Ox
ou de I'axe Oy.

La figure d’é¢quilibre est en général ouverte. Pour ¢ > =, elle a au
moins un point double situé sur I'axe des y.

Supposons la figure de premiére espéce et ¢ = (2n +1)0, nentier. La
courbe a 22 +1 boucles. Le centre de gravité de chaque boucle se
trouve sur I'axe de symétrie correspondant et & une distance ¢ du
point O. Siy,, ¥a, ...y ¥anr, sont les ordonnées des centres de gravité de
chacune de ces boucles, et Y, celui de la courbe entiére, on a

_ Ay

" on+41

Or, pour la boucle C (fig. 8) on a y,=¢; pour les boucles B,, B,,
ona y,=y,=28cos20; ainsi de suite. On peut donc écrire

04230820 4+-20¢c0840 +...4 20 cos2n0®

Yn: ]
2N +1
ou encore
Y — osin(2n +1)0
"7 (2n+1)sin®’
puisque

sin(2n +1)0

1+ 20820 4+ 20840 +...4+2c0s220 = -
sin®

Ainsi @ étant connu, on peut calculer les Y, pour i =o, 1, 2, ...

et obtenir la suite
YO? Yh Y?) D Yia

Cetle suile présenle une infinité de variations de signes.
En effet, comme

ns20< .32_71"
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si
2kn<(2n+1)0< (2k+1)m,

on a

(2k+1)T<(2n +3)®<(2k+2)1:+§.

Alors, si
(2n+3)O S (2k + 2)m,
ona
Y, Yni120;

si

(2hk+2)n<(2n+3)0<(2hk+2)T+ g,
on a

(2hk+3)m<(2n+-5)O < (2k+4) et Y. Y, <o

Par suite, il existe une infinite¢ dénombrable de valeurs de v, qui don-
nent des solutions de premiere espece, pour lesquelles le centre de gravité
esten Q.

En particulier, si

0 < (—————n mabdLi ’
2n —+ 1

on a, pour . =1, 2, ..., n,
(2p+1)§<(2p+1)®<(2p+2);—5,

et la suite des Y, est alternée depuis Y, jusqu’a Y,.

En considérant des boucles de deuxieme espéce (ayant comme point
milieu un sommet inférieur), on trouve une autre infinité de valeurs
de ¢ donnant des solutions de deuxiéme espéce avec Y = o. On a ainsi
une double infinité de solutions du probléme de M. Appell.

Pour que le fil soit fermé, on doit prendre © = 4=. On a, dans ce cas,
un seul point d’attache situé sur 'axe des y : ¢’est en général un point
anguleux de la figure d’équilibre. Pour qu’il soit point ordinaire, on
doit avoir g, = % ou 5, = .

13. CaspE p, = a. — Les quantités / et ¢ étant données, cherchons
une position d’équilibre telle que les points d’attache soient sur le
cercle C, correspondant.

Pour g, = « les équations fondamentales (27) et (28) deviennent

(36) o=m0, l=m3,
B. ’ 4
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avec
(37) 8=F(x), I=ad(),

les fonctions ¥ et @ étant connues [formules (18), (20), (21), pages 10
et 11] et m étant un nombre entier positif.
D’autre part, on a

ggeg T —1,81380...=103°55"23",

(38)

P

T \ . T
Pour ¢ <~ le probléme n’admet aucune solution. Pour ¢ = = on

(s . . .
am=1,0=- eta=o,/supposé fini. Le fil fixé en O recouvre deux

fois un segment de I'axe Oy de longueur /. La figure d’équilibre est de
premuere espece et rectiligne.

Soit cp>§ et posons

3 :k—i—‘- y < E:
(39) ¢ N g o ¢<\/3’
(4o) o=k 4y, o<¥<i,

k et & étant des nombres entiers et positifs, £ pouvant étre nul.
Soit # — £ = n > o. Nous allons voir que le probleme admet n solu-
tions distinctes.

En effet, w étant un entier au plus égal & n, on a

T
5

Il existe donc une valeur et une seule O, telle qu’on ait
¢ = (k+ 1)0,. La seconde équation (36), pour m =k ~+ ., donne
pour X une valeur X, et les équations (37) déterminent ensuite un
systéme unique de valeurs %, et o, pour % et a. On obtient ainsi une
figure d’équilibre a £ + u boucles. Elle est de premiére ou de deuxiéme
espéce, suivant que l'entier £ + . est impair ou pair.

Comme p peut étre I'un quelconque des entiers 1, 2, ..., n, on trouve
ainsi n solutions distinctes. Ce nombre peut étre égal a zéro. Par exemple,

. T ™
51;<?<\7§, on a

(k+y)§<ﬁ?<(/\‘—i—p)



mais si \—% <9< m, ona
k=1, k=1 et n=o.

Le nombre n est nul en général pour

3

V3

k_7r—< < (k+1 T si k

NER (k+1)3

Cette inégalité n’a plus lieu pour £2 7.
Nous avons suppos¢, dans ce qui précede, 4 et ' différents de zéro.

Ils ne peuvent pas s’annuler ensemble. Si = o, la figure d’équilibre

Y N s . e
a k£ + n boucles correspond 2 0 = ‘;; elle est par suite rectiligne.

<(k+;);—‘-

Si § =o, la figure d’équilibre & £ boucles correspond i O = %;
elle est circulaire.

Dans le cas de p, = 3, les équations (31) et (32) prennent encore la
forme (36). On trouve donc n autres solutions.

On a ainsi 2 n solutions : n de premiere espece et n de deuxieme espece;
elles sont, en général, des courbes ouvertes.

14. Ficures Eroikes. — Nous devons nous demander si, parmi ces
figures d’équilibre, il en existe de fermées.

L’angle o doit étre un multiple de =, c’est-a-dire ¢’ = o et £ pair.
Nous venons de voir que, dans ce cas, on a 27n solutions, parmi les-
quelles deux courbes a £+ nboucles, qui sont rectilignes. Il est évident
que les 2n — 2 autres courbes d’équilibre sont des figures ctoilees, ¢’est-
a-dire des courbes dont les sommets supérieurs sont les sommets d’un
polygone régulier inscrit dans la circonférence Cg.

Le point d’attache étant un point ordinaire, ses réactions sont égales
et directement opposées. On peut donc les supprimer sans déranger
I'équilibre. D’ailleurs, dans cette position, le point O est le centre de
gragité du fil. On a donc la des solutions du probléme de M. Appell.

Remarquons aussi que, par une rotation convenable autour du
point O, on peut faire coincider respectivement les » — 1 courbes de
premiére espéce avec les n — 1 de deuxiéme espéce. Il n’y a donc
que n — 1 figures étoilées distinctes.

En dehors de ces solutions, il faut considérer aussi la figure circulaire
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N s ;e R .
correspondant & © = 7 car, dans ce cas, on a évidemment p, ="« = 8,

quel que soit 2.
Si dans les formules (39) et (40) nous faisons £ = 2p, comme
@:pw:k%—i—up, il vient £<py3<k-1,ct comme & —k=n,

le nombre n—1 est la partie entiere de la différence

(2 —V3)p =0,26795...p.

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante en ce qui con-
cerne le probléme de M. Appell :

Un fil fermé de longueur 21, enroulé p fois autour de son centre de
gravité, peut étre placé en v + 2 positions d’équilibre, v €tant la partie
entiere du produit (2 —\/3)p. Parmi ces figures d’équilibre ily a: 1 rec-
tiligne (courbe multiple), 1 circulaire (courbe multiple st p >1) et v figures
étoilées (simples ou multiples).

Suites continues de figures d’équilibre.

15. Supposons le fil fermé et attaché en un de ses points A. Nous
avons vu que /et ¢ étant donnés, 4 chaque valeur de % il correspond
deux figures d'équilibre. Mais de I'étude précédente il résulte que, dans
la suite continue des valeurs du parameétre x> 1, il existe v valeurs
particuliéres x,, %,, ..., %, pour lesquelles les figures d’équilibre corres-
pondantes sont étotlées. Nous voulons déterminer les valeurs 0, 9,, ...,
0, des angles ©, qui correspondent & ces valeurs singulieres de x.

Construisons la circonférence Cg, de centre O et de rayon 3. Son
diametre BC, qui passe par A, est axe de symétrie de la figure d’équi-
libre. En général, une figure étoilée & ¢ boucles admet ¢ axes de
symétrie.

Supposons alors qu’on veuille construire une figure étoilée ayant un
sommet supérieur 3, au point B (fig. 9). Soit M un point mobile sur la
courbe. Le rayon vecteur OM, apres avoir balayé deux fois I'angle © a
partir de OB, arrive 4 un second sommet supérieur 3,. A cause de I'iné-
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galité (38), on doit avoir
\/3

. PO . T
Comme il doit étre commensurable avec w, posons 20 — 7:.—_1—;—,

angle COB, =20 — = <

p et g étant entiers. On en déduit
=P+

q

Si2 ZI— est la fraction irréductible égale & _; » a cet angle @ i/ corres-

Fig. 9.

~ pond une figure étoilée a q' boucles et entourant p' fois l'origine, c’est-
a-dire avec ¢ = p'm.
Les nombres p et ¢ ne sont pas absolument indépendants. En effet,

0 < = donne 27 <« 2, dou
<¢3 q < V3
p<<o0,15470...¢q

On ne peut prendre p=1 que pour ¢Z7. Pour ¢=7, p=1, on

a 20 = =. 2w. Donc, la figure d’équilibre étoilée la plus simple est
celle a 7 boucles entourant 4 fois 'origine. Pour ¢ =38, p =1, on a
20 = = .2x. Lafigure étoilée la plus simple ayant un nombre pair de

boucles est celle a 16 boucles avec ¢ = 9.
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D’ailleurs, si ¢ est pair, ¢ - 1 est premier avec 2¢ et la figure étoilée
correspondant & p =1 est a 2¢ boucles. I/ y a donc une infinité de
JSigures d’équilibre éloilées a deux axes de symétrie rectangulaires.

16. Comme pour chaque valeur de x il y a deux figures d’équilibre,
une de premiére espéce et une de deuxieme espéce, lorsque x varie
d’une maniére continue, nous avons deux suites conlinues de figures.
Nous nous proposons de chercher si ces suites lineaires restent dis-
tinctes pour toutes les valeurs de %, ou bien si elles se croisent et, dans
ce cas, quelles sont les figures d’équilibre de croisement (').

Pour plus de clarté, nous allons laisser constant le rayon vecteur
maximum et pour faire varier %, on fera varier . Comme ¢ est donné,
lalongueur de la courbe changera d'une figure a 'autre; mais une fois
la forme de la courbe connue, on raménera sa longueur & 2/ par une
homothétie.

Prenons, pour fixer les idées, o = 8=.

U3 , oye ..
Pour @ = - les deux figures d’¢quilibre sont rectilignes; I'une cor-

respond & g, = o = o, 'autre & p,= B.

Considérons d’abord la premiére : p,=o. Le fil a ses extrémités
attachées au point O et décrit 16 fois le diameétre DE.

Soit BC le diametre perpendiculaire a4 DE. Lorsque « croit, O croit.
Désignons par «, le point milieu du fil; il se trouve sur OB et C,.
Comme la figure reste symétrique par rapport a la droite BC, nous
pouvons commencer a la construire & partir de «,.

Soit

P
0=0,03=-+

®ia

On a sur la figure
E@i=p¢, DB, =3¢, EB:=5e,

Pour ¢ assez petit, le fil a la forme de la figure 10, ses extrémités étant
attachées au point A.

Appelons arc correspondant a la figure d’équilibre, I’arc de la circon-

(1) Poir H. PoINCARE, Sur U’équilibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de
rotation (Acta mathematica, t. VII, 1885).
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férence Cg compris entre deux sommets supérieurs consécutifs de la

courbe, tel que 8,3, 8,8,, .... Ces arcs sont tous égaux a 4e.
Lorsque a croit, 0, ¢ et les arcs correspondants croissent, les boucles

de la courbe s’élargissent, tous les sommets supérieurs se meuvent sur

la circonférence Cg dans le sens indiqué par les fléches, c’est-a-dire en

s’éloignant de la droite DE. (3, s’approche de 3, et comme le fil se
termine toujours en A, qui est un point anguleux de la courbe, ce point

monte sur OB vers B.

’ vy , \ ' . T .
L'arc de cercle EB, étant égal & 15¢, 3; arrive en B pour ¢ = &= Mais

’ . s ’ o7y
alors I'arc .3, devient 4% = 4 et la figure est eroilee; les arcs cor-

. , L 2T .
respondants étant égaux & — elle a 15 boucles ( fig. 11).

O continuant A croitre, B, passe & gauche de AC, 3, a droite. Le
point A descend vers O et les sommets (3, B, disparaissent. 3,, 3. s’ap-

prochent de C. Comme Ef3, = 13¢, pour ¢ = ;% les sommets {3, et 3 se

confondent en C et les boucles correspondantes se superposent. Les

, \ 2T
arcs correspondants sont égaux 4 fe = — = {3,3;. On a une nouvelle

figure etoilée 4 13 boucles, mais non homogene, car la boucle qui ale
sommet en C est double jusqu’au point A.
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e continuant a croitre, les boucles continuent leurs déplacements
dans le sens initial : B4 viendra se confondre avec §;, en méme temps

que f,, B; se confondront respectivement avec 3}, 87; le point A des-

cendra vers O. A ce moment, on aura une figure étoilée a 11 boucles,
dont 3 doubles.

La courbe passera ensuite par la figure 4 g boucles, dont 5 seront

Fig. 11.

B B

doubles, et enfin par celle & 7 boucles toutes doubles. Ce sera une nouvelle
figure étoilée homogene. Le point A arrivera sur C,.

L’angle ¢ croissant encore, toutes ces boucles se dédoubleront, mais
avant de pouvoir constituer une nouvelle figure étoilée, ® arrivera a la

T

valeur limite 7’ pour laquelle la figure d’équilibre est circulaire. Le

point A et la circonférence C, s’approcheront de Cg et le fil finira par
former 8 circon férences confondues sur Cg.

Dans la seconde suite o, = 3, un sommet supérieur de la courbe reste
Tf .
enB. Pour 0="la figure est rectiligne le long de BC. Pour © = g +cete

croissant, toutes les boucles (sauf celle de sommet B) s’éloignent de BC.
Les arcs correspondants sont encore égaux a 4e. Le point d’attache A
descend de B vers O et, lorsqu’il arrive sur C,, on a une figure étoilée
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a 15 boucles. L’angle ¢ croissant, les sommets continuent leurs déplace-
ments dans le sens initial (contraire i celui indiqué par les fleches dans
la figure 11). Le point A remonte vers B et, lorsqu’il est sur Cg, la
courbe arrive a la deuxieme figure étoilée homogéne a 7 boucles doubles.

Ces deux figures étoilées, quoique identiques comme forme a celles
trouvées dans la premiére suite, ne sont pas des figures de crotsements,
a cause de la position différente du point d’attache A pour les figures
infiniment voisines.

T . .
Pour 0 = Vit on a de nouveau la figure circulaire. C'est ce que

Poincaré appelle une figure limite des deux suites.

En revenant a la proposition de la fin du paragraphe 14, nous voyons
que, dans ce cas, ona p = 8etv = 2. Le probleme de M. Appell admet
donc, en dehors des solutions rectiligne et circulaire, deux autres solu-
tions, qui sont les figures étoilées homogenes a 7 et a 15 houcles. La
méthode géométrique nous rend ce résultat intuitif.

Etude de la figure d’équilibre i Paide des fonctions elliptiques.

20. Reprenons les formules du paragraphe 1 :

(52) p=Vu,
ot 3
(53) s—0= quzagéﬁ%?zzjg,
(54) T=p(a— w).
En posant

P*=u?— 2a%u*+ a*u — b,

et en faisant le changement

(55) P =R, u:%ﬁ+4n
on trouve

(56) R2=47— o7 — g3,
avec
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Si 'on désigne par ¢ 'intégrale

f‘ dt

[E g ————
- [ 3

" \/47 — 82T &3

on en déduit parinversion T =p (¢), R= p’(v), p étant la fonction
elliptique de Weierstrass, et d’apres (55),

(57) u=zat4hp(e),  P=4p(0).

Les formules (53), (54) deviennent

Y 3b3de
(58) —6,=  Tar P —[ f(v)dp,
(59) zlmlg—p(t’J,

S(v) étant une fonction elliptique de deuxiéme ordre. Soient ¢, e
2Q — ¢, ses poles dans le parallélogramme des périodes; ils correspon-
dent & u = o d’apres la formule (57). Leurs résidus, d"apres (53), sont

Z et — —- Par suite
21 21
1
J(0)=C 4 (0 -+ 00) — —L(v— 0p),

et en intégrant

(o 1 a(v +¢)
(60) 6 =Cv+ C,+ 2l.log—————g((,__vo)
et
20 — giorcy TV T+ o)
(61) e—¢ (v =)

Remarquons aussi que la fonction doublement périodique
2
pr= ga’+4p(v)‘

admettant les racines simples ¢, et — ¢, et le pole double ¢ = o, peut
s’écrire
(62) P’__Cz 0'( ‘}0)0(‘)_'_‘)0)

- 2

a?(v)
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G, C,, G, étant des constantes. On a donc, d’aprés (61) et (62),

g(v+ %) e

- [y — peit —
(63) z=x+ iy =pel=A O]

iCy
’
en posant A = C,e™®.
D’autre part, f(¢) s’annulant pour ¢ = o, on trouve
1
C == - T‘:("o)a
l
et expression de z devient

g (¢ + ¢)
6 s= AT 00 oty
(64) a5y ¢
Par suite, = = @ + iy est une fonction de v doublement périodigue de
deuxieme espéce (Hermite) et les coordonnees x ety d’un point de lacourbe

d’équiltbre sont des fonctions uniformes dans tout le plan de la variable
complexe ¢.

21. Si nous désignons par e,, e,, e, les racines du'trinéme
(65) - RN(1) =4 — g — g,
nous remarquons que ces racines sont réelles dans le cas delarépulsion,

car la condition g — 27 g: > o se réduit a 4a® > 27 b°.
En supposant e, > e, > e,, les formules (55) et (56) donnent

(66) a’:%zﬁ-}— bes, @2:§a2+l‘e,, y*:%a’—{—[w,.

D’ailleurs on sait (') que e, est positif, e; négatif, e, de signe opposé
a celui de g, et que la fonction p (¢) admet les périodes

+ o d

e dr T
— =, —
oo VAT — 2T — &3 ey VAT — 8T — &3

la premiere étant une quantité réelle et la deuxiéme purement imagi-
naire.

w = co'::i

e < . a? a*
Ladérivée du trindme (65) s’annulant pour = == — etlavaleur — %

(') G.-H. HaveHeN, Traité des fonctions elliptiques, 1 Parlie.
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rendant ce trindme négatif, on a

a? a’ £<e
‘—€<6’3<—|—'2‘<6'2< o 1

et par suite les quantités réelles oc2, B2, y* sont toutes positives.

Ceci étant, =% doit otre reel l est; pour que le soit aussi, il faut

’ d@
que p'(v) soit réel, c’est-a-dire que le trinome (6)) son positif. Comme
la tension (59) doit elle-méme étre positive, nous devons avoir tout le
long de la courbe

(67) e, << p(v) <e,.

D’autre part, si une quantité réelle & varie de — oo & + oo, p(&) varie
entre +» et e,, p(if) entre —x et e,, p(£+ ') entre e, et e, et
p(w + %) entre ¢, et e,. On a en particulier p(w)=e,, p(0')=ey,
plw+w)=e,.

Pour satisfaire i I'inégalité (67), il suffira de prendre ¢ =&+ o’
(& réel). Remarquons encore, que si ¢, est un séro de la fonction
ha*+ 24 p(v), on a, d’apres (66),

a?
(68) .P(Vo)z"‘*6‘<e:n

ce qui donne ¢, = 1+ 2Q (v réel).

La formule (57) et I'inégalité (67) nous montrent que u, et par
suite o, est une fonction périodique de ¢ (oude &) admettant la période
réelle 2w.

22. Lorsque p (¢) varie entre ey et e,, la dérivée Z—i reste réelle et post-

tive et pav suite I'angle

_ : 3b% di
(69) "—‘“fg‘ fa T ahp(E+ )

est réel et va toujours en croissant avec &.
D’autre part, la formule (60) nous montre que lorsque ¢ croit de 2w,
I'angle 6 augmente de

(70) 20 =2Cw — 2ivy ¢ (w),
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¢ (w) étant la quantité réelle

’

(71) c<m>=;';+./'w(ui2—pu)du ().

Comme
po=Iin+2mw—+2m'e, C=1i%(v),
il résulte que
2C0 — 2/, (o) =2i[wl(v) — 0 f(w)],
et la quantité entre crochets pouvant s’écrire
wf(n)+em[wl(e')— o' l(a)]=wl(iq) —mri
I’angle © est reel.

Par suite, lorsque ['argument v (ou &) augmente de 2w, l’angle polaire
augmente d’une quantité réelle 20. Cette quantité ne dépend que de la
constante ¢, et des invariants g, et g, qui détinissent la fonction p (¢);
ces trois constantes sont elles-mémes fonctions de a ct b.

Donc le long de la courbe d’équilibre o est fonction périodique de 6
ayant pour periode I’angle 20.

23. L’expression (64) peut s’écrire

g (v —+ vp)
2 2= A ———— L =¥,
(72) Yo (0) o ()
ou encore
z2=A;0(v).

@ (v) est la fonction doublement periodique de deuxiéme espéce étudiée
dans le Traité des fonctions elliptiques de Halphen (t. I, p. 235). On y
Piq p p 2
démontre que 2 (¢) satisfait a [’équation de Lamé
d! .
T =[2p(0) + p(v0)]e
La fonction z=a + y/ donnée par la formule (72) est donc elle-
méme solution de I’équation différentielle de Lamé

(73) L2 —ap(e) +plea)s

(1) E. Goursar, Cours d’Anal) se mathématique, t. 11, p. 195-197 (1*¢ édition).

> G YT



DEUXIEME PARTIE.

CAS GENERAL.

1. Imaginons un fil homogéne en équilibre, la masse de I'unité de
longueur étant égale a 1, et soit, le long de cette figure d’équilibre,

z=f(s), y=o(s), z=1U(s),

les coordonnées d’un point M du fil exprimées en fonction de I’arc s
compté & partir d’une extrémité. Soient Z, v, { les coordonnées d’un
autre point quelconque M’ correspondant a la longueur d’arc o. On a

E=f(a), n=09o(9), E=1Y(o).

Considérons, avec M. Appell (), le champ de forces créé par I’attrac-
tion ou la répulsion des éléments du fil, en admettant que 'élément de
masse m placé au point M sur I’élément de masse m’ placé en M soit
mm'V'(r), V(r) étant une fonction de la distance

r=MM'=\(z—EP+(y —n)+ (s — L)

L’action du fil sur un de ses points x, y, = dérive de la fonction de
forces

A
U,y )= [ V(r)ds,

A désignant la longueur du fil. Cette intégrale dépendant évidemment
de la forme L du fil, U est fonction de x, y, = et de ia ligne L.
Les composantes de la force au point M, rapportée a I'unité de lon-

(1) P. AppELL, Sur U’équilibre des fils dont les éléments s attirent ou se repoussent en
fonction de la distance (C. R. de I’ dcad. des Sc., 17 févr. 1913).
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gueur, sont
X

A
_oU __ p —¢
X——d—w—‘[ \% (r) = dd', ceey

et la tension
T=—(U+ &),

h désignant une constante. En appliquant les équations classiques de
I’équilibre des fils, M. Appell arrive aux équations

(1) Xa"+ Yy "+ 13" — (" + ¥y +5")(U + h) =o,
(2) (‘y’z”——z’y”)X + (5 a"—2'5")Y + (xlyll_ylwll)z —o,
qui, avec

(3) 2+ yt4-glt—y,

définissent x, y, z en fonction de s.

La figure d’équilibre est plane. En prenant son plan pour plan de zy,
on doit faire s ={ = o. L’équation (2) se trouve alors satisfaite et il
reste, pour définir la courbe d’équilibre, les deux équations

%) e Sy = (@ ) (U ),
(5) alr 4yt =1.

La derniére donne
(6) 'z +y'y'=o

et, en éliminant 2” entre les équations (4) et (6), nous obtenons :

1° s0it y" = o0, donc &”= o, c'est-a-dire une droute ;
20 soit I'équation intégro-différentielle

o0 . 00O ,,
(7) oy gy =y U,

2. Cette équation peut encore s’écrire
(8) ;,—.Z(U+/2):7———-

Mais on a
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et, si les dérivées sont prises par rapport a I’arc, I’égalite

PR
‘Z,I
donne
xl.y!l_ylxll_: L:’ — 2 (T;.’r)l
Il en résulte que
d*y
Yy <dx>2d2y . dx?
2" \ds) da? dy\*’
1+ (\g‘;)
et I’équation (8) devient :
oU a0
n— - ! 12
(9) -y = (5= )+,

dans laquelle les accents désignent des dérivées prises par rapport a .

Répulsion proportionnelle au cube de la distance.

3. Dans le cas ou la répulsion est proportionnelle au cube de la
distance, on a V(r)=r* et I'action du fil sur un de ses points x, y
dérive de la fonction de forces

A
(10) U:f rtda.
0

Comme r* = z*+ y*+ £ + 0* — 2 (@£ +y7), en écrivant que !’ori-
gine est centre de gravité du fil

A A
f Edc:f nde = o,
0 0

et en posant pour abréger:

A A 2
‘92:52""”2, A:f n*dao, B:f £? do, C::f p? da,
(1) < ¢ ° 0
A by A 2
e’ﬂ dU, G :f £p§ da’ H :f np2 dd’, J :f p‘ da',
[) 0 o

v=[

I’équation (9g) devient

G(Ly'+M) (1 +y”)’

1/
(12) y'= S
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avee
L=—%x(e+ y*)—2Fy—(A+3B)xr+ G,
(13) SM:+7\y(x‘2+y2)+(3A—|—B).y—i— 2oFxz—H,
N=+xaa*+ y2)2+2C(2?+)?) + 4Ay*+ (B2®+ 8Fay
—4Gx —4Hy +J+ h.

4. Pour pouvoir intégrer celte ¢quation au moins dans un cas parti-
culier, on peut employer les coordonnées tangenticlles, en regardant le
fil comme I'enveloppe de la droite

(14) xsinew —y cosw =p(w),

p étant une fonction inconnue de ». Ce systéme de coordonnées, qui
est d’ailleurs classique, a ¢té emplové par M. Appell dans son Mémoire
Sur le mouvement des fils ( Acta mathematica, t. 12).

L’équation (14) dérivée par rapport & @ donne

zcosm + ysinw = p’

et 'on en déduit

5 xz = psine +p'cosw,
(1) § Yy =—pcosw + p sinw;
( de = (p +p”)cos<o'dw,
(16) dy = (p+p") sinw dw,
ds =(p+p")dw;
3
r2y2
l{:/)+p//:(_—l+y)”/ )",
Par suite '
d
(17) -é:tangw,
dw ¥ I
(18) de — 1+)%  (p+p)cose

R désignant le rayon de courbure; y’, y” des dérivées prises par rapport
ax; p, p” des dérivées prises par rapport a o.
L’équation (12) prend alors la forme

(19) dzp_‘_ N N
9 dw? p—[;(Lsinw—e—MCOSw)




avec
Lsino+Mcosw =—[A(p2+p2)+A+B]lp—2B(psinw+p' cosw)sinw
—2A(pcosw — p'sinw) cosw
(20) +2F(psin2n + p’ cos20) + Gsinw — H cosw,

N=2(p*+p?2)2+2(A +B)(p2+p?)+ 4B (psine + p' cosw)?
+ 4A(pcosw —p'sine)*—4Gx — 4Hy + 8Fxy +J + A

5. Considérons l'ellipsoide central d’inertie du fil. La figure d’équi-
libre étant dans le plan des @y, I'un des axes principaux est oz. Cette
figure est symétrique par rapport & oy, sil’on suppose les extrémités
du fil attachées symétriquement par rapport a cet axe.

Ainsi I'axe oy et, par suite, o sont aussi axes principaux d’inertie,
et 'équation de I'ellipsoide central se réduit a

AX?2-+-BY?%+ CZ2 =1,

A, B, C désignant les moments d’inertie du fil par rapport aux axes et
étant donnés par les formules (11).
Cet ellipsoide est aplati dans le sens de oz et 'on a

C=A+B8B, F=o et G—=o.

Dans le cas ou I'ellipsoide central est de révolution autour de oz, ce
qui arrive par exemple pour les figures d’équilibre eroilées, on a A =B
et, si ox est aussi axe de symétrie de la figure, on a en outre H = o.

6. Toutes ces condilions élant supposées remplies, les expressions (20)
deviennent
Lsinw + M cosw =— [A(p>+ p'?) + 4A]p,
N=2a(p*+p?)+8A(p*+p”?)+ D,

en désignant par D la constante J + 4.
L’équation (19) prend la forme

AMp-Ep? P +8A(p2+p*)+D

"
(20) T PYVEE S D RS P

ou encore, en posant

(22) pi+pi=u,
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d’ou

2(p'+p)= Z—II;,
cette équation devient
du Qw4+ 8Au+D
dp + A+ LA =0

En séparant les variables, en posant
(23) Pu)=Au*4+8Au+D
et en intégrant, on obtient

K . KP'(u)d
) PERy PTG

K étant une constante arbitraire, qu’on détermine par les conditions
initiales.
La formule (22) donne ensuite

K*(P2+ u/2P"*) = uP*,

d’ou
u't— @>2~ pz(upi_Ke)
T \do /) T K?p’2
et
(25) do> — KP'(u) du

0= +=P(u)VuPi(u) - K’~
On en conclut

n

KP/'(w)du

26) W — W, = I —
( ’ “ +=P(u)/uP(u)—K?

et 'on a a discuter une intégrale Ayperelliptique.

7. Latension du fil est donnée par la formule

A
T:_f,ww—h:_m
0

ou, d’apres 'expression de N,
(27) T=—((A*+8Au~+D)=—P ().

La tension devant étre positive, D et, par suite, 4 sont négatifs.
Désignons par R(u) le polynome du cinquieme degré qui se trouve
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sous le radical de ’expression (26). On a

(28) R(u)=uw(hu*+ 8Au—+ D)?—K?,
(29) R ()= +8Au+DYDr*+ 25 u + D) =D (u) P (u).

Chacun de ces deux trinomes admet deux racines réelles et de signes
contraires. Soient «, la racine positive de P,(u) et u, celle de P(uw).
Comme P,(u) =P (u) + 4 hu* +16Au, on voit que P, (u,) > o et, par
conséquent, on a o < wu, < u,.

D’autre part, désignons, pour abréger, par py, Py, p, et py, Py, g, les
valeurs des expressions p, P, o pour u = u, et u = u,.

La relation (28) et la formule

(30) p:\/[)7+/)'2:\/;;

donnent
R(uy) = u, P —K?*=p} P! — K2,

et comme p,2p, et p,P, = K d’aprés 'équation (24), il vient o} P{ 2 K?
et par suite, en général, R(u,) > o.
Les inégalités
R(o) <o, R(u;) > o, R(u,) <o, R(4 ) >0

montrent que le polynome R(u) admet trois racines réelles et positives :
o?, ‘32, \{2.

En remarquant, en outre, que pour u <o, on a R(u)<<o et que

)
pour z > o la dérivée (29) n’admet que deux racines réelles, nous con-
cluons que les deuxautres racines de R(u) sontimaginaires conjuguées.
Désignons-les par ¢ + < et & — ei. Si«, estla racine ncgative de P(u),
’ ’ 4 N -

on peut démontrer qu'on a u, < s < o.

Considérons alors les trois racines réelles de R(«) dans l'ordre
suivant :

(31) 0T S SR <T Uy < Y
Comme, d’apres les formules (26) et (27), P(«) doit étre négatif et
R (u) positif, on doit avoir le long de la figure d’équilibre
(32) a?Su B
D’autre part, p, > o et P («,) < o donnent
(33) K=pPy<o,
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et les formules (24) nous montrent que p reste positif et varie dans le
méme sens que .

8. Prenons, pour fixer les idées, le signe + devant le radical de la
formule (26). Puisque
, dp du  —\JuP*—K:?
P =qu do P

les équations (15) de la courbe d’équilibre deviennent

_ Ksing —\VuP?—K?cosn

P ’
(34) -
—Kcoso —\VuP*—K?*sinw
Y= P :

On en déduit pour les coordonnées polaires

(35) b= \VE T =a,
K cos T K

(36) tangf — L — k“’?“‘*‘““!_&nm ’
Z  —Ksinw + yuP*—K?cosw

ou en posant

(39) Lango-:-———_i—’

VuPp?—K?
on a
(38) b=w+o+kmn
et par suite

K .

3 tang (6 — — tan =
(39) B(O—w) = tangs = ————n

Mais w — 0 est I'angle que fait la tangente a la courbe avec le rayon
vecteur correspondant. On a donc
df db
/ 0 — .
(40) tang(w —0) = Pa’p =2u_-

Les formules (39) et (40) donnent finalement

s —K

(41) Zi—_zu\/uP" Kt
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et, en considérant les deux déterminations du radical,

K du
42 6—96 ___/
(42) ’ ” 2u\uP*(u)—K?

On se trouve encore dans le cas ol le rayon vecteur g oscille entre deux
valeurs « et B, tandis que U'angle 0 va toujours en croissant ; ¢ est fonction
périodique de (i et admet pour periode la quantite

P _Kdu
3 0=
(43) ’ /, u\/u[” w) —

9. Nous démontrerons dans le cas général que la concavite de la
courbe d’équilibre est toujours tournce vers l’origine.
La formule (39), pour p = a et ¢ = 3, donne

(44) tang (§ — w) = == co.

La courbe est donc tangente aux cercles p = 2 et » = 3. La figure

d’équilibre est analogue a celle du cas ou la répulsion est proportion-
nelle & la distance.

Le cas de V(r)=r2,

10. PreviiRE proPOSITION GENERALE. — Nous devons tout d’abord
énoncer la proposition générale suivante:

La figure d’équilibre d’un fil homogene, de longueur N, soumis a lac-
tion des seules forces intérieures V’(r) (ls(lcr, V étant une fonction donnée
de r, est la méme que celle que prendrait le fil placé, avec les mémes condi-

tons initiales, dans le champ créé par U'action d’une force extérieure
dérivant de la fonction

x
(43) U(z, y):f V(r) do.

Cette proposition résulte des équations mémes de I'équilibre du fil.
Elle ne fait que remplacer les actions de tous les éléments du fil sur un
élément déterminé ds par leur résultante, qui est la force extérieure
unique agissant sur ds.
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Six = f(s),y=9(s)sontles équations de la figure d’équilibre dans
le premier cas, pour avoir I'expression de la force unique correspondant
au second cas, on doit remplacer sous le signe somme, dans la for-
mule (45), les lettres £ et v par les fonctions /(o) et ¢(a).

11. Dans le cas simple V(r) =r?, en prenant pour origine le centre
de gravité G du fil, on trouve

P .
U(;z',]'):/ (224 y? + 2+ n?) do =22+ (C,
0

e désignant le rayon vecteur et C le moment d’inertie du fil par rapport
4G.OnaX=-2Az, Y =2Ay. La force extérieure unique est donc cen-
trale, résultat évident a priori.

12. L’étude du cas V(r) = r* se trouve simplifié 4 I’aide de la propo-
sition énoncée plus haut. Les formules (11) et (45) donnent
(46)  U=1Ip*+2Cp*+4Ay +4Ba+8Fzy — 4Go—4Hy +

et nous savons qu’on peut toujours faire les hypotheses F =G =o, en
choisissant convenablement les axes. Ona d’ailleurs C = A + B.

Supposons d’abord A =B et T = o. La fonction de forces se réduit a
U=1Jp"+8Ap2+1,

et la force extérieure unique, qui remplace toutes les actions mutuelles
des éléments du fil, a pour composantes

X =40+ 4A)x,
Y=400*+4A)y,

Cette force est centrale et fonction de g seulement.
Les équations classiques de ’équilibre donnent

(47) T=—(U~+h)=—(dp*+ 8Ap*+ D),
p Al
(48) e_eozf __*Gdp ,
o PV (R0t 8AP+ D) —C

D étant la constante J + A.
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Kn posant ¢* = u, I'équation de la courbe d’équilibre s’écrit

" _'__ Al
(49) 9—90:f -——(Ao(lll _
w 2UVu(hur+-8Au+ D) —C3
avec
(50) o=\u.

Si w et V désignent les angles que fait la tangente au fil, au point M,
avec I’axe Ox et avec le rayon vecteur OM prolongé, on a V=w — 0 et

la relation
Tosin(w—0)=Tp=C,
donne, d’apres (33),

(51) Co==— poP (1)) =—K.

On retrouve ainsi les formules obtenues au paragraphe 8.

[3. Pour achever la résolution de 'équation intégro-différentielle
de M. Appell, il reste encore a déterminer les valeurs des constantes A
et D, qui interviennent dans la formule (49).

En choisissant, poursens des arcs croissants, le sens des 0 croissants
et en prenant pour le radical la détermination positive ou négative sui-
vant que, dans ce sens, « va en croissant ou en décroissant le long de
la courbe, les formules (49) et (50) donnent

di — h du ds _ Pu,

3;”211\/111”—}&3’ a5~ K
et, par suite,

—Pdu
5 ads = ————— .
(32) 2/ uP?— K2
Les équations
) )
(53) A::f yrds, D:h+f ot ds,
0 0

qui définissent A et D, peuvent s’écrire

1 uP cos?bdu 1 1P du

_— —, D=l—-| ———
2JL yuP*—K? 2 L\/uPz——K”

les intégrales devant étre calculées le long de la courbe d’équilibre L.

A=
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Dans le cas du fil fermé, la figure d’équilibre est etoilée et si elle a
m boucles, les constantes A et D sont définies par le systéme d’équa-
tions

pe 2
(54) A:——mf u_PL@du’ ])—/z—mf Wb du
a‘l

NS Vo= <k

b étant donné par la formule (49).
14. Supposons maintenant A =B et T 0. La fonction de forces
prend la forme
U=172p*+8Ap*+J—4Hy,
ce qui donne pour les composantes de la force extérieure

X =400+ 4A),

55
(59) Y =400+ 4A)y — 4H.

Le fil peut donc étre suppos¢ soumis en méme temps & une force
centrale F, = 4(\o* + 4Ap) répulsive et a une seconde force F,= — 4H
parallele a Oy et d’intensité constante.

Si on suppose A == B et T =~ o, la fonction de forces

U=12p'+2Cp*+4A)* + 4Bat— {Hy + ]
donne pour les composantes de la force extérieure

56) ( X=14(k+ A +3B)z,
| Y=4(20*+ A +3B)y +8(A —B)y— 4H.

Cette force est en chaque point du fil la résultante d’une force centrade
F,=4(Ap*+ A+ 3B)p et d’une seconde force F,= 8(A —B)y — 4H
paralléle a l'axe desy.

15. Cas ciniraL. — Dans le cas V(r) = r*#, ot £ est un entier positif,
Iexpression

2
U= [z =+ (y—n))ds
prend la forme

—-2)3*’{
alply

(57) U——)\p“‘—t—E k(k—1)...(k—p—+1)p2h= p)z (

p=t
B. 7

r\ag.{.z By,
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dans laquelle

A
(58) Aagy=[ (81 7)Env do

et Z désigne une somme étendue a tous les nombres entiers «, B, v
P

positifs ou nuls, remplissant la condition « + 3 +y = p. On convient
que o! =1.

16. On peut chercher en particulier les courbes d’équilibre pour les-
quelles toutes les constantes A,g, s’annulent, sauf les Ayyy = A,,,.

Dans ce cas U est fonction de p seulement, car 'expression (57) se
réduit a

k
Kk =)o =P 1)
5 U =gt 4 Appté—p)
(59) p E 1 b
avec
A
(60) A,,:f (& + nt)e do.
0

La force extérieure unique est centrale et en posant pour abréger
U+ 7 =P(p?) et = u,

la tension et la courbe d’équilibre sont données par les formules

(61) T=—P(u),
(62) p=Vau,
(63) b— = [ —_ECdu

w 2uVu[P(u)]— C’.

La fonction sous le radical est un polynome en u de degré £ +1; dé-
signons-le par R(u). Ses racines réelles sont toutes positives et 'on a

(64) R/(u) =P (2uP'+ P) =P (u) P, (u).

Tous les coefficients du polynome P(u) sont positifs, sauf le dernier
A+ h, qui doit étre négatif, pour que la tension soit positive. Par suite
P’(u) > o pour u>o. Comme pour z = o, P(u) est négatif, il admet
une seule racine réelle et positive. Il en est de méme pour P, (). Soient u,
cette racine de P, (u) et u, celle de P (). Puisque P,(u,) =21, P' (u,)> o,
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on ao<<u,<u, et comme, d’aprés la formule (61), P(u) doit étre
négatif, on a tout le long de la courbe u < u,.

La formule (64) montre alors que la dérivée R'(«) est positive pour
oSu<u,,nulle pour u=u,, négative pour u, <<u < u,, nulle pour
u = u, et positive pour u > u,. D’autre part on a

R(o) <o, R(wy) > o, R(u,) <o, R(+ o) >o.
Par suite 'équation R(u) = o admet trois racines réelles, distinctes et

positives et trois seulement. Désignons-les par a2, 32, y* dansleur ordre
croissant. On a

(65) o< T Uy, < PP Uy Y
Comme, le long de la figure d’équilibre, on doit avoir R(u) >o et

u < u,, uoscille entre a* et 3*. Le rayon vecteur g varie entre a et § et il
est fonction périodique de 0 ayant pour période la quantité

B — Cdu
o UVu[P(u)P—C

(66) 20 =

Les formules (62) et (63) nous permettent d’obtenir les expressions
de x et y en fonction de u et des constantes A,, A,, ..., A
En choisissant pour sens des arcs croissants le sens des 0 croissants
ct en prenant pour le radical la determination positive ou négative sui-
vant que, dans ce sens, u va en croissant ou en décroissant le long de la
courbe, les formules (62) et (63) donnent
ao —C ds _uP(u)

W-‘MJ\/UP’—C”’ o~ C

C étant une constante négative. On en déduit

)

—Pdu

6 ds— ————— .
(67) aVuPr— 2

Les £ équations

A
A,,:f (&2+n?)rde (p=1,2, ..., k)
0

déterminent ensuite les constantes A, A,, ..., A; dans le cas général.
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17. SENS DE LA CONCAVITE DE LA COURBE. — On a

L (1)’_ P!

P Ve e/ VO e

n ! !
<1> :_uv,ﬂ[zPP + 1]:_~ 2PPuyu 1 ,

P (0 u? c: Va
les dérivées de Fl étant prises par rapport a 0. Il enrésulte que
4 P ()P (u)u
68 1 <i> __2u i ,
(o%) b e

expression qui reste positive pour a*=u< (32, Par suite, la courbe d’équi-
libra tourne toujours sa concavité vers | ‘origine.

18. Dans le cas limite =3, on a uy,=u,=a* et p = a, quel que
soit 0. La figure d’¢quilibre est circulaire.

Analogies entre les figures d’équilibre d’un fil
et les lignes géodésiques.

19. Le probleme de M. Appell peut étre rattaché aussi a celui des
lignes géodésiques. En effet, soit

ds?=Edu?+ 2F dudy + G dv?
I'expression de I'elément linéaire d’une surface S, u et ¢ étant les coor-

données curvilignes. L’'¢quation des lignes géodésiques sur cette sur-
face (') est:

(69) 2v”(EG—F2):+<E%+Fg—E—2E%>
+<3F%% +Gg—]j—2Fz—i———2E%%>v’
—<3F%g L L
— (65 +1 9GS o

(1) G. DarBoUX, Lecons sur la théorie générale des surfaces, t. 11, L. V, Chap. IV,
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Si les coordonnées u, ¢ sont orthogonales (F = o) et si 'on suppose
E = G, I’équation précédente se réduit &
r_ (9E JE | ,
2Ev = <W——¢)7‘ >(x+v*).

En y faisant u = @, v =y, E = (U + A)*, on retrouve ’équation

oU JU
(70) (U= (G — G5 )Jura,
qui, pour ,
(71) U=/ V(r s,

donne les figures d’équilibre d’un fil homogéne, de longueur A, dont
les éléments se repoussent mutuellement suivant la loi V'(r)dsds
(§ 2, page 4o).

La surface S, ayant dans ce cas I’élément linéaire

(72) ds*= (U + h)*(dx?+ dy?),
est représentée sur le plan avec conservation des angles.

20. StcoNpE PrOPOSIION 6l NERALE. — La fonction V(r) étant donnée,
a tout arc de courbe plane L la formule (71) fait correspondre une
expression bien déterminee pour la fonction de forces U(x, y).

Supposons données cette expression de U et la valeur de 4. Les solu-
tions de D'équation différenticlle (70) dépendent encore de deux
constantes arbitraires, et la tension du fil le long d’une quelconque
de ces figures d’équilibre est donnée par la fonction

(73) T—=—(U+£).
Ceci étant, nous pouvons énoncer la proposition générale suivante :
Toutes les figures d’équilibre planes, pour lesquelles ’expression de la

tension est donnée par une méme fonction f(x, y) de forme bien deter-
minée, se trouvent representées sur la surface d’elément linéaire

ds*= f*(dxe?+ dy?)

par des lignes géodesiques et inversement, st la courbe plane, correspon-
dant a une géodesique de celte sur face, donne a la tension T I’expression
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f(z,y), cette courbe est une figure d’équilibre pour la lov de forces
donnée.

21. Dans le cas de la répulsion proportionnelle a la distance, on a

T=—(00p*+C)+ 1

)
c:jW8+nﬂw

Les figures d’équilibre dépendent de trois constantes : y,, y, etA.
Si & est donné, par chaque point x,, y, il passe une infinité de courbes,
qu’on obtient en faisant varier y,; les fonctions (o) et v(o) dépendent
de la valeur de y,. Choisissons, parmi ces courbes, celles qui donnent
a C une valeur déterminée C,. Analytiquement, ceci revient a résoudre
I’équation en y,

)]
(74) Co :f (82+n?) do.

avec

On voit ainsi qu’en général, par chaque point x,, y, du plan, il
passe une ou plusieurs courbes donnant & C la valeur C,. Toutes ces
courbes sont des géodésiques sur la surface d'elément linéaire

(75) dst= (hp?+ Co— h)*(da?+ dy?).

22. On sait que 'équation des lignes géodésiques sur une surface
d’élément linéaire
ds?= Edu*+ 2F dudy + G dv?
est

d
(76) aé =0,

f(u, 0, C) désignant une solution de I'équation aux dérivées partielles

af\? 0f df af ;
(77) (L) oY (L) <va—r
C étant une constante arbitraire qui figure au moins dans 'une des
dérivées d_z’ dC’ et ' une autre constante arbitraire (G. Darsoux,

Théorie générale des surfaces, t. 11 et 11I).
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Dans le cas ot E, F, G sont fonctions de la seule variable u, la sur-
face S est applicable sur une surface de révolution et 'on peut prendre
comme solution de I’équation (77) la fonction

S=Cv+o(u).

L’équation (77) détermine ¢’ (u) ct 'on trouve

(78) f:CV—{—fCF_F\/E('_GFZ\/G—C?du.

23. SiV(r) =r*etsile centre de gravité dufil est pris pour origine,
on a la fonction de forces

X
U:f 7t do = dp* + A
0
avec
)
A= [ [o(@)]do.
0
On en conclut que
U-+h=2p"+ A+ h=2%(p*— a?),

a étant une nouvelle constante.

L’expression de I’¢lément linéaire, en coordonnées polaires, est dans
ce cas

(79) ds*=2*(p?— a?)*(dp?+ p* df*)

avec
©=p, v =20,

E =2 (p?— a?)?, F=o, G =22p%(p*— a?)2.

La fonction (78) devient

f= C@+[é¢lzp2(a2—p2)2— C2 dp,

et d’apres I’équation (76) les lignes géodésiques de la surface (79) sont

Cdp
9___f =0,
P\/)\apz(az_ 93)1__ 2

En posant C=2Ab% ('=0, et p>*=u, on retrouve l’équation (6)
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(page 5)

P f b*du
o 2u \/u(al—u) — b8

1y

24. La proposition générale du paragraphe 20 est analogue & celle
énoncée par M. Darboux pour les ¢raje~toires planes d’un mobile, dans
le cas ou 'action dérive d’une fonction de forces U, (a, y) (*).

Les équations du mouvement

d*xz _dU, dy  du,
e FA Tl

et celle des forces vives

dx\? dy\?*
<-C—i—t—> +<m) _2(U1+Il1)

'0U oU dz® + dy*
2., ) . 1 PO 1
dedy —dyd .T_Q_dy dr — dy) YU

donnent

ou encore, si x est la variable indépendante,

. /0U, 09U
(80) 2(Uit ) ' = (5 = Gt ().

La fonction U, a, dans ce cas, une forme bien déterminée ct cette
équation différentielle est celle des trajectoires qui correspondent a une
méme valeur de la constante h,. Comme elle est du deuxiéme ordre en y
et du premier degré en y”, une trajectoire sera pleinement déterminée
par la condition de passer par un point et d’y avoir une tangente
donnée.

M. Darboux remarque que I'équation (80) est celle des lignes géodé
siques de la surface d’élément linéaire

(81) ds?=2(U, + h)) (dx*+ d)?),

et qu’a toute trajectoire du mobile dans le plan correspond une ligne géo-
desique de cette surface et vice versa (*).

(1) G. DarBoux, Théorie générale des surfaces, t. 11, L. V, Chap. VI,
(®) Ibid., v. 1, p. 453.
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25. En tenant compte des analogies qui existent entre la trajectoire
d’un mobile et la figure d’équilibre d’un fil, nous allons comparer les
formules (72) et (81).

On sait que, si un fil est en équilibre sous I'action d’une force exte-
rieure Fds, la tension étant T, un point matériel de masse m, décrivant
la courbe funiculaire avec une vitesse ¢ égale 4 #T en chaque point
(% étant une constante), est sollicité par une force ® opposée a F d’in-
tensité mA*FT ou mk*Fo (P. Aperiy, Traité de Mécamque rationnelle,
t. 1, 2¢ éd., p. 365). En prenantm =4 =1, ona¢v =T et ® =—FT.

Dans le cas du paragraphe 1, le fil peut étre considéré comme soumis
a une seule force extérieure F dérivant de la fonction

U:fo(r) do,

U au
d—x’ Y-—gy

etl’ona

Par suite, si X, et Y, désignent les projections de la force @ sur les
axes Ox et Oy, comme

&:—TFwﬂRxﬁﬂU+h€%
&) Y,=— TF cos(F, y) = (C + &) 20
== TF cos(F, y) = (U+ 1) 50

® dérive d’une fonction de forces

(83) U= 2(U+h™
L’équation des forces vives donne ¢* = 2(U,+ A,); mais, puisque
¢p=T=— (U+£A), onah,=o etl’équation (80), qui est dans ce cas
_ (0oU0y  0U 1
2Uyy —(‘5)7—()7})(1-“}’ )

devient, a cause des relations (82) et (83),

7 — ‘)U_ﬂ ! /2
(U myy'= (5 = 550 v .

Nous retrouvons ainsi I’équation (70).
B. 8
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De méme la formule (81), pour 2, =o,

ds2:.2 U, (dz? + dy?),
prend la forme de I'expression (72)
ds?= (U + h)*(dz®+ dy?).

On voit ainsi I'analogie qui existe, dans le cas ol 'action dérive
d’une fonction de forces, entre les trajectoires planes d’un mobile et
les figures d’équilibre d’un fil soumis & des forces intérieures.

Figure d’équilibre circulaire.

26. Il est évident que la circonférence est toujours une courbe
d’équilibre, solution du probléme de M. Appell. Nous voulons dé-
montrer qu’elle est une figure d’équilibre instable dans le cas de la
répulsion.

Supposons, en effet, qu'on déforme infiniment peu la courbe sans
altérer sa longueur A et sans déplacer son centre de grasité O.

Soient R le rayon de la circonférence et ¢ le rayon vecteur de la courbe
apres la déformation. Nous pouvons écrire en coordonnées polaires

(84) p=R+¢f(0),

¢ étant une constante suffisamment petite et f(f) une fonction finie,
continue, périodique, de periode 27, et admettant une derivée f'(0) finie
pour toutes les valeurs de 0.

Soit, en série trigonométrique,

(85) [f(O)r=a,+ a,cosf + b,sinf+...+a,cosnf+ b,sinnf~+....
On a
o'=ef'(9),

(86) Vo' +p* =VR 2R/ + (1 + /) = P‘\/H” zﬁfs ~ f_21;—f“51
S

I3
:l{+€f+52'2—ﬂ+ﬂ,
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7 ne contenant que des termes du troisiéme ordre au moins (¢ étant un
infiniment petit du premier ordre).

27. Supposons, pour fixer les idées,
V(iry=r*

et calculons /’énergie du fil dans sa nouvelle position. Elle est donnée
par l'intégrale

(87) w:ff[(x_x,;2+(y—y,)ﬂ]zdsds,

doublement étendue le long de la courbe de longueur A = 2= R.
En posant p*=ax*+ y*, pi=a\+ yi, A, = xx, + yy,, on peut

écrire
“7:ff(pz+ o —2A,)dsds,
ou encore

(88) W:f[p‘dsds,-i—[fp:dsds,—k4/[Afdsds1
_4fj A,pwsds,—affA,pzdsds,+2f 0% p? ds ds,.

Les deux premieres intégrales sont évidemment égales. Soit

d 27
L:ffp‘a’sds,: 27er p* Ve + ptdb
0

ou, d’aprés les formules (84) et (86),

I,:erf (R+ef)‘<R+ef+eQZ—l/: +...>d6.
0

En négligeant les termes du troisiéme ordre, on trouve

2

(89) 11:4112R6+207r21{5ea0+wR‘ezf (20 f% + f'?) d6.

0
Ensuite on a

IzszAi ds ds, = A?-+ B+ 2 F*
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si I’on pose

Py A A
A:f y? ds, B:f x? ds, F:f xy ds,
0 0 0

am "
A:f (R+ef)2<R+ef+e"—£R +...)sin26d9
0

Mais

27 27
— RO+ 3R2ef Fsint d6+Rs=f (3/=+ %f”) sin*6 df.
0 0
De méme
27 2T 1
B =R+ mzef fcos=9d9+Rer <3f2+;f”> cos?6 db,
0 0
27 2T (
K= 3R25f feindcossds+ ket [ <3f=+ ;f”) sin cos 8 db.
0 o

Par suite,

(go) l,=a2m?Ré+127m2R%¢q,

2T
+2nR‘azf <3f2+ -;-f”) d6 + g Rée?(a?+ B2+ 2y?)
*’0
avec

27 27 2 T
a:f fsin®6 b, 5:f fcos*0 b, y:f f sinf cos6 df.
0 0 0

La quatriéme intégrale de la formule (88)

A A A A
[fAlpza’sds,_—_f xp%lsf x, ds,—i-f ye? dsf ¥ ds,
- 0 0 0 0

est nulle, car par hypothese le centre de gravité du fil reste a 'origine.
Il en est de méme de la cinquiéme de ces intégrales.
Enfin, puisque

A m flz
C:f P’dSZf (R+£f)2<R+ef—+—e’2——R+...>d9:A+B,
0 0

C’:f[p*p?dsds,,

la derniere intégrale,
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devient

(91) C*=47m*Ré+ 242 Roeq,

2T
—l—[mR"‘e?f (3f2+ %f”) d6 + 367 R'e2al,
0

en négligeant toujours les termes du troisiéme ordre.
On en conclut
W: 211+412+ 202,

c’est-a-dire, d’apres (89), (9o) et (91),
(92) W =1247m?R+ 136n*R%ca,+ 72n*R*e%a?

-+ 2ﬂl{‘s’f (44 f*+ 5 f'?) df + 36 R*e? (a? + B + 29?),
0

a, étant le premier coefficient du développement (85). Pour ¢ = o, on
a W,=247*R°. C’est I'énergie du fil dans sa forme circulaire.

Comme la circonférence est une figure d’équilibre, la premiére varia-
tion de l'énergie (92) doit étre nulle pour toute transformation de figure
compatible avec les liaisons, ¢’est-a-dire pour toute déformation du fil
qui laisse invariables et sa longueur et la position de son centre de
gravité. Par suite, la fonction £(0) remplit la condition

(93) a,,:ﬁv[ F(8)dd=o,

et le développement (92) montre que la deuxiéme variation 3*W est
essentiellement positive.

La valeur W est donc un minimum et la circonférence est une figure
d’équilibre instable.

28. En supposant la forme de la courbe o =R + ¢/(6) définie par
'infinité dénombrable de paramétres ea,, b, ..., ea,, ¢b,, ..., on peut
calculer les coefficients de stabilité d’aprés la méthode de Poincaré (*).

(') H. PoiNCARY, Sur lequiibre d’une masse fluide animée d’un mouvement de rotation
( Acta mathematica, t VII).
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Le développement (85) donne

j'nfe (G)dQ:ﬁi(a},—l— bL),

n=1

f”f”(e)dezwi nt (@} + b3),

n=1

et comme, la condition (93) étant remplie, on a

27
I T
ﬁ_—a_;[ fcosz@a,’@__;a,,
i 27 . m
y:;[ fsm29d9:—2-b,,

on voit que le groupe homogéne de deuxiéme degré de la formule (92)
a comme coefficients 272R*(44 + 5n*) pour tous les termes en c*a;

et ¢*b;, sauf pour ¢*al et €263 auxquels il correspond le coeffi-
cient 1462 R*.

Ainsi, tous les coefficients de stabilité sont positifs.
Dans le cas de I'attraction, tous ces coefficients sont rnégati/s et la
forme de I’équilibre est szable, mais il faudrait supposer, par exemple,

que des sphéres infiniment petites, formant un chapelet, empécheraient
le fil de se ramasser en un seul point.

Vu et approuvé :
Paris, le 4 avril 1914.
Le Doyex pE LA FAcuLTE DES ScCIENCES,
Paur APPELL.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 4 avril 19714.
Le Vice-RecTeur pE L'AcADEMIE DE Panis,
L. LIARD.



