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PREMIÈRE THÈSE.

SUR

LES FONCTIONS HYPERSPHÉRIQUES.

CHAPITRE I.

DES FONCTIONS HARMONIQUES EN GÉNÉRAL.

I. — L'opérateur de Laplace.

Soi t u n e fonct ion d é p e n d a n t de n -+- 2 va r i ab le s zs, z%> . . . ,

F(«,, . . . , S,H-2).

L'expression
^ F ^ F

est définie pour toutes valeurs des variables pour lesquelles les dérivées
qui y figurent ont elles-mêmes un sens.

On désigne cette expression par le symbole A2F:

L'expression A2F est elle-même une fonction des variables zt, . . . ,
zn+2. On pose

K. DE F .



et Pon a

(2') A4F— -r-r -K . .4- -T-T h 2

En employant la méthode symbolique bien connue qui consiste
à remplacer la dérivée

)m+hm J?

par le produit
(JL
\dz

on voit que

On définit ainsi de proche en proche le symbole

où la sommation ( !) est étendue à toutes les valeurs positives des
entiersy4, ••-ijn+z vérifiant la condition

— y.

H. — Expression de A2 F dans un système de coordonnées quelconques.

Nous pouvons considérer zn ..., zn+2 comme les coordonnées carté-
siennes rectangulaires d'un point dans l'espace à n-\- 2 dimensions.

(*) Nous employons la notation introduite par M. Paul Appell (Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 3e série, t. VII, 1882, p. 173) :

(X, k) = X . (X -h 1 ) . . . (X + k - 1), (X, o) = Ï ,

où k désigne un nombre entier positif, X un nombre quelconque.
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Que devient À2F quand on passe à un nouveau système de coordonnées
par les formules

~ i , 2 , . . . ,

Sa nouvelle expression s'obtient facilement en employant une
méthode appliquée par Jacobi au cas do l'espace à trois dimensions,
quand les nouvelles coordonnées forment un système orthogonal
{Cf. F. TISSERAND, Traité de Mécanique céleste, t. II, p. 7).

Étant donnée l'intégrale (n -4- 2)-uple,

JT \ 0Zi özn+ij

si Ton donne à la fonction F une variation SF assujettie à la condition
de s'annuler à la frontière du domaine T, la variation de l'intégrale I
a pour valeur :

àzk/

Ceci étant, considérons l'intégrale

d'où

âl =3 — 2 i oF A2 F dzi... dzn+%.

Faisons dans cette dernière intégrale le changement de variables

si nous désignons par A2F ce que devient la fonction A2F avec ce
nouveau système de variables,

ai — — if èFtfFD du,,..



£ mmmm

OÙ

Mais nous pouvons obtenir l'expression de Si au moyen des coor-
onnées u en

l'intégrale I :
données u en faisant directement le changement de variables dans

ici

= 2D y E £L,
*** J du,7 = 1uuk

donc

Or cette dernière expression de ol doit être égale à la première:
ce qui exige

[ h=zn + 2 / j — n + % \ ~ |

A = l » ; = 1 / J

C'est l'expression de A2F dans un système de coordonnées quel-
conques.

Pour faire effectivement le calcul, on peut remarquer que

Mais il est plus simple de calculer l'élément d'arc dans le nouveau
système de coordonnées :

ds* =-ldz\ = I EkJ duk duj.

La connaissance des expressions

„ „ dz dzx àz+2 dzi
J J duh àuj ôuk duj

entraîne celle de tous les éléments de l'expression (4).



g

Car, en posant

. . . H„+2,7*-+-ï

on sait (*) que

en désignant par Dkj le coefficient de ükj dans le développement de H-
Donc

i I v^ à I i v^ r> ^F \ I
- = I > ^—I —= 7 1)// I h
à/|j I ^J (7̂ /̂  \ J\] **i XJ duj ) I
v L *=i V /=! / J

Applications. — i° Le système des coordonnées u est orthogonal,
e'est-à-dire que l'on a

H

Dans ce cas particulier,

TT TT TI TT

D*y=O (

Si nous posons maintenant, comme on le fait d'ordinaire,

de telle façon que

la formule (5) se réduit à la formule bien connue :

(6) « j. — T - T j ^ -j^y — ^ -
1 r y 2 à (hlht...hn

i h... hn+2 Zi àuk \ h\

(*) Cf. E. BELTRAMI, Sulla teorica generale dei parametri differenziali ( Memorie délia
Accademia délie Science dell' Istituto di Bologna, %e série, t. VILI, p. 549).
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2° L'opérateur de Laplace n'est pas altéré par une substitution
orthogonale :

n + 2 (j= i , 2, . . . , n + 2 )

où les a sont des constantes liées par les relations

jz=n-hi j=n-i-2

En effet, nous nous trouvons dans un cas particulier de la
formule (6) où :

d'où

(6') ÂMFzr

III. — Équation de Laplace.

L'équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre :

(7)

introduite par Laplace dans ses recherches de Mécanique céleste
(pour le cas de trois variables : 71 = 1), a fait l'objet d'un si grand
nombre de travaux, qu'il suffira, pour la suite, d'énoncer quelques
propriétés classiques.

Pour qu'il n'y ait aucune ambiguïté, j'emploierai dans le présent
travail les locutions suivantes :

Une fonction F, vérifiant sans aucune autre condition restrictive
l'équation

sera dite « solution de l'équation de Laplace » ;
Une fonction F, vérifiant dans un domaine T l'équation
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et demeurant en outre uniforme et finie en tout point du domaine T,
sera dite « fonction harmonique dans le domaine T ».

D'après le principe de Dirichlet, il existe une et une seule fonction
harmonique dans un domaine T et prenant sur la frontière de T une
suite continue de valeurs données à l'avance.

Si $ et TF désignent deux fonctions harmoniques dans le domaine T,
on a la formule classique de Green :

rn+l t dw d$>\
I i<$ — i j /*—\^ 0 .__ o >

^Frontière de T \ " n ^fl I

(8)

IV. — Coordonnées polaires.

Nous emploierons souvent le système de coordonnées défini par les
formules :

(9)

2 = r sin^ cos02

zn = r i 2 „ ( ^ „ ) ,

zn+i = r s in 9i s in 0 2 . . . s in 6n cos 9 ,

£„+2— r s i n ô j s i n 0 2 . . . s i n ^ s i n 9 ( 0 ^ 9 = 2 7 : ) ,

Nous désignerons constamment Thypersphère

par S, aucune ambiguïté n'étant possible.
On a alors les formules élémentaires suivantes :

Dans ce système de coordonnées : l'élément d'arc est donné par la
formule

<&*= rfr2+ r'-dô* -h r2 s\ni6l dB\ - h . . . - h r 2 s i n 2 ^ . . . s i n ^ û f t p » ;

l'élément de volume,
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où doj désigne l'élément d'aire de S,

d(s) -= sin" 0t s'mn~l Ö,. . . sin 0n «70, rf02... dOn dy.

En appliquant la formule générale (6) on trouve ( ' ) pour expres-
sion de l'opérateur de Laplace :

do) r'-VF = —l^ f , . - -

0i —

Remarque. — Sous la forme ( io ) on voit immédiatement qu'il
existe une solution de l'équation de Laplace ne dépendant que de r;
c'est

r i

{z\-{-z\ + .. .-hzjl+2y

Dans le cas particulier où n = o, c'est

( I I ' ) Log/- = j

THÉORÈME DE LORD KELVIN. — Si la fonction

F(S i , >S2? • • • i zn+î)

est solution de V équation de Laplace, il en est de même de la f onction

Ce résultat est une conséquence immédiate de la formule (io).

V. — Coordonnées sphériques.

Nous aurons sou-vent à faire usage du système de coordonnées

(*) Cf F -G. MEHLKR, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. LXVÏ,
1 8 6 6 , p I 6 I
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suivant :

—rœu

Si l'on désigne par P le point de coordonnées zn ..., zn+2, on voit
que

Dans ce système, l'hypersphère S a encore pour équation

L'élément d'arc est donné par l'expression

L'élément de volume a pour valeur

<ir = rn+l dr <fw, où dxx . . . dxn dy.

Pour obtenir l'expression de l'opérateur de Laplacedans ce système
de coordonnées, on peut partir de la formule (4); en supposant que
xK) ..., xn correspondent respectivement à a,, ..., un et r à un+î,
cp a un+2, on voit facilement que :

DZZZ/.'M-1,

= pr> " • ' E i» — j * 1 *

- — _ 11 \ 17 W t
*

/
2 Tri ^ 17 f~ "17

K. DE F. 2

— o ;



— to —

Donc

1 ^ L I /y» / v. I I /y, 1 I

X— - — —f— x —- i — — — — — jL, jç i jL, j " —r~ • • • •"!"• «-e fi ~~z i I

n 0<p~ JmdQXji [ UXk \ UX\ OXnJ J

VI. — Polynômes harmoniques.

Parmi les solutions de l'équation de Laplace :

celles qui sont des polynômes jouent un rôle très important. L'étude
de ces solutions, qui sont les plus simples et dont on peut déduire
toutes les autres, doit donc être à la base de la théorie des fonctions
harmoniques. C'est ce qui avait été fait, et d'une manière approfondie,
pour le cas de trois variables, depuis les recherches classiques de
Laplace et de Legendre ( ' ) . Nous nous proposons dans le présent
travail de rechercher comment ces résultats peuvent s'étendre à un
nombre quelconque de variables.

Soit

un polynôme homogène d'un degré [x donné

Ce polynôme contient

T (a 4- i , n -h i) A

f __ \r_ 1 * t e r m e s .
( i n H i )

L'expression A211^ est un polynôme homogène de degré [x — i qui

(*) Pour tout ce qui concerne les fonctions harmoniques à trois variables, voir dans
Y Encyclopédie des Sciences mathématiques, t II, \ol. V, fasc. 2, p. i55, l'article de
A. Wangerin, rédigé en français par A. Lambert.
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contient
__ ( a — i, n -+-1)
N 2 = -1—, r— termes.

(i, « + i)

Pour que 11̂  soit un polynôme harmonique, il faut donc que les
N2 coefficients du polynôme A211̂  soient nuls. Or les coefficients du
polynôme A211̂  sont des combinaisons linéaires à coefficients constants
des coefficients du polynôme 11 .̂ Ces derniers sont donc liés par
N2 équations.

Le nombre des coefficients arbitraires dans le polynôme 11̂  est
donc

(I, rt

(a -f-1, n — i)

En choisissant arbitrairement l'un de ces N coefficients et en
donnant aux autres, au nombre de N—i, la valeur zéro, tous les coeffi-
cients du polynôme 11̂  se trouvent alors déterminés en écrivant que
les N2 coefficients de A211̂  sont nuls. Comme en renouvelant cette
opération pour l'un quelconque des N coefficients arbitraires on
obtient chaque fois un nouveau polynôme harmonique, on peut
énoncer la proposition suivante :

THÉORÈME. — II y a

polynômes harmoniques homogènes d'un degré jx donné :

linéairement indépendants.

Pour n = i, en se rappelant la définition donnée (p. 2) de (X, k)

( X , o ) = i ,
cette formule devient

N = 2 J J L - + - I ,

ce qui est un fait bien connu.



— 12 —

Soit IT̂  l'un de ces polynômes harmoniques homogènes. Supposons
que Ton passe des coordonnées cartésiennes z*t, ..., zn+2 aux coor-
données polaires r, ôn ..., 6„, ç définies par les formules (9). A cause
de l'homogénéité, le polynôme 11̂  contiendra r* en facteur; on pourra
le mettre sous la forme

On peut considérer la fonction Y^ comme la valeur que prend le
polynôme Ê , quand le point de coordonnées (zi9..., sn+2) vient sur
Thypersphère S. C'est par définition une f onction hypersphérique.

Cette fonction est d'ailleurs, d'après sa définition même, un poly-
nôme par rapport aux variables sinO, et cosO,, sin62 et cos02, ...,
sincp et coscp.

Comme 11̂  vérifie l'équation

on voit immédiatement, d'après la formule (10), que

satisfait à l'équation aux dérivées partielles :

a»91...8inïefr_1siii»-*'-*0* Wk (
 8in"H"t~*fl* âflf ) = 0>

En partant de cette équation aux dérivées partielles, M.-J.-M. Hill
a cherché à déterminer des fonctions hypersphériques de la forme

(17) Yj, s i n ^ 0 s i n P i ô e s i n ' 0 » [ c o s

où 0^ est une fonction de l'angle 6A seulement.
Il a montré que l'équation (16) est satisfaite, si &k vérifie l'équa-

(4) M.-J.-M. HILL, On functiotis of more than two variables analogous to Tesseral
Harmonies (Trans, of the Cambr. philos. Society, t. XIII, i883, p. 273).
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tion

-+• (pu-* — Pk) (Pk-i -+- Pk •+• n — k •+-1) sin20* @* = o

ou en posant

— o.

En se basant sur cette dernière équation, M. Hill ramène la fonc-
tion ©/( aux fonctions qui se rencontrent dans la théorie du potentiel
ordinaire (n = i). Cependant les résultats auxquels il parvient ne
donnent pas de grands renseignements sur la structure des fonctions
hypersphériques. Nous n'insisterons donc pas sur cette méthode.

Néanmoins, indiquons encore un Mémoire de H.-E. Heine ( ' ) où
cet auteur met la fonction hypersphérique Y^ sous la forme

où (2) Ton a posé

la fonction Ia(y, £) étant à son tour définie comme le coefficient de
dans le développement de

Y - *

) 2

Abandonnant donc les coordonnées polaires pour faire l'étude des
fonctions sphériques généralisées, nous emploierons les coordonnées
définies par les formules (i3) sous le nom de coordonnées sphériques.
Ce sont elles, en effet, qui nous ont paru donner les résultats les plus
symétriques, en permettant d'utiliser les beaux polynômes à plusieurs

(*) H.-E. HEINE, Die speciellen Lameschen Functionen erster Art von beliebiger
Ordnung (J. reine angeiv. Math., t. LXV1I, 1863, p. uo ) .

(2) Nous avons adapté les notations de l'auteur aux nôtres,



variables introduits dans l'Analyse par Hermite et généralisant direc-
tement les polynômes de Legendre.

Faisons dans le polynôme harmonique homogène

le changement de variables (i3) :

11^*!, . . . , *„+,) = ri* n ^ t , . . . , xn, \/X„coscp, v/X^sin?).

La fonction
Uy.Çx^ ..., xn, v/X^cos9, v̂ X ŝincp),

qui est la valeur que prend le polynôme harmonique U^(z{9 ...,^+2)
quand le point (-s,, ..., zn¥2) vient sur Thypersphère S, e^tune fonc-
tion hypersphèrique.

C'est d'ailleurs un polynôme homogène et de degré [x par rapport
aux variables

Si l'on remarque que ces deux dernières quantités peuvent se mettre
sous la forme

el ^- p -r ? ,
2ï

on voit immédiatement, par une simple application de la formule de
Tayior, que 11̂  a pour expression générale

(18 )

où Z^ désigne un polynôme en a?n ..., xH, Ak et BA des constantes.
Toute la question est donc ramenée à l'étude des polynômes

et d'abord à leur formation effective.
nous proposons de rechercher les polynômes harmoniques



homogènes de la forme

La formule (18) montre en effet qu'on peut en déduire tous les
autres; car le polynôme harmonique le plus général homogène du
degré (i. se réduit, d'après (18), à une combinaison linéaire à coeffi-
cients constants de ces polynômes spéciaux.

Nous pouvons, sans aller plus loin, nous faire une idée de la forme
de ces polynômes spéciaux; les formules (i3) du changement de
variables donnent en effet :

(19)

D'où

* ***'*==

Le polynôme 11̂  sera donc de la forme

où II' est lui-même un polynôme par rapport aux arguments qui y
figurent.

Entre II' et Z|f, on a la relation

( 2 0 ) H ' ( r - * i , . . . , r a ? n , r » X « ) = r ^ - * Z | l * ) ( a î 1 , . . . , œ n ) .

Quand il s'agira plus loin de former effectivement les fonctions
hypersphériques, nous ferons usage de la relation (20).

Nous pouvons encore écrire immédiatement une équation aux
dérivées partielles à laquelle doit satisfaire Zjf.

La fonction

vérifie l'équation

Donc, d'après l'expression (14) de A2F dans le système de coor-
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données,
r.

on a, en supprimant le facteur r^e±kl(? et posant un instant pour
abréger,

dR

Par un calcul élémentaire, on voit que

X, Xx- h - . .H" Xfl

Donc, en supprimant le facteur XJ; et en posant

S = Xj ( Xi h . . . 4 - Xn-j V— A-Z 1,

on a une première forme de l'équation à laquelle satisfait la fonction
r/(fc) I ~, ~, \

On peut d'ailleurs simplifier notablement cette équation. En effet,

c / v s( dZ dZ fr,\ / dZ dZ\
\ ôx{ ôxn } \ ôxx oxn)

Si Ton porte celte valeur dans l'équation (22), on voit que X^se met
en facteur; après des réductions évidentes et la suppression du
facteur Xw, on arrive k la forme définitive :

(23)
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À partir de cette équation aux dérivées partielles, on pourrait mettre
en évidence plusieurs propriétés des fonctions hypersphériques, car
elle est du type des équations hypergéométriques à plusieurs variables
introduites dans l'Analyse par M. Paul Appell ( ' ) ; nous rejetons
cependant cette étude à une autre partie du présent travail.

Néanmoins nous ferons encore sur les fonctions harmoniques

quelques remarques qui nous suggéreront immédiatement Tordre
même dans lequel nous devons les étudier.

On voit que la forme d'un polynôme harmonique homogène de ce
type, une fois le degré tx donné, dépend encore d'un entier k.

Nous dirons que k est Vordre du polynôme.
Si k = o,

(24) n ^ / n z j H ^ i , . . . ,*»),

la fonction hypersphérique ne dépend pas de 9; nous dirons, en géné-
ralisant une locution commode des géomètres anglais, que

est une f 'onction hypersphérique zonale ; il est à remarquer d'ailleurs
que cette fonction se réduit ici à un polynôme par rapport aux variables
xs, ..., xn. C'est pourquoi nous la désignerons quelquefois sous le nom
de polynôme zonaL

Dans l'autre cas extrême (k = p.),

le coefficient de H* est ce qu'on peut nommer une fonction hyper-
sphérique sectoriale; d'ailleurs ici le polynôme Zjf' se réduit nécessaire-
ment à une constante; car d'après la formule (19) :

(*) P. APPELL, Journal de Math, pures et appl., 3e sério, t. VIH, 1882, p. 173.
R. DE F. 3



comme ÏÏ^ est un polynôme homagène de degré p., la seule hypothèse
possible est

II est d'ailleurs bien connu que la fonction

satisfait quel que soit p. à l'équation

Dans les cas intermédiaires {k ̂  o et k ̂ = fx),

nous désignerons le coefficient de r^ sous le nom de fonction hyper-
sphërique tessèrale. Le polynôme Z^0 sera un polynôme tesséral
d'ordre k.

De l'étude précédente il ressort qu'un polynôme harmonique de
degré JJ. et d'ordre k est de la forme

(26) rVX*Z^ e^=ll^k(zn+l± izn+2)*,

où I I ^ est un polynôme homogène et de degré (/. — A par rapport aux
variables zi9 ..., zn+2 et en outre ne dépend de zn+i et ̂ w+2 que par
l'intermédiaire de

Zn+l ~+~ Zn+

Nous sommes donc conduits à nous poser la question suivante :
quelle est la forme la plus générale d'un polynôme harmonique de
degré (j. et d'ordre k, et combien y a-t-il de tels poljnoines qui soient
linéairement indépendants?

On peut mettre le polynôme 11̂  k sous la forme

(27) n a — 4»<x(5i, • • •> zn)

o ù a — p. — k\ 'j»a, ^ a - 2 ? •••> ^a-2y? ••• d é s i g n a n t d e s p o l y n ô m e s



respectivement de degrés a, a — 2, ..., a — y\ homogènes par rapport
a z^, ..., zn.

Exprimons que la fonction

vérifie l'équation
A2& — o .

Comme

en supprimant le facteur (zn+A ± ^WH-2/~S o n doit avoir

(28) {Zn+l±iZ

De l'expression (27) de IIa on tire :

= (Zn+t ±. izM) [2^ a_ 2 + 2.2r1 vpa_4 -f-. . .

Pour calculer A2IIa nous allons chercher l'expression de

En appliquant les règles élémentaires pour la dérivation d'un
produit, on a d'abord

D'après la formule (i4)» o n a de suite

2 A 2 ( 2 y ) ^ {

Comme, d'après sa définition, f
â-2y e s t homogène de degré a — 2/

en zK9 ..., ^ , l'identité d'Euler donne
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Donc

(3o) À*(r^ a _ 2 , ) = /*> A* <];«_,,+ ay(n

Portons les expressions (29) et (3o) dans l'équation (28); nous
obtenons, en supprimant le facteur commun (zn+\ — *Xn-a)»

4- i(n -h 1* — 2)^ a_,] -h. . . j
-4- 4 k [ ̂ a_2 + 2 r2 ^a_4 -h . . . ] = o.

En ordonnant cette équation par rapport à r2, elle s'écrit

4- r^-2[A2i];a_2/+2-H y {n + 2a -+- 2/c — a y ) ^ a -

Cette équation est satisfaite, si les polynômes

vérifient respectivement les équations :

A2^a -H 2 (n -h 2a 4- 2 A1 — 2 )4'a-2 —

—o.

Le polynôme ^ a étant homogène et de degré a e n s , , ...,*** A2^a est
homogène de degré a — 2; on voit donc que laissant ^a arbitraire on
peut déterminer '^a_2 par la relation

et, en général,

1-

En remplaçant ici «̂-27-1-2 Pa r s a valeur en fonction de A2^a_2j+4 et
ainsi de suite, on arrive à l'expression



où &*J est le symbole défini par la formule (3); ici

puisque <\>a ne dépend pas de zn+{ et zn+2.
Nous tirons enfin, des formules (3T), l'expression cherchée de

où, dans les parenthèses ( — - — a — £ -h i ,y j , on a remplacé a -*- k
par sa valeur [x.

Ce développement se réduit bien à un polynôme; en effet, si a est
un nombre pair, il se termine par le terme en

si a est un nombre impair,

Nous parvenons donc au résultat suivant : un polynôme harmo-
nique homogène de degré \K et d'ordre k peut se mettre sous la forme

(33) Uv,= (zt^l±izn+l)
k

où ^a désigne un polynôme homogène arbitraire de degré a = [/. — k.
Cette dernière propriété permet de résoudre immédiatement la

question posée page 18, relativement au nombre N(Ar) des polynômes
d'ordre k linéairement indépendants.

Pour k=/zo, le polynôme ^a une fois choisi, on obtient deux poly-
nômes IIç distincts, selon que Ton prend le signe H- ou le signe —
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devant izn±2. Le nombre des coefficients de ^a étant celui des combi-
naisons complètes de n lettres a a a :

En particulier, pour k= ji., N(w = 2, la formule (33) donne les deux
polynômes

( i et

trouvés directement par la formule
Pour k = o, on a simplement

Comme vérification, on doit trouver

N(o) + . . . H- N<*> 4 - . . . + W> = N,

N désignant le nombre total des polynômes harmoniques de degré
défini par la formule (i5).

Or
Ka — rn~i

n — W-Hoe—i »

donc

d'après une formule d'Analyse combinatoire bien connue.
D'où

1 . 2 . . .(Al — i ) I . 2 . . .A

+ f t - , ) ( , x - H )
. 2 . . .

expression identique à celle que nous avons déjà trouvée (p. 11) pour



le nombre total des polynômes harmoniques homogènes de degré [/.
linéairement indépendants (1).

Des résultats obtenus jusqu'ici on peut tirer quelques rensei-
gnements sur les polynômes tesséraux Z{^(œi9 ..., xn) définis
pages 17-18.

Dans l'expression (33) de ïï^ passons des coordonnées carté-
siennes z aux coordonnées sphériques (i3) : r, xn ..., xny <p.
Comme le polynôme

est homogène de degré a — ij en ^,, ..., zn; quand on aura effectué
le changement de variables, il contiendra ra~2J en facteur :

où, dans le second membre, nous avons posé

(35) -&U*» •••'*-)

La partie de 11̂  qui est entre crochets contient donc ra = r^~k en
facteur; si l'on se souvient que, d'après (19),

l'expression (33) du polynôme harmonique de degré pt et d'ordre k
devient

k

(36) 1^=^X1

D'après les définitions mêmes posées page 18, nous en tirons

( J ) Pour déterminer la forme et le nombre des polvnomes harmoniques à trois
variables (// = r), A. Clebsch a sui\i une marche analogue à celle des pages précédentes :
Ueber etne Eigenschaft der Kugeifunctiotien (./. ƒ reine imd angeiv Math., \. LX, p. 343).
Clebbch n'a d'ailleurs traité le cas que des polynômes d'ordre zéro : A = o.



l'expression suivante du polynôme tesséral :

(37) Z}f»^U,(ar , , . . . , J ? . ) + . . . + ^ - g 7

où 'spa est un polynôme arbitraire homogène de degré a = tx — k
e n #?j, . . . , 3?w.

Quant au polynôme Z|f, cette formule montre immédiatement qu'il
n'est pas homogène en xK, ..., xrl. Ses termes du plus haut degré sont
de degré a.

Si a est pair, il se termine par la constante

2a / a\ / n

2

Si a est impair, par le polynôme du premier degré

{."'-r-){-ï-^<'-?)
Les coefficients de '\>a une fois fixés, on n'en déduit qu'un seul poly-
nôme tesséral; le nombre des polynômes Ẑ ° linéairement indépen-
dants est donc

(38) ( " ^ A : )

Le nombre total des polynômes tesséraux de degré u et d'ordre o,
i, ..., [JL linéairement indépendants est

\ i, /i j

Remarques. — I. Dans tout ce qui précède, nous avons pris pour
polynômes harmoniques fondamentaux

fç

*'? et /•** X | Z[/
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il est bien évident que nous aurions pu partir de

et r^X^Z

qui sont des combinaisons linéaires des autres polynômes.

II. Nous avons constamment désigné les polynômes

sous le nom de polynômes harmoniques ; en effet, en tout domaine T,
qui ne s'étend pas à l'infini, ces polynômes satisfont bien à la définition
générale des fonctions harmoniques rappelée page 7.

Or, il nous sera utile de connaître une fonction harmonique se
A

réduisant sur S à la fonction hypersphérique XJZĵ e**1*, comme 11̂ ,,
mais conservant une valeur finie à l'infini.

Le théorème de Lord Kelvin (12) montre que, 11̂  étant harmonique,
il en est de même de

°)

C'est la fonction cherchée.
k

La fonction hypersphérique X^Z^é*2*'* peut donc être considérée,
selon le cas, soit comme la valeur que prend sur S le polynôme,
harmonique à l'intérieur de S, U^.(zi9 ...,5w+2), soit comme la valeur
que prend sur S la fonction, harmonique à l'extérieur de S,

K. DE F,
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CHAPITRE IL

LA PREMIÈRE FONCTION GE1>ÉRATRICE.

I.

Le but de ce Chapitre est d'esquisser une théorie générale de
certains polynômes zonaux, dont la définition a été donnée par
Hermite (*) dans une série de Notes présentées à l'Académie des
Sciences, sur « quelques développements en série de fonctions
de plusieurs variables ».

« L'expression (2)
] — iax -h a2,

qui donne naissance aux fonctions de Legendre et aux formules
trigonométriques pour la multiplication des arcs, d'après ces rela-
tions :

(I — 2tf3? 4- « ' ) " * = : 2 a " XM,

,x , ^ s i n [ ( n -+-1) arc cos a? 1

\J\ — x2

se prête au mode de généralisation découvert par Göpel etM.Rosenhain
pour passer des séries elliptiques de Jacobi aux fonctions abéliennes
d'un nombre quelconque de variables. En comparant en effet ces deux
expressions :

2 2 g*TC(2/nx+2ft;)M-gimM-2/i/ttrc-+-#1'/is)

(!) Gh. HERMITE, Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. LX, ier semestre i865,
p. 370-377, 432-440, 461-466, 5i2-5i8; ou Œuvres de Ch. Hermite (Paris, Gauthier-
Villars, t. II, 1908). Nous désignerons ce dernier volume par H.

(*) H., p. 3ao.
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on est naturellement tenté de l'étendre de cette manière :

i — iax — iby 4- ga2-+-ihab -h g'&2,

ou bien avec n variables xy y, z, ..., u :

i — iax— iby — . . .— iku -\- 9 (a, b, c, . . . , k),

cf(a, b, c, ...,k) étant un polynôme homogène et du second degré
en a, b, c, ..., k. »

Dans ces quelques pages (•), profondément empreintes du cachet
d'élégance et de clarté qui distingue ses œuvres, Hermite définit des
polynômes Vmin(&9y) par la relation

(1 — iax — iby H- a2 4- 62)"1 = 2ambtlVm,n(xi / ) •

« Ce sont précisément ces polynômes, écrit-il dans une lettre (2)
à M. Borchardt, qui m'ont donné la généralisation des fonctions de
Legendre que je recherchais. » Mais nulle part l'illustre géomètre
n'envisage si le lien, qui unit les polynômes de Legendre aux fonc-
tions harmoniques à trois variables, persiste entre les polynômes
Vm>Il(a?,y) et les fonctions harmoniques dans l'espace à quatre dimen-
sions. De sorte que le choix de la fonction génératrice elle-même garde
une apparence arbitraire. Pourquoi est-ce l'expression

(1 — iax — iby -h a2-H b2)-1

plutôt que celle-ci

(1 — iax — iby -h a2-t- b*) 2

qui généralise la fonction génératrice de Legendre :

(1 — iax -\- a%) *?

Hermite n'avait étudié que des polynômes à deux variables; sur son

(*) Son Mémoire occupe dans ses Œuvres les pages 3 i^ à 346 du Tome II,
( 2 ) H., p. 3io,
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inspiration, F. Didon ( * ) a envisagé le cas dep variables, sans d'ailleurs
mettre en relief aucune idée essentiellement nouvelle; il acependant
découvert un système d'équations aux dérivées partielles auquel
satisfont ses polynômes.

Un récent Mémoire (2) de M. P. Appell a jeté une lumière inattendue
sur cette théorie, en montrant que « les polynômes \ „ h n d'Hermite
peuvent être considérés comme des fonctions sphériques déduites
du potentiel dans l'espace à quatre dimensions ». Les polynômes
à plusieurs variables définis par Didon se rattachent de même au
potentiel dans l'espace à g dimensions.

Cette découverte faisait faire un grand pas à la théorie d'Hermite en
la raccordant d'une façon intime à l'ensemble déjà imposant des
recherches sur les fonctions harmoniques à un nombre quelconque
de variables.

La présente étude, entreprise sur les conseils de M. Appell, en
prenant pour base son Mémoire des Rendiconli, présente donc un
double intérêt :

Résumer les résultats acquis par Hermite et en rechercher de
nouveaux, en appliquant aux polynômes VWi mXx\> •••> °°n) ' e s

théorèmes généraux exposés au Chapitre I;
Examiner inversement si ces polynômes n'offrent pas, dans l'étude

des fonctions hypersphériques, l'instrument d'une grande souplesse
qui manquait jusqu'alors pour faire de cette théorie l'équivalent réel
de ce qu'elle est dans l'espace à trois dimensions, grâce aux polynômes
de Legendre.

(!) F. DIDON, Étude de certaines fonctions analogue? aux fonction? Xn de Legendre
(Ànn. scientif. de l'École Normale sup., ire série, t. V, 1868, p. 229-310). — Sur deux
systèmes d'équations nut dérivées partielles (Ibid., t. VI, 1869, p. 7-20); Sur une inté-
grale double (Ibid., t Vil, 1870, p. 89-96); Développements sur certaines séries de
polynômes à un nombre quelconque de variables (Ibid., t. VII, 1870, p. 247-268).
Nous désignerons ces quatre Mémoires par Dt, D2, D3, D4.

(2) P. APPELL, Les polynômes V/«,« d'Hermite et leurs analogues rattachés aux
potentiels a q variables {Rend, del Cire. math, di Palerrno* t. XXXVI, 1913, p. 203-212).
Ce Mémoire est résumé dans une Note aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences,
t. CLVI, 1913, p. 1423.
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Comme on l'a rappelé au Chapitre I, formule (i i), la fonction

est une solution de l'équation de Laplace.
Il en est évidemment de même de la fonction

n

quelles que soient les constantes aK9 . . . , an\ supposons-les réelles :

Soient : P le point de coordonnées cartésiennes s4, . . . , zn+2; A le
point de coordonnées cartésiennes aK, ..., an9 o, o.

Dans tout domaine T qui ne contient pas le point A, la fonction F
estharmonique.

Remplaçons les coordonnées cartésiennes z du point P parles coor-
données polaires r, Ö,, ..., 0n, <p et faisons un changement analogue
pour les coordonnées a du point A :

' ax •= ~k c o s a 1 }

an—\ sin a! sin a2 . . . sin an-i •

Nous poserons, en outre,

y sera donc l'angle POA et l'on aura

cosy nzcosa! cos#! -f-sinat siriflj cosyt,

n^l -+- sinart_! sinöa_t cos9n.
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Avec ces notations,

(45) F = [r2

Sous cette forme, nous voyons que F est développable en une série

uniformément convergente selon les puissances de - tant que

Sous la forme (4i) la fonction F sera donc développable selon les
puissances des ay tant que

En particulier, si nous supposons A intérieur à l'hypersphère S

on aura le développement valable a l'extérieur de S et sur S même

(46) F = [ ( ^ - « ! ) » + . . . + (5B-a l l)»H-«i f l + «;+f]"ï

où, d'après la formule de Taylor (*),

W = :(47) . . . ( i , mn) dz?*...dz'g*

Les fonctions W, ainsi définies, jouissent d'une importante pro-

priété : étant les dérivées partielles de la fonction ~> elles satisfont

à l'équation de Laplace, d'après la relation évidente

Dans tout ce qui suit, nous poserons constamment mx-\-.. ,-\-mn= p.
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Pour aller plus loin, il nous faut chercher l'expression effective
des fonctions Wmii>)mn, ce que nous obtiendrons en généralisant
un théorème donné par Hobson (*) dans le cas de trois variables

III.
Soit

un polynôme homogene de degré ;JL en z. En employant la méthode
symbolique bien connue, dont la définition est rappelée au Cha-
pitre I (§ I), l'expression

à \ . ,

a un sens bien défini.
Considérons, en particulier, la fonction

D'après le principe rappelé au paragraphe précédent, c'est une fonc-
tion harmonique, quelle que soit f^.

Par induction, on voit qu'elle doit être de la forme

où les fonctions f^-^j qu'il s'agit de déterminer sont homogènes de
degré [i -— 'ij.

D'après la formule (4o), on voit que si 11̂  est harmonique il doit en
être de même de

( J) E.-W. HOBSON, On a Theorem in Differetitiation and ifs application to Spherical
Harmonies (Proceedings of the Mathematical Societj of London, t. XXIV, p. 55).
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Or, en appliquant la formule (3o) :

-h [ r*' A2/|x-2y + ay ( / n - a fji — ay) /•»'

4-

sera donc une fonction harmonique si Ton prend

Nous en tirons l'importante formule de Hobson généralisée

C,y)(---^..y) J

Sur cette fonction harmonique particulière, on pourrait répéter tout
ce qui a été dit page 21 sur IT .̂

Nous nous contenterons d'en faire l'application suivante :
Soit

comme A2/^ = . . . = A2jf^= o,

à + . d

Nous utiliserons cette formule plus loin.

IV- — Expression des polynômes hypersphériques zonaux d'Hermite.

Les fonctions harmoniques

(47) W„/t,.. tmn= ( l / n ) ( l / W ) d3,nx ôzn
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rentrent comme cas particulier dans la formule (48), en prenant

Donc

(5o) W,„„ ,mii =
( i , m t ) . , . ( i , mn) r'1

Relativement au nom de fonction harmonique appliqué à WWi /??n il
faut faire la même restriction que page 25; la fonction conjuguée qui
reste harmonique pour r= o est, d'après (4o),

elle a pour fonction génératrice

Si maintenant nous passons dans W des coordonnées z aux coor-
données sphériques (i3), comme nous l'avons fait dans le cas général
par la formule (36), nous aurons

où '
' n

2 '

( i , m , ) . . . ( i , m„)

D'après nos définitions, Vmi >Wn est un polynôme hypersphérique
zonal; il rentre dans la formule générale (3^), où

£• = 0,
K. DE F.
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C'est un polynôme de degré {J., dont le seul terme de degré p. est

les autres termes étant de degré jx — 2, [/. — 4
Passons dans la fonction génératrice (46) des WWi .ïj/Mn aux coor-

données sphériques :
n

(.53) F = [ r 2 -2r( f l l l r 1 + . . . + fln^)-ffl| + . . . + a ; ] " ?

Donc, sur l'hypersphère S,

(54) ( 1 - 2 a 1 a ? 1 - . . .

, . . . , xn)

C'est l'équation même dont Hermite (*), dans le cas de n = 2̂
et Didon (2) dans le cas général, étaient partis pour définir leurs
polynômes.

Tandis que l'expression (52) nous donne Vmi,...,,„„ quels que soient
les indices m, Hermite (3) n'a donné la valeur effective de ses poly-
nômes que jusqu'à [x = 4-

On voit avec quelle simplicité la méthode de M. Appell conduit aux
polynômes Vmi,...,,„„; le choix de la fonction

pour généraliser celle de Legendre, perd son cachet mystérieux.
Examinons de plus près l'expression (52) des polynômes VWl,...,,„„.

Nous voyons d'abord que les polynômes d'un degré (J. donné sont
linéairement indépendants; leur nombre est celui des combinaisons
complètes de n lettres p p .

C) H., p. 322.
( 2 ) D1? p. 129.
( 3 ) H., p. 322.
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Diaprés la formule (38), ces polynômes VWi w? constituent donc un
système complet de polynômes zonaux linéairement indépendants de
degré p..

On peut les exprimer au moyen des fonctions hypergéométriques
de plusieurs variables, introduites dans l'Analyse par M. Appell (*) et
généralisées par M. Lauricella ( 2 ) .

En effet, d'après (3) ,

(55)

= (i,y) V
(•,y>)

mn...{mn— 27»+i )

Dans toutes ces expressions, le signe S est étendu à toutes les
valeurs positives des entiers j \ , . . . ,yw telles que

y = y ' i + . . . - + - y * .

En portant cette valeur de A2y dans (52), nous obtenons

(56) V m i t . . . t m n ( X l . • - , X n )

( i , m, ) . . . ( i , m n ) 1 n

' • ) •

• , y , ) . . . ( ' , y . ) ( - ^ - f * + -,.

( J) P. APPELL, Sur les fonctions hyper géométriques de deux variables {Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 3e série, t. VIII, 1882, p. 173-216).

(2) G. LAURICELLA, Sulle funzioni iper°eometriche a piu variabili (Rendiconti dçl
Çircolo matematico di Palermo, t. VII, i8§3, p. n i - i 5 8 ) .
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Or M. Lauricella définit précisément une fonction hypergéométrique
par la relation

F B ( a i , . . ., a * , P i , . . . , P „ , y , Mi , . . ., u n )

~~~Zrf ( i , / W ) ( ! / / * ) ( y /w - h -f- m ) * w '

D'où la nouvelle expression des V :

( 5 7 ) Ymi,...,mH(Xi, . . . , x n )

(I,

x F f ra, mn i — ra, i — mn n i i
[ 2 2 2 2 2 ^ ! «^ft I

qui rattache ces polynômes aux fonctions hypergéométriques de plu-
sieurs variables comme les polynômes de Legendre Tétaient depuis
longtemps à la fonction hypergéométrique de Gauss.

Cette expression a Tavantage de bien mettre en relief la parité

i}..., mn*

V. — Système d'équations aux dérivées partielles des polynômes Vmi>...>Wn.

Didon ( ') a formé le premier un système de n équations aux
dérivées partielles linéaires du second ordre auxquelles satisfont
l e s Vmlt...,mnl

 m a i s s a démonstration étant un peu laborieuse, nous
allons en donner une autre qui se base uniquement sur la
formule (57).

La fonction
F (<*!, ..., «„, PJ, ..., pn, y, xu ..., xn)

vérifie un système de n équations aux dérivées partielles du type
hypergéométrique généralisé ; en partant de ces équations M. Lau-
ricella (2) a montré que la fonction

.., <xn, p „ ..., p n , y , 4 - » • • • > —

( i ) D l î P . 269.
( 2 ) LAURICELLA, loc. cit., p. 134.



satisfait aux n équations

^4"

(y = i, 2, . . ., w; a = «,

Si dans ces équations on pose

i — m, n

la fonction cp devient égale a un facteur constant près à VIW|>t >>Wn;
après avoir effectué ce facile changement de variables, on obtient
le système d'équations

d*Y à [ ÖV dX

( y = = I , 2 . . . . ,

que l'on peut aussi écrire

= o .

Si Ton remarque que

en ajoutant membre à membre les rc équations (58'), il vient l'équation
unique

(59)
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Cette équation est identique à l'équation (23), où £ = 0; c'est donc
simplement Véquation qui exprime que V,,?i mn(xKy ...,xn) est un

polynôme hypersphèrique zonaL

Tandis que l'équation (59), ne dépendant que de [/., appartient
à tous les polynômes V de même degré [/., le système (58), contenant
séparément les indices mJ9 caractérise un seul d'entre eux.

Considérons maintenant la fonction hypergéometrique

FA(a, (3t. ..., (3„, y,, . . . , yn, uu un),

dont M. Lauricella a donné la définition. Il a démontré ( 4 ) que le
système d 'équations

d2F d f öF dF _1
UJ T T — wv 1 — u\ -1 H . . . + «„ -1 h a r

y dtt* J duj L ^" i ^ " n J

admet, pour intégrale générale,

F = AFA(a, Pt, . . . , p„, y1? . . . , yn, «„ . . . , ÖB)

-H k^uïft* FA(a -M— y n (3, 4 - 1 — yu | 3 2 , . . . , (3W, 2 — y,, y 2 , . . . , yn, M l , . . . , un)

. • • . • . . . * • • • ••• . , , , . , . . . » . . * , * • * * , , , . . , K , • . , » , . »

-h A(
n
l) u\-y»Fx(<x -h 1 — y « , P t , . . . , p » 4 - i ~ y « , y i , . . . , 2 — y , , l i t , . . . , w n )

Or le système précédent se réduit au système (58) si Ton y fait

ix~\- n rrij 1
* , = * ; , « - - _ , p y r z - _ ^ y y = ^ -

Supposons tous les indices mi9 ..., mrt pairs; d'après
V^, >7nn est un polynôme eno;,, ..., x\\ donc

(60-) Vmi, , , ^ A F



Supposons le seul indice mK impai r ; VWl>.mmtMn est égal à un poly-

nôme en œ\9 . . . , x\ multiplié par xK ; donc

(oer) ym m = A , ^ F A
 ! j •••> > - > - > • • • » - !

7 1'"" * \ 2 2 2 2 2 2

et (/i —i) formules analogues en supposant successivement les seuls
indices m29 ..., mn impairs.

Supposons maintenant les seuls indices mK et m2 impairs;
^mi,..,mn

 e s t égal à un polynôme en x\, . . . , xl
n multiplié par x{x2;

donc

ta c\ Y _ A (2) F / jUL-h/i i — m , \ — m.y

2 2

mn 3 3 i
2 ' 2* 2 ' 2 '

et ainsi de suite.
Le groupe des formules (6o a) , (606), (60e), etc. généralise complè-

tement les résultats classiques pour les polynômes de Legendre.

VI. — Expression des polynômes V,Wl, ,m„ par des intégrales définies.

Heine ( ' ) a démontré la formule suivante

Jo
 WnJ0

 l a)n"1 {ùn~l'"JQ ' Wl "+1 w'+"1 <:Wl

^^—— / siri71""1^ F ( v ^ i - h . . .-h À +̂i cosw)^/co,
r f — 1 °

où dans la première intégrale

COSCÜ2,

1

sinw2.

sinco

( !) E. HEINE, Ueber einige bevtimmte Integrale (Journal fur die reine und angcwandte
Mathematili, t. LXI, i863, p. 356-366).
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D'un autre côté, on sait que

X (a 4-«(3 cos

donc

X
27T „7Z „Tt

dù)n I sinco,^! dodf^i... / -—
J t , ' L ^ '

n+l

'

Si dans cette formule nous posons

a-=\/X~n, ll = œl — a u . . . , l n = œ n

nous voyons apparaître dans le second membre

La fonction sous le signe d'intégration s'écrit ici :

En identifiant les coefficients de <2'jWt,..., a"/H dans les deux membres
de la relation (62), nous obtenons

(63)

n+ 1

71 2

X — » s i n ^ ^ . , , , . 7 - liî / v -V»



Didon ( f) a obtenu, par une tout autre voie, pour le polynôme
d'Hermite Vm>n(a?,y), une expression qui se ramène facilement à
celle-là par un changement de variables.

VII.
THÉORÈME. — Soit

* ( * ! *»+l)

une f onction possédant les propriétés suivantes :

i° Elle est harmonique à Vintérieur de S ;
2° Sur S elle se réduit à une f onction

On a

(64)

, . . . , an, 0,0).

r - + .

En effet, considérons la fonction

(53) F = [/l2-2r(a1^r1 + .

et la fonction

Appliquons aux fonctions G et $ la formule de Green (8) pour le
domaine intérieur à S, où elles sont toutes deux harmoniques :

.((•£-«£)*•=-
où du> désigne, comme à la page 8, l'élément d'aire de l'hypersphère.

(*) D„ p. 20.

K. DE F. 6



La fonction F possède à l'intérieur de S le pôle A

zx — au . . . , zn=zam zn±i = o, zn+i — o.

En isolant cette singularité par une hypersphère dont on fait tendre
le rayon vers zéro, on peut appliquer la formule de Green aux fonc-
tions F et $ ; on obtient

(66) [(¥^ - *3"r) d<» = n * ( a ' ' • • • ' a*> °' o) ƒ rfw.

Or, sur S,
F = G.

En ajoutant les deux égalités (65) et (66), nous obtenons

(67) ƒ $ ̂  - ^ j «fa = » * ( a i , . .., a», o, o) ƒ efo>.

Mais sur S

d'après (5i),

dr) r==1

= 2«y*... a^

d'après (53),

^F __ /^F\
dn \dr J f^i

= — 2a7*... aj»(f*
Donc

( 6 8 ) / ^ ( - —

^ ( x n )

car pour obtenir l'hypersphère S tout entière, il faut faire varier op
de o à 271 et donner aux oc toutes les valeurs compatibles avec la
relation

X„>o;
quant à l'expression de du, elle a été calculée page 9.
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La fonction sous le signe intégral ne dépendant pas de cp, on pourra
intégrer par rapport à cette variable; le second membre de (68)
contiendra 211 en facteur.

D'un autre côté,

( 69 ) I du* = 1 dcp I dxx . . . dxn =. 2 7T

En portant les valeurs (68) et (69) dans l'expression (67) et en
supprimant de part et d'autre le facteur 211, nous obtenons

» W (xu . . . , * » ) Vm|f. , „ > , , . . . , xn) dxx . . . dxn

. . , an, o, 0) .

Cas particulier. — Supposons que la fonction $ ( s n ••-jSjH-2)» a u x

propriétés de l'énoncé joigne celle d'être développable en série de
Taylor dans le domaine intérieur à S, de sorte que

a\ - h . . .-h a%< 1, ^ («1 , • •., «/t, o, o) — 2KOTl>

Nous déduisons de la relation précédente

r w —

VIII. — Application.

Prenons en particulier pour fonction $ ( ^ , - > S B + 2 ) Ie polynôme
harmonique défini par la formule (5i)

il satisfait a toutes les conditions du théorème précédent; de plus,
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son expression (5o) montre que

où les K sont des constantes faciles à calculer.
La formule (70) nous permet d'énoncer les conclusions suivantes :

( 7 1 ) ƒ Vqu.-.qniXn . - . . *n) ^ mu...,?nn{OCu . . . , Xn) dx% . . . dxn= O.

20 Les entiers a,, ..., a„ étant assujettis à la condition

(72)

t , . . . , a„

Nous tirerons plus loin les conclusions des formules (71) et (72),

IX.

Nous poserons dans ce qui suit :

(73) [[-— 2alx1 — . . . — iapxp-+-a\-\-.. .4- a*] 2

p et s désignant deux entiers positifs.
Nous n'introduisons d'ailleurs ainsi aucune fonction nouvelle,

puisqu'on voit immédiatement que

C'est simplement une notation, qui sera commode dans l'étude des
polynômes tesséraux.

Toutes les propriétés des polynômes V^ . >m) se déduisent de celles
qui ont été données pour les polynômes Vm .fW|>, en faisant dans ces
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derniers
n—p 4-s — i, mp+l=z. . = m^+^zzo.

Nous allons les résumer dans le Tableau suivant :

TABLEAU I.

p+s- 1

( A ) [ ( s i - a y + + ( z — a Y + z l + + z l ] ~

(B)

OÙ

r » = **

"m, «p^ 1 ^H-p+ji » „,,

(D)

22^ / p -\- S — 3 A I

d.y)(-—5—+ f*.y; J

( , , m , ) • • . ( ! ,

, , , ,
2 2 2

, v " l |

"1) Ji

( y = i , 2 , . . . , / > ) .

(G) (

dV [ dV dV 1 )
(? ŷ

 ; L te, p dxp J 1
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Soit $ (z , , . . . , ẑ +j.,.,) une fonction harmonique se réduisant sur S
a l j j / /y» iy \

(H)

o, . . . ,

Si, de plus, $ ( a l f . . . , apf o,.. . , o) =2KWl m p < s . - , ^

>

L'intégrale

(j) r xT'Vy.i ...^VSJÎ,...,,».^...«fe»

n'est différente de zéro que si Ton a à la fois

-\- iap, ax -h. . .4- ap= o.

Remarque L — Dans les formules (J), (I), (H) nous avons posé

\pZIZ I X y . . . X p.

La formule (H) se déduit de la formule (64), en remarquant que
la fonction sous le signe intégral ne dépendant pas des variables
Kp+s-\9 •••> ^Vt-o o n peut intégrer par rapport à celles-ci; on trouve
facilement

s — 1

Remarque IL — Appliquons la formule (H) au cas de
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Pour

zp—ap

o n a

* ( a f , . . . , « / , , o, . . M o ) = ( « * • + - . . . + a * ) 1 V£>

d o n c :

x

C'est, à un changement insignifiant près, la formule donnée dans une
Note à l'Académie des Sciences ( ' ) .

Remarque III. — Signalons encore cette relation, évidente sur la
fonction génératrice, qui donne l'expression du groupe homogène

Compte? rendus de VAcadémie des Sciences, t. CLVII, 2e semestre 1913, p. 91*2.
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CHAPITRE III.

LA FONCTION GÉNÉRATRICE ADJOINTE.

I.

L'étude précédente conduit naturellement à se poser la question
suivante :

Les polynômes hypersphèriques zonaux ( ' ) V 4̂ m (xi9 ...,xp)
donnent-ils, à eux seuls, le moyen de représenter une fonction
¥(xi, ..., xp) donnée arbitrairement sur V hyper sphère S?

Pour trouver un développement de la forme

(74) F(a? t , . . . , * p ) = 2 H m u . . . 9 m p \ $ t „,(*„ . . . , * , ) ,

la formule (J) du Tableau I suggère l'idée d'employer la méthode
de Fourier; elle est bien applicable ici, mais avec une modification
qui lui ôte sa portée.

Nous voyons, en effet, que

"

"p-u
,p S-i

<L
Le second membre, au lieu de contenir un seul des coefficients H,

comme dans al méthode ordinaire de Fourier, contient une combi-
naison linéaire des coefficients H _ pour lesquels qK -h . . . -\-qp= [/..

En formant toutes les équations analogues à (70) dans lesquelles

mx -h. . .-h mpz=z |

J ) Nous continuerons à poser, dans ce Chapitre, 71 = p -h
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nous obtenons un système de ^ équations linéaires entre les , ,

coefficients H^ )<7,,(<7i H- ...•+• gp~ p-).
Les H sont donc bien ainsi déterminés; mais il est inutile d'ajouter

que c'est là une méthode qui, non seulement, ne se prête aucunement
au calcul effectif, mais encore masque toutes les propriétés théoriques
du développement (74)-

La difficulté s'étant déjà offerte à Hermite pour ses polynômes à deux
variables Vm^(a?,y), il définit de nouveaux polynômes UTOi„(a?,y) par
la relation ( ')

[(ax -+- by — i)2-h (a2 •+- b2) (1 — ̂ 2 — y2)]""' = 2 ambn Um%n(x, / ) ,

généralisant ceux de Legendre

Puis il démontre la formule suivante

f f v,„,„iv,v

tant qu'on n'a pas à la fois

= o

m z=z p , n =z v.
Dans ce cas,

CC V V ri ri — ^ (l,7tt4-/l)

Ce résultat lui permet de calculer les coefficients du développement

par la formule

K (i.m-hn)
F\]m ndxdy = Am „

) m% J ^ "

Nous suivrons une marche différente de celle de l'illustre géomètre:

H., p. 324.

K. DE F .
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au lieu de former a priori des polynômes U t̂ w/ et de vérifier après
qu'ils possèdent la propriété désirée :

4,̂
tant qu'on n'a pas à la fois

p—

mp—qp,

nous allons chercher à déterminer une famille de polynômes par les
conditions suivantes :

Soit

l'un de ces polynômes :

i° La fonction

est un polynôme harmonique homogène et de degré [x.
2° Tant qu'on n'a pas à la fois

' Y 2 y ( 5 ) D jr f

(xp^o)

La première condition montre d'abord que le polynôme

devant se réduire sur S à

ne dépend de ^ + i , ..., zp+.s+t que par l'intermédiaire de

Ceci étant, la formule (H) du Tableau I est applicable à la fonction
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harmonique ^ l f . . . ,v ; elle s'écrit ici

(76) 2(2li+p + s-i)a'»*...a'»rfP X^VgJ,..., R ^ , . . . , ^ . . . dxp

= A*7l,...ï9p(a!, . . . , ap> o, . . . , o),

où A est une certaine constante.
La condition nécessaire et suffisante pour que les polynômes R^...^

possèdent la propriété (2) , c'est donc que

*?„ .,<rP(an . . . ,« / , , o, .. ., o) = af. .. ay.

Nous sommes donc conduits k résoudre le problème suivant :

Trouver un polynôme harmonique homogène de degré \L

ne dépendant de zp+l, . . . , zp+s+{ que par z2
p+i -+- . . . -h z2

p+s+i

pour zp+s = % %. == ̂ ^ ^ j = o5e réduit à

II.

THÉORÈME. — Le polynôme harmonique homogène de degré fjt, ne
dépendant de zp+l, . . . , 3^+4 ^we joar z*p+i -+-...-+- z^p+s+l et se réduisant

^^ = ...== ̂ +^4 = o à un polynôme homogène donné

a pour expression

(nn\ Q-

(77) " —

En effet, il est évident que le polynôme Q sera de la forme

-H (z'2p+l + . . . + 5«+J+1 V/(X_2y(st, . . . , zp) + . . . ,
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où/^a , . . . , /^„2 y sont des polynômes homogènes de degré [x — 2, ...,
a — y' à déterminer.

Or les règles élémentaires de dérivation donnent

L'équation

s'écrit alors

Pour qu'elle soit satisfaite, il faut et il suffit que

A2 ƒ{/.+ 2 (5+ 1) f^^—o,

A2,/{x-2y-4-2 -H 27 (S + 1 + 27 — ^fp-ij - O.

Les polynômes /jj,_2, •••>/(x-2y
 s o n t déterminés de proche en proche

par ces formules; leur expression générale est

f __ (-0

ce qui démontre le théorème.
Cette nouvelle expression d'un polynôme harmonique d'une forme

particulière est à rapprocher de celles qui sont données dans les pré-
cédents Chapitres; au sujet de sa parité, de son dernier terme, etc.,
nous pourrions reprendre tout ce qui a été dit au sujet de l'expres-
sion (5o).

Si dans la formule (77) nous passons des coordonnées rectangu-
laires z aux coordonnées sphériques, nous obtenons, par un calcul
que nous avons déjà fait plusieurs fois,

(78) a = ^
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Le coefficient de r̂  est un polynôme hypersphérique zonal d'une
forme que nous n'avions pas encore rencontrée.

Nous aurons plus loin l'occasion d'étudier en detail ces formules
et de les étendre au cas des fonctions hypersphériques d'ordre quel-
conque.

III.

La formule (77) nous permet de résoudre le problème posé au début
de ce Chapitre; en effet, nous l'avons ramené a la formation d'une
classe de polynômes $,„t m qui rentrent comme cas particuliers
dans l'expression £2 en y faisant

L'expression que nous cherchons est donc

(79) *»„...»„=B *"'• .«ÏV-+-...

Nous avions posé de plus

d'où ""' "'"V~

En particularisant la constante B, nous emploierons les notations
définitives

( 1 ,

^ 7 i

•••'•»(—•>
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Nous avons formé ainsi, a priori, une classe de polynômes

U^,...,*, (^n • ••>•*?/>) satisfaisant a toutes les conditions imposées, car :

i° L'expression
W.V) r\L EUS)
*-Jmt, ..., OTn ' r «J W l , . . , trijj

est un polynôme harmonique homogène de degré [JU
2° Si dans la formule (H) du Tableau (I) nous prenons

<b( " " \ — v){s)

d'où

elle nous donne le résultat suivant

(83) f" X7~ VJS> - U^ , . . . , . ^ . . . €tep = o

tant qu'on n'a pas a la fois

Dans ce cas,

(84) C X7V^...,WrU^. .tmrdxx...dxp

^ V (S, fJ.
( i , m , ) . . . ( ! ,

Les polynômes UÜI Wj satisfont donc à toutes les conditions
imposées; ils sont d'ailleurs les seuls, car la condition suffisante

%Vmi,...,mp — D Z t
l . . . *pP

est également nécessaire.
Il nous reste à montrer que les polynômes que nous venons de

former sont identiques à ceux que Hermite (1) a considérés dans

(i) H., p. 3*4 et 340.



le cas de deux variables pour s = i et s = 2, et dont M. Appel!
a donné une définition générale.

IV. — Fonction génératrice des polynômes U^, .. ,m//#i, . . ,#

Soient a,, ..., ap des constantes quelconques; l'expression

ml-+- ..-+-/«.,= (

est un polynôme homogène de degré [/. qui ne dépend de z/Hmn . . . ,
P a r l'intermédiaire de

de plus, d'après (81),

{ z u . . . , z p , o , . . . , 0 ) = -

La formule (77) est donc applicable à cette expression; d'où

(85) Û lfc=[^r(

(I'y)V"^"'y/ J
Ceci étant, supposons les constantes ai, ..., ap telles que

a\ 4 - . . . -\- a%
p < 1

et le point de coordonnées JS intérieur à S; considérons

(86) F =

(*) P. APPELL, X<?.y polynômes U/W,w d'Hermite et leurs analogues rattachés aux
fonctions *ph crique s dans l'hjperespace (Compta rendus de l'Académie des Sciences,
t. GLVI, 1e1 semestre 1913, p. i85-2).
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Comme dans û^le terme en A2J est nul poury'>• - o u / > ^~~ ' (selon

la parité de [JL), nous pouvons mettre F sous la forme :

(87) F =
1 = 0

[JL

La quantité entre crochets peut s'écrire

En utilisant la formule élémentaire

l'expression (87) prend la forme

-. . . -h a'D (z2
p+l -h . . . -h z2

p

Quant à la légitimité des diverses sommations, il suffit de remarquer
pour l'établir que toutes les séries employées convergent sous lescondi-
tions imposées'au début

\ -h . . .4-a* < i , z\

d'où
| #! ̂ ! -4-. . . + apzp | < 1,

o << 1 — axzx — . . . — apzp £ 1,



Nous parvenons donc à la formule fondamental^

d'où, sur Thypersphère S,

(89) Fs=[{aix1 + ...A-apxp — i )24-(a2 + . . . + . a£) (i — x\—

ce dernier développement convergeant pour

flî+.., + a ;< i , 1 > \ p = 1 — x\ —. . . — x\ > o.

C'est cette fonction qu'Hermite avait prise a priori pour définir ses
polynômes Um>„(#,j); il avait ensuite démontré que

/ / V /WîllUM
J ^(1 - je1- j-'^o)

tant qu'on n'a pas a la fois m = JJL, n = v ; dans ce cas,

l ^ ^ à 0 ) ' ^ w ' ; i ^ ^ - m + n + i ( ï , m ) ( i , A i ) ;

ce résultat concorde bien avec la formule (84) en y faisant

Hermite ( ') avait encore considéré les développements suivants :

_ A

( 1 — . r 2 — j 2 ) 2

avec nos notations,

(') H., p. 335.
K. DE F.
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La formule (84) donne

J i/(i_*»_y»>o)

— r r

(2,ce ^ ri — 3

J ~ ( + ) + 371n ) + 3 7 1 ^ 7 5 \ ( . , m) ( , , n )

(2, m 4- 71 )

résultat coniorme à celui qu'Hermite a trouvé directement.
C'est M. Appell qui a considéré pour la première fois la fonction

génératrice F dans toute sa généralité; voici comment il l'introduit :
La fonction

s

satisfait à l'équation

D'après la formule (6'), si l'on pose

£ t ZZ= # ! Zi - + - . . . -f" dp Zp I .

la fonction F vérifie l'équation

A2I7 ( ? F <?F .
àz\ àz2

p+s+i

De plus cette fonction

admet la seule singularité

aizl-h . . .-\- apzp — i = o. zp+i = . . . = 2p + 5 + 1 == o,

qui est extérieure a l'hypersphère S, si l'on suppose a\ -h. . . 4- a2
p < 1.
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F est donc une fonction harmonique à l'intérieur de S. Soit Fs sa
valeur sur S. M. Appell définit les polynômes U ^ ttn (œi9 ...,xp)
comme le coefficient de at"i...an^> dans le développement de Fs.
Sa marche est inverse de celle que nous avons suivie.

V . — É t u d e d e s p o l y n ô m e s Mml,...,mr{"H\i •••,ocp).

Nous savons déjà qu'ils ont pour expression

( 8 a ) n<« (*.f*L
"•-'"'• {i,mt)...(i,mp)

X

II y a

de ces polynômes qui sont de degré p. et qui sont linéairement indé-
pendants.

En nous rappelant l'expression donnée page 35,

(55)

( mP •

\ 2 > J p

nous voyons que les polynômes U se rattachent encore aux fonctions
hypergéométriques de plusieurs variables

(00} U(v) —
\yyj ) Vjn ..mn — ( I , W ! ) . . . ( l , /Wp)

m, mp 1 — mt p, . . . , , , . . . , , , _-, . . .
2 22 2 2 3?J

formule qui est à rapprocher de la formule (E) du Tableau I,



Enfin, de (85), nous tirons cette expression élégante du groupe
homogène

(90 2

X',

(> , / ) :

Dans le cas de 5 = i, Didon ( ') a donné une relation analogue, mais
sous une forme moins condensée.

Cette relation subsiste quelles que soient les valeurs des constantes
an ..., ap réelles ou imaginaires; en particulier si elles sont telles
que

a\ -H. . .-h a* = o
comme

(91') 2
ntf-i-..., ntp — |X

Nous allons tirer de la formule (82) une expression très remar-
quable de \]';„\ „ r ( x t , . . . , x p ) .

Comme une des formules (55) peut s'écrire

P P>

nous voyons d'abord que

( - 0 ' Xj, (-m,,2,/t) ,.
2 V ( '>).

Y

, , p . a58.
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Ceci étant, nous allons généraliser une formule bien connue

(XCU \ I <, J )

où 9(A)(#2) désigne la dérivée d'ordre k par rapport à x2.
Considérons une fonction $(x\9..., x*p); nous désignerons par

»*.

la dérivée de $ prise qs fois par rapport a x\, ..., ^ fois par rapport

Par définition

est le coefficient de

(i,

dans le développement de

Or,

„ hy. . . iriv
Z=Z2d(ii qt)...(i,

D'où nous tirons

X rf>Tfl\ 2 / i
^ 1

l'extension à une fonction de p variables $(#"*, . . . , a?*)
résultat classique pour une f onction d'une variable cp(a;2).

Si nous prenons, en particulier,
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d'où

\

la formule (93) devient

,. (—mp,2jp)

Le simple rapprochement de cette dernière expression et de (92)
nous conduit à ce beau résultat

( 9 4 ) U ^ , . . tmr(xu . . . , # , )

p J'

II était déjà connu dans divers cas particuliers; quand p = 1, c'est
une application de la formule énoncée par Jacobi (4) pour les poly-
nômes hypergéométriques; Hermite ( 2 ) Ta étendu aux polynômes
à deux variables (p = 2) pour s = 1 et s = 2; Didon (3) a considéré
le cas dejo variables, mais seulement pour s — 1.

D'ailleurs, tandis que Hermite et Didon sont parvenus à des cas
particuliers de (^4) en employant leurs fonctions génératrices, nous
nous sommes appuyés uniquement sur l'expression générale (82)
de U^| >w formée a priori. Nous donnerons plus loin une autre
démonstration de ce même résultat basée sur une méthode générale.

(*) G.-G.-J. JACOBI, Untersuchu/tgen uber die Differentialgleichung der hjpergeome-
trischen Reilie (Journal fur die reine und angewandte Mathematik, t. LVI, i85(),
p. 149-175).

(2) H., p. 328 et p. 342.
(3) Di, passim.
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De (94) se déduisent quelques-unes des propriétés les plus impor-
tantes de U£,...,„,.

THÉORÈME. — Soit P( ic ( , ...,Xp) un polynôme arbitraire de degré
inférieur à p.

f X7"PÜ<;i,...,„., rfa;,...daîp= o.

Considérons d'abord l'intégrale

7~= f X 7 ~ F U<«,.. ,m_ « t e , . . . ete,
( x p = 0 )

1 f
( x p = 0 )

où F désigne une fonction quelconque. D'après une formule démontrée
par Hermite ( ' ) ,

(95) I = i iS^]
{i,mt)...(i,mp)

X / Xp 2 r-zrdx* . . . dxp.
p _ u

Donc, si F désigne un polynôme P de degré inférieur à (x,

Si nous prenons, en particulier,

pour

pour y, + . . . 4- 5^= [JL (comme d'après la page 45 le terme du plus
haut degré de V^} est un terme en x\*... a^1), si Ton n'a pas à la

C1) H. , p. 329.
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f
I = o;

dans le cas contraire,
fp+s

^ n — i \ p * ctXi . . . aXp

Or,

)

Nous retrouvons ainsi, par une autre voie, la formule (84) qui a
servi de point de départ.

VI. — Système d'équations aux dérivées partielles
des polynômes U^,...^.

Nous avons vu que V^ ,„ vérifie les p équations

à idV \ dV àV .

= 0

nous tirerons de (94) des équations analogues pour U^
Soit d'abord
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X désignant un nombre quelconque; nous voyons sans peine que

dR dl\ , ,

En outre,

Dérivons cette dernière égalité m{ fois par rapport à ce,, . . . ,
wy 4- i) fois par rapport à xr ..., mp fois par rapport à xp

donc
Ô2R à T àR dR

h il*— 2

dR dR
1 doci " ' p àxp

OU

Si dans R nous posons maintenant

R devient à un facteur constant près la fonction

a—i

X 2 U(6)
 m

Celle-ci vérifie donc le système d'équations

(96)

K. DE F.



En développant les calculs, les équations (F) et (96) peuvent
s'écrire

et

Or, l'équation adjointe, au sens de Lagrange, de l'équation (97) est
donnée par la formule ({)

V

J

Mais

A=p

Cf. G DARBOUX, Leçons sur la theorie generale des surfaces, t II, p . 73.



d'où

Xl ÔXk

-{-[mj(ix-\- p -hs — i) — prrij— (/>-H-i)-t-(fX4-/> + s)]V.

L'équation (98) n'est donc pas autre chose que

d'où:
A(R) = o,

THÉORÈME. — La fonction

R — Y 2 f|(s)

vérifie un système de p équations aux dérivées partielles, qui sont les
équations adjointes de celles des polynômes VJ£' m .Ce système est donné
par la formule (96)

(96)

d dB. dï\

( y = i , 2 , . . , ƒ ? ) .

L'équation obtenue en faisant la somme de ces/) équations s'écrit :

(96')

^dux,)dx, J\ * dxi *'' p dxD I
= 0.

De cette dernière relation, on déduit pour U^. tfn , par un calcul
analogue à celui de la page 16 :

(99)

7

dxj {dxj y L àxv . p dxp
 v \)
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équation identique à l'équation (G) du Tableau I, obtenue pour V^_Wp

en additionnant les/? équations (F).
Les équations (96) et (G) étant adjointes (cela résulte immédia-

tement du théorème), en désignant par JU(R) et \ib( V) leurs premiers
membres, nous avons :

(100) VJU(R) — IV
i=p r / k=r \
'V I v / V àR \
2ddTJ\ \~dx~J~~~Xj2àXk'dTk j

VII. — Valeur maximum de Ui#, ..m?) dans le domaine Xp^o.

La formule (82) montre que, dans le domaine X ^ o , U^i} mp atteint
sa plus grande valeur sur la frontière X^= o; comme dans ce cas

et que cette expression est elle-même maximum pour

1~~ TT' ' ' "' p-1

nous voyons que

(iOl) | U^,.. ,mp(&iy • • -, Xp) | < ' £ î T • • • z —r (pOUr X^^o) .

Dans le cas particulier qu'il a envisagé (p = 2, s = 1), Hermite (•)
a déjà donné cette formule.

( J) H., p. 332 (Remarque).
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CHAPITRE IV.

DÉVELOPPEMENT D ' Ü N E FONCTION ARBITRAIRE EN SÉRIE DE POLYNOMES

HYPERSPHERIQUES ZONAUX.

I.

Pour mettre une fonction donnée F(#,, ...,xp) sous la forme

(102) F ( # n ...,xp) = l,kmu , ^ V ^ , >mp(xu .. ., xp),

nous pouvons maintenant nous servir de la méthode de Fourier;
multiplions les deux membres par

et intégrons dans le domaine X^^ o. En tenant compte des formules (83)
et (84), nous obtenons immédiatement

(io3) f Xp1 V{£\,...,m,Ydxi...dxp

p-\-s — 1 ( 5 , fx)
Am,,...,nipt

relation qui détermine le coefficient AWi m à condition que l'inté-
grale du premier membre ait un sens.

Reste à savoir dans quels cas la série (102), où Ton remplace
les Ami m par leurs valeurs (io3), converge effectivement et repré-
sente la fonction ¥(xi9 ...9œp) dans le domaine X ^ o .

Nous ne ferons, pour le moment, qu'effleurer la question, en indi-
quant un cas où Ton peut affirmer la convergence de la série (102).

Supposons la fonction F, telle que la formule (g5) soit appli-



cable,
— 7° —

dx»^...dïfvdXx---dX"

Si la fonction F est telle qu'on ait dans tout le domaine X ^

nous en tirons :
^

r . dxp

V(x,èo

' a
La formule (io4) nous donne

(io5)

OU

p -+-S-+- I

,<\' p -\- S —L>p)

Donc si

nous voyons que

2A„

H/? H
yO -f- S I

"Tpî
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ör, la série du second membre est évidemment convergente,
puisqu'elle est identique à la série (A) pour

y p ^ y P
ap = ±

Donnons un exemple de développement obtenu au moyen de la
formule ( io4) . Stieltjes ( f ) a indiqué le développement suivant :

I — CO ( I — ( k ) ) ( 2 — W ) *

et il a démontré sa convergence :

Soient Xo ..., "kp des constantes assujetties à la condition

considérons la fonction

ici

Tout est ramené au calcul de

Nous trouvons ainsi sans peine

x (w,
Y ([JL -h p -\- S — Gt) ) ' p '

quand on fait dans cette expression p = i, s = i, on retrouve bien la

T.-J. STIELTJES, Correspondance d'Hermite et de Stieltjes, t. II, p. 4$-



formule de Stieltjes :

II.

Cherchons maintenant à mettre une fonction F(a?,, . . . ,#>) sous la
forme

( 1 0 6 ) F ( . r 1 , . . . , a ! p ) = l B m i t , m p V m \ , . . , i » p ( a ? i , • • - , ^ / > ) .

La méthode de Fourier nous donne ici

(107) f

relation qui détermine les coefficients Bmi m .
Mais ici nous pouvons obtenir de précieux renseignements sur la

convergence du développement (106), en rapprochant la formule (107)
de la formule (I) du Tableau I.

Soit, en effet, $ ( s n ..., Zp+shi) ' a fonction harmonique dans le
domaine intérieur S, qui sur S se réduit à F(a?,, ...9xp); autrement
dit, c'est la solution du problème de Dirichlet avec la condition aux
frontières

Supposons cette fonction telle qu'on ait le développement

. , * p , o,

convergent pour



Nous savons que

(I) Ç X^FV«î,...,mp<te1...<tep

l r

• 7 l "

.-+-P +
\

I p / P -+- $ + *
\ 2

Par simple quotient des formules (107) et (I), noes obtenons
l'importante relation

Si donc, par un procédé quelconque, on a pu former la fonction $
correspondant à F, les coefficients B se trouvent par là même déter-
minés.

De plus, d'après la formule (101), pour X ^ o ,

in, mo

d'où

|BW|,..>iWpUa)
t>...tW,p|<mi' "^nlpi Km|>...,IWp<Kwt|t ,.fl>tp.

La série des K est donc majorante pour le développement (106).
La relation (108) peut s'obtenir par une autre voie; en effet, a la

fonction donnée sur l'hypersphere S,

(106) F(#,, xp) = 2Bffll „ÜÏ1 Wp,

correspond la fonction, harmonique à l'intérieur de S,

Comme

K. DE F. 10



nous voyons que

• ( * , . . . , ' , , o , . . . , o ) = 2B» ^ _ £ ï i ^ ,-....,-,

Or, nous avions posé

* ( * ! , . . . , 5 P , o, . . . p

Le simple rapprochement de ces deux développements redonne
bien la formule (108).

Exemple. — Soit h(u) la fonction de Bessel de première espèce;
posons

de sorte que

de plus,

Cherchons une fonction harmonique de la forme

Comme

— i—*•= [£+. . .+ s£~U + *-
?i • • • ®p L?i 9P J \

on aura
> = o

si
^ ï ^2 ?P _ ^2 £2— „2 , , ^ 2

Donc la fonction
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est harmonique; de plus,

d'où

(5,

En particulier (•) sur S

(.09) «-.'.-•-V,G£_1[AJ( V^Ç] = 2 ^ . ^ f " ÜS1

OÙ

ou sous une autre forme

(109') e«^+"+«vrvli_
2

.y—l

_(tLP\JTp\
 2 ! y ay . .. aft»

Le développement (109) ƒâ V apparaître des liaisons entre les fonc-
tions de Bessel et les polynômes hypersphériques U^ m . Nous nous
contenterons (2) d'en déduire une expression élégante du groupe
homogène sous forme d'intégrale définie. En effet, la formule bien
connue

2

1— f ^ c ° s w s i

permet de mettre le développement (109) sous la forme

f
l f - f F

(*) C/. ma Note du 22 décembre 1913 (Comptes rendus, t. CLVII, p. t3g2).
(2) Cf. E.-W. HOBSON, Ott BesseA's Functions and Relations Connecting them with

Hyperspherical and Spherical Harmonies (Proceedings of the Landau Mathematical
Society, t. XXV, i893, p. 49).
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ce qui donne, par simple identification, l'expression suivante du.
groupe homogènegroupe homogène

("o)

, 2

X
•A»

On peut la rapprocher de la formule (91), qui donne l'expression
générale de ce groupe homogène.

III.

La méthode de développement donnée au paragraphe précédent
conduit à certaines propriétés nouvelles des polynômes U^,...>W/,;
elle permet aussi de retrouver très simplement la formule fonda-
mentale (94)-

La racine de l'équation
U zrz X -h a çp ( U ) ,

qui se réduit à x pour a = o, a été mise par Lagrange ( ' ) sous une
forme remarquable; plus généralement, il a donné la formule

Laplace (2) s'est proposé, étant données les deux équations

u z=zx -h a <p(M, P ) ,

(*) LAGRANGE, Sur une nouvelle méthode pour résoudre les équations littérales au
moyen des séries (OEuvres, t. llf, p. 5).

( 2 ) L.APL4CE, Mécanique céleste, t. I, Liv. II, p. 198.
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de trouver un développement analogue

f(u,v)=f(œJy) + a9(a;,y)& + bty(xiy)&+....

Mais son résultat, peu symétrique, se prête difficilement aux applica-
tions. C'est la forme élégante donnée par Hermite à la série de
Lagrange

F(u) du ^1 am dm

i — a y'(u) dx

qui a condui t M. Darboux ( f ) à la généra l i se r ainsi

„ . X$\U* v) '*T1 Qm On fltn+n
r ( W, V) zzz 7 \ h (Dm ÛJn I .

1) ( J7, j ) ^d ( i, m ) ( i, n ) d^m cty"

Diverses démonstrations ont été données de ce résultat; Stieltjes(2)
en a proposé une qui prête k certaines critiques; Poincaré (3) l'a établi
rigoureusement en utilisant les résidus des intégrales doubles. Cette
formule s'étend d'ailleurs aux cas de p variables; on peut y parvenir
sans employer, comme Poincaré, les propriétés des fonctions de
plusieurs variables complexes.

Considérons les/? équations simultanées

( m ) uJ = xJ-^raJ^j(uu . . . , up) (y = i, 2, . . ., p).

Supposons que, pour aK = . . . = ap = o,

Les équations ( n i ) admettent alors/) racines

Mi, . . . , Up

qui se réduisent à

x u . . . , x p pour ^ ^ . . . =

(*) Cf. HKRMÏTE, Cours d'Analyse, 4e édition, p. 182; G. DAKBOUX, Sur la série
de Laplace (Comptes rendus, t. LXVII1, p 324).

(2) T.-.I. STIELTJES, Sur une généralisation de la serie de Lagrange (Ann. de l'École
Normale saper., 3e série, t. II, i885, p. g3). —

(3) H. POINCARÉ, Sur les résidus des intégrales doubles (Acta mathematica, t. IX).
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Soit F(w4,..., up) une fonction donnée de ces racines; Informulé
de Lagrange généralisée s'écrit

Dans le cas particulier où ç< = . . . = <fp= <p(wM ..., up),

— I — Cl* -r . • • —

du(wi, . . . , up) dux
 pdu p

Soit donc \ une racine de l'équation

on a

i, . . . , xp)
p) __

Dans ce cas particulier, la formule de Lagrange généralisée se réduit
à la formule découverte par Hermite (* ) :

Si nous supposons en outre que

( t ) H., p, 328.



Appliquons ces résultats au cas particulier suivant

d'où

et prenons en outre

D'après la relation (n3 ' ) ,

Mais ici

^
— = v/(«i^i + • • • + apxp— i )2 -H («5 H- . . . -Y- al) ( i — x\ —.

— ^ p - = [ x — a l x i — ...— apxp

Soit donc :

nous voyons que

W= 2~\ H^̂ - s/HJ^Çx;]"^ [HJ -h

où
Hp= i — #,#! —.. .— apxpi

kp — a\-\-.. -h a ' , X^zz: i — ̂ j - . . . — J?*.



Or, si nous posons

W peut être considérée comme la valeur que prend sur l'hypersphère S
la fonction

On voit sans aucune peine que $ satisfait à l'équation

la substitution par laquelle on passe des Ç au JS étant orthogonale,
$ vérifie donc l'équation

A 2 ^> = - — r 4 - . . . 4 - ^ - j = O.

De plus, si A ^ ^ i , * reste finie a l'intérieur de S; pour déve-
lopper VF en série de polynômes U^ mt, la méthode de la page j'i est
donc applicable.

Or

(i,

Donc, d'après la formule (108),

S -+- I

« ' « • . . . ««,< US',, ,mf.( ç a )

En rapprochant de la formule (114) ce développement de W,
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nous retrouvons la relation (94)
1 - . «

_ UP) (-•)" *Z

Nous voyons, en outre, que la fonction génératrice de ces polynômes
peut s'écrire

[ ( a , a?t - h . . . 4 - apxp — i)*+(a\ -+-. . .-+- a » ) (1 — x\ — . . . —«?J)1 2

CHAPITRE V.

EXPRESSION GENERALE DES FONCTIONS HYPERSPHERIQUES.

I.

Nous reprendrons dans ce Chapitre les notations du début; les
coordonnées cartésiennes d'un point P sont

ses coordonnées sphériques

/•, 9 , x u . . . , x t l

ses coordonnées polaires

/*,
T, o ^ l r c , . . ., o<0n<n).

Examinons comment les résultats des Chapitres II et III réalisent le
but proposé : l'étude des polynômes harmoniques homogènes ou, ce
qui revient au même, des fonctions hyperspheriques de degré [x et
d'ordre k.

K. DE F. 11
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Pour les fonctions hypersphériques zonales (k = o), notre but est
atteint et semble même dépassé au premier abord.

En effet, nous avons vu au Chapitre I f p. 22, formule (34')] qu e Ie

nombre des polynômes zonaux, d'un degré [i. donné, linéairement
indépendants, est

()
(h

Or, nous avons effectivement formé un système de polynômes
zonaux (au Chapitre II) définis par la relation (54) :

Nous savons (p. 34) que le nombre de ces polynômes qui sont de
degré fi. : m{ H-.. .-4- mn = [x, est également

( 1 , F-)

Us f or ment donc un système complet de polynômes zonaux; c est-à-dire
qu un polynôme zonal quelconque de degré [x s'exprime par une combi-
naison linéaire de ces polynômes

(n5)

Cette formule devient évidente si Ton se reporte à l'expression géné-
rale (37) de Z(^(x), qui s'écrit, pour k = o,

où ^ désigne un polynôme quelconque homogène de degré

t-mn=\L

/«14-...mTl=|X
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donc

(116) Z{?> =
m,-+-...-f-m„=fA I

77 «
0,./) ~ - -1

D'après la formule (D) du Tableau I (p. 45), l'expression entre
crochets est tout simplement

i ( i , m , ) . . . ( i , mn)

ce qui démontre la formule (i r5).
Les polynômes V ^ . . ^ forment bien un système complet de poly-

nômes zonaux.
Mais au Chapitre III nous avons été conduits à considérer une autre

catégorie de polynômes U^ >m> qui, pour s = i, peuvent être définis
par le développement

i
(89)

Ce sont encore des polynômes zonaux, comme le montre immédia-
tement l'étude de la page 54, où nous avons reconnu que l'expression

(81) Ü»,' m„=/+U<J> „„

X

est un polynôme harmonique homogène; de plus, comme il ne dépend
de sn+1 et znJh2 que par 5^+| +- z2

n+2, il est d'ordre A = o.
Or il y a aussi
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polynômes U ^ WM de degré [x; ils forment donc également un sys-
tème complet de polynômes zonaux.

Mais il ne saurait y avoir, sans contradiction, deux systèmes com-
plets distincts; celui des U doit pouvoir se ramener a celui des Vet
inversement. C'est en effet ce qui a lieu, car :

THÉORÈME. — Un polynôme V,^ ntn se réduit à une combinaison
linéaire à coefficients constants des polynômes U^ . ,>mn de même degré.

Proposons-nous de développer la fonction V^ mn en série de poly-
nômes U

Nous appliquerons la méthode du paragraphe II du Chapitre IV.
Vml...,mn

 e s t la valeur que prend sur l'hypersphère S la fonction
harmonique à l'intérieur de S,

W (l) —
mit...,mn — ) . . . ( ! , mn)

• ] •
Donc, pour zn^ =sn+2 = o,

où Kmi+S!Xi>..MlW(rHWj> désigne une constante, la sommation étant étendue
aux valeurs des entiers a,, . . . , a„ telles que

ai -f-...-+- a r t = : o avec /??!-+- 2 a ^ o , . . . , m„ + 2 a ^ o .

La relation (^108) donne ici

si

ce qui démontre la proposition.
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RÉCIPROQUE. — Un polynôme U ^ . . . ^ est une combinaison linéaire à
coefficients constants des polynômes V^,. . .^ de même degré :

U (l) V \ VCD

//#!,.. ,mn— ^ ^•ml+20Ll, ..,mn-\-mn
 v m1+2a,,. . .,r"»+2an

où les Oit, . . . , an sott/ flfes entiers tels que

D'après la méthode générale,

Am i + 2a, , . . . , /wn-h2an
 = ï^

As

OÙ

rn

I 1 IT(1) fTlD rl^
II — / u / / i 4 . . . . , / »„ IJ'« l-4-2a1,...,mn-+-2an ' « ^

Or, d'après la page 64,

1 (>.

et

Mais

( i , m 1 + 2 « 1 ) . , . ( i , m B + a a B ) d ^ ^ + ^ s .. ^ r

2 « 1 ) . . . ( i , 2 m f l + 2 a,,) ( i , fj.)

. . . ( i , / n f l - t - - 2 « « ) ( i , A ? I , -

qui est une constante ; donc, dans le quotient y y tout signe d'intégration
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disparaît :

I i i i ( i , fO ( i , imx - h 2 a , ) . . . ( i , irnn-\- i<xn

1 2 2 ^ ( i , mx). . . ( i , m n ) ^ i t \ ( i , / n i + a 1 ) . . . ( j , / n « - l - a f t )

d'où(4)

_ y i ( i . 2 m . H - 2 a i ) ( t , 2 mn+ 2ot„)

^ (,, m, + a, ) ' " ' (i, !»„+«») V""

Les polynômes U )̂ Wp et V t̂\ >/Wn ne forment donc en réalité qu'un
seul système de polynômes zonaux; on peut prendre l'un ou l'autre, à
volonté, pour former le système complet des polynômes zonaux.

IL

Reste maintenant à considérer les fonctions hypersphériques tessé-
rales (A=^o); c'est ici que les polynômes plus généraux V^,...,^ et
Uwlt...,m„ yont avoir à jouer un rôle.

Nous allons utiliser la formule de Hobson généralisée (Chap. II,
§ III), en prenant

où

C désignant une constante;

û=/.r^ j^)i

C1) Cf. pour deux variables Dt, p. 253.



où l'on passe de la première expression à la deuxième au moyen de la
formule (49)-

Rapprochons ce résultat de la formule (B) du Tableau I. Si nous
prenons

h, ' ' " ' dzn+t ) r«

Cette fonction satisfait à Féquation de Laplace, d'après la remarque
faite à la fin du paragraphe II du Chapitre II.

Faisons dans la formule (C) du Tableau I

nous voyons que

donc

Nous poserons

THÉORÈME. — V expression

Ktl,hne-hl^ (h, + . . .4- A n = A = fx - *)

<?̂/ une /onction hypersphèrique d'ordre k et de degré a. C'^^ /a valeur
que prennent sur S :

i° La f onction harmonique à l'extérieur de S,
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2Ö Le polynôme homogène, harmonique à Vintérieur de S,

D'après la formule (D) du Tableau I,

- + *, *
< • • » >

X

Nous pouvons remarquer d'ailleurs que la formule (119) n'est
qu'un cas particulier de la formule (36), trouvée a priori; elle s'en
déduit en prenant pour le polynôme ^a(#M . . . , x„) arbitraire homo-
gène de degré fx — k :

Ce rapprochement nous montre que VJ^f^ est un cas particulier
des polynômes considérés au Chapitre I (p. 2<4) sous le nom de
polynômes tessèraux de degré \k et d'ordre k.

Or, nous avons démontré que le nombre de ces polynômes Zjf}

linéairement indépendants est

(38) ( ' ^ * )
(1, p. — k)

Mais, £ et IL étant donnés, le nombre des polynômes Vj^!^ est égal
à celui des combinaisons de n lettres A à A, donc à M(A).

En donnant aux indices A,, . . . , A„ toutes les valeurs compatibles
avec la relation

nous obtenons ainsi tous les polynômes tessèraux de degré [x et
d'ordre k, d'où :

THÉORÈME. — Les f onctions



sont au nombre de
N =

Elles forment un système complet de fonctions hypersphériques de
degré [/..

Remarque. —- Au lieu de prendre pour fonctions fondamentales

P E : * ! . , ^ * ' * et

il revient au même de partir de

et

La formule (36) rend alors évident qu'un polynôme arbitraire 11 ,̂
harmonique et homogène de degré (x, peut se mettre sous la forme

(130) 11^= f * 2 HAl,...fA-P£'* ,A|,cosÂ:(<p - 9^.. . ,AJ,

H*!,.. ,AB 6tçAif...fAn désignant des constantes, la sommation étant étendue
aux valeurs de hn . . . , hn tels que

/ i j-K. .-t-/*„:=[x — A: (A=o, i, . . . , n).

Sans nous arrêtera étudier en détail ces fonctions, faisons encore
la remarque suivante, qui nous servira de vérification.

D'après la formule (G) du Tableau I, VJ£*^B satisfait à l'équation

( i 2 i ) (h-\- n)(h-\-ik)V

; v o rdv ( âv âv / v \ i
-h > -T Xj[XK h . . . -h Xn -r h 2Â-V — O.

~d dxj \^dxj J \ dxt dxn )J

Si nous y faisons A = (j.— k, nous reconnaissons bien l'équation (23)
que doit vérifier tout polynôme tesséral Z|f (p. 16).

Enfin la propriété essentielle des fonctions sphériques ordinaires
se trouve conservée pour les fonctions hypersphériques, mais avec
une modification qui la complique un peu.

K. DE F. ia



THÉORÈME. — £es fonctions hypersphériques d'ordre quelconque k
peuvent se déduire de la f onction hypersphérique zonale

par la formule

(l22) P l M ) , — ' ^ " àk p({X,0)

(ftj — ni\ — /ï i , / c«—/?!«—/i r t , AC4 H- . . . + Afl — AI — jut — n).

Ce théorème découle immédiatement de la comparaison des deux
formules

(n \

m'* 'm>l ( ^ m l ) • ' • (ï> W » ) I ! ^

Comme dans cette dernière formule, il faut prendre

A 1 - h . . . + A / l — p . — A-,

nous voyons que

( i , h t ) . . . ( i ,

OÙ

mn— kn=hn.



De plus

àk

Si enfin, nous tenons compte de la relation évidente

2

il vient la formule annoncée
k_

qui permet de déduire très simplement une fonction hypersphérique
de degré p. et d'ordre quelconque k d'une fonction hypersphérique
zonale de même degré [JL.

Mak ce qui cocaçlique \ui peu ce ¥és>ult&t> c'est qu'uae foacüoa
tessérale donnée P^Al

 //npeut être ainsi déduite de plusieurs manières
d'une fonction zonale; en effet, entre les quantités

au nombre de 2^, nous avons seulement les n + 2 relations

où A^ . . . , An, ji. et k sont des données.
Prenons un exemple concret; soit à déduire par la formule (122)

la fonction tessérale
1,1 \VU &2)

d'une fonction zonale.
Nous avons les relations

gzii, ^ + ^ = 2 , mx—- kt=: J, mi—A:2=i;



d'où
m2~-4 — ntu kt— ml — i, /r2_z3 — mx\

nous ne devons accepter que les valeurs de m,, qui rendent m2, kK9 k2

entiers positifs; donc ici

Donc
A2 A2 AI

2 3 / j X1 X1 \-ip(4,'2):-- p(4,0)__ u p(4,Ü)__ U p ( 4 ' 0 ) .

On saisit ainsi comment la formule ( 122), qui étend aux fonctions
hypersphériques la propriété classique des fonctions sphériques,
aboutit toutefois à un résultat pratique plus compliqué.

III.

Les polynômes V^ 1 1 „,n permettent donc de construire un système
complet de fonctions hypersphériques; mais nous avons vu que, dans
le cas de k = o, au système complet des fonctions zonales déduites
de V^ inn, on pouvait adjoindre un système équivalent, également
complet, déduit des U^ Ww.

Examinons si cette propriété se conserve pour les fonctions tessé-
rales d'ordre quelconque.

La première idée qui se présente, c'est, par analogie avec la for-
mule

- > k
2

de prendre pour point de départ la fonction

où H est une constante.
La fonction R^A)

 Ai est bien une fonction tessérale d'ordre k; car

U (l) VA y(l)

m , . , . . mn— —'r*-m t+Z<X i,...,mn+20Ln
 v / w 1 + 2 a 1 , .,mn-+-20Ln
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les constantes Ami+2(Xi étant données effectivement par la for-
mule (117)-

Donc

TT(1) T-

u "mn~~

* " •

2* Tn
I — *

En utilisant la formule fondamentale (94)» nous pouvons dire que

THÉORÈME. — La fonction

est une fonction hypersphèrique d'ordre k et de degré pu

Ce ne sont cependant pas ces fonctions qui nous donnent la véri-
table solution du problème; nous y parviendrons de la façon suivante.

IV.

Cherchons un polynôme harmonique homogène de degré JJL qui soit
de la forme

npL=pA(* l l+i±i«w+î)*.
où

çA_2y étant un polynôme homogène de degré h — ij,

Pour que 11̂  soit harmonique, il faut (voir p. 19) que

(28) (sll+ldbi^t)A«P*H-a
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Mats

àPh ^_ . àPh , _,_.

Par un raisonnement identique à celui que nous avons employé
plusieurs fois, l'équation (28) se réduit aux équations

A2 9/>_2 / + 2 + 22y (y -+- k ) cpA_2y = o ,
d'où

( 1 2 5 ) n ^ = ( « n + 1 ± Ï S w + î ) A r ?/*(*!> • • •> 3n)+-- '

le polynôme homogène ^ restant arbitraire.
Prenons en particulier

( 1 ,

et passons aux coordonnées sphériques.
La fonction

0 , =

est un polynôme harmonique homogène de degré -p..
Un simple coup d'œil jeté sur la formule (82) montre que

Nous poserons

27)

THÉORÈME. — L'expression

est une/onction hypersphérique de degré p. et d'ordre k.



D'après la formule

1

ce qui est la généralisation d'une propriété bien connue des fonctions
sphériques ordinaires.

Comme les polynômes U/^+\ t sont en même nombre que les V?*^,,»
nous pouvons, sans avoir à refaire le raisonnement de la page 88,
énoncer le résultat suivant :

THÉORÈME. — Les f onctions

forment un système complet de fonctions hypersphériques:

Un polynôme 11̂  harmonique et homogène de degré [x peut se mettrç
sous la forme

où les M7/i Art et tyhlt...,hn
 s o n t des constantes.

Exemple de développement. — Soit

0 — a ^ H - . . .4- anzn-\r i\/à\ 4-. . .-+-aJ*B+1.

L'expression

est un polynôme harmonique, homogène de degré [/., quelles que soient
les constantes ai9 . . . , an.

De plus

en posant, comme toujours,
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ôr, la formule (ioc/) donne

(I, k

Mais les fonctions de Bessel satisfont à la relation bien connue (*)

* = 0

qui devient ici

d'où, en identifiant dans les deux membres le coefficient de H\

. . .4- aw^, t4- «Anv/Xn C0S9)^

2 ' (I>

où le deuxième signe 2 est étendu à toutes les valeurs de h{, . . . , hn

telles que

Ou encore, en employant la formule (128),

(i3a) 2̂

(/?! + . . . H-/*„rr Il—p — k).

C'est la généralisation complète d'une formule découverte par
Jacobi(2).

( J ) Le ^vmbole S' indique que, pour & = <>. il faut prendre la moitié du terme général.
(2) C.-G.-J. JACOBI, Journal fur die reine und angewandte Mathemalik, t. XXVI,

i843, p. 81.
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De la formule ( I 3 I ) on tire l'expression suivante du groupe homo-
gène :

(,33) 1^"

i , o ( a + i > f 2TC

qui est à rapprocher de la formule (i 10).

V. — Propriété fondamentale.

Nous possédons maintenant deux systèmes complets équivalents de
fonctions hypersphériques, celui des fonctions

et celui des fonctions

De même qu'au Chapitre IV la considération simultanée des deux
familles de polynômes V|̂  et Û JIf #MW a permis de développer une
fonction sous Tune ou l'autre forme :

y D ry(.s)

ici encore, c'est le rapprochement de ces deux familles de fonctions
hypersphériques qui rendra possible le développement d'une fonc-
tion arbitraire.

En effet, considérons l'intégrale

— ƒ

OÙ
hx -h . ..-hhn—tx — k,

y'i-f- . . . - h y » — f x — A:.

K . D E F . i 3



D'après les formules (i 18) et (127),

I = ƒ X* Vt+.X üJlf+l dœx...dœn.

Mais cette intégrale rentre dans celle qui a été étudiée en détail au
Chapitre III, d'où, en nous appuyant sur les formules (83) et (84) :

THÉORÈME. — L'intégrale

est nulle tant qu'on na pas à la fois

Dans ce dernier cas,

034)

ik 4- n

n

2 TT2

\

0>

T(k -+-
n
— -H K

i) (2

+ l ) < ' ' * '

/

(2A--4-I,

A: + i , ^ )

L ) . . . ( I , A»)

^)

r ( - + A) ( I ' / ' i ) - - - ( | - Z1»)

VI. — Développement d'une fonction arbitraire.

Soit F(.r4, . . ., a?n, ç) une fonction arbitraire donnée sur l'hyper-
sphère S, cherchons à la représenter par l'un ou l'autre des dévelop-
pements équivalents

035)

F"ü(±L+..+t=,-,
[1 = 0

A- = f l -
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Le théorème précédent permet de déterminer les constantes qui
figurent dans ce développement par la formule

(i36) I cos/:(cp — ?AÎ,. .,An)^9 / FQ/j^^ökPj . . . dxn

n

% 2

Et de même

(137) / cosA-(cp — ty%'* h^)dy i F P / ^ h dx^... dxn

27T2 ( l , A") (2* -+- I, h)
n rlH + k\ ( i , / * i ) . - - ( i ,

Nous laissons de côté, pour le moment, l'étude approfondie de la
convergence des séries (i35),

VIL — Théorème fondamental.

Le théorème démontré au paragraphe VIII du Chapitre II est sus-
ceptible d'une extension importante. La formule (64) peut s'écrire
avec nos notations actuelles :

( Ï 3 8 )

n

. . . , an, o, o),

r(-

où $(^, , . . . , Zn+2) désigne la fonction, harmonique à l'intérieur de S,
se réduisant sur S à W(œ{, . . ., oony

Nous nous proposons de démontrer un théorème analogue plus
général, où interviendra sous le signe intégral P '̂f.1.̂ .

Désignons toujours par



une fonction harmonique à l'intérieur de S; soit

la valeur que prend <& sur S.
Nous ferons d'abord la remarque suivante :
En posant

d'où

une fonction quelconque

peut toujours se mettre sous la forme

II est facile de démontrer que

. à \k

Ceci étant, considérons les fonctions suivantes, où les ay désignent
les coordonnées d'un point A intérieur à S :

— 2 r ( a t j? t H - . . . -
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puis :

Le premier développement converge à l'extérieur de S; le second à
l'intérieur.

Appliquons aux fonctions G et $ la formule de Green (8) pour le
domaine intérieur à S où elles sont toutes deux harmoniques :

où d& désigne, comme à la page 9, l'élément d'aire de S.
Appliquons de nouveau cette formule aux fonctions F et $ pour le

domaine intérieur à S et extérieur à une hypersphère S de centre A et
de rayon infiniment petit p :

( i 4 3 )

Si sur cette hypersphère 2 nous posons

( s i n 9

r r -
= lim / " ^\ax-\-pxu . . . , « » + p a r » , pv^X» cos 9, p \/\n sin(pj<iw

p=o[_tys p j

^

1 -%! ekiy I

/ n
k %\al^'pxu ...,an-hpœn,p\fXne

lV, p\J\ne-^\d^ ;
J% P J

d'après la formule (i3),
=: dxx...
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Or

f 27T j

• - u P
.- • - u

x!

X h i )

Pour abréger l'écriture, nous poserons

• • •, an9 o,o).

En ajoutant les deux égalités (ifo) et (i43), nous obtenons

l44) I ®[-j TUw = - r

2*
II

2

Or, d'après

Donc, comme 4>s= W :

( i 4 5 ) 2(2fjL + / i ) a ^ . .a*» ƒ e-"-*1*^ / ^ ( ^ j , . . . , ^ ,

r -



Si nous faisons h = ô,

) = * ( « , , . . . , < * „ , o, o ) ,

nous retrouvons bien la formule (i38).
En suivant un raisonnement analogue au précédent et en posant

v/ d d \k 1
( •S ' 3 * ( « n • • • > * » 4 - 0 ™ < * > ( ^ ( « i . • • • > « » . O 1 O ) ,

on obtient la formule

ƒ
271 ^ n

e-*'Çrf<p / Wte1; . . . , ar», <p)P^*> A i ^ , . . ,dxn

Faisons maintenant Thypothèse que

*<+*H«i, • • •, a», o, o) = 2 C i ^ ,A|ia*«... a*-,

*(-*)(alf . . . , an, o, o) = 2CiT* ^ î 1 • • • «£">

nous

(.48)

(»49)

obtenons U

ƒ"-
2

^»27r

J e'

zs deux formules fondamentales

.«tjr;&w(,,,...,«.,t)Pr,^,...^
n

-kl® fl rr, 1 ITT / rf* T* ft\\ \}^ sf 'T* ri <Y*
* C i ' \ U I w: V ^ I J " • • 9 *̂ ^ n 9 ) h h K^ 1 • • • *-'*'*̂ / n

qui sont la généralisation complète de la formule (70).
De ces formules découlent quelques conséquences importantes



pour la détermination des coefficients du développement

( i5o ) W ( ^ 1 , . . . , xnj <p)

Le simple rapprochement des formules (137) et ( I48-I4<)) donne

_ ( 1 , m , ) . . . ( ) , m n ) (0)

( 1 ,

Exemple. — Soit à trouver le développement de la fonction

W = (X,^4-. . .4-X^n 4- «A„s/x;cos<p> (Aï = II + . . . + >»),

qui est, d'après la page 9$, la valeur prise sur S par la fonction
harmonique

Ici $ ( « 4 , . . ., an+2) ne dépend pas de an+2 ; donc

Nous pouvons déjà prévoir que

donc

puis

donc
. . . , a„, o, o) =
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Enfin

Wk){au . . . , a„, o, o ) = i^-C-j

donc

^ i , . . . A „ — / #, x ft h \

et, d'après ( I 5 I ) ,

„ 2A ( i , /r) (2A-4- I , /l) ' n V ;

Ce résultat est identique à celui de la formule ( I 3 I ) , obtenue par une
tout autre méthode.

Ces conclusions se résument donc dans le théorème suivant:

THÉORÈME. — Étant donnée une fonction

W(xu . . . , xni 9);
soit

la f onction harmonique à V intérieur de S, qui} sur Ŝ  se réduit à ^F. La
connaissance des développements

permet immédiatement dyécrire le développement de W en série de fonc-
tions Q^;*.^ au moyen des formules ( i5 1).
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