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PREMIERE THESE.
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LES FONCTIONS HYPERSPHERIQUES.

CHAPITRE 1.

DES FONCTIONS HARMONIQUES EN :GENERAL.

I. — L'opérateur de Laplace.

Soit une fonction dépendant de n + 2 variables 5, 35, ...y Bpay ¢

F(zy, ... 5049)-
L’expression

0*F U 0°F

ds7 T 9z,

est définie pour toutes valeurs des variables pour lesquelles les dérivées
qui y figurent ont elles-m¢mes un sens.
On désigne cette expression par le symbole A*F:

2 2
() prp=0Y L OF
03] 3hie
L’expression A’F est elle-méme une fonction des variables z,, ...,
Zn4q- On pose
(2) A?(A*F) = A*F
K. o F.



et 'on a
0*F 0*F 0*F

! bR —
(2") A'F = 5t +...+ PP zdzf o7

+...

En employant la méthode symbolique bien connue qui consiste

a remplacer la dérivée
dm‘+...—i—m,,+2 F

m ~Mpy
9z .. da

() )

Am:[(_d‘i >2+...+ (dz" )] F,

1 n—+2

A‘F:[(d—‘i—>2+...+<d,‘) >]F
1 “n+2

On définit ainsi de proche en proche le symbole

J \? p) 27 J
(3) Asz_[<a;_7> T (d> ] F

__2 (r,7 0/F ‘
o (I’J'l)"'('»jn«i-z) d:’i‘.--dz{;’i‘"

2

par le produit

on voit que

ou la sommation (') est étendue i toutes les valeurs positives des
entiers J,, ..., j.+q vérifiant la condition

Jit .o Jrea=.
'II. — Expression de A®F dans un systéme de coordonnées quelconques.

Nous pouvons considérer z,, ..., z,,, comme les coordonnées carté-
siennes rectangulaires d’un point dans I’espace a n + 2 dimensions.

(1) Nous employons la notation introduite par M. Paul Appell (Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 3° série, t. VII, 1882, p. 173) :

MEY=X.(h+1) ... (A+k —1), N\ o)=r,

ou k désigne un nombre entier positif, A un nombre quelconque.
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Que devient A*F quand on passe & un nouveau systéme de coordonnées
par les formules

5= Qp(Uyy .oy Upys) (k=1,2,..., 0+ 2).
Sa nouvelle expression s’obtient facilement en employant une
méthode appliquée par Jacobi au cas de 'espace a trois dimensions,
quand les nouvelles coordonnées forment un systéme orthogonal

(Cf. F. Tisserano, Traité de Mécanique céleste, t. 11, p. 7).
Etant donnée I'intégrale (n + 2)-uple,

n+2 ~
oF OF
Izﬁ @(Z“...,Z,,.H,F, a—z—l7°°°1m>dzl...d5n+,

si I’on donne & la fonction F une variation ¢F assujettie 4 la condition
de s’annuler & la frontiére du domaine T, la variation de I'intégrale I
a pour valeur :

na2 k=n+2
_ B~ 0 /b i )
3[ ——f 8F -d_]?— _ z -()T"I:. _(W d'o( e d~n+g.
T k=1 0—
()Zk
Ceci étant, considérons 'intégrale

A=n+2

n+2 dF 2
I:\/T [ Z <5—-zk>‘|dzi...dnn+2,

k=1

d’ou
n—+2
o= [ OFAFds...diper
T
Faisons dans cette derniére intégrale le changement de variables :

Zp= :Pk(uh ceiy Unas)

si nous désignons par A*F ce que devient la fonction A*F avec ce
nouveau systéme de variables,

n+2
81:—2f SFATF D du, ... ditges
T

i3



J— ‘ —_—

D(54 . .05 Spae)
| ) I LM ad e 2N

D(uy, .y )

Mais nous pouvons obtenir I'expression de ¢ au moyen des coor-
données u en faisant directement le changement de variables dans
Pintégrale I :

I———\/l: ZEA/ dup 0 ljl duy. .. dug, (Ei,=E;;),

icl
j=n-+2
=2 2 B g
duk
done
n42 ~h=n-+2 j=n+2
61-_—.—2f ap[ Z < )‘ Ek,d >]du,...du,,.
T k=1 \

Or cette derniére expression de 31 doit étre égale a la premiére:
ce qui exige

A=n-+2 Jj=n+2
1 J JoF
o m ST

h=1 N =1

C’est I'expression de A*F dans un systéme de coordonnées quel-
conques.
Pour faire effectivement le calcul, on peut remarquer que

duy du, du;, du, .

Ei,=E= +
h / d~'1 ¢)"1 03,40 03549

Mais il est plus simple de calculer I'élément d’arc dans le nouveau
systéme de coordonnées :
ds*= X dz‘,’;: 3 Hk! duk du,.
La connaissance des expressions

0z, 03, 0%p1s 03pis

Hk,:[ljk:-(m'é?]‘f—... ous oul

entraine celle de tous les éléments de 1'expression (4).



Car, en posant
H“ Hi 2 o Hl n+2

’

Hn+z,1 oo Hn+2,n+z
on sait (') que

en désignant par Dy, le coefficient de H,; dans le développement de H.
Donc

A=n+2 j=n+2
—_— 1 J I oF
(8) “F—yﬁ[ > ﬂ<7ﬁ > D“f'dT;)]'
k=1

1=1

Applications. — 1° Le systeme des coordonnées u est orthogonal,
c’est-a-dire que I'on a
ij‘_: o (k ;fj).

Dans ce cas particulier,

H= Hu Hn e Hn+2,n+2’

- H
Dij=o0 (k) D;;= T
JJ
Si nous posons maintenant, comme on le fait d’ordinaire,
Hj_[: ]lj27
de telle facon que
ds*=2dz} =2 h}du},

la formule (5) se réduit a la formule bien connue :

k=n-+2
oy 1 i(hlhg...hnﬂﬂ> .
(6) AF = h,h,...hm[ E our R dup

(1) Cf. E. BeLtraMI, Sulla teorica generale dei parametri differenziali (Memorie della
Accademia delle Scienze dell’ Istituto di Bologna, 2° série, t. VI, p. 54g).
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2° L’opérateur de Laplace n’est pas altéré par une substitution
orthogonale :

B, =0y, Ay Uy Olpyg y Upys (J=1,2,...,n+4+2)

ou les a sont des constantes liées par les relations

j=n+2 j=n+2

Z aky =13 Z Gp,y%s,y =0 (r#s).

J=1 7=1

En effet, nous nous trouvons dans un cas particulier de la
formule (6) ou :
h,=1t,
d’ou
a*F

L L OF
o

(6") A'F =

III. — Equation de Laplace.

L’équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre :

0*F 0*F
o =

i S5— =0
I 032, ’

(7) A'F =
introduite par Laplace dans ses recherches de Mécanique céleste
(pour le cas de trois variables : n=1), a fait I'objet d’un si grand
nombre de travaux, qu’il suffira, pour la suite, d’énoncer quelques
propriétés classiques.

Pour qu'il n’y ait aucune ambiguité, j'emploierai dans le présent
travail les locutions suivantes :

Une fonction F, vérifiant sans aucune autre condition restrictive
I'équation
A*F —o,
sera dite « solution de I'’équation de Laplace »;
Une fonction F, vérifiant dans un domaine T I’équation

A2F=o
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et demeurant en outre uniforme et finie en tout point du domaine T,
sera dite « fonction harmonique dans le domaine T ».

D’apres le principe de Dirichlet, il existe une et une seule fonction
harmonique dans un domaine T et prenant sur la frontiere de T une
suite continue de valeurs données a I'avance.

Si @ et W désignent deux fonctions harmoniques dans le domaine T,
on a la formule classique de Green :

n4+1
(8) oY _yd®\
Frontiere de T dn dn

IV. — Coordonnées polaires.

Nous emploierons souvent le systéeme de coordonnées défini par les
formules :

[ 3 =rcosb (026,Zm),
| 2, =rsinb, cosb, (05 6,5m),
......................................... ooy
(9) 5, =vrsinb, sinb,...cosb, (0s6,Sm),
Sppy=r sinf, sinf,... sinf, cosg,
Spg=r sinb, sinb,... sinb, sing (oS 9 Sam).

Nous désignerons constamment ’hypersphére
Bl s, ==

par S, aucune ambiguité n’étant possible.
On a alors les formules ¢lémentaires suivantes :

Dans ce systéme de coordonnées : I'élément d’arc est donné par la
formule

dst=dr*+ r*do; + r*sin®0, df% +. ..+ r*sin?f,...sin?0, do?;

I’élément de volume,
dr = rt+idrdw,



ol dw désigne I’élément d’aire de S,

dw =sin" 9, sin*~10,...sin6,db, df, ... db, doy.

En appliquant la formule générale (6) on trouve (') pour expres-
sion de 'opérateur de Laplace :

n 2
(10) r*A*F= ! d(l’”'gt>—{——————-———I ¥

re=t gr ar sin?6,...sin%0, T)c—p—’.
h=n
! .L)_ innt+i—h Q£>
+Z sinzf,...sin%b, ,sin*+1-44;, 96, <sm O a9,
hA=1
Remarque. — Sous la forme (10) on voit immédiatement qu’il

existe une solution de I’équation de Laplace ne dépendant que de r;
c’est
1 1

(r1) i =«

(si+32+...+55,,)

Dans le cas particulier ou n = o, c’est
(11) Logr» =Log\/z} + ..
Tueorime pE Loro KeLvix. — Si la fonction
F (31, 325 « vy Bpye)

est solution de I’équation de Laplace, il en est de méme de la fonction
L m Bl ke Eﬁiz> .
(12) F(k e K

’lt

Ce résultat est une conséquence immédiate de la formule (10).

V. — Coordonnées sphériques.

Nous aurons seuvent & faire usage du systeme de coordonnées

(1) Cf F ~G. MenLkr, Journal fur die rewne und angewandie Mathematik, t. LXVI,
1866, p 161



sulvant :

5 =rz,
Sy =TI,
......... ,
(13) 5, —ra,,
z,l“:rmcoscp (0S¢sam),
z,,+2:r\/_X_,;siucp (Xp=1—2?—...—2220).

Si I'on désigne par P le point de coordonnées z,, ..., ,,,, On Voit
que

-1’1::(:05(@’), $2:COS(()'/L23P), /\).

o wn:cos(OZn.OP
Dans ce systéme, ’hypersphere S a encore pour équation
r’=r.

L’élément d’arc est donné par I'expression

2
dst—dr? + r? [(dxf +...+dzk) + (2 d, +’th+ Tu dy) ] + r*X, do*.

L’élément de volume a pour valeur
dv = re*+tdrdw, ol do=dx,...dx,do.

Pour obtenir I'expression de 'opérateur de Laplace dans ce systéme
de coordonnées, on peut partir de la formule (4); en supposant que
x,, ..., x, correspondent respectivement & u,, ..., u, et r A Uy,
¢ A u,.,, on voit facilement que :

— o+t
[)_,n+,
1 — x? Z,x xrx
1 . 1 Ly o 1Ly _ .
E, = T E, =— o Ei. = Einey =0, Eippy =o0;
..... ettt tea ey eeraeeaeaaaany S ettty et ieaeaiety eeeeeeeanan)
N
_ xury " Xy &y 11—z, " ,
Enl - T’ hn,i - 72 ) crey Enn — I b hll.n-v—l =o, En,n-l—z =0;
En+l,l:°7 En+1,n:07 ntt,ne1— T, En+1,n+2=°$
1
.
Eii2=o0, Epi2n=0o, E

K. ot F.

n+g,n+1=— 0, En+2,n+2 = ,,“—gx"

n



-n 10 o=

Done
1 0 oF
(14) r*A*F= 1 a;(r"“ 'd—r)
k=n
X, 092 ; oxy | dxy, k( Yoz, "oz,
=1

VI. — Polynomes harmoniques.

Parmi les solutions de I’équation de Laplace :

A2F —o,

celles qui sont des polynomes jouent un role trés important. L'étude
de ces solutions, qui sont les plus simples et dont on peut déduire
toutes les autres, doit donc étre a la base de la théorie des fonctions
harmoniques. C’est ce qui avait été fait, et d’'une maniere approfondie,
pour le cas de trois variables, depuis les recherches classiques de
Laplace et de Legendre ('). Nous nous proposons dans le présent
travail de rechercher comment ces résultats peuvent s’étendre & un
nombre quelconque de variables.
Soit

IIIJ-(ZH Bgy v ey 5n+2)

un polynome homogéne d’un degré . donné (n.2o):

Mp(Azyy ooy ABpae) = AT (5y, « ..,y Bpaa)e

Ce polynome contient

_(p+1,n+40)

N, = termes.
T ()

L’expression A*IL, est un polynome homogéne de degré p. — 2 qui

(1) Pour tout ce qui concerne les fonclions harmoniques & trois variables, »o:r dans
I'Encyclopédie des Sciences mathématiques, t 11, vol. V, fase. 2, p. 155, larticle de
A. Wangerin, rédigé en fran¢ais par A. Lambert.



contient
_{p—r1.n+1)

N,= termes.
S A=

Pour que II, soit un polynome harmonique, il faut donc que les
N, coefficients du polynome A?II, soient nuls. Or les coefficients du
polynome A*II, sont des combinaisons linéaires & coefficients constants
des coefficients du polynome II,. Ces derniers sont donc liés par
N, équations.

Le nombre des coefficients arbitraires dans le polynome II, est
donc

N:Nt_sz(p.—l-l,n—j—I)—(p.——-l,Il+_1)
(1, n+1)

_(p+1,n—1)

D (24 n).

En choisissant arbitrairement I'un de ces N coefficients et en
donnant aux autres, aunombre de N—1, la valeur zéro, tous les coeffi-
cients du polynome II, se trouvent alors déterminés en écrivant que
les N, coefficients de A*II, sont nuls. Comme en renouvelant cette
opération pour l'un quelconque des N coefficients arbitraires on
obtient chaque fois un nouveau polynome harmonique, on peut
énoncer la proposition suivante :

TrkoriME. — Iy a

_(p+1,n—1)

(15) N————(—IT—(Z}L—I—IL)

polynomes harmoniques homogeénes d’un degré p. donné :
-“p.(zh Bgy +evy Sntz)
linéairement indépendants.
Pour n =1, en se rappelant la définition donnée (p. 2) de (A, £):
(X, 0)=r,
cette formule devient
N=oap+1,

ce qui est un fait bien connu. -
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Soit IT, I'un de ces polynomes harmoniques homogénes. Supposons
que P'on passe des coordonnées cartésiennes z,, ..., 2,,, aux coor-
données polaires r, 0, ..., 0,, ¢ définies par les formules (9). A cause
de I'homogénéité, le polynome II, contiendra s* en facteur; on pourra
le mettre sous la forme

n}*(zh ciey Bpgg) = "FYP(GH <oy Ony ¢)-

On peut considérer la fonction Y, comme la valeur que prend le
polynome II, quand le point de coordonnées (z,, ..., 5,.,) vient sur
I’hypersphére S. Cest par définition une fonction hyperspherique.

Cette fonction est d’ailleurs, d’apres sa définition méme, un poly-
nome par rapport aux variables sin0, et cosf,, sinf, et cos0,, ...,
sing et cosg.

Comme II, vérifie I'équation

A"I[g: o,
on voit immédiatement, d’aprés la formule (10), que
Yu(6y -0y 0)
satisfait & I'équation aux dérivées partielles :

1 %Y,

(16)  plp+n) Yt sy 09

hA=n

] d Y
Y« 1—kp P
+Z sin%f;...sin26,_, sin"t1=%4, 90, <sm"+ O oek) =0

k=1

En partant de cette équation aux dérivées partielles, M.-J.-M. Hill (*)
a cherché a déterminer des fonctions hypersphériques de la forme

(17) Y= sin”16,.0,...sin”6;.0, ... sin"nG,,.('D,,[ZionS p,,cp],

ou 0, est une fonction de I'angle 0, seulement.
Il a montré que I'équation (16) est satisfaite, si @, vérifie I'équa-

(1) M.-J.-M. HiLr, On functions of more than two variables analogous to Tesseral
Harmonics (Trans. of the Cambr. philos. Society, t. XIII, 1883, p. 273).
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tion

. d*Gk . d@k
2 —_— —_—
sin?f, 0 + (2pr+n—k+1)sinf; cosf, o,

4+ (Ph—t — Pr) (Pk—1+ pr+n — k+1)sin?0,0, =0

ou en posant
cos O ==&,

de,

a0,
2 — — —
(2pr+n—k+2)E A

(‘_E./(')_dg'g/:

+(Pr—r—pr) (praa+pi+n—k+1)0,—o0.

En se basant sur cette derniére équation, M. Hill raméne la fone-
tion O, aux fonctions qui se rencontrent dans la théorie du potentiel
ordinaire (n =r1). Cependant les résultats auxquels il parvient ne
donnent pas de grands renseignements sur la structure des fonctions
hypersphériques. Nous n’insisterons donc pas sur cette méthode.

Néanmoins, indiquons encore un Mémoire de H.-E. Heine (') ou
cet auteur met la fonction hypersphérique Y, sous la forme

Yo=14[n 1. cos6, ]I, cosby]... 12 [2, cos6,] <§:’j p,,cp),
ou (*) 'on a posé

B
. 5 db
By, 1= (& =0 2501 D),

la fonction I*(y, &) étant & son tour définie comme le coefficient de A*

dans le développement de
Y—1

(1—2hE+R2) %,

Abandonnant donc les coordonnées polaires pour faire I'étude des
fonctions sphériques généralisées, nous emploierons les coordonnées
définies par les formules (13) sous le nom de coordonnées sphériques.
Ce sont elles, en effet, qui nous ont paru donner les résultats les plus
symétriques, en permettant d’utiliser les beaux polynomes a plusieurs

(1) H.-E. HeiNE, Die speciellen Lameschen Functionen erster Art von beliebiger
Ordnung (J. reine angew. Math., 1. LXVII, 1863, p. 110).
(2) Nous avons adapté les notations de 'auteur aux notres,
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variables introduits dans I’Analyse par Hermite et généralisant direc-
tement les polynomes de Legendre.
Faisons dans le polynome harmonique homogéne

Hu(z,, ey Z,H_g)

le changement de variables (13) :
My (51, - vy Znge) = My (2y, ..., 24, VX, coso, VX, sing).

La fonction

Oy (zy, ..., 2, VX, cosg, VX, sing),

qui est la valeur que prend le polynome harmonique I, (z,, ..., 2,4,)
quand le point (z,, ..., 5,,,) vient sur 'hypersphére S, est une fonc-
tion hyperspherique.

C’est d’ailleurs un polynome homogéne et de degré u. par rapport
aux variables

Zyy, ...y Zn VX,c0s9, VX, sing.

Sil’on remarque que ces deux derniéres quantités peuvent se mettre
sous la forme

e+ e 9 —el?— ei?
VXy— et X, ——
2 21

on voit immédiatement, par une simple application de la formule de
Taylor, que II, a pour expression générale

A=<y k
(18) My(3y, .. vy Spga) =1t Z XEZE (2y, . .., 2n) [As €499+ By e 4i9],
k=0

ou Z;" désigne un polynome en x,, ..., x,, A; et B, des constantes.
Toute la question est donc ramenée a I'étude des polynomes

ZP(2yy ooy )

et d’abord a leur formation effective.
Nous nous proposons de rechercher les polynomes harmoniques
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homogénes de la forme
k
Wy (5y, -0 Bpga) = rﬂXiZ{f’(x,, ce ey Tp) €FKIQ,

La formule (18) montre en effet qu'on peut en déduire tous les
autres; car le polynome harmonique le plus général homogéne du
degré p. se réduit, d’aprés (18). & une combinaison linéaire A coeffi-
cients constants de ces polynomes spéciaux.

Nous pouvons, sans aller plus loin, nous faire une idée de la forme
de ces polynomes spéciaux; les formules (13) du changement de
variables donnent en effet :

ry Xn€® =3%p 1+ [3p4,

N i .
rVX, e =2z, — I Zhyse

(19)
D’ou
K
rkX% exkhie — (Bnp1 == [Bpe )k-

Le polynome II, sera donc de la forme

K
M= rt X2 2 (24, ..., @,) eFR09

-~ ;- A ! ~2 ?
(B4 £ l5p4s) I (14 v vy Bns Baiy+ Bhea),

I

ou I est lui-méme un polynome par rapport aux arguments qui y
figurent.
Entre II' et Z", on a la relation

(20) W(rey, .., ray, r*X,) = rt=*FZP (2, ..., z,).

Quand il s’agira plus loin de former effectivement les fonctions
hypersphériques, nous ferons usage de la relation (20).

Nous pouvons encore écrire immédiatement une équation aux
dérivées partielles a laquelle doit satisfaire Zj".

La fonction )

I, = re- X2 Zb exheo
vérifie I'équation
Al =o.

Donc, d’aprés I'expression (14) de A*F dans le systéeme de coor-
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données,
o Zyy eeny ZTny @

on a, en supprimant le facteur r*e*** et posant un instant pour
abréger,

R = X1z,

oR JR
(21) [p.(p.—i—n ] de] de’ —z, (ap,(—{r—l “+. xndT)]_o.

n

Par un calcul élémentaire, on voit que

oz, ~ “\"1om, T 0z,
kT oz oLP g
— X2 _ )
—X”[dxj x,(m o T % oz, + k7! )]

k
Donc, en supprimant le facteur X, "eten posant

. JZ < oz oz )
S=— —x,(xy5— +... 4+

ox, ox, "oz,

on a une premiére forme de 'equation a laquelle satisfait la fonction

2 (21, <. ., @),
< /v 08
— k2717 o _
(2) (b (e )Xo = 012+, (X, 2% — ka8 ) =o.
=1

On peut d’ailleurs simplifier notablement cette équation. En effet,
/A JZ . JL JZ
—Erjs (I n)<x1 “+.. +-Z'nd +/(/4>——<x155—‘ +...+.I,‘n—d—‘x'-.>.

Sil'on porte celte valeur dans I'equation (22), on voit que X, se met
en facteur; apres des reductions evidentes et la suppression du
facteur X,,, on arrive i la forme definitive :

Jj=n
. o [ dZ oz o7z
(23) (p+k)(;¢-—k+zz)t+2(—ﬁ—iﬁ—x< 9% 1—+— + g +2kZ>]
j=1



A partir de cette équation aux dérivées partielles, on pourrait mettre
en évidence plusicurs propriétés des fonctions hypersphériques, car
elle est du type des équations hypergéomeétriques a plusieurs variables
introduites dans I’Analyse par M. Paul Appell (*); nous rejetons
cependant cette étude & une autre partie du présent travail.

Néanmoins nous ferons encore sur les fonclions harmoniques

k
rEXL L (2, oo @) €59,

quelques remarques qui nous suggéreront immédiatement 'ordre
méme dans lequel nous devons les étudier.

On voit que la forme d’un polynome harmonique homogene de ce
type, une fois le degré u donné, dépend encore d’un entier £.

Nous dirons que k est I’ordre du polynome.
Sik =o,

(24) Hu:’pzi}-ﬂ(‘z‘h"'axu)v

la fonction hypersphérique ne dépend pas de ¢; nous dirons, en géné-
ralisant une locution commode des géometres anglais, que

L) (2, ...y xy)

est une fonction hypersphérigue zonale; il est & remarquer d’ailleurs
que cette fonction se réduitici a un polynome par rapport aux variables
2y, ..., x,. C’est pourquoi nous la désignerons quelquefois sous le nom
de polynome zonal.

Dans 'autre cas extréme (k = u.),

u.

(23) My = r+X2 Zéf)(x,, coay Xp) €59,

le coefficient de r* est ce qu'on peut nommer une fonction hyper-
spherique sectoriale ; d’ailleurs ici le polynome Z;" se réduit nécessaire-

ment & une constante; car d’apres la formule (19) :

w
X2 e = (5, = L3p00)%;

(1) P. AppELL, Journal de Math. pures et appl., 3¢ séric, t. VIII, 1882, p. 173.
K. ok F. 3



comme II, est un polynome homogéne de degré w, la seule hypothése
possible est
2 =A.

Il est d’ailleurs bien connu que la fonction
Iy = A (5p 2= 02,00
satisfait quel que soit . & 'équation
AtT, =

Dans les cas intermédiaires (£ £ o et £ =5£ 1),

&
My = r¢ X 20 (y, ooy 2,) €509,

nous désignerons le coefficient de 7 sous le nom de fonction hyper-
spherique tessérale. Le polynome Z,” sera un polynome tesséral
d’ordre £.

De I'étude précédente il ressort qu'un polynome harmonique de
degreé . et d’ordre £ est de la forme

A

(26) rE X2 08 =My (5p4y 25 {5p00)5,
ou II,_; est un polynome homogéne et de degré p — A par rapport aux
variables =,, ..., z,,, et en outre ne dépend de z,,, et 5,,, que par
I'intermédiaire de

-2 2
Zpe1 T Snags

Nous sommes donc conduits & nous poser la question suivante :
quelle est la forme la plus générale d’un polynome harmonique de
degre w et d’ordre £, et combien y a-t-il de tels polynomes qui soient

gre (- y poly q
lineairement independants?

On peut mettre le polynome II, , sous la forme

| y Wk

(27) Haija(:l, --'»zn)
g o (5, oy E0) e TV g (Bry ey Bp) ey

ot o= —k; by Yacsy -oey Yoo,y ... désignant des polynomes



respectivement de degrés «, & — 2, ..., « — 27, homogénes par rapport
A5, ey 3y

Exprimons que la fonction

Q =Mu (5,41 i 5p49)*

vérifie I’équation
A2Q —o.
Comme

A2Q = (2p0s 2 (5,0 g)F A Iy + 2 K (5p0y & (5 in)s— (in_“ 4 ; e >

0311—4—1 - dzn—o—z

en supprimant le facteur (z,,, %= iz,,, )", on doit avoir

(28) (Znas = £ 3y ) AL, 2k< ALPR) | P ) o

03541 05549
De I'expression (27) de II, on tire :

oIl e oll,

0% 41 0% s

= (Snr1E (Bpaa) [20acs+ 2,27 Yoy o4 2 T2y 5+ ]

(29)

Pour calculer A*II, nous allons chercher I'expression de
AT (r¥ Yo—s,)-

En appliquant les régles élémentaires pour la dérivation d’un
produit, on a d’abord

AP i a)) == 1 ARy i1 (;1 e SRR z,,b‘iji> Gy ) A2,

21
D’aprés la formule (14), on a de suite

1 0

,.2A2(,‘2J):7,_L___1 d_,-

(2jrm+¥)y=2j(n+2j)r¥.
Comme, d’apres sa définition, J, ,, est homogéne de degré o — 27
en 3,, ..., 3,, l'tdentit¢ d’Euler donne

5 9
P

L - .
051 +..-+vn'0?,; ——(a“—g‘])q»‘a_z,.
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Done
(30) A (1Y Ygg;) =1V Ay p;+ 27 (N + 20t — 2]) 1Y 2y

Portons les expressions (29) et (30) dans I'équation (28); nous
obtenons, en supprimant le facteur commun (5,4, = 13,,,),

JA?2 g+ [12A Qg s+ 2( + 200 — 2)Ygn] +.. {
+hh[dos +2r e +...]=o0.

En ordonnant cette équation par rapport a 72, elle s’écrit

o=[A%,~+2(n+200+ 2k —2)Yg_p] +...
+ r 2 [ A2 g+ 2j (R 20+ 2k — 27 )gg; ]+ ...

Cette équation est satisfaite, si les polynomes
q’aa ‘Pa—zy ey q’a—ﬁj
vérifient respectivement les équations :

Ary, +2 (n+2a+2hk—2 )y, =o,

.........................................

Ay gjrat+2j(n+ 20+ 2k—2]) Yy 4;=0.

Le polynome ¢, étant homogéne et de degré « en z,, ..., 5,, A?{, est
homogene de degré a — 2; on voit donc que laissant {, arbitraire on
peut déterminer ¢,_, par la relation

1 A% Yo
Ya2 = 2? n
1<——; —-o:—-k+l>
et, en général,
(3 I) %N“ — Az q“a—n’-‘-z

1
2-j<—£-—oz—k+j>
2
En remplacant ici {,_,;,, par sa valeur en fonction de A*¢y_,;,, et

ainsi de suite, on arrive & I'expression

/ A
(31) q)a__w-: 2‘2/ ~ 4)0!
(ij)<__;_—o(—/\”+l,j>

b



— 21 —

ou A% est le symbole défini par la formule (3); ici

e[ e ()

puisque {, ne dépend pas de z,,, et z,,.,.
Nous tirons enfin, des formules (31"), I’expression cherchée de II,

(32) My =da(z1, ooy 20) + (%)2 AE%(;n : ,;—z,,)> ...
(=5 —p+r

()Y A%
4(2> (l,j)<—-§—-#+l,j)+ ’

ou, dans les parenthéses (— % —a—k+ 1,j>, on a remplacé o« + %
par sa valeur p.
Ce développement se réduit bien a un polynome: en effet, si a est

un nombre pair, il se termine par le terme en
raA“¢a3
si « est un nombre impair,
ro—1 Aa"l‘.[/a-

Nous parvenons donc au résultat suivant : ur polynome harmo-
nique homogene de degré p. et d’ordre k peut se mettre sous la _forme

(33) Iy=(%n+1Eizp4a)*

x [%(z,, e B) . <§>" A'?’%(zu o> %n) > +] ,

(',J)<+%‘—IJ-+I7J

ot §, désigne un polynome homogeéne arbitraire de degré o« = u — £.
Cette derniére propriété permet de résoudre immédiatement la
question posée page 18, relativement au nombre N* des polynomes
d’ordre £ linéairement indépendants.
Pour £ =~ o, le polynome ¢, une fois choisi, on obtient deux poly-
nomes II, distincts, selon que I'on prend le signe + ou le signe —



devant iz,.,. Le nombre des coefficients de {, étant celui des combi-
naisons complétes de n lettres o a o :

’ ) — k
(34) Nm:mkpzﬁﬁ:%:%iﬁ_k; (k£ 0).

En particulier, pour £=p, N® =2, la formule (33) donne les deux
polynomes
(Brar+ L Bnaa)* €L (Zpaq— 1 2p49)¥,

trouvés directement par la formule (25).
Pour £ = o, on a simplement

, (7, )
3 (0) W .
(34) N =Kg = (7

Comme vérification, on doit trouver

NO 4 4+ N® 4 .4+ N =N,

N désignant le nombre total des polynomes harmoniques de degré
défini par la formule (15).
Or

Ka — (-1 .
n — Yn+0—1)

donc
N 4 - N = [CRih o+ ..+ CT1 ] =200 s

d’aprés une formule d’Analyse combinatoire bien connue.
D’ou
N= C;f—:;l;q + 2 Cl':-i-{i—l

:(n—\—p—l)..‘(y.—i-])+2(n+p.—1)...p.
1.2...(r—1) 1.2...n

_ (n+p—1). . (p+1)

1.2...1n

(2p~+n)

=1 _*E]‘,’,:’)_l) (2 ),

expression identique a celle que nous avons déja trouvée (p. 11) pour
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le nombre total des polynomes harmoniques homogénes de degré u.
linéairement indépendants ().

Des résultats obtenus jusqu’ici on peut tirer quelques rensei-
gnements sur les polynomes tesséraux Z;L’”(:v,,...,xn) définis
pages 17-18.

Dans I’expression (33) de II, passons des coordonnées carté-
siennes s aux coordonnées spheriques (13) @ 7, @y, ..., 2, 9.
Comme le polynome

A2 (3)y ooy 3p)

est homogeéne de degré o — 27 en =, ..., 5,; quand on aura effectué
le changement de variables, il contiendra 7%~/ en facteur :

A2 (340 o0y 5y) = 15U Zl_f.upu(x,, ceey Tn)s

ou, dans le second membre, nous avons posé

(%)PMW%””%p{@%y+m+<dYT%WW”J@

dx,

La partie de II, qui est entre crochets contient donc 7*=r*=* en
facteur; si I'on se souvient que, d’apres (19),

k
- ; P 2
(B Eizpn)i=rkX2 e kig,

I'expression (33) du polynome harmonique de degré p. et d’ordre %
devient

k

(36) T,= re-X3 exwiv

2 A2 e
X Ya( @y, ey @) i+ <i> ! A \Jot(‘z'l’ » Tn) ...
UJ%—;fH+uO

D’aprés les définitions mémes posées page 18, nous en tirons

(1) Pour déterminer la forme et le nombre des polvnomes harmoniques & trois
variables (# = 1), A. Clebseh a suivi une marche analogue a celle des pages précédentes :
Ueber eine Eigenschaft der Kugelfunctionen(J. f reine und angen Math., 1. 1.X, p. 343).
Clebsch n’a d’ailleurs traité le cas que des polynomes d’ordre zéro : A = o.
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I’expression suivante du polynome (esséral :

1 AU (g, ..., X
B7) L = dal@s .oy Ta) o oy _qf“( n’ x)‘ “+..
(h/)(—;—:ﬁ-w)

ol Y, est un polynome arbitraire homogene de degré o« =p — £
en,, ..., .
Quant au polynome Zj’, cette formule montre immédiatement qu’il

n’est pas homogéne en x,, ..., .x,. Ses termes du plus haut degré sont
de degré a.

Si « est pair, il se termine par la conslante

1 A%y

20 o n aN
(m3) (=5 —en3)

Si a est impair, par le polynome du premier degré

L A" s
9%—1 a—1 n a—1\
P e

Les coefficients de ¢, une fois fixés, on n’en déduit qu’un seul poly-
nome tesséral; le nombre des polynomes Z,) linéairement indépen-
dants est donc '

(n§ P*_k)
38 M =K% =-2L 7.
(38) 0 e—7%)

Le nombre total des polynomes tesséraux de degré u et d’ordre o,
1,..., & linéairement indépendants est

_ _ - . (p+1,n
(39) M =K%+ Kb~ 4 4+ Ko = Clhy +... + ,;1_}:(,;;”:%;)_).
b

Remnarques. — 1. Dans tout ce qui précéde, nous avons pris pour

polynomes harmoniques fondamentaux

K 5
re XL ZE etk et e X370 ehie;
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il est bien évident que nous aurions pu partir de

5 K
reXT 2 cosko et rvX%LZPsinko

qui sont des combinaisons linéaires des autres polynomes.

II. Nous avons constamment désigné les polynomes

K
I, = ¥ X3 Z9 e=kie

sous le nom de polynomes harmoniques; en effet, en tout domaine T,
qui ne s’étend pas a I'infini, ces polynomes satisfont bicn a la définition
générale des fonctions harmoniques rappelée page 7.

Or, il nous sera utile de connaitre une fonction harmonique se

A
réduisant sur S i la fonetion hypersphérique X2Z" =%, comme II,,
mais conservant une valeur finie & I'infini.
Le théoréme de Lord Kelvin (12) montre que, II, étant harmonique,
il en est de méme de

ro__ I Z‘ 5n+2
(4o) ﬂu—ﬁ“u(;? —;.T>
1 1 k
— - - — 2 7(k) ok
= My (5, ooy Snaa) = T X3, Z{f e=kie,

C’est la fonction cherchée.

k
La fonction hypersphérique X2Zy'e**% peut donc étre considérée,
selon le cas, soit comme la valeur que prend sur S le polynome,
harmonique a I'intérieur de S, II,(z,, ..., Z,4.), soit comme la valeur
que prend sur S la fonction, harmonique a 'extéricur de S,

1
s Mo (30 5 Snea)-

K. oe F, 4



CHAPITRE 1I.

LA PREMIERE FONCTION GENERATRICE.

I

Le hut de ce Chapitre est d’esquisser une théorie générale de
certains polynomes zonaux, dont la définition a été donnée par
Hermite (') dans une série de Notes présentées a I'Académie des
Sciences, sur « quelques développements en série de fonctions
de plusieurs variables ».

« L’expression (?)

1—2ax + a?,

qui donne naissance aux fonctions de Legendre et aux formules
trigonométriques pour la multiplication des arcs, d’apres ces rela-
tions :

1
(1—2az+ a?) *=2a"X,,

(1—2az+a?)~' = Sqn» sin{(n +1)arc cosx],
Vi—a?
se préte au mode de généralisation découvert par Gopel et M. Rosenhain
pour passer des séries elliptiques de Jacobi aux fonctions abéliennes
d’un nombre quelconque de variables. En comparant en effet ces deux
expressions :
3 ezﬂ(zznx+m’m),

im(ema+2ny+gmi+2/ +g'n?
33 erm( Ry+gm hhmn gn),

(1) Ch. HermITE, Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LX, 1°F semestre 1865,
p. 370-377, 432~440, 461-466, 512-518; ou OFuvres de Ch. Hermite (Paris, Gauthier-
Villars, t. II, 1908). Nous désignerons ce dernier volume par H.

(%) H., p. 320.
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on est naturellement tenté de I’étendre de cette maniére :
1—2ax —2by + ga*+ 2hab+ g'b?,
ou bien avec n variables @, y, 3, ..., u:
1—2az—2by —...—2ku+o(a, b,c,..., k),

¢(a,b,c,...,k) étant un polynome homogéne et du second degré
ena, b,c, ...,k »

Dans ces quelques pages ('), profondément empreintes du cachet
d’élégance et de clarté qui distingue ses ceuvres, Hermite définit des
polynomes V,,,(z, y) par la relation

(1—2ax—2by+a*+ b)) =2amb"V,, ,(x, y).

« Ce sont précisément ces polynomes, écrit-il dans une lettre (*)
a M. Borchardt, qui m’ont donné la généralisation des fonctions de
Legendre que je recherchais. » Mais nulle part 'illustre géométre
n’envisage si le lien, qui unit les polynomes de Legendre aux fonc-
tions harmoniques & trois variables, persiste entre les polynomes
Voun(,y) et les fonctions harmoniques dans I'espace a quatre dimen-
sions. De sorte que le choix de la fonction génératrice elle-méme garde
une apparence arbitraire. Pourquoi est-ce I’expression

(1—2azx —2by + a?+ b%)-!

plutot que celle-ci

(r—2ax —2by+ a*+ b?)

|-

qui généralise la fonction génératrice de Legendre :

1
(1—2ax +a?) *?

Hermite n’avait étudié que des polynomes & deux variables; sur son

(1) Son Mémoire occupe dans ses OEuvres les pages 319 3 346 du Tome II,
(2) H., p. 310,
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inspiration, F. Didon (*)a envisagé le cas de p variables, sans d’ailleurs
mettre en relief aucune idée essentiellement nouvelle; il a cependant
découvert un systtme d’équations aux dérivées partielles auquel
satisfont ses polynomes.

Un récent Mémoire () de M. P. Appella jeté une lumiére inattendue
sur cette théorie, en montrant que « les polynomes V,,, d’Hermite
peuvent étre considérés comme des fonctions sphériques déduites
du potentiel dans I'espace a quatre dimensions ». Les polynomes
a4 plusieurs variables définis par Didon se rattachent de méme au
potentiel dans I’espace a ¢ dimensions.

Cette découverte faisait faire un grand pas a la théorie d’Hermite en
la raccordant d’une facon intime & I'ensemble déja imposant des
recherches sur les fonctions harmoniques 2 un nombre quelconque
de variables.

La présente étude, entreprise sur les conseils de M. Appell, en
prenant pour base son Mémoire des Rendiconti, présente donc un
double intérét :

Résumer les résultats acquis par Hermite et en rechercher de
nouveaux, en appliquant aux polynomes V, ., (z. ...,x,) les
théorémes généraux exposés au Chapitre I;

Examiner inversement si ces polynomes n’offrent pas, dans ’étude
des fonctions hypersphériques, 'instrument d’une grande souplesse
qui manquait jusqu’alors pour faire de cette théorie I’équivalent réel
de ce qu’elle est dans 'espace & trois dimensions, grace aux polynomes
de Legendre.

(1) F. DiooN, Etude de certaines fonctions analogues aux fonctions X, de Legendre
(Ann. scientif. de UEcole Normale sup., 1* série, L. V, 1868, p. 229-310). — Sur deux
systemes d’équations aur dérwdes partelles (Ibid., t. V1, 1869, p. 7-25); Sur une inté-
grale double (Ibid., v VII, 1870, p. 89-96); Développements sur certaines séries de
polynomes a un nombre quelconque de wariables (Ibid., t. VII, 1870, p. 247-268).
Nous désignerons ces quatre Mémoires par Dy, D,, D3, D,.

(2) P. AeeeLL, Les polynomes V,, ., d 'Hermite ct leurs analogues ratiachés aux
potentiels a q variables ( Rend. del Circ. math. di Palermo. t. XXXVI, 1913, p. 203-212).
CGe Mémoire est résumé dans une Note aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences,
t. CLVI, 1913, p. 1423.
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II.

Comme on I’a rappelé au Chapitre I, formule (11), la fonction

LI

I -
;;:[5%"*'““‘*‘53”-;]

(n3o0)

est une solution de I’équation de Laplace.
Il en est évidemment de méme de la fonction

n

(41 F=[(s1—a ) +...4 (5n— @) + 3} + 554y ]_;’

quelles que soient les constantes a,, ..., a,; supposons-les réelles :

Soient : P le point de coordonnées cartésiennes z,, ..., Z,.,; A le
point de coordonnées cartésiennes a,, ..., a,, 0, 0.

Dans tout domaine T qui ne contient pas le point A, la fonction F
estharmonique.

Remplacons les coordonnées cartésiennes z du point P par les coor-

données polaires r, 0,, ..., 0,, ¢ et faisons un changement analogue
pour les coordonnées a du point A :

a; = Ahcosay,

(42) a, = A sinay cosay,
a,=— A sina, sina,...sina,_4.
Nous poserons, en outre,

(43) Q153 +. ..+ a5, = Arcosy.

N
v sera donc I’angle POA et I'on aura

\cosy =cosa; cosf, +sinea, sinf; cosy,
) cosyr =cosa, cosf, +sina, sinf, cosy,,

(44)

COSYp—2== €O, COS0,_, + Sina,_, sinf,_, cos b,.
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Avec ces notations,
(45) F=[r*—aXrcosy+ ] ?

- (ke -4
re r r

Sous cette forme, nous voyons que F est développable en une série

n
2

. \ . A
uniformément convergente selon les puissances de - tant que

<1.

r

Sous la forme (41) la fonction F sera donc développable selon les
puissances des a, tant que

at+...+al<si+...+ 5k,
En particulier, si nous supposons A intérieur i ’hypersphére S
MN=al+...+a2<1,

on aura le développement valable a I'extérieur de S et sur S méme

]

(46) F:[(z1"a1)z+'--+(5n_an)2+5z+1+53+2]—

=3am...am" Wy, . m

n?

ou, d’aprés la formule de Taylor ('),

B (— 1)k s 1
(47) W m = (1, my)...(1, my) 937+, ..0z7n (ﬁ)

Les fonctions W, ainsi définies, jouissent d’'une importante pro-

priété : étant les dérivées partielles de la fonction —rln-, elles satisfont

a I’équation de Laplace, d’aprés la relation évidente

av o
2 = 2Q1.
A [ fA K] Q] 03'1"‘ ... 05 (4 ]

(1) Dans tout ce qui suit, nous poserons constamment my—+. ..+ m, = {.



— 3 —

Pour aller plus loin, il nous faut chercher I'expression effective
des fonctions W, ., ce que nous obtiendrons en généralisant

»Mn

un théoréme donné par Hobson (') dans le cas de trois variables

(n=1).

IIIL.
Soit
fu(zh RS 5n+2)

un polynome homogene de degré w en z. En employant la méthode
symbolique bien connue, dont la définition est rappelée au Cha-
pitre I (§ I), 'expression

9 U
5o Tz ) P e

a un sens bien défini.
Considérons, en particulier, la fonction

) d 1
[ — IR — —
H‘L—fu<dzi T dz,,+,> re

D’aprés le principe rappelé au paragraphe précédent, c’est une fone-
tion harmonique, quelle que soit f,.
Par induction, on voit qu’elle doit étre de la forme

, n 1
w=1(— 1)“”(;’ H) m[fp.(zh ooy Bng) et T fug, (B4 ik Bpas) ],

ou les fonctions f, ,, qu’il s’agit de déterminer sont homogenes de
degré u — 2.

D’apres la formule (40), on voit que si II, est harmonique il doit en
étre de méme de

Hu=fp.(517 ceey Bage) e AT fu 5, (Bhy ey Bnaa)-

(1) E.-W. HossoN, On a Theorem in Differentiation and its application to Spherical
Harmonics (Proceedings of the Mathematical Society of London, t. XX1V, p. 55).



— 3y —
Or, en appliquant la formule (30) :
A=A fu+[r2 Ay +2 (R+2p—2 ) fus,]

+ [r2/ A2fp'..gj+ aj(n+2p—2j)r2f, ;]

IT, sera donc une fonction harmonique si 'on prend

f . 1 Azfp.—‘z/-#?
Jem2T 5 T n N
J <— P +J>

Nous en tirons I'importante formule de Hobson généralisée :

@) fo(smr o )

’ 03,42
n 1
= (— I)P'zl"(;, p.) =

N2 AY [, (5. o Bae
x fll(zn ey Zn+2)+....<,5>l fp'( Ill :) B B
('a.])<—;'—p’+].])

Sur cette fonction harmonique particuliere, on pourrait répéter tout
ce qui a été dit page 21 sur IT,,.
Nous nous contenterons d’en faire 'application suivante :
Soit
Jo=(Gpr*E E P

comme A*f, =...=A¥f,=o,

J .0 Uy n (51 1 Bpyg)?
4 =+ — = (—1)¥2b| — ARt S .
(49) <ds,m _td:”H) = (=)t <2, p> o

Nous utiliserons celte formule plus loin.

IV. — Expression des polynomes hypersphériques zonaux d'Hermite.

Les fonctions harmoniques

(47) Woome= [y o ()

(r, my)...(1, my) d3v ... dzln
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rentrent comme cas particulier dans la formule (48), en prenant

(—|)!" m m
Z1y c0+3 3 = LN ™.
fu( 1y bl n+2) (l,ml)‘..(l,m,’)zi Zp

Done

(5 )
ot
(50) W, = 2% 2 !

=2
(lﬁ m1)~ '~(lv mu) rir

2j 2 ( zm m
< z’l”l,_,z”;'n—*—”_—}-— <£> A (01‘...5,111

- - 4.
(':J)<—‘2““—H+laj) ]

Relativement au nom de fonction harmonique appliqué a W,, il
faut faire la méme restriction que page 25; la fonction conjuguée qui
reste harmonique pour r = o est, d’aprés (40),

(51) wmb‘..,m,.: rn+2p'wm,,...,m,,;

elle a pour fonction génératrice

1 1

U 7 m
- - =ZXa ... ai @y, m
2 2 ~2 2 2
3 Zn Speg + Bnie
D)) o+ (R —a,) T
[("2 1> <r2 n> rt

Si maintenant nous passons dans W des coordonnées z aux coor-

données sphériques (13), comme nous I'avons fait dans le cas général
par la formule (36), nous aurons

.
n

(52) Wml,. o — ! \4 (xu ey .Z‘,,).

n I‘n—+—p‘ My, ..., MMy

(G-#)

(1, my)...(1, my)

ou -

Vm, m,.(‘th"‘)xn) =¥

.....

1 A (ahte ..t

X | & A — .
1 22/ . n \
(1,7) -—;—p—f—[,J/

D’aprés nos définitions, V,, ., est un polynome hypersphérique
zonal; il rentre dans la formule générale (37), ou

k:O’ (‘Pa(x" cey ‘Tn):x,{“...le".

K. e F. 5
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C’est un polynome de degré u, dont le seul terme de degré u. est
RN

les autres termes étant de degré p. — 2, . — 4, ....
Passons dans la fonction génératrice (46) des W,
données sphériques :

m, AUX coOr-

.....

n
2

(53) F=[rt—ar(ayzi+...+ ayx,)+ai+...+a}]

1
— zallm_ ..als T V,,,l,u,,,,,"(x., R R

Done, sur ’hypersphére S,

(34) (1—2a,2,—...—2apx,+at+...+ al) 2

=2 ayt. . 'a;:l"vm,,...,mn(mh ciey Tn)e

C’est I’équation méme dont Hermite ('), dans le cas de n =2,
et Didon (*) dans le cas général, étaient partis pour définir leurs
polynomes. .

Tandis que I'expression (52) nous donne V,, . quels que soient
les indices m, Hermite (*) n’a donné la valeur effective de ses poly-
nomes que jusqu’a g = 4.

On voit avec quelle simplicité la méthode de M. Appell conduit aux
polynomes V,, ., ; le choix de la fonction

n
(1—oaqxy—...—2a,x,+a} +...+ al IES
pour généraliser celle de Legendre, perd son cachet mystérieux.
Examinons de plus prés Pexpression (52) des polynomes V,, .., .
Nous voyons d’abord que les polynomes d’un degré u. donné sont
linéairement indépendants; leur nombre est celui des combinaisons
completes de n lettres p. a

(n, P')_
(1, 1)
(") H., p. 322.
(%) Dy, p. 229.

(?) H., p. 322.
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D’apreés la formule (38), ces polynomes V,, . constituent donc un
systéme complet de polynomes zonaux linéairement indépendants de
degré ..

On peut les exprimer au moyen des fonctions hypergéométriques
de plusieurs variables, introduites dans ’Analyse par M. Appell (*) et
généralisées par M. Lauricella (*).

En effet, d’apres (3),

1 0%

co (1, Jn) 02Ye. . Ox?in

(27, ..., 20pn)

(35) A?f(xrﬂ-.-x':"):<x,j>2(,,m.

:(I,J')Z = 0 i 20 1) i

(Iv./'l) !

=< m,, . - (m,,-.— 2+ I)ZZ,“_?]."
(‘y./n)
< my j.><1—mi ,]>
— — 1 s Ji
) . 2 2 1
= 2% (1, )& e Y, A T
m, . 1—m, .

(m) ()
= A z

Dans toutes ces expressions, le signe I est étendu a toutes les
valeurs positives des entiers /,, ..., j, telles que

J=Ji+. ..+ Ja
En portant cette valeur de A% dans (52), nous obtenons

(56) Vm,,...,m,.(xh sy xn)

<,l > |

—>

2 # xT e
R 1

(1, my)...(1, my)

my . 1—m, . 1—m, .°
2:_]1 > s J1 ). > > Jn . .

(l»jl)~"(17./.11)<_L2l'_y'+‘1j> 1 "

= oM

(1) P. AppeLL, Sur les fonctions hypergeométriques de deux wariables (Journal de
Mathématiques pures et appliquées, 3¢ série, t. VIII, 1882, p. 173-216).

(2) G. LauriceLLA, Sulle funzioni ipergeometriche a piu variabili (Rendiconti del
Circolo matematico di Palermo, t. VII, 1893, p. 111-158).
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Or M. Lauricella définit précisément une fonction hypergéométrique
par la relation

F[;(O(“ ey Apy Bh ey Bna Yy Uty ooy un)

. (oty, my) ((31’ my). . .(ety, mn)(@m m,)
- (1, my) oo (y ) (s 28 44 my,)

wys,.Loupn,

D’out la nouvelle expression des V :
(57) Vm,,‘.‘,m,.(xn ey xn)

D

— ol ™M, e
(1, my)...(1, my)™* "

=< Fy [__rﬂ’ E) ——-’—n—n) - m,’ X l—m,,’ - }.L—I'-I,Lz; ---7—1—;"
2 2 2 2 2 x? xl
qui rattache ces polynomes aux fonctions hypergéométriques de plu-
sieurs variables comme les polynomes de Legendre I'étaient depuis
longtemps a la fonction hypergéométrique de Gauss.
Cette expression a l'avantage de bien mettre en relief la parité
deV

Ry, ..., mp*

V. — Systéme d’équations aux dérivées partielles des polynomes V.., . m,.

Didon (') a formé le premier un systtme de » équations aux
dérivées partielles linéaires du second ordre auxquelles satisfont
les V,, . ,.; mais sa démonstration étant un peu laborieuse, nous

allons en donner une autre qui se base uniquement sur la
formule (57).

La fonction

F (“l’ veey Xpy 51» ety ﬁm Vs L1y eoey xn)

vérifie un systéme de n équations aux dérivées partielles du type
hypergéométrique généralisé; en partant de ces équations M. Lau-
ricella (*) a montré que la fonction

1 1
Q= uy*. .u,l“"FB<cx1, ciey Ony By o ey By 1At ’—>
1

Uy

(1) Dy, p. 269.
(%) LAuRICELLA, loc. cit., p. 134.



satisfait aux » équations

uj@—uji u,-d—(P+...+u,. 99 +(x—y+1)0
ou? du; duy du, ]

99 99 99 _
+ (otj-—ﬁj+1)3u—! +a, [uiﬁ—’ 4.+ u"?)u_,, +(ot—y+1)qa] =o0
(J=1,2,...,na=0a+...+ a,).
Si dans ces équations on pose
nm; Ir—m; n
“/‘:_'Z_J’ @J‘:—z—l’ V=5 TeRTL uy=2xf,

la fonction o devient égale 4 un facteur constant prées 4 V,, . .3

aprés avoir effectué ce facile changement de variables, on obtient
le systéme d’équations

J9*V 0 [ oV oy

-5-1:—]2‘—.1“,(7;' xi—d—z —I—...+a:,,d—x;+(y+n)V]

(58)

-+ m; .2‘?—‘1 +x v
"oz, T T oz,

(J=r1,2....,n),

+(y+n)V]:o

que l'on peut aussi écrire

, 90 {0V v oV
(58) d‘?jgaz—;_'/vj[alax—,+"'+x"d_%.+(“+n)V]z

ov A%
+ (m;+1) x'd_x, 4.+ x"d.r

+(‘u+n)V] =o.
8i I’on remarque que
1=n
ov av i}
2 (m,-+ l) [.l‘,'d—x‘ +..-+.Z’,,-d";; +(}£—|—n)V:| —-([.L+n)5;—j~(ij)
1=1
=p(p+n)V,

en ajoutant membre 4 membre les n équations (58"), il vient I’équation
unique

]j=n
d [ oV oV ov
(59) #(“+n)v+zﬁ[m_x,(x,d—%+..-+w»;;;;n>]-—°-
1=1
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Cette équation est identique a I'équation (23), ot £ = o; c’est donc
simplement U’équation qui exprime que V, . (x,, ..., x,) est un
polynome hypersphérique zonal.
Tandis que I'equation (59), ne dépendant que de w, appartient
a tous les polynomes V de méme degré u., le systéme (58), contenant
séparement les indices m,, caracterise un seul d’entre eux.
Considérons maintenant la fonction hypergéometrique

Fa(o, Bre o ooy Bas P1y oo o Yoo Uyy v en Up),

dont M. Lauricella a donné la définition. Il a démontré (') que le
systéme d’équations
J9*F d [ oF

u u u +...4u oF +aF
! ou? T0u, | 0wy, T " duy,

—B u£+ —i—u—(E F oF _
] ’du, [ ndun+a +}‘ld—u1—0

admet, pour intégrale générale,

F= AFA(“vph-"’pmyuH-:Ynaul’--',”n)
+ AP T F (41— 1, Br1— 71, Bay eoes Bay 2 — Y15 Y23 o005 Vs Uty eey Un)

+ AP W F (e 1— 94, Bry oo 5 B T — Yy Y1y ooy 2 — V> Uty ovny Up)
+ At

x FA(a+2_Yl_Yh .(31_"1—71# 62"*" 1—}’2~ eeey pn, 2_711 2—}'27 ---771)» Uyyoiny un)

Or le systéme précédent se réduit au systeme (58) si I’on y fait

+n . m 1
—  B=—=b =5

— 2 —
u,=uzx o=
4 77 2 2

Supposons tous les indices m,, ..., m, pairs; d’aprés (57),
est un polynome en x3, ..., x;; donc

\J o

my, M,

p+n my m, 1

1
V _— 2 2
(60“) my, ,m,,—-AFA< 2 "—‘—"2)"') > 7;)-") ;a xl,...,.z‘n>.

(1) Loc. cit., p. 132,



Supposons le seul indice m, impair; V
nome en 3, ..., , multiplié par x,; donc

_est égal 2 un poly-

my,...,m,

+n4+1 1 —m m, 3 1 1
(60b) an1,...,rrz,,:A(1” €2, FA(“ 2 ) 5 ‘e 2" 3’3 . ,xr’;)
et (n —1) formules analogues en supposant successivement les seuls
indices m,, ..., m, impairs.
Supposons maintenant les seuls indices m, et m, impairs;
V... .m, est égal & un polynome en 7, ..., x, multiplié par x,z,;
donce

( - [-L+Il Ir—m, 1 —m,
(600) Vm,,...,m,,: A12)z Xy Xy l‘A -+ I, ’ y vt
’ 2 2 2
m, 3 3 I . .
—— ey =y =y rr ey =y Liy ...y T
2 2 2 2’ TV TR

et ainsi de suite.
Le groupe des formules (60%), (60%), (6o®), etc. généralise comple-
tement les résultats classiques pour les polynomes de Legendre.

VI. — Expression des polynomes V,,, ., par des intégrales définies.

Heine (') a démontré la formule suivante

22T » T ™
(61) f dwn/ sinw,;_.,dw,,_,...f S o0y F (AL A et D B ) dltog
0 0 0

) T
= 27rn fsitx"—‘mF(\/l;+...+)\f,+,cosm)dm,

ot
2

ou dans la premiere intégrale

£, = coswy,

£, = sinw, COSw,,
................. s

En = sinw;Sinw,...Ccosw,,
Erni1= sinw, sin w,.

(1) E. HEINE, Ueber einige bestimmie Integrale (Journal fur die reine und angewandte
Mathematik, t. LXI, 1863, p. 356-366).
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D’un autre cdté, on sait que

n
i I‘<—>
s 1 _
_sint e L gm \2)
0

(¢ 43 cosw)”

done

27 ki1 ™ H
. sin”"~1w, dw
(62) dw, sinw,_; dw,_, ... /‘ - LR
[) 0 o Lo+ i

7 £| +...+ )\n+1£_n+1 )]"

™ 2 )\2 )\ ;
m[aﬂ- +.+ A

2

=2

Si dans cette formule nous posons

a:ma

)‘1:1'1”“17 KR} }‘n:wn—any

M=o,
nous voyons apparaitre dans le second membre

n

[Xp+ (21— @) +. ..+ (&,— a,)?] ?

n
=(t—2a,&,—...—2a, T, +a}+...+al) 2,

La fonction sous le signe d’intégration s’écrit ici :

VKo + b2y —ay) +. .o+ By (@a— an) | "
- [\/Xl—z+ iglxl et iguxn -

(n,p) e

am,.gml EZ’"
(r,my)...(1,my,)

[\/ n+ lEl‘z‘l'i_ -+ lgnxn]
En identifiant les coefficients de a7+, ..., @ dans les deux membres
de la relation (62), nous obtenons

(63) _Tt oy
n+1\ M

r(*5)
(n, )

=) ()

sin®=Ya Er L B dw
X — f d&),,f Sinw, 4 dwp_q. f (g ‘El En. 1
1

Ly eoit EnZp— i\/X,,)P’*".

..,m,,(xl‘ L "xn)
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Didon (') a obtenu, par une tout autre voie, pour le polynome
d’Hermite V,,,(x,y), une expression qui se raméne facilement a
celle-la par un changement de variables.

VII.
TutoriME. — Soit
D(zy. ...y Bpes)

une fonction possédant les propriétés suivantes :

1° Elle est harmonique a 'intérieur de S ;
2° Sur S elle se rédwit a une fonction W (x,, ..., x,).

On a

(64) S(ep+n)ar. .. ann

x Ip(xh ceey xn)vmi....,m,(xh vey Zp)dxy .. dz,
=———®(ay, ..., a, 0,0).

En effet, considérons la fonction
n
(53) F=[r—or(ayz,+...+a,z,)+al+...+a2] ?
1
=Zam... a'gnmvmw,_,m"(x,, ce ey ),

et la fonction

b

(51) ’ G=[1—2r(ayz;+...4+ apx,) +ri(at+...+a2)]

=Xap. .. atrtV, o (2 X)),

Appliquons aux fonctions G et @ la formule de Green (8) pour le
domaine intérieur a S, ou elles sont toutes deux harmoniques :

dG do®
(65) £<®%—G-d7)do)_o,

ou dw désigne, comme a la page 8, I'élément d’aire de I’hypersphére.

(1) D, p. 20.
K. oz F. 6
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La fonction F posséde a I'intérieur de S le pole A
5= a, ceey By = a,, Zpy =0, Spye=0.

En isolant cette singularit¢ par une hypersphére dont on fait tendre
le rayon vers zéro, on peuat appliquer la formule de Green aux fone-
tions F et @; on obtient

Ad dF
(66) /(F——d’—)dw:n@(a,...,a,o,o)fdo).
Jg \ dn dn ! " S

Or, sur S,
F=¢G.

En ajoutant les deux égalités (65) et (66), nous obtenons

aG  dF
(67) f@(—-———)dw:n‘b(ah...,an,oo)fdw.
s dn dn ’ s

Mais sur S

O=Y(x,...,2,);
d’apres (51),

i _(d
dn —\dr /),

= Za'lni'"a’/?xl"f"'vm“...,m,.(xh ceaTy);

d’apres (53),

ax _ (v
dn dr r=1

=—Zam...af (4 1) Vo, .. ;g (Z1y oo oy Tn)e
Donec

dG dF
27 n
:f dcpf W (g, oy z,) Ta a2+ n)V,,, . dzy .. dz,,
0 (x,,;o)

car pour obtenir ’hypersphére S tout entiére, il faut faire varier ¢
de o & 2w ct donner aux a toutes les valeurs compatibles avec la
relation

XaZo;

quant & I'expression de dw, clle a été calculée page 9.
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La fonction sous le signe intégral ne dépendant pas de ¢, on pourra
intégrer par rapport a cette variable; le second membre de (68)
contiendra 2 en facteur.

D’un autre coté,

27 n
(69) fdm :f dcpf dz, ... de, = om—
s 0 (Xa20) F(]%_‘—I)

En portant les valeurs (68) et (69) dans I'expression (67) et en
supprimant de part et d’autre le facteur 2w, nous obtenons

n

S(ap+n)am... amn W(ziy oovs n) Viny,. ma(Z1y ooy Zp)dzy ... dz,
(An20)
= -nn—.ngfb(ai, .euy@py0,0).
P<— +I>
2
Cas particulier. — Supposons que la fonction ®(z,, ..., 5,4,), auXx

propriétés de I'énoncé joigne celle d’étre développable en série de
Taylor dans le domaine intérieur a S, de sorte que

ai+...+ai<li, D(ay, ...,a,0,0)=2K,,, _m.af ... a%m.

Nous déduisons de la relation précédente

(70) (2.“ -+ n)f ‘F(xl, ceey xn)Vm,, ,my, d-Tiv--dxn: —_— T Km,,..,mn-
- (%.20)

VIII. — Application.

Prenons en particulier pour fonction ®(z,,...,5,.,) le polynome
harmonique défini par la formule (51)

Wi =TIV (21, oo 2) (g=q1+...+qn):

il satisfait a toutes les conditions du théoréeme précédent; de plus,
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son expression (50) montre que

— yeees +20 +20 —_
©r],,...,qn(an---aam 0’0)“‘2‘KZ’,,...,Z:‘111]‘ l"'atr]z" " (“1+"~+ Ot,,—O),

ou les K sont des constantes faciles a calculer.
La formule (70) nous permet d’énoncer les conclusions suivantes :

1°Sigi+...+q,Fm+...+my,
n
(7') f S Vr/,,...,q”(xh ---axn)Vm,,...,m,.(xu -'~’xn)d‘ri---dxn:°-
X

2° Les entiers «,, ..., x, étant assujettis a la condition

G+...+ax,=o0,

n
(72) f Vln,+2a,,.. ,m,.+2oc,,Vm,,, LMy d$1 oo dxn
(Xn20)
2
— n T my,...,Mmp
2“+n n gy eeey On
> +1

Nous tirerons plus loin les conclusions des formules (71) et (72).

IX.
Nous poserons dans ce qui suit :
_p+s—1
(73) [t—e2ayzy—...—2apzp+ai+...+al] °*
=Zam...am Vﬁ;‘,’h,,,,mp(x,, ce @),

p et s désignant deux entiers positifs.
Nous n’introduisons d’ailleurs ainsi aucune fonction nouvelle,
puisqu’on voit immédiatement que

(s .
Vm),. . ,m,,(xh ey xp) —Vm,,...,m’,,o,...,o(xh o9 Tpy Zpiay ooy 'I"p+s——l)'

C’est simplement une notation, qui sera commode dans I’étude des
polynomes tesséraux.

Toutes les propriétés des polynomes V;, my S€ déduisent de celles
qui ont été données pour les polynomes V,, .., en faisant dans ces
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derniers
=p-+s—1I, Mpy—. .=Mpis1=—0.

Nous allons les résumer dans le Tableau suivant :

TasLrav 1.
_prs—1
(A) [(Bi— @)+ .+ (5p—ap) i+ 2h, +.o + 20 ] ?
=2ap. .apr Wi
(s) _ (=* o¥ 1 )
(B) W o om = Gy - () 079 \rpved
ou
ri=giae. 4 Bl
: 1
Q) Wﬁf;),....,mPI mvﬁ;?.,...,m,,(xu ce Tp)e
+5s—1
( (5=
D v oy, = 2%
(D) ey = 2 (rymy)...(1,mp)
2 (xthy o, ., XY ”
x x’;'ﬂ...a:mp+...+—2—lz7 A (x‘_"_s__’gx”") +...].
) (— =+ )
p4+s—I1
. (=)
s — ol m,
(B Viboom =2 iy om0
m m, 1—m 1—m 4+s—3 1 I
xEB[_—_;’.,...,____zL’, - LI 2 P, _H_B_;__,x_f,...,;;_’].
J (adV dV av
(F) dx,%dx, x, d +. +a‘pd—+(p.+p+s——1)V];

+(m,+:)[w,—xl1+...+x,,:v +(pt+p+s-—l)V]—0
J=r1,2,...,p)
(G) (p+p)(p+s—0V

2 —z xﬂq— + P—V-+(s--|)V =
dx, dac, e R
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Soit ®(z,, ..., 5,+5+4) une fonction harmonique se réduisant sur S
aW(x,,...,x,)

4 s—1

2 (85
X, W(zy, ..., a?p)V"?,,...,m,, dzy...dxp

H) Z2(2p+p+s— 1)a’1”*...a;',lpf

(Xp20)

) r<s+1>
— — i N2/
=(p+s—1)m < S l>(l>(a1,...,ap,o,...,o).

2

Si, de plus, ®(a,,...,a,0,...,0) =ZK a, ..., ayr,

my, ... my
P sz
(I \/(‘ X ? W(xz, ...,xp)Vi,‘,i,m,mP(xl, e Zp)dey ... dz,

X,20)
, I,<s~+~1>
pt+s—I TE; 2

— Kmi...m-
2p+p+s—i1 r<p+.s+1> Ty

2
L’intégrale

P st
@) [ KTV g Vi dy

(xp.':_o)
n’est différente de zéro que sil’on a a la fois

qi=my+ 204, ceny gp=mp+ 20y, o+...+~ap=o.

Remarque I. — Dans les formules (1), (I), (H) nous avons posé

—_— 2 2
Xp,=1—2j—...—x}.

La formule (H) se déduit de la formule (64), en remarquant que
la fonction sous le signe intégral ne dépendant pas des variables
Tpys—is -y Tpoyy ON peut intégrer par rapport a celles-ci; on trouve
facilement

s—1

s—1 s= T
‘/(‘ S )dxp+1.. .d.Z'p+s_1:XPZ -S——H--
X 0
pts—i= F
(=)

Remarque II. — Appliquons la formule (H) au cas de

@ (24, .0y Bpisir) =17 Vg]i),...,q’,(xh coey Zp).



Pour
5 = ay, ceny Zp= ap, Zp41 =0, ceey Bpist1=0,
ay a
rr=aj+...+ al, x,:T, ceey z,= __;”,
on a
1 a a
—_ 2 2\2 ! »
®(ay,...,ap,0,...,0)=(al+...+a}) V;ﬂ{qu[?, ...,T],
donc :

14 s—1

S(ap+p+s—1)am... ar;;pf X VL VS dary ... day

(3p29)

S+1
;1‘<z> 1

2 22
r<p+s+l)(a'+”'+ ay)
2

a a
X VG| o ) e |-
\/a;—+—...+a§ \/a;—%—...—q-af,

=(p+s—1)7

C’est, & un changement insignifiant pres, la formule donnée dans une
Note a ’Académie des Sciences ().

Remarque III. — Signalons encore cette relation, évidente sur la
fonction génératrice, qui donne I’expression du groupe homogéne

-
2‘ ap..oamr Vi oy (21, ceoy Tp)

my A=

i
)\ T axry+...+apx
:(a}+...+a;,)zV‘p{’+““< et L ”>,

vai+...+a}

(1) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CLVII, 2° semestre 1913, p. g12.
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CHAPITRE III.

LA FONCTION GENERATRICE ADJOINTE.

L’étude précédente conduit naturellement a se poser la question
suivante :

my, ..

donnent-ils, a eux seuls, le moyen de représenter une fonction
F(z,, ..., x,) donnée arbitrairement sur I’ hypersphére S?

Les polynomes hypersphériques sonaux (') V. . (2 ..., @)

Pour trouver un développement de la forme
(74) F(ay, ..y 2p) = ZHu,, com, Vs comy (21, -0y 2p),s

la formule (J) du Tableau 1 suggére I'idée d’employer la méthode
de Fourier; elle est bien applicable ici, mais avec une modification
qui lui ote sa portée.

Nous voyons, en effet, que

v P 5ot
TN S o A R

?
(%29)

= E Hm,+2a,,...,mp+2¢,,

Oy 4.+ oc,,:o
p s—1
2 YV s
x X,, Vm,,...,m,. V£n1+2a,,...,mp+2a,, dz,...dx,.

(xp—_>-°)

Le second membre, au licu de contenir un seul des coefficients H,
comme dans al méthode ordinaire de Fourier, contient une combi-
naison linéaire des coefhclents. H, ., pour le.squeils i+ g, =

En formant toutes les équations analogues a (75) dans lesquelles

my4...+mp=p,

(1) Nous continuerons a poser, dans ce Chapitre, n =p + s —1.
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(P, )
(1, )
coefficients H,  , (¢, +...+¢,= ).

Les H sont donc bien ainsi déterminés; mais il est inutile d’ajouter
que c’est [a une méthode qui, non seulement, ne se préte aucunement
au calcul effectif, mais encore masque toutes les propriétés théoriques
du développement (74).

La difficulté s’étant déja offerte 4 Hermite pour ses polynomes a deux
variables V,, ,(z,y), il définit de nouveaux polynomes U, ,(x,y) par
la relation (')

(s 1)

nous obtenons un systéme de )

équations linéaires entre les -~——

[(az+ by —1)*+ (a®+ b?) (1 — xﬂ—y’)]_1§ =3amb"U,. (2, y),
généralisant ceux de Legendre
[(ax —1)2+ a* (1 — x2)]_%: 2arX,(x).

Puis il démontre la formule suivante

f f VouUpydzdy =o
(1— x2—y220)

tant qu’on n’a pas a la fois

Dans ce cas,

T _ T (1, m—+n)
fﬁ_x,_y-;oV”""D'"”‘dxdy“ m 1 (1, m) (1)

Ce résultat lui permet de calculer les coefficients du développement

F(T, ,}’) = 2"Am.nvm,n(a"» )’)
par la formule

ndzdy = T (I.nl-}—ll)'
fj(:_,,_,,@o)FU n AT Y Am'"m—l—n—i—l (1, m).(1, n)

Nous suivrons une marche différente de celle de I'illustre géométre :

(1) H., p. 324.
K. pe F.
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au lieu de former a priori des polynomes Uﬁf,’h“”,,,P et de vérifier aprés
qu’ils possedent la propriété désirée :

P =
2 (s) (8) _—
f X VR Uy, =0
(Xp29)

tant qu’on n’a pas a la fois
my={qi RN mp=9p

nous allons chercher & déterminer unc famille de polynomes par les
conditions suivantes :
Soit
Rong . ymy (21, oo @p),

I'un de ces polynomes :

1° La fonction
d)rm,..-,mp(zn ceey 5p+s+1) = rP'le,...,m,,(xh ey xp)

est un polynome harmonique homogéne et de degré .
2° Tant qu’on n’a pas a la fois

m129n DR ] mP:qP:

—1
Ixiio)X%Vﬁi,_ ,my Ry, g, d21. . .dzp=0.
La premiére condition montre d’abord que le polynome
®,, oy (Bae ooy Bpasit)
devant se réduire sur S a
Rm”,_,,my(x,, ceey Zp)
ne dépend de z,,,, ..., 5y que par 'intermédiaire de
I T T

Ceci étant, la formule (H) du Tableau I est applicable a la fonction
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. ) i e
harmonique @, ; elle s’écrit ici

P

s—1
(76) E(zp-!—pﬂ—s—l)a'l"a...a’{,'ﬁf X,? V,‘,ii,m,erqh,,,,,,},dx‘...da:,,

(Xp20)
:A(I)qh_.,,qp(a,, ciiy @py Oy o .., 0),

ol A est une certaine constante.
La condition nécessaire et suffisante pour que les polynomes R,,h._,,,,p
possédent la propriété (2), c’est donc que

Q;, g(a, ..oy ap, 0, ..., 0)=al. .. alyp.
Nous sommes donc conduits a résoudre le probléeme suivant :
Trouver un polynome harmonique homogene de degré .
(bmi....,m,,(zh ey zp+$+l)

’ 2 2 .
ne dépendant de z,,,, ..., Zpps,y qUE par z, ...+ 2., € qui
POUT Bpyy = .o = Fp,y) = O Se réduit a

Bz .. zr.

II.
TaroriME. — Le polynome harmonique homogéne de degré ne
Y q 8 )
1 2 2 y .
dépendant de 5., ..., Zp.s0i qUe par z, ...+ 3z, ., el se réduisant
POUr'Z,y =...= 5, = 0 a un polynome homogéne donné

fu(zh R zp)’

a pour expression

3}ttt 5 AY fu(s, s 3p)
2%/ . [/s+1 .
(I,J). T)J

En effet, il est évident que le polynome Q sera de la forme

(77) szu(zu sy zp)+~- .t (—-l)/(

Q=Ffu(zy, .oy 5p) +(3pey o025y ) fu—a (51, vy 5p) +. 0.

+(z;+‘+. . .+zf,+s+1)/fp_2j(z,, ceey Bp) e,
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Ol fy 5y ey fu—a, sONt des polynomes homogénes de degré p. — 2, ...,
u — 2j a déterminer.
Or les regles élémentaires de dérivation donnent

A[(2ppy et B ey ) fuma ] = (Bhay o B00gp ) A fumay
+2f(s4+1-4+27—2) (82, .ot Zhopy VT fumaje
L’équation
AQ=o

s’écrit alors

o=[A%f,+2(s+1) fual+...
(2t 5 VT A g2 (S H T+ 2) —2) fues ]+

Pour qu’elle soit satisfaite, il faut et il suffit que

8 fut2(s+1) fura= o,

Azfp.-zn-i““ 2j(s+14+25 — 2)fp~—‘2i = o.

Les polynomes f,_,, ..., f,_,, sont déterminés de proche en proche
par ces formules; leur expression générale est

— (_l)/ Az"fy,(zh ceey zP),
> (1,./')<s+" ./')

2

fu——w

ce qui démontre le théoréme.

Cette nouvelle expression d’'un polynome harmonique d’une forme
particuliére est a rapprocher de celles qui sont données dans les preé-
cédents Chapitres; au sujet de sa parité, de son dernier terme, etc.,
nous pourrions reprendre tout ce qui a été dit au sujet de I'expres-
sion (50).

Si dans la formule (77) nous passons des coordonnées rectangu-
laires z aux coordonnées sphériques, nous obtenons, par un calcul
que nous avons déja fait plusieurs fois,

X’l', Az'/fy,(x“ ...,x,,)
2% L /s+T1 .
(I»J)(T’J)

(78) Q=r"| fu(®1, +.., Zp) +...(—1) “+..



(81)

(82)
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Le coefficient de 7 est un polynome hypersphérique zonal d’une
forme que nous n’avions pas encore rencontrée.

Nous aurons plus loin 'occasion d’étudier en detail ces formules
et de les étendre au cas des fonctions hypersphériques d’ordre quel-
conque.

III.

Laformule (77) nous permet de résoudre le probléme posé au début
de ce Chapitre; en effet, nous I'avons ramené & la formation d’une
classe de polynomes &, », qul rentrent comme cas particuliers
dans I'expression Q en y faisant

Ju(zy ooy 5p) =B 5.

L’expression que nous cherchons est donc

(79)  ®um,..om, =B} 7. L+

...(——1)1(5;27+1+"2'2;*' Spesir) Az-’(z’{‘i,s._:_.;z;,"r)_i-”.
("])<'—;_’J>
Nous avions posé de plus
d’ . (I)’"h _,,,,Pzr“Rmh,",,,P(x,, "'7‘Z‘P)’
ou
X7 A% xm, ..., ™
(80) Rm, ,m=B x’,”'...x;f’r+...+(—l)12—2’j’ (] . ”P)+...

() <s:—1 : j>
En particularisant la constante B, nous emploierons les notations
définitives

(s, 1)
OF L m,=
1y eees Mp (1, my)...(1, mp)

(22,1 e300 y) AV (3T, L., 579) )
22J L[S+ .
(l»./) s ]
2
X4, A (2, L., )

2% s 4+1 .
i) ()

X | Ay Er A (— )

ZP TP e (— 1)

e _ (55 1)

e T (1, my). (1, my)




Z 8 =
Nous avons formé ainsi, a priori, une classe de polynomes

U, ...m (@4, ..., x,) satisfaisant & toutes les conditions imposées, ear :

1° L’expression
1‘)5;3),, ey M =r# U;fx),, ,mp

est un polynome harmonique homogene de degré .
2° Si dans la formule (H) du Tableau (I) nous prenons

®(szy, ..., 51)+s+1) = Og/si)... S qp
d’ou
Y(z,, ..., 'rp):Uﬁ/Si)‘.-uf/rl(x“ e Tp)y
(s, q)
®(ayy, ...,a,, 0, ...,0)= ——2L— a9 ..alr
(@0 @y 0 = g

elle nous donne le résultat suivant

s—1

14 =2
(83) /(; . X" Vi m Uy day ... da, =0
P=

tant qu’on n’a pas a la fois

Mi=qy ...y Mp=4gp.
Dans ce cas,

s—1

4 s—1
(84) f( o X Vi, UL m . day

I,(s—|—1>
— p‘+‘3‘—-l th; \ 2 (S1P' .
2+ p+s—1 r(/)—%-s—l—l)(l,m,)...(l,mp)
2

Les polynomes U.  , satisfont donc & toutes les conditions
imposées; ils sont d’ailleurs les seuls, car la condition suffisante

(Dm,....,m', =B Z’{'l. .o ZZLP

est également nécessaire.
Il nous reste & montrer que les polynomes que nous venons de
former sont identiques & ceux que Hermite (') a considérés dans

(1) H., p. 324 et 340.
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le cas de deux variables pour s =1 et s =2, et dont M. Appell (")
a donné une définition générale.

IV. — Fonction génératrice des polynomes Uy . (Z1s - .., &p).

Soient a,, ..., a, des constantes quelconques; I'expression

~ - j— E $)
Qp (L" g ey “P+5+l) —_— a’{"‘ am" U;l‘, eny mP

my+ ..+m’,:p.

est un polynome homogene de degré p qui ne dépend de z,,,, ...,
2,5+ que par Uintermédiaire de

2 L
Bper oot Bppsry s

de plus, d’apres (81),

(s, 1)
(1, &)

(51, +.es Bpy 0y ...y, 0) =

(@13, 4. ..+ apsp ).
La formule (77) est donc applicable a cette expression; d’ou
(85) Qu= %—ﬁ% (@51 o ot Ap3p)o b ..

(zP+1+ +"[J+s+1) A? /(a Zy+.+aps p)(i
22/
(I J)( ] j)

Ce‘ci étant, supposons les constantes a,, ..., a, telles que

+(—1)

at+...+ay<1

et le point de coordonnées z intérieur 4 S; considérons

7)1,:..4:m,,=+uo P=—4o
— y(8) —_
(86) F= E ays. . .amr O, = 2 Q.
m‘:..,:ml,:o p=o

(*) . ApeeL, Les polynomes U, , d’Hermite et leurs analogues rattachés aux

Jonctions sphériques dans Uhyperespace (Comptes rendus de 1’ Académie des Sciences,
t. CLVI, 1* semestre 1913, p. 1852).
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Comme dans Q, le terme en A% est nul pour /> £ ~ou > ‘u ! (selon

la parité de p), nous pouvons mettre F sous la forme :
] =+
(_')I (*‘ —H_"- +"Hv+ )
(87) =X ey
]j=0 ([/)< 2 ’./)
W=+

> [ N’ %%A“(aiz,—i—...—k apzp)“].

w=0

La quantité entre crochets peut s’écrire
b=

A2J 2 (s, P-)(aiz1+...+ap31))p':Azj[(|—a151'—“..-""“apzp)"‘]

(ai +...+a})/ )
f—. . .—dp3 p)t+2}

= (s, 2/)(1_

En utilisant la formule élémentaire

s N\ [s+1 )\ 1 .
E’J ( > ) J "“'ZTJ(ssg./)’

I'expression (87) prend la forme

J="4w .
2 (__1)< > a}—+...+al) (s, +...+3550,)

(1, ) (1 —ay5y—...—aps,)"+¥
J=0 s
al+...+a) (s, +...+ 52 7 2
=(~—a;z— '~—ap5p)_s[l+( l i)( = ~ 2P+SH)
. (1—ay51—...—apsp)
s
=[(t—ay5y—...—apzp) i+ (@i +... 4+ ad) (32 +...+52,0)] %

Quant & la légitimité des diverses sommations, il suffit de remarquer
pour I'établir que toutes les séries employées convergent sous les condi-
tions imposées au dé¢but

aj+...+a,; <1, S S <5
d’ou
laizi+. ..+ aps,| <1,
01— a5 —...—ap3p S 1,

52 2
Sppr e B <.



Nous parvenons donc a la formule fondamentale

[STN

(88) F=[(a;5+...+apsp—1)*+ (@} +... 4 a2) (50, + -+ 3py51)]

=Zam...ar Of g
d’ou, sur ’hypersphére S,

s
(89) Fi=[(ayx1+...+apx,—1)t+(al +...+a}) (1 —xi— ..—x})] *

=Zap. .. ayy U5, ey (Z1s oo Tp),
ce dernier développement convergeant pour

al+...+ap<t, 1>X,=1—2}—...—220.

C’est cette fonction qu’Hermite avait prise a priori pour définir ses
polynomes U, ,(x,y); il avait ensuite démontré que

jf Vi Upvdedy =0
(1-x1—y220)

tant qu’on n’a pas a la foism = @, n =v; dans ce cas,

o T (1, m+n)
f»/(;—l,_y’éo)V/n,n Um,ndaad}/_ pra— ("'n)(l, n)’

ce résultat concorde bien avec la formule (84) en y faisant

p=2, s=1.

Hermite (') avait encore considéré les développements suivants :

w

(1—2ax—2by +a*+ b*) 2 =2a”b"0,, (2. y),
1
(—x2— ) [(ax+ by —1)+ (a*+ b*) (1 —x?— y?) ]!
=Zambr O,n(2y ¥)5
avec nos notations,

1
< — V2 — 2 2\2 []t2)
l‘)myﬂ—‘v(m,)m Um.n—(l"‘xa'—y )AU

m, n*

() H., p. 335.
K. o F. 8
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La formule (84) donne

1
ff (1— &t — 3 F VD, U, de dy
(1—1’—)"20) )

=/ D Opndady =0 (mzZp, nsv),
(1—2r—)220)

3
3 r <5> (2, m+ n)
ff ,om,n Om,n dx d) frnd T )
(1—21—r229)

2(m+n)+3 P(i) (1, m) (1, n)

2
T (2, m + n)
2(m+n)+3 (1, m) (1, n)

résultat conforme & celui qu'Hermite a trouvé directement.
C’est M. Appell qui a consideré pour la premiere fois la fonction
génératrice F dans toute sa généralité; voici comment il 'introduit :
La fonction

T

F=(+...+¢,
satisfait 4 ’équation
¥ ’F _
opr Tt g = O
D’aprés la formule (67), si ’on pose

6 —=ayz+...+apsp,—1.

¢y :\/af—i—...—\—alz,z,,ﬂ,

la fonction F vérifie I'équation

2 2 |
AzF—_—d—E—i—. +’——')—B—'=o

2 M 2
0z} D251

De plus cette fonction

TN

F=[(ais+...+apz,—1)2+ (ai+.. .+ a}) (50 +.. .+ 25,00)]
admet la seule singularité
a31+...+aps,—1=o0, Sppg=...=

Zpts+1— 0y

qui est extérieure & I’hypersphere S, si 'on suppose a; +...+ a, < 1.
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F est donc une fonction harmonique a I'intérieur de S. Soit F sa-
valeur sur S. M. Appell définit les polynomes U, , (%, ...,,)

my,

comme le coefficient de a}:...a}” dans le développement de Fs.
Sa marche est inverse de celle que nous avons suivie.

V. — Etude des polynomes U om(Z1y « o o5 Tp).

Nous savons déja qu’ils ont pour expression

s _ (s, )
(82) UL, . m,

_(I)ml)--'(lvmp)

- J 2 Wy m,
< xﬁ"t...a';'p+...+(——1)1%Aj(l’ ;'_;_"lx”?)—!—... .
(’a/.)< ’-/)

2

Ilya

—~

Py %)

(1, @)

de ces polynomes qui sont de degré w et qui sont linéairement indé-
pendants.

En nous rappelant I’expression donnée page 35,

< m, J,)(l—ﬂl, j>
— — J4 s J1
(55) A¥(apr..zyr) =12%(1,)) 2 2 A 2

T,

(N 1p=7)

m . I—m .
(—-;’”Jp>< 5 ”’Jp>
x

nous voyons que les polynomes U se rattachent encore aux fonctions
hypergéométriques de plusieurs variables

rm,—2
xprp,

(s, 1)
(90) U;r‘l)n ey e .Z"l”‘. . ..Z‘Z'P
(1, my)... (1, my)
<F ™ . _m1=m 1—m, §—+1 _X,, X,
- ) — ————— * ) ) e R Rt 2 B
2 2 2 2 2 x? x}

formule qui est & rapprocher de la formule (E) du Tableau I,
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Enfin, de (85), nous tirons cette expression élégante du groupe
homogeéne

(91) ¥ @ ap U
myt.mp=

:(S»p«)
(1, )

~p

(ay ey 4. ..+ apxp 4. ..

Xy  A¥(ayzi+ .4 apz,)t
+(_x)!;/_ ) P ; +... 1.
(I,J)( 2 ’J>

Dans le cas de s = 1, Didon (') a donné une relation analogue, mais
sous une forme moins condensée.

Cette relation subsiste quelles que soient les valeurs des constantes
a,, ..., a, réelles ou imaginaires; en particulier si elles sont telles
que

a} +...+a;}=o

comine
Aoy +...+apx, " =o,

(91") 2 ap . am U = ((1 ”;(atx,—i- A apz, )P
My, My = ’
Nous allons tirer de la formule (82) une expression trés remar-
quable de Uj, oy (L5 vees Tp).

Comme une des formules (55) peut s’écrire

(—’nh z.il) 9 (—m~’2i ) -
— A2 (2, L2 = DRIV =y 2 BV TSP amy—2yp
e ”)]+§ﬂ AR G gy P
R
nous voyons d’abord que
(s, }*) 2: (= Xy (=mi2/i) .
(s) —_ m—2]q
(92) Uznp...,mP— ( . m ) I, mp) x

<S+l > 22 D 1 cee

(—mp,2/p)
(')jl’)

xyr 2y,

(t) Dy, p. 258.
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Ceci étant, nous allons généraliser une formule bien connue
dar

ch(x’):(zx)"cp(’”(x’) “+.. .+(2x)"“?f(__.(_'_n:%/.)@(n—1)(xz)+__',

ou ¢¥(x?) désigne la dérivée d’ordre £ par rapport a x?.
Considérons une fonction ®(z7j, ..., z}); nous désignerons par

D(]h »qp d)

la dérivée de @ prise ¢, fois par rapport a x}, ..., ¢, fois par rapport
ax,.
Par définition

o> ®
oz, .. 0xy
est le coefficient de
m L

(1, my)...(1, mp)

dans le développement de

O[(zy+ hy)2, ..., (2p+ k)2
Or,

O (zy+1y)2 .., (2p+ Rp)T]

=®[2} + k(22 + hy), ..., 254+ hp(22 + hp(22,+ hp)]

hi. .. hip
:—'2 a0 (L7 (22y+ )0 (22, + hp) Dy, g, @.

D’olt nous tirons

(93) dp'd)(dl?, -~~v$z)___‘2p’ 1_‘_(_"”192/.1)“. (_mpv 2./.p)
R AN N 2% (1, ]y) (1, Jp)
Xt xmr Dy, Sy 1p (LR

Cest U'extension a une fonction de p variables ®(x}, ..., ) du
résultat classique pour une fonction d’une variable o(x?).
Si nous prenons, en particulier,

®(x},...,2})=(1—2x}—...— 1)



d’ou
\ s—1
s—1 s—1 ) s—1\ o1+ 5
<s+1 P~>
) s—1
=(—')“‘+’#le+ T,
)
la formule (93) devient
s—1
du<xi+7> S+ 1 =
—_— W(-- Pf ——— 2
oz, .. ozl 2% ( I)< 2 ’H>X"
XE(—I)J X5 (—my, 2/,) - (—mp>2Jp) @Y,

2

Le simple rapprochement de cette derniére expression et de (92)
nous conduit a ce beau résultat

(94) Uilsl),,..,m’,(xh --'axp) 1—s

(=% (s, @) X,? o (u+5'—‘>
T ok (s—+—1 >(1,m,)...(1,m,,)().T'{"...dxgr )
b
2

Il était déja connu dans divers cas particuliers; quand p =1, c’est
une application de la formule énoncée par Jacobi (*) pour les poly-
nomes hypergéométriques; Hermite (*) I'a étendu aux polynomes
a deux variables (p = 2) pour s=1 et s= 2; Didon (*) a considéré
le cas de p variables, mais seulement pour s =1.

D’ailleurs, tandis que Hermite et Didon sont parvenus a des cas
particuliers de (94) en employant leurs fonctions génératrices, nous
nous sommes appuyés uniquement sur l’expression générale (82)
de U, ., formée a priori. Nous donnerons plus loin une autre
démonstration de ce méme résultat basée sur une méthode générale.

(1) C.—G.-J. JacoB1, Untersuchungen uber die Differentialgleichung der hypergeome-
trischen Reihe (Journal fir die reine und angewandte Mathematik, t. LVI, 1859,
p. 149-175).

(%) H., p. 328 et p. 342.

(3) Dy, passim.
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De (94) se déduisent quelques-unes des propriétés les plus impor-
tantes de Uii),,...,,np~
Tnéorime. — Soit P(x,, ..., x,) un polynome arbitraire de degré
inferieur a .

P s
f( X,® PUS, .m day ... dzp=o.
X

p20)

Considérons d’abord I'intégrale

P i1
1 :f X,* FUS, . mday...do,
(Xp20)

— P P <Xu+s—_’>
(— )™ (s. ) 1 ‘.di_”__z__dx dz
2 <f____l “>(l’nll)'--(l7mp).(x 20) oz, oxpy TR
2 p=

ou F désigne une fonction quelconque. D’aprés une formule démontrée
par Hermite ('),

N ) !
(95) I_z*‘ <S+I > (r,my)...(1,mp)
’ P
2
p pa it oI
X 2 dx,...dz,.
O B 7 Y R

Donc, si F désigne un polynome P de degré inférieur a .,
I=o.
Si nous prenons, en particulier,

F :Vﬁj?,...,q,,(xh .. -’xp)3

pour ¢, +...+¢q,< 1,

I=o;

pour ¢, +...+ g,= u (comme d’aprés la page 45 le terme du plus

: ) q , S ’ .
haut degré de Vy , est un terme en 7 ...27), si 'onn’apasala

(1) H., p. 329.



fois ¢, =m,, ..., qp=my,
dans le cas contraire,

(=)
1= (S’H) 2 e P P""f‘_—l

X : dxy...dz,.
<S+I’V') (1, my) ... (1, mp) (3p20) ? ' ?

2

)
p+s—+1 p+s+i1
(=) ()

r(3+!

__pHs—1 % (2) (5,0)

T epp+s—1 1,(’p-+—s—|—1>(1,m1)...(1,m,,)
\ 2

Nous retrouvons ainsi, par une autre voie, la formule (84) qui a
servi de point de départ.

VI. — Systéme d'équations aux dérivées partielles
des polynomes Uj) .

o Tpt

Nous avons vu que V) vérifie les p équations
v M
0 (VY oV v
\0’%(01"1 b r +...+x,,d—xp+(p+p+s——1)
(F) v Vv ]

( +(1n/+1)[xl—(—)71+..‘+xpg?-+(14+p—|—s——1)V
r

|

=0
J=1,2,...,p);
nous tirerons de (94) des équations analogues pour U, .
Soit d’abord )
R— o (X3)

- m m
oz ... Oz
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A désignant un nombre quelconque; nous voyons sans peine que

oR ~ OR L oMXEY)
an-az—i—. .+z,,07p—(2}—.pt)l{_ 2)\——()x’{’ﬂ...dx;,”r'
En outre, .
J9(Xp) _ 2t
s, =—2iz, X5

Dérivons cette derniére égalité m, fois par rapport a x,,
(mj+ 1) fois par rapport & «,, ..., m, fois par rapport a ,

U (X L A—
gz—l‘}:—z)\ J __d__(X,,__‘)_] —27\(nl,+l)[——du(XP ) ]5

x? 1',E | dx ..oz Jdre. .. dame
donc
ox? ‘oz, | oz, T -+ Pox, H
oR JoR
+(m’+l)|:x10—x,+'“+xpd_:c:+(F_2)\)R]
ou

J (oR " JR JR
Ega—;— x,[x,a}—l+...+x,,———l—(pt—~2)\)l{]§

dxp

JoR JR
‘—mj [.Z‘id—\r: +...+~Z‘p7‘r—p +(P.—'2)\)R] = 0.

Si dans R nous posons maintenant

§ —
2

I
’

A=p+

R devient a un facteur constant pres la fonction

s—1

Xp2 Ug;i,. ymye

P

Celle-ci vérifie donc le systeme d’équations

—d—\d—ﬁ——x zv—(—)l{--i— “+z ili—( +s—1)R
\dw,}dml N omy P oz, H

(96) JR IR _
( —m,[ar;,&v—1 +...+x,,d—x’:—(p+s——1)[{]_o
V=12 _...,p)
K. ne F.

c ooy
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En développant les calculs, les equations (F) et (96) peuvent
s’écrire

k=

0*V 02V
TSP B

0x, dxy
k=1
k=p
oV O A%
_(p.—i—p+s)x,0—zj —a—mjz S +my(pr+p+s—1)V=o
k=1
et
98) dx ij kdx,d:ck
+ (s — z)x,() —(m, +1 )Zxk +(m,+1)(p.+s—-l)l{*0

Or, I’equation adjointe, au sens de Lagrange, de I’equation (97) est
donnée par la formule (')

k=p
2
AV = a(V) de PPRCIEAD
k=p

+ (. i—p+s)-—— z,V)— m,Ez—(ka)—i—m,(p—f—p—ks—l)V

Mais

k=p
02
Z 0z, 0xy (2,2 V)

ov A 0*V
__.(p-{»—2)1",d —|-(p+|)V+2<a:,, +$1ka>i

k=1

hA=p

2 (ka)—pV—l—Zxk V

k=1

(1) Cf. G Darsoux, Lecons sur la theorie generale des surfaces, t 1l p. 73.
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d’ou

h=p
ozv_E L0V
o] T Yz o,

A(V) =

k=p .
ov v
+(p+p+s—p— 2)9:,0 —(m,+l)§ Tk Sz

k=1
+[my(p+p+s—0)—pm—(p+1)+(p+p+s)]V.
L’équation (98) n’est donc pas autre chose que
A(R) =o,

d’ou:

TueoreMe. — La fonction

e

vérifie un systeme de p équations aux deripées partielles, qui sont les

équations adjointes de celles des polynomes V,. ., . Ce systéme est donné

par la _formule (96)

9 {oR x, ‘) » IR — — )R
oz, | oz, oz, T Pox, pos
(96) _ IR IR ]-
m,[ Py + 4+ dxp-—(p-i—s—l)R =
(J=1,2, .., p)

L’équation obtenue en faisant la somme de ces p équations s’écrit :

(96") p(p+p+s—nR
d (JR oR oR
dej‘dxl x1[$1d—'£7+...+xpd—$;—(s—l)ﬂ]§=

De cette dernicre relation, on deduit pour U,). , , par un calcul
analogue a celui de la page 16 :

(99) (p+p)(p+s—1)U

]=p
d (0U aoU aU
25 ([ o, =00
(=1

—= o0,
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équation identique a I’équation (G) du Tableau I, obtenue pour V;;! |
en additionnant les p équations (F).

Les équations (96") et (G) étant adjointes (cela résulte immédia-
tement du théoréme), en désignant par &(R) et w(V) leurs premiers
membres, nous avons :

mp

(100) VLA(R)—RW(V)
_—_]=p_d~[V<ﬁ—.T pr ﬂ->
T e Q) oz, ’k:i kor,
k=p
. 1

VII. — Valeur maximum de U;?, . .., dans le domaine X,2o.

La formule (82) montre que, dans le domaine X,Zo, U, - atteint

my, ..,

sa plus grande valeur sur la frontiére X, = o; comme dans ce cas

e (s, 1)

’m":(l,m,) (1, my)

m m
xPe. . xr

et que cette expression est elle-méme maximum pour

m m,__
zi= j, ceey xz_lr: :L" x},:l—x?—...—xf,_,:-—’
nous voyons que
g mp
(s, 1) m, m
101 Uy Lyy ooy X 2 IR 2 our X,20).
( ) I ’"h--v’”p( 1 ) P)I< ; (I,ml) (l,mp) (p p= )

Dans le cas particulier qu’il a envisagé (p = 2, s =1), Hermite (')
a déja donné cette formule.

(1) H., p. 332 (Remarque).



CHAPITRE 1V.

DEVELOPPEMENT D’UNE FONCTION ARBITRAIRE EN SERIE DE POLYNOMES
HYPERSPHERIQUES ZONAUX.

Pour mettre une fonction donnée F(«,, ..., x,) sous la forme
(102) F(zy .o, 2p) =2 Am, m, Vi, mp(£1y ooy Zp),

nous pouvons maintenant nous servir de la méthode de Fourier;
multiplions les deux membres par

s —1

X, U, m

, de,...dxp,

et intégrons dans le domaine X,,Z o. En tenant compte des formules (83)

et (84), nous obtenons immédiatement

P st
(103) X, UR, .. om,Fdzy ... dz,
(xpéo)
S+1
prom w5 M)

_—_gy+p+s—-| (r,my)...(1,mp) I‘<p_|_s_*_1>Am.,...,m,,, .
2

relation qui détermine le coefficient A,, . & condition que l'inté-
grale du premier membre ait un sens.

Reste & savoir dans quels cas la série (102), ou 'on remplace
les A, ., par leurs valeurs (103), converge effectivement et repré-
sente la fonction F(x,, ..., «,) dans le domaine X,Z o.

Nous ne ferons, pour le moment, qu’effleurer la question, en indi-
quant un cas ou 'on peut affirmer la convergence de la série (102).

Supposons la fonction F, telle que la formule (95) soit appli-



Poogu+TE OMF

) j(‘ Xp md&t, A d.Z‘P
r<s—|—l>

2

=ar P (T ) e b
2+ p+Ss—1 2 F<p+s+1> 1 - Mp
2

ol

Si la fonction F est telle qu’on ait dans tout le domaine X,2 o

o*F
nous en tirons :
14 s —1 b
f X:+ 2 —T(}-F—m—dx,...dx,,
(x,20) ox’t. .. dxe
<['Im{y ..rn,,f Xp 2 d.L'l ...dxp
(%p209)

() ()
<Hm,, ,m},Tr 2 2 *
)

2 2

po|

La formule (104) nous donne

p+s—i

HI" m
(l05) —_— P ot my, .,m
ey e
—_—
2
ou
/ 1M omy
(105) Amh ’"P<2[J- <p+8—-'l IJ.>
_——
2
Donc si
Hm,, ,mp H
TR

— o
<P+s I,‘u> p

2

nous voyons que
1 I
2Am, Vi m, <HY 5 5V e
P?



)

Or, la série du second membre est évidemment convergente,
puisqu’elle est identique & la série (A) pour

I

1
a _— — . e a '_'—-:'
T avp ’ T ey

Donnons un exemple de développement obtenu au moyen de la
formule (104). Stiel(jes (') a ndiqué le développement suivant :

1
2 2 —
a1+-.-+ap—;'2'<l.

2® 1 3 o
(—z) —o " (l—m)(z—w)v1 () 4.

+ (2m + 1)_(1_—(:' ::)_lr-”

Vil(o)+...  (o<w<),

et il a démontré sa convergence :
Soient Ay, ..., A, des constantes assujetties a la condition

)\§+...+)\3=l;
considérons la fonction

o F=(1—M&,—...—hya,)® (o< w<<1);
1C1
o*F
m =A@, ) (1— My — = Rpz,) (@),

Tout est ramené au calcul de

s—1
b Xt
= — dz, ... dz,.
(x,,;o)(["" May—. .. — hpyxp,)oth T zp
Nous trouvons ainsi sans peine
P
Am,,. Sy — 21’*‘—’—“’_9&:7_4_—_3:_1
™
F<P+;—1>r<p+s__ >
2
X (@, p) WL e

'(p+p+s—w)

quand on fait dans cette expression p =1, s =1, on retrouve bien la

(1) T.-J. StieLmies, Correspondance d’Hermite et de Stieljes, t. 11, p. 46.



o
formule de Stieltjes :

T(i—
Ap=2"9(2p +1) (0, }L)I‘(H(#)—

_m)'

II.

Cherchons maintenant 2 mettre une fonction F(«,, ..., x,) sous la
forme

(106) F(xh o -,xp)IZBm,, ,my Ug:),, .,mp(xh ey zp)-

La méthode de Fourier nous donne ic¢i

§s—1

p
(107) [ X, FVy ,mpdx,,..d,zp

v (2p20)
r s+1
p+s—1 (s, ) 2 < 2 >

:2P~+P+s—-l(l,ml)...(l,mp)n I‘<P+S+I>Bm“ »mpy
2

relation qui détermine les coefficients B,,, e

Mais ici nous pouvons obtenir de précieux renseignements sur la
convergence du developpement (106), en rapprochant la formule (107)
de la formule (I) du Tableau I.

Soit, en effet, ®(z,,...,3,.,,,) la fonction harmonique dans le
domaine intérieur S, qui sur S se réduit a F(«,, ..., x,); autrement
dit, ¢’est la solution du probléme de Dirichlet avec la condition aux
frontiéres

@, =F.

Supposons cette fonction telle qu’on ait le développement
®(3y, .00y 5p 0y 0y 0)=237 ... 5Ky, g

convergent pour
4.+,



Nous savons que

poo_s=t
I f X,* BV, . da, ... dz,

(xp20)
s+1
p+s—1 % F( 2 >
b

= Km,,...,mp'
24+ p+s—1 I,(p+s+1>
\ 2

Par simple quotient des formules (107) et (I), nous obtenens
importante relation

_(ymy) . (1, my)
(108) Bm,,u ymp — (.S‘, [J-) K’"i,-- ,mp

Si donc, par un procédé quelconque, on a pu former la fonction @
correspondant a F, les coefficients B se trouvent par la méme déter-
minés.

De plus, d’apres la formule (101), pour X,Z o,

s mp
2 )
(I,m,)...(x,mp)Um <m -
my, . .,/n’, w )
(s, 14) ¢
b \ lJ.
d’on
my Y”’y
mT mz
L oeeemy,
I Bm,,. "'"PU:)" ...,m’, | < [ Km,,...,mP< Km,, ..,m,,-
2
73

La série des K est donc majorante pour le développement (106).
La relation (108) peut s’obtenir par une autre voie; en effet, a la
fonction donnée sur 'hypersphere S,

(106) F(xlv LRI "I"p) = ZBm,,...,znr,Uifz\/.,.“,rn,,-
correspond la fonction, harmonique a 'intérieur de S,

q)(:'h ey zp+s-§l) = 2"l:;m‘,.. ,m},(‘)ﬁi‘fll....,m',-
Comme

(s p)
V8 o (B1y oy Bp, Oy n. 0)= s, gp
my, . mp LSy I ’ (rymy). . (,mp) ™t o

K. ot F. 10



nous voyons que
s, 1) P

- — N m
®(5,...,%55,0,...,0) _-EBm”""mP(l,m,)...(l,mp) T .. 2T,
Or, nous avions posé
D(3y,...95p 0y .0.,0)=ZK,p,. ,mp BTt e P

Le simple rapprochement de ces deux développements redonne
bien la formule (108).

Exemple. — Soit J,(u) la fonction de Bessel de premiére espéce;
posons

o) = LD g 4,

u 7\
(3)
de sorte que
Gy (o) =13

de plus,

axG dGy, _
UW +(2)\+ [)-g;t- —+- uG)\_—O.

Cherchons une fonction harmonique de la forme

®=0,(51) - 9p(5p) V(A VEEy F ot Boysrs)-

Comme
n 4
1 Q s

————CD—Aﬁd):[&-*—...—i—-‘—ﬁ]qJ—i—k = '+ A2y,

Pr---%p P4 P VE TS
on aura

A2d—o
si
-:—::a%, ceey &’-:a;, kK=a}+...+ a},
kY + > Y + kY =o.

2 2
Vaher - 3

Donc la fqnction

— 3+ +ayz 2 2 -2 2
O — en Pst_j[\/a1+-.-“."‘ap\/“P+l+"'_l—zp+S+l]
2
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est harmonique; de plus,

®(z,...,5p 0, ...,o):e“*‘ﬁ"-'*“r‘r:z ai. . dp? F 4 H
(r,my)...(1,mp) :
d’ou
N
En particulier (*) sur S
(t08) enscrrry Gy [A, VK| = 3 ‘i—(s—gl UL, .o mpo
. .

Y

ou
Al=al+...+a},

ou sous une autre forme
(109") eIty J [Ap \/YI—’]
2

§—1

____(Ap\/i; : 1 Ea’{’l...aj;'pU(s)
2 F<s+1> (s, ) e

2

Le développement (109) fait apparaitre des liaisons entre les fonc-
tions de Bessel et les polynomes hyperspheriques Uﬁff,,...,m},- Nous nous
contenterons (*) d’en déduire une expression élégante du groupe
homogene sous forme d’intégrale définie. En effet, la formule bien
connue

2T
Gx(u)::—i(l+—:> \I/_f eineos® gin?h gy dy
r(x + ;> 27

permet de mettre le développement (109) sous la forme
T s+1>
2
— (S
r(s
ENEY
(1) Cf. ma Note du 22 décembre 1913 (Comptes rendus, t. CLVIL, p. 1392).
(2) Cf. E-W. HossoN, On Bessel’s Functions and Relations connecting them with

Hyperspherical and Spherical Harmonics (Proceedings of the London Mathematical
Society, t. XXV, 1893, p. 49).

m . 2 at...apr
e[a,.r,+...+a},1‘,,+zA}, vx,,cosw] sins—'w dow — 1 P Ui,‘,’ o
o (s, i) v
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ce qui donne, par simple identification, l'expression suivante du.
groupe homogéne

m (s)
(lIO) Z alin’---ap”Um,....,m’,

my .=

r S+l>
_ (s, @) <2

(L 2\/EI“<§>

27
xf [a,2,+...+a,z,+ i A, VX, cosw ¥ sins—tw do.
0

On peut la rapprocher de la formule (9r), qui donne I'expression

générale de ce groupe homogeéne.

IIL

La méthode de développement donnée au paragraphe précédent
conduit a certaines propri¢tés nouvelles des polynomes U, . ;
elle permet aussi de retrouver trés simplement la formule fonda-
mentale (94).

La racine de I’équation
u=x +ao(u),

qui se réduit & & pour @ = o0, a été mise par Lagrange (') sous une
forme remarquable; plus généralement, il a donné la formule

flu)y=flz)+agp(x) fl(z)+....
Laplace (*) s’est proposé, étant données les deux équations

u=x+ ao(u,v),

v =y + bi(u, v),

(1) LAGRANGE, Sur une nouvelle mdthode pour résoudre les équations littérales au
moyen des séries (OEuvres, t. 1II, p. 5).
(2) LavrLace, Mécanique céleste, L. 1, Liv. II, p. 198.



de trouver un développement analogue

Sl 0) = fla 3) +ag(m L+ b L

Mais son résultat, peu symétrique, se préte difficilement aux applica-
tions. C’est la forme élégante donnée par Hermite a la série de
Lagrange
Flao) o du am™ dm .
ae =Wz =N o dn [P (@) e ()],

qui a conduit M. Darboux (')  la généraliser ainsi

. D(u, v am bn gm+n
F ”T)%?T; =2 o, m dwaya LF e

Diverses démonstrations ont été données de ce résultat; Stieltjes (*)
en a proposé une qui préte i certaines critiques; Poincaré (*) I'a établi
rigoureusement en utilisant les résidus des intégrales doubles. Cette
formule s’¢tend d’ailleurs aux cas de p variables; on peut y parvenir
sans employer, comme Poincaré, les propriétés des fonctions de
plusieurs variables complexes.

Considérons les p équations simultanées

(111) W=, a, 9;(Upy ...y Up) (y=n1,2,...,p)
Supposons que, pour a,=...=a,=o,
D(uy, ..., up)
T o.
D(zy, ... 2p) o

Les équations (111) admettent alors p racines

. . Uyy ooy Up
qui se réduisent &

Zyy ooy Tp pour ay=...=dap,=o.

(1) Cf. Hermite, Cours d’'Analyse, 4° édition, p. 182; G. DarBoux, Sur la série
de Laplace (Comptes rendus, t. LXVIII, p 324).

(2) T.-1. SrIELTIES, Sur une généralisation de la serie de Lagrange (Ann. de 1'Ecole
Normale supér., 3¢ série, t. II, 1885, p. 93). —

(%) H. PoiNcARE, Sur les résidus des intégrales doubles ( Acta mathematica, t.1X).
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Soit F(u,,...,u,) une fonction donnée de ces racines; la_formule
de Lagrange geénéralisce s’écrit

D(uy, ..., up)

D(zy, ..., xp)

(112) F(uy, ..., up)

p— al;l‘ am,, di"‘ . i
2(1 my).. (l nlp) d.’L""* ) dx,:y[CP' "'CPPPF]-

Dans le cas particulier ol 9, =... =9, = 9(u,, ..., 1),
D@y, ..oy @) 99 9
D(uy, ..., up) =T My du, a"du,,

Soit donc £ une racine de I'équation

f(E) E—<P($z+ax€ . axp+aP£):°7
on a

D@y ..ox)_ _do _ __ do _df
D(ugy «oovup) You, Pou, — d

Dans ce cas particulier, laformule de Lagrange généralisée se réduit
a la formule découverte par Hermite (*) :

F(xg—l'"a,a, oeey x,,—{- a,,’g') ’"1 amp o
s d3 2 (1, mx) (l mp) dw',":...da*;f'p[q’uF]‘
dg

Si nous supposons en outre que

F(uh MRS ] up)Ed)[CP(uh ey uP)]v
F(zi+aik, ..., zp+ apf) =0 (&),
(&) am...aly o

dF (1, my)... (1, mp) dx™. ..
dt

(113")

dlel’ [CPP.(I)(‘P)]‘

(1) H., p. 328.
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Appliquons ces résultats au cas particulier suivant

ur 4. .+ ul—1
Uy ooy up) = — 2 4 )

d’ou
FE) =E—L[(@+ @b +.. .+ (2, + @€y —1]=o,

et prenons en outre

s=t s—1
F(uy, .., up)=(—u} —...—u}) =(—28) 2.

D’aprés la relation (113"),

s—1 s—1
(—af)* ame, . .any (—1)* dl*(Xﬂ*’T)
dF 7 Ad (1, my).. . (1, mp) 2% dx’,”'...d.z';','r.
dat

Mais ici

—2F()=(al+...+ad)B+2|a, 2 +...+ apxp,—1]E + (2] +...+ a2l —1) =0,

aF ;
T~ V(e +. ..+ a,xp—1)+(al+...+a2) (1 — 2t —...—z2),
£ _
—_— i; __[l—‘ ay,xry —. ..—-apx,,
+V(ay s+t apx,— 1)+ (@i +.+ad) (1 — 2f —...— a:;‘,)]—’.

Soit done :

N @ ap (—)P St o b,
(1rd) W(ay.. ., zp) = (1, my) ~ (1, mp) 2% X, dz',"*...dx’,',’r< >’

nous voyons que

s—1 1—5
W=27 [H,+VHAl+A,X,| * [Hi+A,X,] 5

SIS

Hy=1—ar,—...—a,x,,

Ap=al+.. +a}. Xp=1—x} —...— 2L



Or, si nous posons

Cora = Sp+s+1y

W peut étre considérée comme la valeur que prend sur I’hypersphére S
la fonction

s—1

®=57 A F(L +VETF - FLa) T (E ek L)

1—»

~|-

On voit sans aucune peine que @ satisfait a I'équation

A i R
ofF T 08,
la substitution par laquelle on passe des { au z étant orthogonale,
® vérifie donc I'équation

0:d *P

- t+-.- —
ds} d“p+s+1

A =

- 0.

De plus, si A,<1, ® reste finie & l'intérieur de S; pour déve-

lopper W en série de polynomes U, iy la méthode de la page 73 est
dounc applicable.

Or

it
D3y oy 2y 0y o, 0)=(1—a;5,—...—ap3p)
s+1
T w)
:Z (I, ml),,_(l_ mp)al*...apr’zji.. .Z'pl’.

Donce, d’apres la formule (108),

s+ >
)’ -

W(ry,...,ap,) :EL_

(sy @)

m m (s)
ap. . amy U e

En rapprochant de la formule (114) ce développement de W,
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nous retrouvons la relation (94)

1—s V"*‘s—i

g o (s (=) X,? ALV .
T ) T o o
b
2

Nous voyons, en outre, que la fonction génératrice de ces polynomes
peut s’écrire

[(a,x,—|~...—+—0¢,,.1:1,—1)2—i-(a}—|—...-4—(;,’,)(1—-.70‘{-~—...—51r:f,)]—E
_ /ﬁ>‘= [D(u,, cel u,,)]"
=\&) =\ b=, ..., 2

CHAPITRE V.

EXPRESSION GENERALE DES FONCTIONS HYPERSPHERIQUES.

1.

Nous reprendrons dans ce Chapitre les notations du début; les
coordonnées cartésiennes d’un point P sont

By Bay  veey Bpe Bpily Bp+as
ses coordonnées sphériques

r cPv Zy, LR} Xy
(oselem, X, =1— ! —...—2l20);

ses coordonnées polaires

r,oe, 0, ..., 6
(oS¢Samo0i6,5m, ..., 050,5m).

Examinons comment les résultats des Chapitres 1l et IH] réalisent le
but proposé : I'étude des polynomes harmoniques homogénes ou, ce

qui revient au méme, des fonctions hyperspheriques de degré w et
d’ordre £.

K. be F. 1
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Pour les fonctions hypersphériques zonales (£ = o), notre but est
atteint et semble méme dépassé au premier abord.
En effet, nous avons vu au Chapitre 1 [p. 22, formule (34")] que le
nombre des polynomes zonaux, d’un degré u donné, linéairement
indépendants, est

N(()): (n? IJ').
(1, @)

Or, nous avons effectivement formé un systéme de polynomes
zonaux (au Chapitre I1) définis par la relation (54) :

n

(1—e2ayxy—...—2a,xp+al +...+al) ?

J— )
- Za:’“ ot C’Z"'Vn},, .,mn(xh RS Z‘,,).

Nous savons (p. 34) que le nombre de ces polynomes qui sont de
degré p.: m,+...+ m, =y, est également

Ils forment donc un systeme complet de polynomes zonaux ; ¢’est-a-dire
qu’un polynome zonal quelconque de degré p. s’ cxprime par une combi-
naison linéaire de ces polynomes

p— (1)
(115) Ty ooy an) = 2 Apy o Vir) e

myt. A=

Cette formule devient évidente si I'on se reporte & I’expression géné-
rale (37) de Zj'(«), qui s’écrit, pour £ = o,

1 Ay (zy, ..., 2,)
2% ) n .
Uuw‘;—9+h0

Z&”: kpu(xi,...,xn)—i—...—*— +... 1,

ou ¢, désigne un polynome quelconque homogene de degré

— E m N
(-Pp,—' am,, ,m,,xx toe. .Z”",
my+  +my=

myt+...ma=
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done

(116) 2 = 2 Uy, | T XA

my—+...+mp=k

I A (s, ... 2

Y (1,./'><— = —H+1,j>

D’aprés la formule (D) du Tableau I (p. 45), Uexpression entre
crochets est tout simplement

o, my)...(1, m,) Vo
My, . Mpd

Pl /n
\3’“)

ce qui démontre la formule (115).

Les polynomes V,))  forment bien un systéme complet de poly-
nomes zonaux.

Mais au Chapitre IIT nous avons été conduits & considérer une autre
catégorie de polynomes U, oy qui, pour s =1, peuvent étre définis
par le développement

1
(89) [(ayzi+...+a,z,— 1)+ (@i +...+ak)(1—2a} ——...—ar;fl)]_E

=Zam. .. amU) (@, o, X)),

Ce sont encore des polynomes zonaux, comme le montre immédia-
tement I’étude de la page 54, ou nous avons reconnu que l’expression

81) VR =r*U5) .

32 22 )
_ (I,‘U.) z’l"i...z'g"—i—...—%—(——l)-’ ———-—————( nti t “’+2)
’—(I’ml)"'(l’mn) 2%
A (57 ..., Z0n -

~ (I,j)<’—j—l’j>

est un polynome harmonique homogene; de plus, comme il ne dépend
de z,,, et z,,, que par z2,, + 32, il est d’ordre # = o.
Orily a aussi
(n, p)
(1, 1)
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polynomes U;)  ~de degré w; ils forment donc également un sys-
téeme complet de polynomes zonaux.

Mais il ne saurait y avoir, sans contradiction, deux systémes com-
plets distincts; celui des U doit pouvoir se ramener a celui des Vet
inversement. C’est en effet ce qui a lieu, car :

TutoriME. — Un polynome V' . se réduit a une combinaison

N

linéaire a coefficients constants des polynomes U,)) . de méme degre.

Proposons-nous de développer la fonction Vi;) . en série de poly-

nomes U
V#‘),.. m (ZT1y oo ey Zy) :Zqu,...,r/,.US/:‘). PR C TP Zn).

Nous appliquerons la méthode du paragraphe II du Chapitre IV.
Vi) .. est la valeur que prend sur I'hypersphére S la fonction
harmonique a I'intérieur de S,

[ ‘n >
—
W =2t (2 ‘
B e (]7nll)-'-(lamn)

(51)

N\ 27 j( = ~
;)1 AY(ap, s

x z,*...z,,"—k...-l—(— . n )
(‘s./) _;_V‘+'*./

/

Donc, pour z,., =3,,, = o,

W — S 20 +20,
ayer oy == 2 ETHB gt K o et

ol K, 1ax,...m.20, désigne une constante, la sommation étant étendue
aux valeurs des entiers a,, .. ., o, telles que

dy4...+0o,=0 avec my;+ 20,20, cee, my,+20a,20.

La relation (108) donne ici

. B,,h._,,,,":o
Sl
i+ .+ g F
(v, mi4+20)...(1, m,+2a
(1, 1)
(¢y+...+a,=0),

Bm,+2a,, woyMp+200, —

n)
Km,+2a,,...,m,,+za,,

ce qui démontre la proposition.



— 85 —

RicieroQue. — Un polynome U} est une combinaison linéaire a

my,...,my

coeffictents constants des polynomes V)’

..., de méme degré :
Ul(lll,),.. m, — p Am|+21|, M2, V%J-ma,,..,,mnwan
oulesa,, ...,a, sont desentiers tels que
ay+...+a, =o, m,+ 22,20, cee m, 4+ 2a,20.
D’apres la méthode générale,

I,
Am,+2a,,. P20, — I—,
2

ol

n
— (1) (1)
1] —f U/n,....,m,, 0420, P20, /{(L'i PN dxn,
(Xu20)
AN

I,= Vgr},)«)-u,,n 420, Ufr%,)-;—za,,...,rn,,-»-za,, dx,...dz,.
(X:20)

Or, d’apres la page 64,

B .

l,= Xtdz,...dz
2 (1emy+20y)...(1, m, +20,) (Xa20) n €& n
et
n
1 1 o+
= X —— [ U} dz,...dz,.
L b (1, ) (0 ma) Jix ) " ()x'{’t...dx;;'"[ i Rt "
Mais

o

(1)
T [Uds,.. ]

(— 1)¥ 1 0 (X§)

2t (1, M+ 20 ) ... (1, My + 230,) OXTHT2 | Jgimatitn

1 (r,2my+20)...(1,2m,+ 2a,) (1, &)
T M
2t (1, my+20y) .. (1, m, +20a,) (1, my4oy)...(1,m,+ ay)

qui est une constante; donc, dans le quotient ;—;, tout signe d’intégration
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disparait :

I, 1 ! (1L p) O,2mi+2ay)...(1,2m,+ 2a,),

I, — 2% (1, my)...(1, my) <n ‘u.> (t,my+ay)...(1, mpy—+4a,)
-
2

dou (1)

2
6 g () 0om - omo
’
j— 2 (I~ 2m1+‘20(1)”.(l, let+2all) ‘,’(1l
— (l’ m, + 011) (I, Ny +an) my420y ..My +20,
(ty+...+ap,=o0, m; +2a,20, cey m,+ 20,20).

Les polynomes U5’ et V', ne forment donc en réalité qu’un

seul systéme de polynomes zonaux; on peut prendre 1'un ou 'autre, &

volonté, pour former le systeme complet des polynomes zonaux.

II.

Reste maintenant a considérer les fonctions hypersphériques tessé-

U, ... vontavoir & jouer un role.
Nous allons utiliser la formule de Hobson généralisée (Chap. II,
§ I11), en prenant

fp.(zh R znﬁ-z):cz/{' e Z},',"(Z,,_Ht i5"+1)k,
ou
hi+...+hy= h=p —k,

C désignant une constante;

0 (/] 1
sz‘L(&.:. . _>_

)
O03p4s ) I

hy hn k
=C <i (2 9 ., 9\
05, EM 03,44 0%,,,) 1r®
n . 0% 1
=C(—1)kot <;~, k) (Bn1TE(340)% pE o (r'“'*") »

(1) Cf. pour deux variables Dy, p. 253.
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ot I'on passe de la premiere expression  la deuxiéme au moyen de la
formule (49).

Rapprochons ce résultat de la formule (B) du Tableau I. Si nous

prenons
1 1

(g, k) (1y Ay) .o (1, k,,)’

Jd 0 1
@~ )

(— I)" } X o’ 1
= (1, iy) ... (1, Ay) (Sn 2 E300)* ozl (.. 05l \ P2k

_(z’l+l + l“ll-f"‘ ),‘ ),If+1

C=(—1)* —I;

tn®

Cette fonction satisfait & I’équation de Laplace, d’apres la remarque
faite a la fin du paragraphe II du Chapitre II.
Faisons dans la formule (C) du Tableau I

nous voyons que

I

le,kﬂl) = pUEwwyd Vi:’”” (21, «vvs Zn);
donc
I .
P (2h+1) *+k
sz_mx”v ke1) exkie,
Nous poserons
Ir
(118) PR h(@yy ooy @) = X3 V2R

TueoriME. — L’expression
PR, e=kie  (hyA4-...+ hy,=h=p —k)

est une fonction hyperspherique d’ordre k et de degre u.. C'est la valeur
que prennent sur S :

1° La fonction harmonique a lextérieur de S,

Wk +
Q- P/l“ _Imp’

p.+n <shn
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2° Le polynome homogene, harmonique a l'intérieur de S,
I, = rePil ke,
D’apreés la formule (D) du Tableau I,

n
- +/<,/>
(119) PP, =—*<———X

PEPRNN n (1’/1,)..-(]’17’1)

1 A2 (b xcha
X .Z'/;’...xﬁ"-i—..-—f—;—,; ( ,l ) +... 1.
("./.)<_—2 —P"'*",J‘)

Nous pouvons remarquer d’ailleurs que la formule (119) n’est
qu’un cas particulier de la formule (36), trouvée a priori; elle s’en
déduit en prenant pour le polynome 44(x,, ..., x,) arbitraire homo-
géne de degré . — £:

Yo @yy o vey @)= Ahe .. Zhn,

Ce rapprochement nous montre que V;?**!) est un cas particulier

des polynomes considérés au Chapitre I (p. 24) sous le nom de
polynomes tesséraux de degré w. et d’ordre £.
Or, nous avons démontré que le nombre de ces polynomes Zi
linéairement indépendants est
k)

(n9 !J"—'
38 =22 =7,
( ) M (17 P'_k)

2k+1)

v ohn

Mais, 4 ct w etant donnés, le nombre des polynomes V;
a celul des combinaisons de 7n lettres 2 a 4, donc a M®,

En donnant aux indices 4, ..., 4, toutes les valeurs compatibles
avec la relation

est égal

hh+...+~h,=h=p—k,

nous obtenons ainsi tous les polynomes tesséraux de degré p. et
d’ordre £, d’ou :
THEOREME. — Les fonctions
P(/ff,’{” ek

(y+...+bp=p— ks k=0, 1, ..., )
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sont au nombre de
N=M®O® 4 oM® .. 4+ 2MM®,

(15) :SH(:”—:)_I)(zp—k—n).

Elles forment un systéme complet de fonctions hyperspheriques de

degré .

Remarque. — Au lieu de prendre pour fonctions fondamentales

(k) : (8., k) —r
Py, etkie et P h.e7 ke,

,,,,,

il revient au méme de partir de

A A
P .coske et PR, sinke.

.....

La formule (36) rend alors évident qu'un polynome arbitraire II,
harmonique et homogeéne de degré w, peut se mettre sous la forme

(W,k .
(120) W= re Y M, PR, cosk(o — .0,

H,, . . eto, ., désignant des constantes, la sommation étant étendue
aux valeurs de 4,, ..., A, tels que

hi+.. .+ hy,=p—k (k=o, 1, ..., p).

Sans nous arréter a étudier en détail ces fonctions, faisons encore
la remarque suivante, qui nous servira de vérification.
D’aprés la formule (G) du Tableau I, Vi***" satisfait a I'équation

(v21) (h+n)(h+2k)V
~ 0 [V oV oV 3
+20_.Z;[H;—JJ<IlE+'.'+x"07,,+2kv)]—0.
1=1

Si nousy faisons A = y.— £, nous reconnaissons bien I’équation ( 23)
que doit vérifier tout polynome tesséral Zi (p. 16).

Enfin la propriété essentielle des fonctions sphériques ordinaires
se trouve conservée pour les fonctions hypersphériques, mais avec
une modification qui la complique un peu.

K. ot F. 12



TukoriMe. — Les fonctions hypersphériques d’ordre quelconque k
peuvent se déduire de la fonction hypersphérique zonale

(¥,0) —
-[)lg,,. My — V;rt,),...,m,,
par la formule
k
(k) X3 o* >0
122 P = — P
( ) tyyes Jhn 2A <£’ /{) 0.’)?/;' . .dd‘fl" Mmy,...,mMp

(ky=m— hy, k,=m,—h,, ki+...+k,=k=p—h).

Ce théoreme découle immédiatement de la comparaison des deux
formules

T (1, my) .. (1, my,)

<n >

Zn

2

PR =2 [a:’,"l coexTnge

1 A¥ (xm, ..., x7n)

+ — +. 1
22/ . n .
('al)<'—’2‘ —P*‘*‘"J>

(Grin)
(wkh __ oh 2 hy Fo
Ph‘,...,/l,,'—2 (l, Ill),,,(l, h”) Xn [$l RN/ Al S

1 A (xhy L 2le) T
tw 7 n S|

(w)(— S5 Tkt hJ)
Comme dans cette derniére formule, il faut prendre

h+...+h,—=p—k,
nous voyons que

aho oale 9% Ty, L,
(1, 1) oo (1, ) — 9k 0z | (1, my) .. (1, my,) ’

ki+...+ k,=k,

my— k,=h,,
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De plus

JoFF ok
2 _ 2
Aj<da?'§‘---0${‘,">_dx’{'...dxf;(A F).
Si enfin, nous tenons compte de la relation évidente
n
(Groe—t)
o) G

il vient la formule annoncée

k
7 k
(122) pps =1 _Xi 2
ke by ok <n k> d.l‘lf‘ Cee dxf{‘
-
2

0
P s

qui permet de déduire trés simplement une fonction hypersphérique
de degré p et d’ordre quelconque £ d’une fonction hypersphérique
zonale de méme degré .

Mais ce qui complique un pew ce vésultat, ¢’est quune fonction
tessérale donnée P, peut étre ainsi déduite de plusieurs maniéres
d’une fonction zonale; en effet, entre les quantités

my, ..., Mp, kla L] kn’

au nombre de 22, nous avons seulement les n + 2 relations

m,—ky=hy,
(my+...+my=p, ki+...+k,= k),

ol Ay <+ . Ay, et £ sont des données.

Prenons un exemple concret; soit i déduire par la formule (122)
la fonction tessérale
PP (21, )
d’une fonction zonale.
Nous avons les relations

my+ mg=1\, ki+ k=2, my—ky=1, my—ky=1;
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d’ou

my= 4 — m,, ki=m;—1, k=3 —m,;

nous ne devons accepter que les valeurs de m,, qui rendent m,, £,, &,
entiers positifs; donc ici

m;=1, my= 2, my=3.
Donc
0? 0 0?
2 (1 — 2t — 22 )~ Pt — Pie0) — Ple,0) — ps0
1 2 1,1 d.T; 1,3 dxldwg 2,2 01.: 3,1

On saisit ainsi comment la formule (122), qui étend aux fonctions
hypersphériques la propriété classique des fonctions sphériques,
aboutit toutefois a un résultat pratique plus compliqué.

IIL

Les polynomes Vi'*"  permettent donc de construire un systéme
complet de fonctions hypersphériques; mais nous avons vu que, dans
le cas de £ = o, au systéme complet des fonctions zonales déduites
de Vi) ., on pouvait adjoindre un systéme équivalent, également
complet, déduit des U}, .

Examinons si cette propriété se conserve pour les fonctions tessé-
rales d’ordre quelconque.

La premicre idée qui se présente, c’est, par analogie avec la for-
mule

k
kL X5 0% Vi
hyy . hp 2k 2, k ()‘1.1;l . d.Tf," Mye....mpd
2
de prendre pour point de départ la fonction
(h) x ok o
Wh —_ 1
(123) R =HX;, PR Ut s

ou H est une constante.

La fonction R}!" , est bien une fonction tessérale d’ordre £; car

(1) J— (D
Uml.... my — EAm.—HO(,,...,m,.+‘2a,.vln,+2ozl, M +28,
(¢ +...+ at,=0),



les constantes A
mule (117).

mi, etant données effectivement par la for-

Donc
k
2 k
1 Xa ? U —3A piA
2k /'n dzke .. . Oxkn " T m+20y, e 2%t h20y, o 20,0
<;’ k> 1 n

En utilisant la formule fondamentale (94), nous pouvons dire que :

TneoreME. — La fonction

k I+ A (XY
(W k) +hkig — Y 2 n A
(l24) R/ln . l‘ne l?‘—- X” dx'"l+k1 d.l‘”’n-i-/rn € '?
1 oo n

est une fonction hypersphérique d’ordre k et de degré ..

Ce ne sont cependant pas ces fonctions qui nous donnent la véri-
table solution du probléme; nous y parviendrons de la facon suivante.

IV.

Cherchons un polynome harmonique homogéne de degré . qui soit

de la forme
IIp.: Ph(zn+l + izn+2)kn

)

ou
PF—‘%(% coey Bn) H (Bhiy T 504,) Pa-a(B ey Ba) e

+ (Br + 5Ea )V Qneay (B, vy Bp) ey
Ps-s; étant un polynome homogeéne de degré & — 2,
h=p—k.

Pour que II, soit harmonique, il faut (voir p. 19) que

(28) (zn+1iiz,,,+2)A2P,L+2k< P, g P, >:

05,44 dzlx+2



Mais
P, o P,

X!
dle-—l dzn-&-z

8P, = N (52, + 534 [A'@ngysat (2 0non, |

7=1

=2(%p1 T {3p09) [P+ et J (B Bra Y Qg+ ]

Par un raisonnement identique a celui que nous avons employé
plusxeurs fois, I'équation (28) se réduit aux équations
Az?h—21+2+ 22.] (J + k) Pr—2; =0,
d’ott
(125) My ={(2p44 E£i5,4,)" [cph(z,, cees Bp) ..

(82, +322,,) AY9u(3y, ... 35) ]
el

R e HE+1,7)

le polynome homogéne g, restant arbitraire.
Prenons en particulier
(2k+1, h) " 4

o= (1, hy) oo (1, hy) Biteee B

et passons aux coordonnees sphériques.
La fonction

k
T 2k /i
(126) HP: IP‘XfLei‘/{le _Ql__ [‘T,;‘ e .Z'I,ll"—i—

(1, Ay)oi(1y, hy)
X,L A (zh, ..., ohe) ]

S T+

est un polynome harmonique homogéne de degré .
Un simple coup d’eil jeté sur la formule (82) montre que

k
— 3 (2k+1)
M, =+ X2 eThe U2kt |

Win

Nous poserons
k
. E
(r27) Q" 1, = XG0,
TuEOREME. — L’expression
Q(Wr) +ki@ h h,—u—k
B k€ (hy+.. .+ hy=p—k)

est une fonction hypersphérique de degré u. et d’ordre k.
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D’apreés la formule (g4),

-k
Q(p.,/r; - ('— I)h (2k + 1, h) Xn * dh(xll‘l' ,
his- - hn 2k (k+1, k) (1, k). (1, hy) Ot Oxhn

(128)

ce qui est la généralisation d’une propriété bien connue des fonctions
sphériques ordinaires.

Comme les polynomes U**", sont en méme nombre que les Vi**, |
nous pouvons, sans avoir a refaire le raisonnement de la page 88,
énoncer le résultat suivant :

TueoriMe. — Les fonctions

(1K) +=ki
Q}P- 1€ kig

gyeeey

Jforment un systéme complet de fonctions hypersphérigues.

Un polynome II, harmonique et homogéne de degré u peut se mettre
sous la forme

(129) n,= r“ZM/,,,...,h,.Q(I&’.k_).,/.,, cosk(9 — p,....50 )
oulesM, , etd, ., sontdes constantes.

Exemple de dégeloppement. — Soit

O=a5+...+a,z,+iVal +...+alzpq.

L’expression
o

estun polynome harmonique, homogéne de degré p, quelles que soient
les constantes a,, ..., a,.
De plus

O =rv(a,z,+. ..+ apz, + iA, VX, cosq;)ﬂ,
en posant, comme toujours,

2 — 52 2
Al =aj+...+ a;.
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Or, la formule (109’) donne

@y .. oapxy) . X ) — _’;jin g N h’ M 2k+1)
¢ " J"(’A"\/X'»——( 2 (1 k) Z (2k+1, Il) U

A Il, .
=(~ (I,k) (2/{ +1, h) k"’
( ) 2 h Q(p' )

Mais les fonctions de Bessel satisfont a la relation bien connue (') :

A=+
1

2 2J5(u) it cos ko = ecose,
. . . . k=0
qui devient ici

4 \ k& h
o= rAn0\E 1 z.h_a'__ wh
(130) B = 2( 2 > (I,/f)[ "Gk, h)Qhu--nhu]c"Skq”
k=0

d’ou, en identifiant dans les deux membres le coefficient de r¥,

(131) (a,xl--l— +anx,t+iA,,\/X—,,COS<P>p'
_ (1, p) ay. .. (W, h) ke
y( ) (1, k) [2(2k+l /z)Q"‘ """ ,,"]21 COSk(P’
k=0

ou le deuxieme signe X est étendu a toutes les valeurs de 4,, ..., &,
telles que
hi+...+hy=p — k.

Ou encore, en employant la formule (128),
(132) o# (@, +. ..+ apz,+ iA, VX, COS(p)P‘

k= k
X, 2 0 (X¥) .
h A Ay, n "
2 (1 -—-/f [Z( 1) (l /zl) (1, Ry dx’;-...da“,',"_ll coske

(hi+.. . +hy=h=p-—k).

C’est la généralisation compléte d'une formule découverte par
Jacobi ().

(1) Le svmbole ' mmdique gue, pour £ = o.1l faut prendre la moiué du terme général.

(2) C.-G.-J. Jacosr, Journal fur die reine und angewandte Mathematik, 1. XXVI,
1843, p. 81.



De la formule (131) on tire I’expression suivante du groupe homo-
gene:

A, i\E
()
(133) < > 2“2‘---“2" Rt

. om
:%)T(r-—t]i—-%’—h-) / (@12, + ...+ an@n+iA,X, coso)¥ cos ko do,
4 o

qui est a rapprocher de la formule (110).

V. — Propriété fondamentale.

Nous possédons maintenant deux systémes complets équivalents de
fonctions hypersphériques, celui des fonctions

et celui des fonctions
Wkl kig

haeeroshin
De méme qu’au Chapitre IV la considération simultanée des deux
familles de polynomes V) . et U . a permis de développer une
fonction sous 'une ou 'autre forme :

F(fl;h ey xl’): ZA’”i yyyy "'"Vlm

my,. nty

(s) .
m, Unrh. Sy

,,,,,

ici encore, c’est le rapprochement de ces deux familles de fonctions
“hypersphériques qui rendra possible le développement d’une fonc-
tion arbitraire.

En effet, considérons I'intégrale

= f P}ﬁ:k)/ln I(EJ:’-A.).Jn dzx. . 'd‘tn,
(Xn20)
ou
hy+ "'+hn:}1~—k,
Jid o =p— k.
K. o F. i3
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D’aprés les formules (118) et (127),

n
— K yri2h+1) 2k+1
I= XILV/“,...,}I,,U;,,,“‘)I" d(lfj.-. dx,,.
(¥n20)

Mais cette intégrale rentre dans celle qui a été étudiée en détail au
Chapitre III, d’ot1, en nous appuyant sur les formules (83) et (84) :
TukorimE. — L'integrale

n

@,k (1,4
[x PR, da o,

est nulle tant qu’on n’a pas a la fors

hy=J, ceey hp=jn-
Dans ce dernier cas,
n
(P, k) (2, )
(134) f PP, QY | da, ... dey
(X,20)

2k+n 5 T(k+1) (2k+1, k)
2 —|—n7t n (15 Ag) oo (1, hp)

_ am? (1, A) (2k+1, h)
T ap+on I‘(ﬁ—t—/{) (1, hy) .. 1y hy)
2

VI. — Développement d'une fonction arbitraire.

Soit F(x,, ..., x,, 9) une fonction arbitraire donnée sur I'hyper- -

sphére S, cherchons a la représenter par I'un ou l'autre des dévelop-
pements équivalents

/ b= (k=
Y \Y (,4) (1, ) &
F= \_g § Z [ 2. AR 4 PED cos k(9 —of” ‘,/,,,)] ,

hi+.. +hp,=p—k

+ oo [k
W ) A Kk K
F— % 3 [ B, QN cosk(o— d«)]%

k=0 Lhy+...+hp=p—k



Le théoréeme précédent permet de déterminer les constantes qui
figurent dans ce développement par la formule

W 270 n
(136) f cosk(o— ot h)d@f FQPN | da,...dz,
0 (X.20)
2
ARk 23 (1, k) (2k—+1, h)
hiveee,

hn ‘
24+ n 1‘<_'_2[_ k> (]’hl)"'(lﬂhn)
Et de méme

2 2TC
(137) / cosk(o— Yt )d@f FPHY |, da,...dz,
0 #20)

— BiA 2 (r, ) (2k+1,h)
YT r<r_z . k> (1, Iy) ... (1, hy)
2

Nous laissons de coté, pour le moment, I'étude approfondie de la
convergence des séries (135).

VII. — Théoréme fondamental.

Le théoréme démontré au paragraphe VIII du Chapitre II est sus-
ceptible d’une extension importante. La formule (64) peut s’écrire
avec nos notations actuelles :

(138) Z(2p+n)ar...amn W(zy, ..., 2,)PEY .dzy ... dx,

(x,21)

IR

_ nt
T /n
I‘<— + 1>
2
ou®(zy, ..., 3,,,) désigne la fonction, harmonique a I'intérieur de S,
se réduisant sur Sa W (x,, ..., x,).
Nous nous proposons de démontrer un théoréme analogue plus

général, ou interviendra sous le signe intégral Pj" , .
Désignons toujours par

®(ay, ..., a, 0,0),

D(3y, ...y Bna1y Snye)
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une fonction harmonique 4 I'intérieur de S; soit

‘I’r(l'l, < s Zpy CP)

la valeur que prend ® sur S.
Nous ferons d’abord la remarque suivante :

En posant
St + 32 =10y,
Sppy— L8nae = Ga;
d’ou
S - _Ci__gi V-4 — c’ — CQ
~n+1— 2 ) n+2— 27 4

une fonction quelconque
D(31, ...y Zny Snityy Bnaa)
peut toujours se mettre sous la forme
O(z1, ...y 5, &4y o)

1l est facile de démontrer que

A \ &
d®:1<o . ")@,

w -2_/: dzn+1 dzn-'—z
(139) MO 1/ 9 . 9\
d—cl_f- T oF <d"'n+x e dzn+2>

Ceci étant, considérons les fonctions suivantes, ot les @, désignent
les coordonnees d’un point A intérieur a S :

—(Z+k
(140) F:(zlt+1+l5n+2)k[(51—a1)2+---+(5n"‘an)2+‘z‘r2:-u+zi+z] (2 )

& (B4
=rfXieth?[rt—ar(a;xi+...+ a,2,) + ad +...+ a2 (“+)

— otk h h ({4, 4)
—etheZal . . aln g P b
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puis :
: (5
(141) G=reXieti?[1—aor(ai@+...+ apy) +r¥(a? +...+a2)]

— h b it PUA
=etkieZal ... alpret PN,

Le premier développement converge & 'extérieur de S; le second a
I'intérieur.

Appliquons aux fonctions G et @ la formule de Green (8) pour le
domaine intérieur a S ou elles sont toutes deux harmoniques :

(142) [<®%—G%>dm:o,

ou do désigne, comme a la page 9, I'élément d’aire de S.

Appliquons de nouveau cette formule aux fonctions F et ® pour le
domaine intérieur a S et extérieur & une hypersphére X de centre A et
de rayon infiniment petit o :

(143) 1<F%—®%>d@:(n+2k){.

Si sur cette hypersphére X nous posons

n=a,+pxy,

Zaa=p\Xssing,

k
2 ki T
Ii [/Xpil d)[a1+px.,...,a,,+pxn,p\/XnCOS<P,PVX"SimPde]
0 S

(I

L

P

Il

li
P

k

2 okt —
l/x"; @la,+p.v,,...,a,,—i—pxn,p\/X,,e‘?,p\/X,,e—”P]dw];
s

d’apreés la formule (13),
dw =dzx,...dz,dy.
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Or

27
!:1113 [ pi" (-)[a,+px,, ceey p\/-X—,,e“P, pme-"!’]e’"? de
=0,
5\ TE ) pmo
_am JEMa 0 dJ
- (]’ k) X"I:z_k <daﬂ+l T ddﬂ+2> (D(a“ ) .,an+2)‘lan+a=ﬂn+l=‘-0.

Pour abreger I’écriture, nous poserons

d d \*
<———-+l-—— P(ay, .., ans) =0k (a,, ..., a, 0,0).

dan+1 dan+2 Ay =0 pp9=0

En ajoutant les deux egalites (142) et (143), nous obtenons

n

o n+ 24
— (+k) k
(144) fd)(dn dn> w_(l’k) —F () . 0)X,,a’m ..dx,

:211:‘2-/':‘ n +k2k(l)(+k) T(k+1)
(1, k) 2 I‘(%+k+1)

Or, d’aprés (141),

dG (dG)
d ar )=
=Zal... ai‘,"[J.P““ k) hethie

dF

-J,;:—-—Ea/;‘. ,,"(IZ—F{L)PPM haetre,

Donc, comme &, = " :
e " (WL, k)
(145) Z(2p + n)ah ..a{’,nf etkedy W(Zyye.sy &y, cp)P;,‘fj 1A%y . dxy
0 (%n20)
L)
Tr‘l (D(—f k)

TG
2
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Si nous faisons £ = o,
(I)(O) = (I)(ah cevy Qpy Oy O)y

nous retrouvons bien la formule (138).
En suivant un raisonnement analogue au précédent et en posant

d J >"
— — 11— D(ay, ..., An) =@ A(ay, ..., a,, 05 0)
[(dall+l 0a,., Ay =iy =0 ’

on obtient la formule

(146) Zal...alr(2ap+ n)jv e 9do W2y, ..., @0, 9)PPY | dz,...dx,
(Xn20)

TET“ P~k

=2 . N
2 21‘(5—f-k>
2

Faisons maintenant 'hypothése que

(147)

_ L
{@H")(a,, vty @ny 0,0) =ZCHY , alv. . aln,

— — (—k)
@ k)(ai’ ey Qpy Oy 0) ZC hna’:‘ . .af;-,

nous obtenons les deux formules fondamentales

27T n
(148) f ethie dy . )‘If(a:“ ceey T, (p)P‘,,‘f:f" 8%y .. dxy
[} n=0
ﬂ{;‘*‘l C(+k> "

n

K Hap ) I‘< -+ k>

)

27T n
{149) f e~ R do W(zy, ..., 2, @) P‘h‘f," dzxy ... dz,
0

(%n20)

n
—+1

(k)
7?2 C/,l b

= zk—l(gp,-'—n) I‘(f . k>)
2

qui sont la généralisation compléte de la formule (70).
De ces formules decoulent quelques consequences importantes
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pour la détermination des coefficients du développement’

(150) Wy, ..., xp @)

p=tw k=
= 3V S [ S coho e et koot ]

=0 [ k=0

Le simple rapprochement des formules (137) et (148-149) donne

( M0 _(Ia my)...(1, my) o
my,. mp T (I, ‘J‘) my, L 0,?
(4,0) —

th. LMy T 0,
/
(151) M{p.,m :L (" hI)H'(I’/In) <C|+k) +C(-—A) )
hyy  hn 2/¢ (,’ k)(zk + 1, /l) hyyoo shn hy,. hn)?
" o () (0, ) R k)
NS, =2 Cir” s — CiY 1)

T ook (1, K)(2k 1, h) N T ohe

Exemple. — Soit a trouver le développement de la fonction

U= (Nzy+.o A2y + A VX CO50 ) (A2 =224, ..+22),

qui est, d’aprés la page 95, la valeur prise sur S par la fonction
harmonique

@(31, ooy Zpany Bnaa) =(MS14 oo+ 23y + (AL 300 )™

Ici ®(a,, ..., a,,,) ne dépend pas de a,.,; donc

ok

k
dall+1

) — Pk —

Nous pouvons déja prévoir que

(+4) — =k
Cir? o =Ci? 4

e es
donc
N 4= 05
puis
DO (ay, ..., a4, 0,0)=(Ma; +...4+Ma,)*,
donce

(P,0) J—
M =R
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Enfin

(l)(lc)(a“ cees @y 0, 0)== S(Il_’%'; ()‘l a+.. '+)‘1Lan)h(i1\n)ky
donc

Citm =1, hi()l.’. f‘()x, iy (FAn) R D

et, d’apres (151),

b L (L p) (A
M/,,...,/zn_ 2k (1, k) (2k+1, h)

2hk M (k> 0).

Ce résultat est identique acelui delaformule (131), obtenue par une
tout autre méthode.
Ces conclusions se résument donc dans le théoréme suivant :

TatoriME. — Elant donnée une fonction
W(x“ ceey Lpy (?);
d)(zh cecy zn—i—?)

la fonction harmonique a Uintérieur de S, qui, sur S, se réduit a W'. La
connaissance des développements

9 —+ 7 J k(l) — Y C(:k) h h
()~ — l ()p — /I‘l' .‘/'nuil-.:z"n
~n+1 “n+2 Sn41=3p42=0

permet immédiatement d’ecrire le développement de W en série de fonc-
tions Q" , au moyen des formules (151).

Vu et approuvé :
Paris, le 21 décembre 1914.
Le Doven pe LA FacoLtk pEs Sciexces,
Pavr APPELL.
Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 21 décembre 1914.

Le Vice-Recteur pE U'AcapiMie pE Panis,

.. LIARD.
K. ve F. 14
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