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PREMIÈRE THÈSE.

LE

CERCLE ET LES SURFACES CERCLÉES
EN GÉOMÉTRIE CONFORME.

INTRODUCTION.

1. Les transformations conformes, c'est-à-dire celles qui laissent
invariante l'équation dx2 -+- dy- -h dz2 = o, changent un cercle (C) en
un cercle (F); les deux cercles coincident quand on effectue certaines
de ces transformations.

Le système des deux équations

a?0-H y 2 — R2 — o, z — o

admet quatre transformations infinitésimales conformes :

óf àf
dy J àx

Les deux sphères de rayon nul passant par le cercle (C) sont chan-
gées, dans une transformation conforme, en deux sphères de rayon
nul passant par le cercle (F); cette propriété nous conduit à définir le

B. i



Cercle par les six quantités a, b9 c etai9bi9c{ coordonnées des centrés
des deux sphères. Si nous considérons les six quantités a, ft, c,
aK9 bK9 c, comme les coordonnées d'un point de l'espace à six dimen-
sions, nous pouvons faire correspondre à tout point de cet espace un
cercle clans l'espace à trois dimensions, et inversement. Les quan-
tités a, b9 c e t a , , bK9 c, sont imaginaires conjuguées quand le cercle
est réel.

Les formules qui lient les coordonnées du cercle (C) aux coordon-
nées du cercle (F) (Chap. II) définissent un groupe (G) à sixvariables
et à dix paramètres, isomorphe au groupe conforme. Désignons parX, / ,
\\f les quantités obtenues m remplaçant .r, y, z successivement
par «, b, c et a,, hi9 c, dans les transformations infinitésimales du
groupe conforme, les transformations infinitésimales du groupe (G)
sont (Chap. II) :

x , / + x ; / (î = 1 ,2 , . . . , 10).

L'équation (a{ — a) 2 -h (bt — b)2 + (c, — c)2 = o, qui exprime que le
rayon du cercle est nul, est invariante par les transformations du
groupe (G).

2. Considérons la figure formée par deux cercles; soient a, &, c
et al9 bi9 c, les coordonnées des foyers A, B du premier cercle; a, (3, y
et a,, (3,, y, les coordonnées des foyers C, D du deuxième cercle. Les
invariants de cette ligure, par rapport au groupe conforme, sont les
invariants de quatre points de ce groupe, c'est-k-dire les intégrales du
système complet :

X i / - H X / ƒ + £, ƒ + II f = o ( I = I , 2 , . . . , i o ) .

Les premiers membres de ces équations représentent les sommes
des quantités obtenues en remplaçant, dans les transformations con-
formes, a?, y9 z successivement par a9b9c; a{,bh9c{ ; a,[3,y ; aM j3ny l .
Ce système complet de dix équations à douze variables admet deux
intégrales distinctes :

2i(a — a ) 2 . 2 ( « i — (XiY AC .BD
P ~=:: "v Z—v ~ ~~ '> '
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en représentant par Z(a — a)2 la somme (a—oc)2-h (h — (3)2-t-(c — y)2.
Nous limitons notre étude aux cercles dont le rayon n'est pas nul,

ce qui revient à supposer AB et CD différents de zéro; si R, R, sont les
rayons des cercles,

ÂB = - 4 R 2 , CD2=—

Les propriétés du système de deux cercles ( ' ) , invariantes par les
transformations conformes, peuvent s'exprimer au moyen des deux
invariants p, pf et, par suite, au moyen des éléments du triangle inva-
riable construit avec les longueurs 00, = i, 01 = p, 0,1 = p,.

La distance du sommet 1 au côté opposé 00, est donnée par la rela-
tion

kÏH2 = (p + p, -+• 0 (p -4- p, - i ) (p - p! -H i ) ( - p -+• PJ + 1 ) .

Soient Si le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre ÀBCD,V son
volume; nous avons

(3V.<jR.)2=42li\R}.ÏH2.

Il existe une sphère réelle orthogonale aux deux cercles lorsque IH

est positif. Si IH est négatif, les points de rencontre du cercle G avec
le plan du cercle F sont, l'un intérieur à (F), l'autre extérieur. La
condition de rencontre des deux cercles est IH = o; les quatre foyers
sont sur une sphère de rayon nul; l'angle co des tangentes aux deux
cercles au point de rencontre est défini par l'équation

cos2w = (p2— p\y.

Lorsque les deux cercles ne se rencontrent pas, nous sommes
conduits à dire que l'angle co défini par l'équation

C O S 2 C O — ( p 2 _

est^encore l'angle des deux cercles. Soient M le milieu du côté 0 0 ,
du triangle invariable, H le pied de la hauteur; nous avons la rela-
tion

(*) KOENIGS, Annales de la Faculté des Science* de Toulouse, t. II, 1888. —
E. v. WEBER, Archiv der Math, und Phys., 3e série, 1904.



Le triangle est rectangle quand co = o; il est isoscèlc quand co = -•

Nous pouvons dire, dans ce dernier cas, que les cercles sont orthogo-
naux. Soient, en coordonnées pentasphériques,

. ^ n O ( i = l , 2 , . . . , I O )

les équations des deux sphères de rayon nul passant par le cercle (C)
et

les équations des sphères de rayon nul passant par le cercle (F); en
prenant comme figure de référence le pentasphere orthogonal formé
par les trois faces d'un trièdre trirectangle et deux sphères orthogo-
nales ayant pour centre le sommet du trièdre et pour rayon i et y/— i,
les coefficients de l'équation ZAtxt= o sont

— i , A 5 = — * ' ( a 2 - h 62-+- c 2 4 - i ) .

Considérons deux sphères orthogonales passant par le cercle (C) :

et deux sphères orthogonales passant par le cercle ( r ) :

Les sphères S, T sont respectivement orthogonales aux sphères T, <J
si X, [A satisfont aux deux équations

-+- X'ÏÏC 2 - p . 2 AÏ) 2 - X2 j / . 2 B D 2 = a,

= o.
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Les angles S = ( s , <J) et S'= \T, TJ sont alors définis par les rela-
tions

COS2d=(pH-Pl)
2,

cos2<5' = (p — p,)2.

Revenons à la figure formée par deux cercles orthogonaux : le
triangle invariable correspondant est isoscèle, p = pf, et les trois

angles Sx, Ta, TT sont droits; par chaque cercle passe une sphère
orthogonale à l'autre.

Si nous considérons deux sens de parcours sur un cercle, nous
pouvons former avec ce cercle deux cycles en prenant chaque foyer du
cercle comme sommet d'un cycle ; deux cycles sont dits dans une posi-
tion minima lorsque leurs sommets sont situés sur une droite minima;
l'une des quantités p, p, est nulle, soit par exemple p = o. Dans cette
hypothèse, les deux quantités (p + p,)2, (p — p,)2 se réduisent à une
seule, p2.

Si les foyers A, C sont situés sur une droite minima ainsi que les
foyers B, D, les conditions d'orthogonalité des sphères S, T et des
sphères a-, T se ramènent à une seule; les sphères passant par le
cercle (C) coupent le cercle (F) sous le même angle S et les sphères
passant par (F) coupent (C) sous le même angle o.

Les cercles sont dits dans la position orlhosphérique, lorsque chacun
des deux cycles de (C) est dans la position minima avec chacun des
deux cycles de (F). Dans cette hypothèse,

Toute sphère passant parle cercle (C) est orthogonale au cercle (F)
et inversement. Chacun des cercles passe par les foyers de l'autre. Les
cercles sont situés dans deux plans rectangulaires qui se coupent
suivant la ligne des centres; cette ligne est divisée harmoniquement
par les deux cercles.

3. Si les coordonnées a, b, c, anbn c{ sont fonctions d'un paramètre
variable /, le cercle (C) engendre une surface et le point correspon-
dant de l'espace h six dimensions R« décrit une courbe. Les invariants



— 6 -

différentiels des surfaces cerclées par rapport au groupe conforme
sont donc les invariants des courbes de l'espace Ro par rapport au
groupe (G) prolongé. lîn égalant à zéro les transformations infinitési-
males du groupe (G) prolongé au premier ordre (Chap. IV), nous
obtenons un système complet de dix équations aux dérivées partielles
à douze variables qui admet deux intégrales distinctes :

les accents désignent une dérivation par rapport à /, et nous avons
posé

A — a , — a, B '= bY—b, C = Ci—c,

Nous pouvons former avec les deux invariants relatifs A, A^une

combinaison indépendante du choix du paramètre, par exemple Io = ~

ou encore K4 = —^—- -

Nous devons trouver une interprétation de ces invariants en consi-
dérant le triangle invariable relatif à deux cercles infiniment voisins
(Chap. V).

Remplaçons, dans les expressions de p2, p2, les quantités a, j3, y,
a o Pu Y* par « -\-a'dt-h . . . , b -f- b'dt-\-..., . . . et limitons les déve-
loppements aux termes du plus bas degré en dt, nous avons

ÛÏ =

22

Le rapport . 4 a une limite qui est l'invariant absolu du premier
^ ^ 4

ordre —^—-; nous trouvons ainsi une analogie avec les surfaces
réglées : Le rapport de la distance i y/IH à l angle de deux cercles infini-
ment voisins a une limite. Soit ds l'angle de deux cercles infiniment



Voisins, ^2 = Aj. Considérons la courbe décrite par le sommet î du

triangle invariable quand le cercle (F) se rapproche indéfiniment du
cercle (C), et la tangente OT au point O à cette courbe :

L'angle TOO, est égal à l'angle de deux sphères remarquables pas-
sant par le cercle générateur de la surface (Chap. VI).

Toute sphère (S) passant par le cercle est en général tangente à la
surface en deux points, les points de rencontre du cercle avec le plan
caractéristique delà sphère. Lesplans caractéristiques des sphères (S)
passent par une même droite, les cordes de contact passent par un
point fixe. Deux des sphères (S) sont des sphères points de centres
a, 6 ,ce ta n bn cK foyers du cercle. Deux de ces sphères ont leurs points
de contact confondus; aux points M, M, où ces deux sphères F, F4,
que nous appellerons sphères fondamentales, touchent la surface,
la génératrice est tangente à une ligne de courbure de la surface ( ' ) .
Les points de courbure M, M,, ainsi que les courbes de la surface
décrites par ces points, sont conservés dans une transformation

conforme; l'angle FF, des sphères fondamentales vérifie la relation

Le rapport anharmonique des quatre sphères, sphères fondamen-
tales et sphères focales, est égal à e2lFFi; cette quantité représente
encore le carré du rapport anharmonique défini sur le cercle par les
points de courbure et les points de contact imaginaires d'une sphère
focale; les quatre points de contact des sphères focales forment un

FF
rapport anharmonique égal à cos2 —f •

4. Les invariants différentiels du second ordre sont les intégrales

(l) Les propriétés des points de contact des sphères passant par le cercle, en particu-
lier celles des points de courbure, ont été démontrées par M. Demartres {Annales de
l'École Normale, 3e série, t. II, i885).



du système complet formé en égalant à zéro les transformations infini-
tésimales du groupe (G) prolongé au deuxième ordre (Chap. VII). Ce
système de dix équations aux dérivées partielles a dix-huit variables a
huit intégrales distinctes; nous pouvons former avec ces intégrales
six combinaisons distinctes qui ne dépendent pas du choix du para-
mètre/. Nous avons ainsi un système d'invariants absolus fondamen-
taux; l'un d'eux est l'invariant absolu du premier ordre que nous
avons interprété comme paramètre de distribution.

Lorsque les points de courbure M, M, sont réels, nous pouvons
donner des invariants du second ordre l'interprétation géométrique
réelle suivante : Soient ds l'angle de deux génératrices consécutives;
d\>, d^{ les angles des sphères fondamentales F, F,, avec les sphères
infiniment voisines; rfvj/, d^\ les angles que font, avec les sphères
infiniment voisines, les sphères F', F\, tangentes à la surface aux
points M, M,, et qui ont pour centres les centres de courbure princi-
paux non situés sur l'axe ;dy^ l'angle que fait avec la sphère infiniment
voisine la sphère orthogonale à deux génératrices consécutives; les
quantités

dû dû, dû' dû\ dy
as as as as ds

sont des invariants absolus du second ordre.

d<\>, dty{ et l'angle FF, des sphères fondamentales vérifient les
relations

fFF
ds ds ds _

dty', d\>\ sont liés h l'angle i du cercle avec la trajectoire du point de
courbure M par la relation

dty'

Si FF', désigne l'angle des sphères F', F'(t la quantité cosF'F'j est
encore un invariant du second ordre.

5. Soit I un invariant absolu d'ordre q\ la quantité -7- est un inva-
riant absolu d'ordre y + i . Tous les invariants absolus d'ordre supé-
rieur à 2 peuvent s'obtenir ainsi (Ghap. X), en partant des invariants
du second ordre.
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6. Les familles de surfaces cerclées, invariantes par les transforma-

tions conformes, sont définies par des systèmes d'équations qui
admettent le groupe (G) ou les groupes prolongés. Ces systèmes
d'équations peuvent se diviser en deux classes (Chap. XI). Les
systèmes de la première classe n'entraînent pas la nullité de tous les
déterminants du dixième ordre de la matrice formée avec les coeffi-
cients des transformations infinitésimales prolongées au premier
ordre; les systèmes de la deuxième classe entraînent la nullité de tous
ces déterminants. Les systèmes de la première classe s'obtiennent en
égalant à zéro un certain nombre d'invariants différentiels, les sys-
tèmes de la deuxième classe renferment l'équation

qui exprime que le rayon du cercle générateur est nul, ou les deux
équations

A

a'
B

b'

C

c'

1k- B C

b'

b\

qui expriment que la génératrice est le cercle caractéristique d'une
sphère (Chap. XIII). Le système d'invariants absolus fondamentaux
ne convient plus; il y aura lieu de faire une étude spéciale des inva-
riants. Nous déterminerons plus loin les invariants des surfaces enve-
loppes de sphères, mais nous ne nous occuperons pas des surfaces
engendrées par un cercle de rayon nul; ces dernières peuvent être
envisagées comme des surfaces réglées. Cherchons à caractériser les
surfaces correspondant aux équations obtenues en égalant à zéro les
invariante différentiels.

7. L'équation A1—A[ = o, obtenue en égalant à zéro l'invariant

absolu du premier ordre tang2FF, = — T T — ^ exprime que deux géné-

ratrices infiniment voisines ont un point commun; la condition de

rencontre de deux cercles est IH = o; or IH = ' ~~ ' L dtk H - . . .

(Chap. XII).
Les sphères fondamentales sont confondues ainsi que les points de

B. 2
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courbure. Le cercle reste tangent à la trajectoire du point de cour-
bure.

Déterminons dans quelques cas particuliers les équations finies des
surfaces correspondant à l'équation considérée. Soient C le centre du
cercle; œ0J y0, z0 les coordonnées de ce point; R le rayon; GXYZ
un trièdre mobile trirectangle ; a,, (3,, y, ; aJ? fi2, y2; <?3, (i3, y3 les
cosinus directeurs des axes, Taxe CX étant parallèle à la caracté-
ristique du plan du cercle et CZ perpendiculaire à ce plan; on peut
passer d'une position du trièdre mobile à la position infiniment voisine
par une translation suivie d'une rotation ; nous désignerons par M, v, w
les composantes suivant les axes mobiles de la vitesse du point C, et
par/?, q, r les composantes de la rotation (q = o). Une surface réelle
sera définie par six équations :

a =

c—

R vérifiant l'équation A7' — Â  = o, qui peut s'écrire

( i ) /?2R2R /2—

I. Toutes les surfaces de la famille, engendrées par des cercles
concentriques, satisfont aux équations u — v = w = o et à l'équa-
tion ( i ) qui devient

on peut avoir R = const., les surfaces sont les sphères, ou p = o, les
cercles sont dans un même plan.

II. Touteb les surfaces de la famille, pour lesquelles u = o, sont
engendrées par le cercle caractéristique d'une sphère ( ' ) , car l'équa-
tion ( i) devient

/?RR'— wc = o.

III. Toutes les surfaces de la famille, pour lesquelles w = o,
c'est-à-dire pour lesquelles le plan de la génératrice reste tangent à la

(*) ENNEPERT Zeitschnft fur Math., 1869.
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courbe décrite par le centre du cercle, satisfont à l'équation (i), qui
devient

R#î— K ' = O, d'Où \\=±Cudt.

La caractéristique passe par le centre, le cercle reste tangent à la tra-
jectoire An point de courbure qui a pour équations

IV. Toutes les surfaces de la famille, pour lesquelles (v = =L/>R,
c'est-à-dire pour lesquelles la caractéristique est tangente au cercle,
satisfont à l'équation (i) qui devient

Rn=v\ d'où R=z±

Une conséquence des deux équations précédentes est (^j — t» = o.
Les coordonnées relatives du point où la caractéristique touche son

enveloppe sont

elles deviennent, si r est différent de zéro,

X = O, Y r = ± R , Z = O.

Le plan de la génératrice est alors le plan oscillateur d'une courbe
tracée sur la surface, et la génératrice e t̂ tangente à cette courbe.

Si, avec les équations w = =±=/?R, R' = ± P, on a l'équation r — o,
le point où la caractéristique louche son enveloppe est indéterminé.
La surface qui a pour équations finies

a = i — it, ax = i -4- it,

b — t, bx — t,

c = t H- i, cx — t — i

répond à ces conditions. Le plan de la génératrice a pour équation

z — tjc — o\

il passe par une droite fixe. On peut définir la surface par l'équation
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Y. Toutes les surfaces engendrées par des cercles passant par un
point fixe appartiennent évidemment à la famille de surfaces consi-
dérée. Les foyers de la génératrice sont sur la sphère de rayon nul qui
a pour centre le point fixe. Soient U, V deux fonctions de /; Uo, Vo les
fonctions imaginaires conjuguées; les équations finies de la surface
engendrée par un cercle passant par l'origine des coordonnées sont

8. L'invariant relatif A2 peut s'écrire 7^ -7- -7-; da, drs' désignent les
IX" CL C Cl L

éléments d'arcs des focales; il fait connaître deux équations invariantes
dts de'
_ = <>, _ = o.

Ces équations expriment que les focales sont des courbes minima.
Deux génératrices consécutives sont dans la position minima.

Lorsque le corcle générateur n'est pas le cercle caractéristique d'une
enveloppe de sphères, les points de courbure sont imaginaires, les
sphères fondamentales deviennent les sphères focales.

Soient U une fonction quelconque de /, Uo la fonction imaginaire
conjuguée : les surfaces réelles à focales isotropes ont pour équations
finies :

'—2U, a , = (i —*»)U;-+-a*U'o—2U0,

Rappelons quelques propriétés intéressantes démontrées par
M. Demartres :

« Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire coupe à angle
constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces anallagmatiques
telles que la déférente et la sphère directrice se coupent suivant un
système de droites isotropes. »

« Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de rayon
constant et telle que, dans chacune de ses positions, ce cercle coupe
sous un même angle toutes les lignes de courbure. »
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« Les seules surfaces cerclées à focale isotrope qui soient décom-
posées en carrés par les génératrices circulaires et leurs trajectoires
orthogonales sont les anallagmatiques telles que la déférente et la
sphère directrice se coupent suivant une ligne de distance nulle. »

9. L'équation A, = o exprime que l'angle de deux génératrices
consécutives est nul. Nous pouvons mettre cette équation sous la
forme suivante :
(l) R'2_ / ? 2 R 2 + .^>_ M 2__ t ; 2 : = : : O #

I. Toutes les surfaces de la famille engendrées par des cercles dont
le plan est parallèle à un plan fixe, c'est-à-dire pour lesquelles/? = o,
satisfont à l'équation

R = dz /V"2 -H v* ~ <*" dt = ± Ç\ldx\ H- dy\ - dz\

si l'on prend comme plan fixe le plan des xy.

a. Lorsque 30 = const., on a une suite de cercles situés dans le
même plan, le rayon est égal à l'arc de la ligne des centres, chaque
cercle est tangent au cercle infiniment voisin.

b. Lorsque yo= sù9 le lieu des centres est une courbe plane;
R = ±a?0H- const. ; le cercle reste tangent à un plan fixe. Soit, par
exemple, la surface

U désignant une fonction arbitraire de /.
Le plan de la génératrice a pour équation z — t =o.
Le rayon du cercle est R = U.
Nous pouvons mettre l'équation de la surface sous la forme

7—2.r U(3)=o,

U(s) désignant la fonction obtenue en remplaçant t par z dans U.

II. Toutes les surfaces de la famille engendrées par des cercles
concentriques satisfont aux équations

ou
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soit par exemple la surface spirale

a — ie'cost, a,—— j

b — — ie t sin/, 6 , = /

c = o, c, = o.

Le plan de la génératrice a pour équation .rcos/ — ysin£ = o. Le
rayon est égal à ec. Les sphères fondamentales sont orthogonales;
l'angle V du plan tangent avec le plan du cercle en un point défini par
l'angle £ du rayon avec la caractéristique est donné par l'équation

tang Y z= sino.

L'angle V e t̂ constant le long des courbes çp = const. Cette surface
admet la transformation infinitésimale

x ^J > dy ôz

III. Toutes les surfaces de la famille dont la génératrice est le cercle
caractéristique d'une sphère satisfont aux équations

et à l'équation (i) .
Si nous remplaçons, dans l'équation (i), u et w par leurs valeurs

tirées des équations (2), où nous supposons v différent de zéro, nous
avons

(FT— O( / ; 9 R 2 -H v2)—o.

Les surfaces réelles sont données par l'équation

L'enveloppe de la sphère osculatrice d'une courbe gauche appartient
à la famille considérée, elle satisfait aux équations

u 3= o, <v —zbüR, i\=z±lvdt.R = d= Cv

Les foyers du cercle décrivent des courbes minima, car deux géné-
ratrices consécutives ayant deux points communs, on a la condition
de rencontre
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l'hypothèse A, = o entraîne A = o, c'est-à-dire
da de'
~di ~dt ~°'

Lorsque la caractéristique du plan de la génératrice est fixe, la surface
est une anallagmatique à déférente plane dont les deux points doubles
sont confondus.

10. L'équation obtenue en égalant à zéro l'invariant absolu du
second ordre -j-, d'\> désignant l'angle d'une sphère fondamentale
avec la sphère infiniment voisine, exprime que le point de contact de
la sphère avec la surface est un ombilic. Le point de contact qui est
un point de courbure décrit alors une ligne ombilicale. Par exemple,
soit q une constante arbitraire; les surfaces définies par les équa-
tions

b = —ie**1 s\nt, bx=. iei's'int,

ou par l'équation cartésienne
2 q arc tang —

admettent une ligne ombilicale, intersection de la surface avec le
plan z = o.

11. Les surfaces anallagmatiques, c'est-à-dire engendrées par un
cercle qui reste orthogonal à une sphère fixe, sont définies par deux
équations invariantes du second ordre. On a immédiatement les équa-
tions finies de ces surfaces, en exprimant que les foyers décrivent des
courbes situées sur une même sphère : si U, V sont deux fonctions
de/, et Uo, Vo les fonctions imaginaires conjuguées, & le rayon de la
sphère directrice, les équations de la surface sont

f — Un V o *

v
o » o

i _J_ n v r i _i_ Ï Ï •

b-i
U„Vo

• V o

^ ~ U - V

12. Déterminons une surface cerclée dont le paramètre de dislri-
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bution K soit constant, différent de zéro, et dont les autres invariants
soient aussi constants.

Prenons des génératrices concentriques, les quantités w, e, w sont
nulles et l'équation —^—L= K4 peut s'écrire

R'

L'angle FF, des sphères fondamentales est constant : tang2FFi = K4 ;
l'intégrale de l'équation précédente est donc

On peut constater que cette valeur de R rend tous les autres invariants
constants si les composantes/?, r de la rotation sont dans un rapport
constant. Nous pouvons par exemple prendre les équations

( i )

c ==

les lettres/), y désignent des constantes.
Le plan de la génératrice a pour équation

xp cos£ — yp sin t -+• ̂  \Ji — pl — o\

la génératrice coupe donc le plan des x;y sous un angle constant.
La surface définie par les équations ( i ) est une surface spirale,

elle admet la transformation spirale infinitésimale

,01 f
ôy

df
'I7v ày

Le plan tangent à la surface le long des courbes © = const. fait un
angle constant avec le plan du cercle générateur; çp est l'angle du
rayon passant par un point du cercle avec la caractéristique de son
plan.

Les points de courbure décrivent sur la surface deux spirales loga-
rithmiques, ces courbes sont des lignes ombilicales, elles coupent les
génératrices sous un angle constant.



— 17 —

13. Deux surfaces cerclées sont échangeables par une transfor-
mation conforme si les deux courbes correspondantes de l'espace à six
dimensions sont échangeables par une transformation du groupe (G).
Nous obtiendrons donc les conditions d'équivalence de deux surfaces
cerclées en appliquant à ces courbes la méthode de S. Lie. Mettons à
part les surfaces à focales isotropes, ainsi que les surfaces définies
par des équations invariantes de deuxième classe : surfaces engen-
drées par un cercle de rayon nul ou par le cercle caractéristique d'une
sphère à un paramètre, et désignons les autres surfaces cerclées sous
le nom de surfaces cerclées générales; nous pouvons alors énoncer
le théorème suivant (Chap. XIV) :

Deux surfaces cerclées générales sont équivalentes vis-à-vis du groupe

conformesij ds désignant un paramétre différentiel et l0 , -7-% I2, 13 ,14 ,15

leurs six invariants fondamentaux, on a les cinq mêmes relations :

«Io
ds y i o ? 2 )

ou les cinq mêmes relations

I o = COilSt., Ipizr/^Ia) ,

3 -

(Ia-zf

* - .

Ada), 18 = /
: const.)

(a, (3, y, S désignent les nombres 2, 3, 4? 5), ou tes cinq relations

\oz=z const. , I 2 = const., I3— const. , I4 = const. , I 5 = const. ,

et seulement à ces conditions.

14. Les invariants des surfaces cerclées générales ne conviennent
pas aux surfaces enveloppes de sphères à un paramètre. Déterminons
les six invariants fondamentaux de ces dernières surfaces : soient a,
b, c les coordonnées du centre de la sphère enveloppée, p son rayon ;
toute transformation conforme change la sphère en une autre sphère,
les formules qui permettent de passer des coordonnées a, b, c, p aux
coordonnées de la sphère transformée, définissent un groupe (G') iso-

B. 3
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morphe au groupe conforme (Ghap. XV). Les invariants différentiels
des surfaces engendrées par le cercle caractéristique d'une sphère à
un paramètre sont les invariants différentiels du groupe (G') prolongé.
Soient rfo, l'angle de la sphère enveloppée avec la sphère infiniment voi-
sine, et 1 un invariant différentiel absolu d'ordre q, la quantité ^ est

un invariant absolu d'ordre q -h i (Ghap. XXI). Tous les invariants
différentiels peuvent se calculer en parlant d'un système de six inva-
riants absolus fondamentaux comprenant : un invariant du second

ordre m, deux invariants du troisième ordre ^ > n, et trois invariants
asx

du quatrième ordre -y^> - ^ (j? ( Ghap. XVII à XXIV).

Nous pouvons donner de ces invariants les interprétations géomé-
triques suivantes (Chap. XIX et XXV) : L'invariant du second ordre m

est égal à ~-^ </s désignant l'angle de deux cercles caractéristiques

consécutifs.
Soient cfo, cfo' les éléments d'arcs des focales, nous avons

, i da de'

considérons les points de la génératrice situés dans le plan osculateur
du lieu des centres de l'enveloppée et, en chacun de ces points, la sphère
de courbure autre que l'enveloppée; l'angle W de ces deux sphères
vérifie la relation

/ W\
m2 = — ( i -+- tang2 — j •

Un invariant absolu du troisième ordre est la quantité ~-> d$ dési-

gnant l'angle que fait avec la sphère infiniment voisine la sphère

passant par les points caractéristiques et orthogonale au cercle carac-

téristique. Un invariant absolu du quatrième ordre est <$= -^-,

du désignant l'angle que fait avec la sphère infiniment voisine la
sphère (o) orthogonale à trois cercles caractéristiques consécutifs.

Un autre invariant du même ordre est ^-» rfy désignant l'angle que
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fait, avec la sphère infiniment voisine, la sphère orthogonale à (S) et
passant par le cercle caractéristique de (S).

L'introduction des coordonnées pentasphériques permet de consi
dérer les invariants des surfaces enveloppes de sphères à un para-
mètre par rapport au groupe conforme, comme les invariants des
courbes d'un espace elliptique a quatre dimensions par rapport au
groupe des mouvements de cet espace; m, //, 9? sont les trois cour-
bures. M. R. Le Vavasseur a étudié les invariants à ce point de vue et
a donné une interprétation géométrique des trois courbures ( ' ) .

15. Les familles de surfaces enveloppes de sphères à un paramètre,
invariantes par les transformations conformes, sont définies par les
systèmes d'équations qui admettent le groupe ^(l')ou les groupes pro-
longés. Ces systèmes d'équations peuvent se diviser en doux classes :
les systèmes de la première classe nVnlrainent pas la nullité de tous
les déterminants du dixième ordre de la matrice formée avec les coef-
ficients des transformations infinitésimales du groupe prolongé au
troisième ordre (Ghap.XXII); les systèmes d'équations de la deuxième
classe entraînent la nullité de tous ces déterminants. Les systèmes
d'équations de la première classe s'obtiennent en égalant à zéro un

ds
certain nombre d'invariants; l'équation —l- = o, obtenue en égalant
à zéro l'invariant relatif du premier ordre, exprime que l'angle de
deux sphères enveloppées consécutives est nul; la surface est une
surface canal isotrope. L'équation m = o exprime que les foyers
décrivent des courbes minima et que l'angle de deux génératrices
consécutives est nul; les enveloppes de sphères de rayon différent de
zéro pour lesquelles m est nul sont les anallagmatiques à déférente
plane dont les points doubles sont confondus et l'enveloppe de la
sphère oscnlatrice d'une courbe gauche (Chap. XX) Lorsque l'enve-
loppée est orthogonale à une sphère fixe, on a (J? = o.

Les systèmes d'équations de la deuxième classe renferment l'un au

(*) R. LE VAVASSLUR, Les systèmes de sphères à un paramètre (Academie des Sciences
de Toulouse, ioe série, t. I , 1901).
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moins des systèmes d'équations

(i) I

a'

b'

d

a!'

b"

d'

a1

a!"

b'"

d"

= o,

b' d
~~ b" — c"'

b1

d

W12PP

b"

d'
=i o ;

(3)

Les quantités ü> l lfco i2,GTn,GT ia sont définies par les équations

b'b" + c'c?, ,=1 co12—

L'équation (i) exprime que le rayon de la sphère enveloppée est nul;
le système des équations (2) exprime que la sphère enveloppée est
orthogonale à deux sphères fixes; les équations (3) expriment que la
sphère enveloppée est orthogonale à trois sphères fixes; la surface
dégénère en un cercle.

16. L'étude des systèmes d'équations différentielles qui admettent
le groupe prolongé nous permet de déterminer les conditions d'équi-
valence vis-à-vis de ce groupe des courbes de l'espace à quatre
dimensions définies par les fonctions a, b, c, p; ce sont les conditions
d'équivalence des enveloppes de sphères à un paramètre vis-à-vis du
groupe conforme (Chap. XXVI).

Désignons sous le nom de surfaces singulières les surfaces à focales
isotropes {m = o), la surface canal isotrope (ds{ = o) et les surfaces
définies par les systèmes d'équations de la deuxième classe; nous
pouvons énoncer les propositions suivantes :

THÉORÈME I. — Deux surfaces enveloppes de sphères à un paramètre,

les surfaces singulières exceptées, sont équivalentes vis-à-vis du groupe

conforme si, dsK désignant Vangle de deux sphères enveloppées consé-

cutives et m, -j7> n> -rr> j ~ ' * leurs six invariants fondamentaux, on

a les trois mêmes relations :

dm
n = ,(m * = ƒ , m
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(ƒ«> f'i*f% désignent trois fonctions de m), ou les trois mêmes rela-
tions

m-=eonst., - ^_= / V (AI ) , £ =ƒ,(*),

ou
—-=ƒ($),
«5i

et seulement à ces conditions.
Lorsque les trois invariants m, n, <£ sont constants, la surface admet

une transformation infinitésimale conforme; on peut l'obtenir en
effectuant une transformation conforme Mir l'enveloppe des sphères à
un paramèlre st dont les coordonnées pentasphériques sont

,~ \ , cospL v,,

. r5 —*— X , s in p2 5! ;

p,, p2 désignent les solutions de l'équation
p4 (l -+- >/i9 h / l * + a ) ' ) p ' - h / W a $ I + A22+ ^2— O,

X | , X2 sont définis par les relat ions

X (A )( , )

Les sphères (a?,, a?2, ..., x-h) coupent une sphère fixe sous un angle
constant.

THÉORÈME II. — Deux enveloppes de sphères orthogonales à deux
sphères fixes sont équivalentes vis-à-vis du groupe conforme si l'inva-
riant m vérifie la même relation

- ^ i =ƒ(/#*) (m^zf consl.),

bu la même relation
/H = const. (/tt^z£o),

et seulement à ces conditions.
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Dans le premier cas, les surfaces admettent une transformation
infinitésimale conforme, ce sont des inverses de cônes.

Dans le second cas, les surfaces admettent deux transformations
infinitésimale* conformes; on peut les obtenir en effectuant une
transformation conforme sur un cylindre de révolution ou sur un cône
de révolution ou sur un tore.

Deux cercles de rayon différent de zéro (enveloppes de sphères
orthogonales à trois sphères fixe^) sont toujours échangeables par
une transformation conforme; le cercle admet quatre transformations
infinitésimales conforme*.

17. L'étude des invariants différentiels des surfaces cerclées, par
rapport au groupe conforme, conduit à une classification de ces sur-
faces. Les résultats obtenus nous ont amenés à distinguer les surfaces
cerclées générales, qui admettent le* invariants Io, I,, I 2 ,1 , , I4,I5, et les
conditionsd'équivalence de ces surfaces en donnent une classification;
parmi les autres surfaces, nous avons étudié celles qui sont engendrées
par le cercle caractéristique d'une sphère, et les conditions d'équi-
valence que nous venons d'énoncer donnent une classification de
celles de ces surfaces qui admettent les trois courbures m, n, <£.

CHAPITRE I.

ÉQUATIONS FINIES DU GROUPE CONFORME.

Le groupe conforme est le groupe qui laisse invariante l'équation

dx*-f- df*-\-dz*=o.

Les dix transformations infinitésimales de ce groupe sont ( ' ) :

EL, EL, dl
dx' df' dz

( l ) SOPHUS LIE, Theorie der Transformationsgruppen.
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et
àf àf
dy J dx

rk.-z
d.L,

1 dz dy
dx dz

à t ^ à f ^ àf
dx^yd> dz'

v J ' dz dx J ày

Les sept premières transformations définissent le groupe des simi-
litudes; les équations finies de ce sous-groupe sont :

Les lettres S, X, JJL, V désignent des paramètres et les lettres A, B, C,
A', B', C', A", B", C", des fonctions de trois paramètres, les angles de
rotation 0, <p, ip autour des axes, qui satisfont aux conditions d'ortho-
gonalité.

Déterminons les équations finies du groupe à un paramètre qui a
pour transformation infinitésimale

( * 7 s ) £ + 2a?1, + 2 ^ ^ .
J àx à y dz

Soit a le paramètre; intégrons le système d'équations

dv dy dz .
= = = doc.x'2 — y2—z1 ixy 1 xz

Désignons par G,, G2, G., trois constantes arbitraires; les trois équa-
tions ont pour système intégral

Y z x
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Introduisons pour a = o les conditions

nous obtenons

X X
— -h y — —^

ou bien, en résolvant par rapport à x' ,y\ s',

Î:
— 1OLX

Ce sont les équations finies du groupe considéré.
Soit [3 le paramètre du groupe défini par la deuxième transformation

du second degré
(y*—z* — x2)-4- +2V.-J + 2yx^-,KJ } dy J àz J dx'

ses équations finies sont :
x

y —

La dernière transformation infinitésimale

définit un groupe à un paramètre y qui a pour équations finies



Effectuons le produit des trois transformations du second degré;
nous obtenons les équations finies d'un groupe à trois paramètres :

x -
x — OL ( x* H- y2-h -2 )

^)4- (a9-4-(32+y2)

Les transformations (2) peuvent s'obtenir en effectuant le pro-
duit S.T.S ; si nous désignons par (S) l'inversion

X*

X

y
•h y2 H

- 5*

et par (T) la translation
oc' = a;— a,

5 = « — y.

Les coordonnées xfyf z et les coordonnées transformées par (S)
vérifient la relation

L'équation ^ " H - J 2 - h <s2 = o, qui admet le groupe (2), permet d'ex-
primer une des coordonnées, z par exemple, en fonction des deux
autres; les trois transformations du second degré se réduisent alors à
une seule :

ùf à f

et l'intégrale de l'équation x-£^ + / ƒ = o nous donne les équations

B.
y — mxz=z

4
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(m constante arbitraire) des courbes qui admettent les transforma-
tions du second degré.

En effectuant le produit des similitudes par les transformations du
second degré, nous obtenons les transformations conformes:

CD * L (Ö
) |J ""

J —

CHAPITRE IL

LE GROUPE CONFORME DU CERCLE.

1. Soient #, 6, c; at9 bl9 c{ les coordonnées des centres de deux
sphères de rayon nul; les équations

{x - * , ) » + (y - b{y+ (z - C l ) 9 = o

définissent un cercle dont le rayon R est donné par la relation

-4R2=(rt,-«)24-(61-6)2+(c1- cf.

Nous allons effectuer les transformations conformes sur ce cercle et
déterminer les six équations qui lient les coordonnées des fo)ers du
cercle transformé aux coordonnées a, by c; an 6,, c{ des foyers du
cercle considéré.

Effectuons d'abord les transformations (2 ) sur
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nous obtenons :

(î) (x — a)2-h (y — 6)2 + (c — c)2

A [-'-•~"7*;*.
[y-"- | î""It'-4"")]v[.--c-)'"''A

+t'-HC')]
CD'

A = i — 2 ( a a + (3 6 + y c ) + ( a ' H- (3 ' H- y2 ) ( a2 + 62 H- c ° ),

( ô ; — î + 2 ( a ^ ' + P / + y s') 4 - ( a ' + (3*-v- y 2 ) ( # / 9 / 2

Si nous désignons par JL, ife, c les coordonnées du centre de la
sphère transformée, les transformations qui expriment l'échange des
centres sont :

a — a ( a2 -4- b2 -+- c1 )

Ces équations définissent encore des transformations du second degré ;
nous pouvons les obtenir en remplaçant oc,y, z par a, b, c dans les
transformations (2).

2. Effectuons sur (œ' — x)2 -\- (y' — ift>)2 -h (V—a)2 les simili-
tudes

I=zô(A^/+B'//-+-C//5/)—v,

la relation ( î ) devient

(je — a)2-±~ (y — by-h (z — c)*

" [«(A'eJlo + B ' ^ H - C © )

_ [ô( AM, + B"\!b •+- C 3 ) — v

j désignant la transformée de (B'.
La sphère (x — a)2-+-(y — b)2-+-(z — c)2 = o est donc changée
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par les transformations conformes en une autre sphefe dont le centre
. a pour coordonnées

â = o ( A cAo + B U!>-4-C C ) — X ,

~b — <5(A' X -+- B ' \\\> H- C' 8 ) — jx,

c =- i ( A M H- B'UÏ> +- C" 3 ) - v.

Si nous effectuons les transformations conformes sur le cercle

(G)

nous obtenons encore un cercle, et les coordonnées a, b, c; al9 b<, cx

des foyers du cercle transformé sont expr imées en fonctions de <z, b, c;
an bi9 c, par les équat ions :

a —ö L Â h Â h Â j '

_ = a r fl^a^ + ̂  + c) B^-P(aH-^H-g) t c —
[ A A

C = (

c,— c2)1 }J
|| B l c

AA| A,

Ces équations définissent un groupe, elles montrent comment se fait
l'échange des loyers du cercle; c'e:>t pourquoi nous appellerons ce
groupe le groupe conforme du cercle ou simplement le groupe (G).

Les transformations infinitésimales do ce groupe sont :

r, f_àf ôf àf df df df
Z / ^ ~ h ^ ' Z f ^ W Z f = + ï

db àa l âbi âaY

7 , / à f df . ôf df
J de db dt'i 1 dbi

rj , df df df df
Z6 f — c -f- — a-f- -h Ci -r^ a,-/-,

J da de da{ dcx



et

da de

'da

d f

db lac

'dbl

a
de

df

à f

df

Z. ƒ = (*•- c . - * ) ^ + 9 6c^

Équations et systèmes d'équations qui admettent le groupe conforme
du cercle.

Les ystème des équations aux dérivées partielles obtenues en égalant
à zéro les opérateurs du groupe (G) n'a pas d'intégrales, car il ren-
ferme dix: équations et six variables. Les systèmes d'équations qui
admettent le groupe (G) doivent donc annuler tous les déterminants
du même ordre de la matrice formée avec les coefficients des opéra-
teurs; ils renfermeront tous Tune au moins des équations obtenues en
égalant à zéro l'un des déterminants du sixième ordre de cette matrice,
par exemple le déterminant

I

o

o

— b

o

a

o
i

o

a

— e

b

o
o

I

o

b

e

i

o

o

— £l
0

ax

o
i

0

ai

o
o

1

o

b

Ce déterminant est égal au produit

, —c)»].
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L'équation

,— c)2 = o ou

admet toutes les transformations du groupe (G). L'équation bi — b = o
ne peut appartenir qu'à un système d'équations renfermant en même
temps les équations aK — a = o, c, — c = o, et le cercle serait indéter-
miné. Les transformations

donnent

CHAPITRE III.

INVARIANTS ET PROPRIÉTÉS INVARIANTES D ' U N SYSTÈME DE DEUX CERCLES.

Considérons la figure formée par deux cercles; soient a, b, c
et al9 bi9 c{ les coordonnées des foyers A, B du premier cercle; a, (J, y
et a,, ($,, y, les coordonnées des foyers C, D du deuxième cercle. Les
invariants de cette figure, par rapport au groupe conforme, sont les
invariants de quatre points de ce groupe, c'est-à-dire les intégrales du
système complet

X , / + X / / + g < / + Ç l V = o ( i = i > 2 , 3 f . . . , i o )

Les premiers membres de ces dix équations représentent les sommes
des quanti tés obtenues en remplaçant, dans les transformations infini-
tésimales conformes, oc,y, z successivement par a, b, c, aK9bK9cx\

a, p, y ; aM Pn Yi- Ce système complet de dix équations à douze
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variables admet deux intégrales distinctes :

Pl

,-u) ^ a , - « r A B C l ) -

! — <yyl(a — axy _ B c ' A D '

l - a y i { a l - *y X B 2 C D '

-(a — ay-h(b — j3)'+(c — y)2].

Nous limitons notre étude aux cercles dont le rayon n'est pas nul,
ce qui revient à supposer AB et CD différents de zéro ; soient R, R, les
rayons des deux: cercles, nous avons

Si Ton effectue une inversion en prenant pour pôle un des sommets
du tétraèdre ABCD, trois des cercles circonscrits aux faces du trièdre
deviennent des droites qui forment un triangle invariable ( ') OIO, de
côtés 0 0 , = i, 01 = p, O,I=:p,. Les propriétés in\ariantes d'un
système de deux: cercles (') peuvent s'exprimer au moyen des deux
invariants p, p, ou au moyen des éléments du triangle invariable.

Soit IH la perpendiculaire abaissée du sommet I sur le côté 0 0 , ,
nous avons :

= - ( p -Hpi-+-i)(p — pi-H i) (p H-pL — 0 ( — p-

o X B ' ÂC2 AD2

— i

I ) ,

BA

c l '
DA'

o

CB'

DB2

BC

o

ïüy2

BD

CD

o

4AB CD

Soient Jl le rayon de la sphère circonscrite au tétraèdre, V le
volume. Nous pouvons remplacer (*) le déterminant par —

(!) DARBOUX, dnnalcs de l'École Normale, 2e série, t. I, 1872, p. 341.
(2) KoENiGS, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II, 1888. —

E. v. WEBER. Arcluv der Math und Phjsik, 3e série, 1904.
(3) DARBOUX, Bulletin des Sciences mathématiques, 2e série, IQO5, p. 37.
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nous obtenons

ïïï2 =
Lorsque

I H " = i ( p - h p i + i ) ( p — p i + i ) ( p + pi — l ) ( — p - 4 - p i + l )
4

est positif, il existe une sphère réelle orthogonale aux deux cercles.

Lorsque IH est négatif, les points de rencontre du cercle (A, B)
avec le plan du cercle (C, D) sont l'un intérieur au cercle (C, D),

l'autre extérieur. Lorsque IH est nul, les quatre foyers sont sur une
sphère de rayon nul; les deux cercles ont un point commun qui est le
centre de la sphère.

Calculons l'angle co des tangentes aux deux cercles au point de ren-
contre.

Soient /, m, n les coefficients de direction de la tangente au
cercle (A, B); X, jx, v les coefficients de direction de la tangente au
cercle (C, D); œ,y, z les coordonnées du point commun.

Les coefficients de direction sont définis par les équations

2 ( a ? — a ) 1 = ( x — a ) l - + - ( y — b ) m - + - ( s — c ) n — o %

2(oc — a )~k = o,

l'angle co est donné par la formule

COS*w = -yjrSTh'

Si nous tenons compte des équations

nous trouvons

ia rr_ I(XcT BÏÏ2 - AÏ)2 ïïc2)2,
4

et
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Lorsque les deux cercles ne se rencontrent pas, nous appellerons
angle des deux cercles l'angle c*> défini par l'équation précédente. On
peut constater que cette définition est, en définitive, celle que
M. Kœnigs a proposée sous la forme suivante : « Les sphères passant
par le cercle (A, B ) tracent sur l'axe du cercle (C, D) une involution ;
si N, N, sont les points doubles de cette involution, l'angle des deux

cercles est la quantité ^- log (NN, CD), l'expression (NN, CD) désignant

le rapport anharmonique des quatre points. »
Soient M le milieu du coté 00, du triangle invariable, H le pied de

la hauteur correspondante; nous avons

Si co = o, le triangle est rectangle;

Si a) = -, le triangle est isoscèle, nous dirons que les cercles sont

orthogonaux.
Considérons un pentasphère orthogonal formé par les trois faces

d'un trièdre trirectangle et deux sphères orthogonales ayant pour
centre le sommet du trièdre et pour rayon i et V—i. Les coor-
données «r,, x±, #3, a?!, x5 d'un point, relatives à cette figure de réfé-
rence, sont liées au\ coordonnées cartésiennes par les formules (')

X désignant un facteur de proportionnalité.
L'équation d'une sphère de rayon nul

(x — a)* -+- (y — b)a -\- (z — c)2=o

devient, en coordonnées pentasphériques,

2 a &!-h 2bx2-h2cxi-\-(1at>— i) xw— i^a* -\- i).r5:zz o.

N o u s d é s i g n e r o n s le** coeff ic ients p a r A , , A 2 , A 3 , A 4 , A 5 .

(*) DARB)U\, Théorie générale des surfaces, t. I, p. 216; Sur une classe remar-
quable de courbes et de surfaces, p. i36.

B. 5
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Le cercle (A, B) sera défini par les équations

lA^t — o

le cercle (C, D) par les équations

2C,^=^ o,
2l),â?£ = o.

Prenons deux sphères orthogonales passant par le cercle (A, B)

(S)

(ï)

et deux sphères orthogonales passant par le cercle (C, D)
(er)

Nous pouvons déterminer X et ;/. de telle sorte que les sphères (S), (T)
soient respectivement orthogonales aux sphères (T ) , (<T). Il suffit
que X, pi vérifient les deux équations

( ÂcT — ),2Bc

L'angle (s , <J) des sphères (S), (cr) et l'angle (T , T) des sphères (T), (T)
sont alors définis par les équations

Pour obtenir, par exemple, la première équation, il suffit d'appli-
quer la formule

cosUS, <T)= ^ - i
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on remplace X2, ut.2 par les racines du système d'équations (i) et l'on
tient compte des relations

2 A? = 1B? = IC: = 2D; = o,

lA.B^— 2ÂÏÏ2,

SA,CI = — 2AC2,

Dans l'hypothèse w = ^> nous avons p = p{ et, par suite,

O1, 1 = b T = 1 T = - •
2

Par le cercle (A, B) passe une sphère T orthogonale au cercle (C, D)
et par le cercle (C, D) une sphère T orthogonale au cercle (A, B).

Considérons deux sens de parcours sur un cercle, nous pouvons
former avec ce cercle deux cycles, en prenant chaque foyer du cercle
comme sommet d'un cycle; deux cycles sont dits dans une position
minima lorsque leurs sommets ônt situés sur une droite minima;
l'une des quantités p, p, est nulle; si par exemple les cycles (A), (G)
sont dans une position minima, nous avons p = o et

(p+Pi)'=(p —p.r=pj;

si en même temps les cycles (B), (D) sont dans une position minima,
nous pouvons écrire AC = BD = o; les équations (1) se réduisent à
une seule :

A une sphère quelconque (<r) passant par le cercle (C, D) corres-
pondent toujours deux sphères orthogonales (S), (T) passant parle
cercle (A, B) et telles que

(7 , 1 = - >
2

L'angle 0 du cercle (A, B) avec une sphère quelconque (<r) passant
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par (C, D) est donc constant et vérifie la relation

cos2ô = p\.

Le même raisonnement montre que l'angle du cercle (C, D) avec
une sphère quelconque (S) passant par (A, B) est égal à 8. Supposons
chacun des deux cycles du cercle (A, B) dans la position minima avec
chacun des deux cycles du cercle (C, D). Dans ce cas,

p = pi = O, S, ( 7 = : T , T = ~

Toute sphère passant par le cercle (A, B) est orthogonale au
cercle (C, D), et inversement. Chacun des cercles passe par les foyers
de l'autre ; les cercles sont situés dans deux plans rectangulaires qui
se coupent suivant la ligne des centres; cette ligne est divisée harmo-
niquement par les deux cercles. Les cercles sont dits conjugués ou
encore dans la position orthosphërique.

CHAPITRE IV.

INVARIANTS DIFFERENTIELS DU PREMIER ORDRE DES SURFACES CERCLÉES,

PAR RAPPORT A U \ TRANSFORMATIONS CONFORMES.

1. Supposons les coordonnées a, b,c; aK,bK,cK des foyers du cercle,
fonctions d'un paramètre t. Les invariants différentiels du premier
ordre de la surface engendrée par le cercle, relativement au groupe
conforme, sont les invariants du groupe (G), prolongé au premier
ordre, et les invariants de ce groupe sont les intégrales du système
des équations aux dérivées partielles obtenues en égalant a zéro les
opérateurs.

Formons les opérateurs du groupe prolongé : introduisons les
variable^

, da , , db f de , dar , , dbx , dct
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les coefficients de -4~>-JL* ••• dans la transformation prolongée sont

les dérivées des coefficients de -p-. -/?> ••• dans la transformation cor-da db
respondante du groupe ( G ) .

Nous avons ainsi les dix opérateurs :

X,/=Z,/,

x2y=z2/,
x,/=z,/,

- bV -

ce' -aa')^L -+-<*( b'c

ca' ) jj£ +a(c'6 +cb')ïL

Ztf, Z2 ƒ, . . . , Z10/sont les opérateurs du groupe (G).
Les invariants différentiels sont les intégrales du système d'équa-

tions X, ƒ = o (i = T , 2 , . . ., io) ou du système équivalent obtenu en
remplaçant X8 ƒ, X(J ƒ, X1 0/par les combinaisons :

X 8 / — (&-t-MXv/-h(c "H Ci )X6/—(a-h «O Y ƒ—(&&!+ c<?i — ̂ i)X t / -h («6t 4- ôa^Xj ƒ + (ac{

X 9 / -(C-+- c1)X5 /+(a f-a1)X4 / - (ô + ^ 1 )X 1 / - (cct + a^ - bbx)X,f-{- (bct -t- côi)X3 ƒ + (^i
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Le système des trois équations X, ƒ = o, X 2 / = o, X 3 / = o admet

neuf intégrales indépendantes :

a', b1, c'; a\, b\, c\; A — ̂ —a, B = bi — b, C = c, —c.

Prenons ces quantités comme nouvelles variables dans les équa-
tions X, ƒ = o, X 5 / = o, . . . , nous obtenons :

Y / - - A ^ - B ^ + a ' ^ b'
df +a'4L-V Ôf - o

^ dB dA d6' ôa' l ôb\ l da\ '

Y, /= (Aa',-B6' I-Cc' I)-^- + (Ba'1H-A6'I)^Ç-+(Acl
l + Ca\) M-

CfCL Ou 6/C

Y 6 /=

= o,

= o,

Y, ƒ = ( Ce', - ka\ - B*',)^r + (Ac, -t- C o ' , ) ^ + (Q*1, + Bc',) ^

- ( C e 1 —Aa'—B6' )44 - ( A c ' + C a ' ) 4 4 - ( C 6 ' H- B c 1 ) ^ = o.
(/C C/flr (70

Les six intégrales distinctes du système formé par les trois pre-
mières équations sont :

A2 4-B» + C\ Art' -h Kb' -h Ce',

La quatrième équation montre que les intégrales doivent être homo-
gènes en A, B, C, a', b', c', a\9 b\, c\. Nous sommes donc conduits à
prendre comme nouvelles variables dans les trois dernières équa-
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tions :
z'2+&' _ a'* + Vf -H c?

A'-t-B'+C' '

Ces équations deviennent :

l
dot.

y i a-ô'p)S/=o,

Le déterminant
A «; a'
B 6̂  b'

C c', c'

est en général différent de zéro; nous pouvons donc résoudre les

équations précédentes par rapport a -p > -p> -r4 > et nous obtenons le

système jacobien :
à f àf

-r4 >

Les deux intégrales distinctes de ce système sont lp et 2a(3 — 0.

Désignons-les par -^A4 et JA'J, et revenons aux anciennes varia-

bles, nous avons :

A4=i6

A2 = 4
^ + Kb'-t- Ce') (\a\ ^) _ ara\ + b'b\ + c'c(l

Les quantités A, A, sont les invariants relatifs des surfaces cerclées
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par rapport aux transformations conformes, relatifs en ce sens qu'ils
changent quand on prend un nouveau paramètre. En effet, si T est un
paramètre lié à t par l'équation t = # ( T ) , nous avons

d a d a , d b d b

Nous pouvons former une combinaison des quantités A, A,, indé-
pendante de g\ par exemple

1 0 — £!>>

Io est un invariant absolu.
En résumé, nous avons trouvé un système de dix transforma-

tions X I / ( I = I , 2 , . . . , 10) qui permet de reconnaître un invariant
du premier ordre des surfaces cerclées : une fonction de a, b, c;
aK,bKiCK\ a',b',c'; àn b\9 c\ définit un invariant si elle vérifie les
équations

X , / — O (« = I , 2 , . . . , I O ) ,

et tout invariant absolu du premier ordre peut être obtenu avec l'inva-
A'

riant absolu fondamental I J = ^ .

2. Pour interpréter géométriquement les invariants A,, A, Io, et les
équations invariantes obtenues en égalant ces quantités à zéro, il nous
sera utile de connaître leurs expressions en fonction du rajon R du
cercle et des quantités M, V, w,p définies de la manière suivante ( ' ) :

SoitC Io centre du cercle; considérons un tnèdre trirectangle CXYZ,
CZ étant dirigé suivant Taxe du cercle et CX parallèle à la caractéris-
tique de son plan, et un tnèdre fixe dont les axes or, y, z coïncide-
raient à l'instant initial avec les axes X, Y, Z; on peut passer d'une
position du système mobile h la'position infiniment (voisine par une
translation suivie d'une rotation.

Nous désignerons par u9 v, w les composantes de la vitesse du
centre C et par /?, c/, r les composantes de la rotation, suivant les axes
mobiles. Les cosinus directeurs des axes mobiles étant les neuf quan-

(*) ENNEPER(loc. cit.).



tités a , , [ 3 , , . . . du tableau :

X

y

X

Pi

7i

Y

P2
72

Z

Pa
73

et les coordonnées du point G élant a ~{~ai, + *, - — ^ , les quan-

tités M, p, w sont définies par les équations

a'-+-a\

a'4- a', 6' -h b'.

- 7 - L
c'-f-c',

a'-f- a',

Résolvons ces équations par rapport à "S -——*•> ' ; nous
2 2 2

avons :

a'+öf't b'-\-b\ c'-+-c\ m

2 ' 2 2

2 M ' '

D'autre part, les foyers P de coordonnées a, b, c et P1 de coordon-
nées ai9 bt, cK sont deux points de l'axe du cercle définis par CP = Ri',
CP, = — Ri'; si nous désignons par A, B, C les différences aK — a,
bx — è, cK — c, nous avons

A « B C

et

Différentions les deux membres de cette équation, nous obtenons

(O ^A'-t-BB'+CC/z^ — 4RK';

A', B', C' sont les paramètres directeurs de la normale au plan caracté-
ristique du plan du cercle, et l'axe des X est par hypothèse parallèle à

B. 6



la caractéristique; nous avons donc

La composante p de la rotation suivant l'axe des X est donnée par la
formule

cc2oc' 4 - Ö23'> 4 - y>y's = — Pi
d'où

Résolvons les équations (i), (2), (3) par rapport à A', B', C', nous
trouvons :

2

b\ — b'

Le système de ces trois équations et des trois équations précé-
1 , a'4- a\ b'-+-b'. c'-\-c\ 1

dentés en -> -, L nous donne :

(1)

si nous posons

c' = « / y i 4-

r y , + wy3 — (R 'y 3 —/*Ry2 )*;

nous avons les formules de transformation :

(ii) llZ-!Z~-T^i
I tjQ — a1 4- t>24-i^4-/?2R24-R'2



— 43 -

Si nous tenons compte de ces relations, les invariants s'écrivent

1~~ R'

Nous pouvons ajouter à ce tableau l'invariant absolu

1J

(««H-e*—R'^—

CHAPITRE V.

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DES INVARIANTS RELATIFS

ET DE L'INVARIANT ABSOLU DU PREMIER ORDRE.

Considérons le triangle invariable relatif à deux cercles (A, B)
et ( C D ) .

Soient a, b, c les coordonnées du foyer A; ai9 bt, c, les coordonnées
de B; a, (3, y ' e s coordonnées de C; a,, (3,, y, les coordonnées de D;
les longueurs p, p, des côtés 01, 0,1 du triangle sont définies par les
équations

9

Remplaçons a, j3, y par a -+- aV// •+• ..., è H- 6'rf/ 4- ...,
a!» PM Y« P a r ^i + a\dl -h ..., 6, H- b\dt-+- ..., c, -+-c\dt -h ..., et limi-
tons les développements aux termes du plus bas degré en dt, nous
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avons

La distance IH du sommet I à la base 00, et l'angle co des deux
cercles sont définis par les équations

Si nous désignons par ds l'angle de deux cercles infiniment voisins,
nous avons

Les relations précédentes nous montrent que le rapport

i6IH2

a une limite qui est l'invariant absolu du premier ordre :

A}

Nous trouvons ainsi une analogie avec les surfaces réglées :

« Le rapport de la distance 2 y/1 H à l'angle de deux cercles infiniment
voisins a une limite. »

Considérons, d'autre part, la courbe décrite par le sommet I du
triangle invariable, quand le cercle (C, D) se rapproche indéfiniment
du cercle (A, B); soit OT la tangente au point O à cette courbe; nous
avons



CHAPITRE VI.

AUTRES INTERPRETATIONS GEOMETRIQIES DE L'INVARIANT ABSOLU

DU PREMIER ORDRE.

I. Considérons une sphère (s) passant par la génératrice circulaire ;
son équation est

Déterminons les points de la génératrice où la normale à la surface et
la normale à la sphère (s) sont confondues. Soient

/(x,y,z) = (x-a )a' -f- (7 - b )b' +- (z - c )c',
/t(x, y, s) = {x — ax)a'x+-(y — bx)b\+(z — cx)c!xm

Les coefficients directeurs de la normale à la surface sont les coeffi-
cients de dx, dy9 rfz dans l'équation

\(x — a)/l — (x — ai) J] dx

obtenue en éliminant dt entre les équations

{x — a ) dx -h (y — b ) dy 4- (z — c ) dz — / (x, y, z) dt = o,
(x — ax)dx+(y — bl)dy-+-(z — c1)dz—/l(x, ) , z)dt = o.

Les coefficients directeurs de la normale à la sphère sont

x — a-\-A(x — a v ) , y — & - h \ ( r — b x ) , z — c -+- \ ( z — C t ) .

Si nous supposons le rayon du cercle différent de zéro, la condition
nécessaire et suffisante pour que les coefficients des deux normales
soient proportionnels est

équation du plan caractéristique de la sphère (s).
Ce résultat montre que chaque sphère (s) est bitangente à la surface

aux points de rencontre m, m' de la génératrice avec le plan caracté-
ristique de la sphère. En particulier, les sphères de rayon nul, ou



sphères focales, sont bitangentes à la surface aux points de rencontre
de la génératrice avec les plans

f(x, y, z) = o, /i(a?,y. *)=o,

correspondant à A = o, A = oc.
Tous les plans caractéristiques des sphères (s) passent par une

droite fixe; par suite, toutes les cordes de contact des sphères(s)«avec
la surface passent par un point fixe, le point G, où la droite fixe ren-
contre le plan du cercle; d'où invulutîon dos points de contact sur le
cercle. Le rapport anharmonique de quatre sphères (s) est égal au
rapport anharmonique des quatre cordes de contact.

Les coordonnées du centre S d'une sphère (s) sont

i -h V ' i + A ' i + A 5

A est égal au rapport ==) P, P, désignant les foyers du cercle.

Nous avons P, P = 2R1, et le centre C du cercle étant le milieu
dePJP :

SP _ SP, _ 2 SC _ P,P
A —1 V—1 \ H - I A - t - i '

d'où

A -t-

Soit (V) l'angle de la sphère (s) avec le plan du cercle

R V 4- 1

Si A = 1, on a tang V = :c; la sphère (s) a pour centre le point C; son
plan caractéristique a pour équation

Si A = — 1, on a tangV = o; la sphère devient le plan du cercle, son
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plan caractéristique a pour équation

f (a;, y, z)— fx(x,y, z) = o.

D'après (i), l'angle de deu\ sphères (s) est donné par la formule

ou

(3) X^>-L, o g £.
-r- est le rapport anharmonique défini par les foyers P, P{ et les

centres S, S, des deu\ sphères.
Une sphère (s) pour laquelle les deux points de contact m, m' avec

la surface sont confondus conservera sa définition dans une transfor-
mation conforme; déterminons la valeur correspondante de A.

Soient Q le point de rencontre du plan caractéristique de la sphère
avec l'axe du cercle, h la distance du point C au plan.

Les doux point* m, m seront confondue si le plan caractéristique
est tangent au cercle, ce qu'exprime la relation

/ 2 — 2

Si nous remplaçons dans l'équation du plan caractéristique x, y, z
b b -h tC

p
a -\- ta* b •+- tb, c -h tCi . , , . o ,

par -1» ——-!> > et si nous designons par a, p les rap-
n 0 U S o b t e n o n s

quantité qui détermine les coordonnées du point Q; par suite,

t -M A (3 H- a

Les coordonnées du centre G sont a^~ a\ + 1, c ~*~ C|, et la dis-
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tance de ce point au plan caractéristique est donnée par la formule

1 (a'-H \fl'1)J+(6'+A6'1)2+(c'+Ac'1)2

Designons par A, j * les rapports ^ 2 + |j2_H C2 ? ^ , + K> + C' ; r e I a t l 0 n

précédente s'écrit
V> 0 V A

Si nous remplaçons, dans ( i ) , ̂  et —? par les valeurs trouvées,
* QC"

nous obtenons
A2

Aux deux racines F, Ff de cette équation du second degré en A cor-
respondent deux sphères (F), (F,) passant par le cercle; soient M le
point où la sphère (F) touche la surface, M, le point de la sphère (F,);
les points M, M, sont les points de contact avec la génératrice des tan-
gentes issues du point G.

Les sphères (F), (F,) sont tangentes à la surface en deux points
consécutifs; ce sont donc des sphères de courbure. Aux deux
points M, M, la génératrice est tangente à une ligne de courbure de
la surface.

Les points de courbure M, M, gardant leur définition dans une
transformation conforme, leurs trajectoires sont deux lignes de la
surface qui se conservent, comme les lignes de courbure, dans une
transformation conforme.

L'angle FF, des sphères (F), (F,), que nous désignerons sous le
nom de sphères fondamentales, vérifie d'après (2) la relation

^U^> A. 1 ] 7r<T, T^. T7)

4 Ft i i6A/jt A+

nous avons donc

IJ = cos'FF! et tang'FF^ ^y-

invariant du Chapitre V.



2. Le rapport anharmonique des quatre sphères : sphères fonda-is
mentales et sphères focales, est égal à ^-; or nous avons, d'après (3),

OU

3. L'invariant absolu fondamental Io peut s'interpréter encore de
la manière suivante : nous pouvons écrire

ii = _ y/a'2 + ^2 + ci > yjji + ^> + c'4i

/ A , B G A / A , B ' C , \ T
( a — b Î ^ — c i l a. b. c. ) I
V 2l\l 2 Ri 2 K ^ / V 2K/ ' 2[{i ' 2[\l l ) I

ou bien, en désignant par VV, l'angle des vitesses des foyers,

par VZ, V,Z les angles de ces vitesses avec l'axe du cercle

Io
4 = (cosVy\ - 2 cosVZ cos V?z)2.

4. Dans le cas particulier où les vitesses des foyers sont dans un

même plan avec l'axe du cercle, nous pouvons remplacer cosVV,
par

cosVZ cosViZ -h sin VZ sin V tZ;
nous obtenons

Nous pouvons considérer IjJ comme la limite d'un invariant de
quatre points :

Effectuons une inversion sur les quatre points P, P,, Q, Q,. Nous
avons, entre les angles du quadrilatère PP1QQ1 et les angles du qua-
drilatère qui a pour sommets les points transformés P', PA, Q', Q\, la
relation

(FQr^i)+(öTpT^O=(^
B. 7
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et les cosinus des deux sommes

sont égaux. Si le point 0 se rapproche indéfiniment do P et le point Q,
de P t , la première quantité devient la somme des angles que forment
avec Taxe les vitesses des foyers P, P,.

5. Déterminons quelques propriétés invariantes se rattachant à
l'invariant absolu fondamental :

A tout point S de Taxe du cercle correspond une sphère (s) tangente
à la surface en deux points m, m' du cercle, et une droite mm' passant
par un point fixe G. Le rapport anharmonique de quatre points S est
donc égal au rapport anharmonique des quatre droites correspon-
dantes issues de G. Considérons en particulier les tangentes GM, GM,
à la génératrice et les droites Gm, G/rc, passant par les points de
contact m, m' et m{, m\ des sphères focales; les points M, M, sont les
points de contact des sphères fondamentales, avec la surface; si [/., [/.,
sont les points de rencontre avec MM, des cordes Gm, Gm,,
et Ü, Q,l les centres des sphères fondamentales, le rapport anharmo-
nique ([/., (/.,, M, M,) est égal au rapport anharmonique (P, PM £2, Q,).
Or, on démontre facilement la relation suivante entre le rapport anhar-
monique des quatre points du cercle m, mi9 M, M, et le rapport anhar-
monique des points pi, JJLI , M, M, :

(m, niv, M, M , ) 2 = (fx, jxt, M, M t ) ;
donc

(m, mu M, M,)2= (P, P,, &, 00 = ^ .

6. Calculons le rapport anharmonique des quatre points m, m',
m,, m\9 points de contact des sphères focales avec la surface.

Prenons pour axes de coordonnées les axes mobiles (Chap.IV); les
nouvelles coordonnées X, Y, Z sont liées à x,y9 z par les formules

•z'= h Xa , -H Ya?-H Za3.
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Les équations ƒ (# , y, z) = o, ƒ , (# , y, z) •= o des plans caractéris-
tiques des sphères focales deviennent, si Ton tient compte des for-
mules (I),

U/i)Z-hR(H'—w«) = o,
R'OZ-f-R(R'-hvW) — o.

Les cordes de contact mm', mK m\ ont donc pour équations

\- Wl) TT" O.

Soit 9 l'angle que fait avec Taxe C\ Ie rayon aboutissant à l'un des
points de contact; ces points sont déterminés par les équations

u cos9 -+- (v — pRi) sin9 -h R'— wi = o,
u coscp -+- {v -+- pRi) sin9 -h R' -h wi = o

OU

At tang2 - -f- Bi tang-5- -+- Ci = o,
2 2

A2 tang2 - ^ + B , tang — -h C 2 = o,
2 2

si nous posons

2 = R' — « -+- w£, B 2 = a(«' + /?Ri). C ,= // -H R'-t- wt.

Nous savons que l'un des rapports anharmoniques des quatre points
ainsi définis est égal à

2(A1C2+A2C1) — B,

2(A1C,+ A,C1) — BlB5,— v / B 2 ~ 4 A! 0 ,^6^ — 4^202*

et en remplaçant A,, B , , C,, A2, B2, C2 par leurs valeurs , le rapport
devient

* —^R 2 — (a»+ ̂ — R'2) — ^(M'
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et nous avons

( u* -h c2 — R'2 — w* -+-P' R 2 ) 2

donc, le rapport anharmonique est égal à

15—».

il dépend uniquement de l'invariant absolu fondamental du premier
ordre, c'est à-dire de l'angle des sphères fondamentales.

7. Les considérations précédentes nous permettent de donner une
autre interprétation géométrique de l'invariant relatif A.

Soient îi, (ii les centres des sphères fondamentales; p, p« leurs
A2

rayons; F, F, les racines de l'équation (/.A2 !A + X = o; nous
avons

*••'•

Le produit de ces deux quantités est une fonction symétrique des
racines de l'équation en A; il est égal à

et, d'après les formules (II),

d'où

Interprétons le dernier facteur.
Le plan caractéristique du plan de la génératrice a pour équation

r. *) =



— 53 —

et, par rapport aux axes mobiles,

- o .

L'équation de la caractéristique est donc

pY -+- w — o.

Aux deux points A, A1 où cette droite rencontre le cercle, le plan tan-
gent à la surface est le plan du cercle, car on a

„ A -+• i
tangv — i— — o.

Le cercle est tangent en ces points à une ligne asymptotique de la sur-
face (•).

Soit $ l'angle que forme avec l'a\e CX le rayon aboutissant à l'un
de ces points, nous avons

COS2<P:=ï —

A2 peut alors se mettre sous la forme suivante :

CHAPITRE Vil.

INVARIANTS DIFFERENTIELS DU SECOND ORDRE DES SURFACES CERCLÉES.

Les invariants différentiels du second ordre des surfaces cerclées
par rapport au groupe conforme sont les invariants du groupe (G)
prolongé au second ordre. Introduisons les variables

DEMARTRES, Annales de l'École Normale, 3e série, t. II, i885, p. i35.



Les coefficients de - ™ -r^» ••• de la transformation infinitési-oa' ab

maie X, ƒ prolongée au deuxième ordre sont les dérivées par rapport

à t des coefficients de -J-,> 37-,> ••• dans la transformation X / / pro-
ua ou

longée au premier ordre.
Les dix transformations prolongées au deuxième ordre sont donc :

âa dax '

v, ƒ ^ j. df_ àf

OC OC\

*i f -X>f + a l W - b l W +a w

V, , _ X f.hn àf d / df àf
^Z-M+B,^ °ldb"K

+ d~C~" C W

X' f-X f+c' df a' df +c"ÈL a'EL,
X« / - X 6 - / + C'5< ai~dï[ + da" a de"'

a"- 6M— ce") $L +*(ab" 4- 2a'6' -f- a'b)-^ •*-i(ea +2ca -+-ac)£L

(tt-blb\—cic\)^ + ^^

; / = : X 9 / + 2 ( 6 ' ! - c ' 2 - a ' 2 + 66ff — ce"- aa" ) -^ -+- 2 ( bc" 4- 2 6' c' -^ brf c ) -^ -{-2 ( ab'f -h 2 a' b' -h ba" ) ^f

^—a' 2 -6 / 2 -h ce" —aa" - ^ 6 " ) - ^ -H 2(ca"-+- ac'a ' 4- c ' a ) -£4 -+-2( bc" + 2 ̂ c ' -+- c&/r ) ^
(/C ufl (/£>

Les invariants du groupe défini par ces dix transformations infi-
nitésimales sont les intégrales du système d'équations X'ƒ = o
(1 = 1, 2, ..., 10) ou du système équivalent obtenu en remplaçant X8 ƒ ,



X', ƒ—
V9 / -
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I, fi X'1O ƒ par les combinaisons

X ; / - (c ;/H-

combinaisons indépendantes, qui ne renferment plus

EL, EL, d±, EL, JIL, EL.
da' db' de da^ dbx ôc^

Le système des trois équations

X'1/=o, x ; /

admet quinze intégrales distinctes :

a', b', c';
ax — a, bx—b, cx — c;
\, b\, dx\ a\ b\ c" ; c\.

Désignons aK — a, bt — b, c{ — c par les lettres A, B, C, et prenons
les quinze quantités A, B, C, a', b\ . . . , c[ comme nouvelles variables
dans les équations X'4 ƒ = o, . . . , X'l0 ƒ = o; nous obtenons :

Y', ƒ = Y 5 /+ (Aoï -B*ï - Ccî +1a',2- 26?-ac ' , 2 )^ -t-(Ba\ + A &!'+ 4«î * i ) ^ + ( A

— (Aa" —B6"—Ce" —2«' !+a6' : !H-2c'2)^4—(Ba"+Aè"—4«'6')^-(A
yö! Ou

6î - Ce'; _ A « Ï + 2 6'l
!-2ciî-2a'1'2) | £ +(C6Î + Bc'! + 4 6',ci) ^

i) ^

TT,=<

Y',/=Y7/-h(Cc,"'-Aa';—Bè;' + 2ci2 —2ais

— (Ce"— Aa' /-B6' /-2c / 2 - (Ac v 4- Ca"— 4 c ' a ' ) ^ — = o.
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Les intégrales distinctes de l'équation Y ' , / = o s'obtiennent en
intégrant le système des quatorze équations différentielles suivantes

_dk__dB__dC_ d^_ __dV_ _d&_ _ da\ __ db\ __ dc\
— B A o — b' a' o — b\ a\ o

_ da" db" de" da\ db\ dc\

~-^17' ~~~air~~~~~~ ̂ ~F[ ~~a~] ~ ~

ou le système équivalent

dk_ _ <m_ __ dC a' dk -hb' dB-j-c' dC __ A da' 4- B db' 4- C de'
— B ~~ A "" o ' kb—Ba' ~~ Ba'—kb'

da' _ db' _ de' a\ dk 4- b\ dB -h c\ dC _ A flfa't 4- B rf^1, + C dc\
— b' a' o kb\ — Ba\ Ba\ — A b\

da\ db\ dc\ a" dk -+- b" dB -+- e" dC A da" -+• B db" 4- C de"
^H?;--^- — —' A^'-Ba" "" Ba"-kb"

da^___db^_ de^ a\ dk + b\ dB -+- e\ dC _ A da\ H- B (i//; + C ̂ cfj
— 6" "" a" ~ o ' A^';—Ba; ~ Ba\ — kb\

da] _ db] _ dc\

Ces équations admettent les quatorze intégrales distinctes

ca = ka' H-Bè' + Ce', c', <r JU. = «;2 4- 6^4-c;2,

<r(3 = Afl'j 4- B6j H- Cc'n c',, j v = a"2 + 6"2 + c"!,

<ry =ka" -t-B b" 4- Ce", e\ a p = a'J2 -4- ̂ 2 4- c^,

aô = AaJ 4-B6'i4- Cc'J, c].

Prenons ces quantités cr, a, p, . . . comme variables, les équa-
tions Y'2f= o, Y', ƒ = o deviennent

Nous pouvons remplacer ces deux équations par le système équi
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valent :

Les coefficients sont des fonctions des nouvelles variables définies
par les identités :

B a ' — A b' = v/((7 — C 2 ) ( X — a 2 ) ~ ( c ' — C a ) 2

B a" — A b" — v/((T — C 2 ) ( v - y 2 ) — (c" — C y ) 2 y ^ ,

- Cc\) (Ka'- Ab'),

La première équation admet donc les trois intégrales distinctes

c\ — C(3 . c'-Ca

(0

I = arc sm — arcsin

• — arcsin : — arcsin-

ff—Cy

[ = arc sin- ; — arcsin

Or, nous avons

cos 0
_ a' a\ 4- fr' 6\ + c' c\ — a a (3

Les quantités

a V = a' a\
(j (p r=: air a\

sont donc douze intégrales distinctes des équations Y\ f = o , Y
B. 8
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on reconnaît facilement qu'elles vérifient aussi Y 3 / = o ; ce sont les
douze intégrales du système des trois équations

Y ; / = O , Y ; / = O , Y ; / = O .

Les trois formes
cr/ -= a' a" -f- b' b" -t- c' c\

erra = a' a\ 4- b' b\ -\- c' c\,

an =a"a"i-hbirb"l-+-c"cï

sont aussi des intégrales du même système.
Calculons /, m, n en fonction des douze intégrales distinctes précé-

demment trouvées. Les résultats nous serviront dans la suite. Consi-
dérons les angles

L=4> - 0 ,

M = iF — 0 ,

N — <b w.

Les formules (i) donnent

r l— ay
cos L = '-

et les formules (2)

cosL = (J^z«PK<tzzP^^
( P 2 ) / ( ^ 2 ) ( 2 )

ces deux valeurs de cosL nous permettent de calculer/; nous obtenons
de la même manière m, n :

(3) m = ^ i (^ — P 3 ) ( g —«P)-4-y/(fJL — P ) ( p — 3 ) — (^ — (3a>V(fJL — (3»)(X — «") —(Q —
fx — (32

L'équation Y'4 /= o montre que les intégrales du système Y't/= o,
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doivent être homogènes et de degré zéro. Nous sommes donc amenés
à prendre comme nouvelles variables dans les équations

Yf./=o, Y'6/=o, Y'7/=o

les quantités

a , (3, y , «, 1, p , v, p , 9, <p, ̂ ,

ou des fonctions de ces quantités :

A2=4v/^~P- au lieu de 1, A* = /J(2a(3 — 0) au lieu de 0.

g
A' = ^ j ( ^ - 2(3X|JL + Q«^|JL -H fx/) au lieu de v,

2
A',=: -^— (2(3X -h (3A?— 2ad — IOL[L — «AJ— 2(3y + w + (p) au lieu de p,

car les équations (3) montrent que A' et A', dépendent respectivement
de v et p.

Après ce changement de variables, les trois équations s'écrivent

~ b"-

^ = o,

Additionnons ces équations après les avoir multipliées respecti-
vement par A, B, C, ou a', b', c', ou a\, b\, c\. Le déterminant de ces
neuf quantités étant en général différent de zéro, nous obtenons trois
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équations distinctes :

¥-*w + tf)¥-^

Les quantités A, A,, A', A', sont des intégrales du système
d'équations

V'./ = o, Y',/=o, Y'7/=o;

les intégrales de l'équation X / = o sont avec A, A,, A', A',, les quan-
tités

a — 4(3*
7T~

— Xft)

oc'-hy— aX),

Les intégrales A', A;
t peuvent se mettre sous la forme

A' = — ( - + 7 + 2« ,
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Nous sommes conduits à prendre comme nouvelles variables, dans les
équations Y / = o, Z / = o, les quantités

A, A', A|, A'n x, 7 , z, h
et

3 | = ^ = — f 8a?1— AJo? — jrpW a u l i e u d e »̂

A:52n= — au lieu de k.

Les deux équations deviennent après ce changement de variables

Nous voyons que 3, et a2 sont deux intégrales du système Y,f= o.
Les intégrales de Y ' / = o sont :

Si nous désignons par C,, C2, G, les quantités

C, = AÎ-A»,
C,= A*at + 4AÎ3I — 2 A» A',

C = 4(Aï3 l +4\-aA 1 A' 1 ) ,

et si nous prenons X, Y, Z comme nouvelles variables, l'équation



Z'ƒ = o devient

équation qui admet deux intégrales distinctes

' ~ CiV'X'H-C,' 4 ~ Ct V'X'-H c /

Nous avons ainsi les huit intégrales distinctes du système Y, ƒ = o :

A, A1; A', A',, 3„ 3„ ^3, 34 .

Leurs expressions en fonction de a, [3, y, . . . sont données par les
formules

o
A' = ~

2

Ai

— 9,

* - A}) V/- ( f x - P') (X - a', + (fl - aP)^

* (A4— A*)v/— (fx — (32)(X — a2) -\-(d — a(5)2

Ces huit intégrales sont les invariants des surfaces cerclées par
rapport aux transformations conformes; ces invariants sont relatifs,
ils changent quand on prend, un nouveau paramètre. Soit un para-
mètre T lié à ^ par l'équation

nous avons
da da , di a dla ,_ da „

crf cr'2 i o-H •

dz ~~ dtö ' du* ~ dt*0 dtë '
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et si nous plaçons un trait au-dessus d'une quantité pour indiquer que
le paramètre est T, nous avons

?=,
A =#'4A'4-£-"A,

»t = g"&i + g'g'^,

Nous pouvons former, avec ces quantités, six combinaisons
distinctes qui ne renferment plus g', g" ; ce sont les six invariants
absolus

En résumé, nous avons formé un système de dix opérateurs
X'lf(i = i, 2, . . . , IO) qui permet de reconnaître un invariant du
second ordre des surfaces cerclées : Une fonction de a, b, c, aî9 bi9 c,
et de leurs dérivées premières et secondes définit un invariant si elle
vérifie les équations X] ƒ = o, et tout invariant absolu du second ordre
peut être obtenu avec les six invariants absolus fondamentaux Io, I , ,

* 2 > I 3 » * 4 » ^ 5 '

Calculons les expressions de ces invariants en fonction des va-
riables u, v, w, p, r, R.

En différentiant les formules (1) et en tenant compte des relations
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connues entre les cosinus directeurs des axes mobiles, leurs dérivées
et les composantes p, r de la rotation, nous obtenons les expressions
de a, [3, y, . . . , <\>, /, m en fonction de w, P, IV, p, r, R; et si nous
remplaçons a, (3, . . . par les expressions trouvées, dans l0, I,, I2,
nous avons

U
*1 — T~ — ~T~»

r 2( i'_p R

K

i » = -

(IV) I4 = '--^RR'X'
) 'pu r~p\

en posant

Il nous sera facile d'interpréter géométriquement les quantités
entre crochets et les invariante eux-mêmes. Nous connaissons déjà
la signification géométrique de l'invariant absolu du premier ordre Io.
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CHAPITRE VIII.

I N T E R P R E T A T I O N G É O M É T R I Q U E D E S I N V A R I A N T S D U S E C O N D O R D R E I f , I 2 .

1. Calculons l'angle d\/ d'une sphère fondamentale avec la sphère
fondamentale infiniment voisine; désignons par £, r\9 '(les coordonnées
du centre et par p le rayon ; nous avons

Les quantité* £, Y), C, p sont données (Chap. VI) par les formules

Nous savons que A est racine de l'équation

(3) | j .A 2 —— A-+-X = o.

En différenciant les équations (2) et tenant compte de (3), nous
obtenons comme valeur de €-^

OU

La relation cosFF, — vl qui donne l'angle FF, des sphères fonda-
mentales permet d'exprimer les racines de l'équation (2) en fonction
de cet angle

par suite

2 f

et l'angle de la deuxième sphère fondamentale avec la sphère infî-
B. 9
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nimentvoisine sera donné par l'équation

dt ~ ii dt

Nous trouvons dans le deuxième membre l'invariant

a -h (3
;

^ et -^i peuvent donc s'écrire

_ _ A l i , _ _ _ _ ,

Ajoutons membre à membre, puis retranchons, nous obtenons après
avoir remplacé A, par-^> ds désignant l'angle de la génératrice avec
la génératrice infiniment voisine,

-T1 + -7" = 2l2,ds ds

V 4 ' ds ds ds

Différentions l'équation I* = cosFF,, nous avons
/ x

1 ~~ ds 210 ds

et la formule (4) peut s'écrire

1 2l0 \ds ds

Les expressions de -j-> - p en fonction de Io I, I2 sont
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2. On obtient encore un invariant du second ordre qui dépend des

invariants fondamentaux Io, I f , I2 en formant cosF'F'lf F', F', désignent
les sphères autres que les sphères fondamentales, qui sont tangentes
à la surface aux points de courbure, et dont le centre est un centre de
courbure principale.

Soient M, M, les points de courbure; C le centre du

cercle, cp = CX, CM, cp, = CX, CM, ; p' p', les rayons des sphères F', F't ;
V l'angle du plan tangent à la surface avec le plan du cercle. Les
coordonnées x, y, z du centre de la sphère F' sont

sinVN

sinV

Les coordonnées x{9 yl9 z{ du centre de la sphère F\ s'obtiennent en

remplaçant dans ces formules cp par ç | f p' par p\; et l'angle ¥fFl est
défini par l'équation

Si nous remplaçons a?, j , 3, £c,, j , , zt par leurs valeurs en fonction
de cp, 9,, nous avons

(5)

sinVn , ! , ..., i sinV , i sinV!
Calculons les quantités — ^— et —, Tr-•

La somme des courbures en un point quelconque de la génératrice
défini par Tangle y du rayon avec la caractéristique est égale à ( ' )

DEMARTRES, Annales de l'École JSormale, 3e série, t. II, 1885, p.
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Les lettres M, N, Q, H désignent les quantités suivantes :

M = u C0S9 -4- esincp-h R',
N — rR + c coscp — u sin<p,
Q = w + JPR sincp,

Or, aux points de courbure, on a -r- = o, si H est différent de zéro. En
effet, soient

ƒ (X, Y) = KX + (P

les équations des cordes de contact des sphères focales (Chap. VI,
nOï) 1, 6). Une sphère quelconque

passant par le cercle, est tangente à la surface aux points du cercle
situés sur la droite

Si nous remplaçons A par la valeur tirée de cette équation dans la
formule qui donne l'angle de la sphère avec le plan de la génératrice
(Chap. VI)

, r . A -+-1t a n g V z = * ^ — - ,

nous obtenons

Différentions par rapport à ç, nous avons

H 2 -7— = (^>RR'— wv) coscp 4 -
</<p

Or l'équation
(p RR' — wv) X 4- uw\ 4- p R2 u = o

définit la polaire du point G, commun aux cordes de contact, ce point
ayant pour coordonnées

pu p
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et nous savons d'autre part que les points de courbure sont situés sur
cette polaire.

y- étant nulle, la somme des courbures s'écrit

Q

O s i n V
La quantité ÔTT = —n— e*>t Tune des courbures principales au point M

(Chap. VI); la deuxième courbure est donc

i i / _ . _ d V \

par suite,
i sinV _ i Q _ i fdV
p' K ~" p' KH W\ôt

âV
-T- étant nulle, nous avons

ôt dt ii dt\ ° A

car V est défini par l'équation
.AH-I

et, d'après les formules (II) du Chapitre IV,

w <x - h (3
ÏÏ~~ ~

Ainsi aux points de courbure, c'est-à-dire avec la condition -r- = o,

nous pouvons écrire
^V w i d . i a -h (3
ôt H "~ 2^ ^ u ° \ i

et, d'après les résultats obtenus au paragraphe précédent,

àV w d<\>

rf'|» désignant l'angle de la sphère fondamentale avec la sphère infi-
niment voisine.
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L'équation (6) peut alors s'écrire

i sinV i
p7
p7 ÏT~~" H ~dt>

au deuxième point de courbure, nous aurons

i si M Vt i öty,
P\ R~"~ÏÏ; HT9

La quantité H, est ce que devient H quand on remplace l'angle <p par
la valeur cp, relative au deuxième point de courbure.

Calculons sin2 ? ~ O|- les angles cp et 9, étant racines de l'équation,

dY

nous obtenons

sinV 1 sinV,o . , • o cp — (Pi 1 sinV 1 sinV, , ,
Si nous remplaçons sin2 -—±±9 n —̂? -7- ^ par les valeurs

que nous venons d'obtenir, dans la formule (5), nous avons,

V —V, est égal à l'angle FF, des sphères fondamentales, nous pouvons

donc remplacer cos(V —V,) par cosFF, et, d'autre part, A2 par *—
cosFFj

ou —7\'5p» ' a f ° r m u ' e devient

cos F' F = cos FF, i ± 2 ^ ^ 1 .1 \ ds ds )

3. Considérons la sphère harmonique (') oc en un point de cour-
bureM; elle est tangente à la surface en M, et l'inverse de son rayon est la
demi somme des courbures - ( - •+ —TT-) • L'angle de la sphère harmo-

( ! ) T H Y B \ U T . C. Ji. Acad. Se, t. C X W I I I , 1899, p. 127^.
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nique 3C et de la sphère harmonique 3e, au deuxième point de courbure
est donné par la formule (5)

, 3e!) = cosFFi — 2R2sin2

2

Ti / i sinV\
X

ou
COS

f" i / f sinV\ sinVl [~ i / i sinVA sinVtl
La \p ' R / R J l 2 \ P i R/ RJ

£, 3Ci ) = cos FFi 4- 7 [cos F' Ft — cosFF\] .cos FF\ -t- 1 [ c o s i ^ - cosFF

4. D'après les formules (II) du Chapitre IV, les vitesses des foyers
sont

=i\/uÀ-h vl— R'2 -h w' — p2 R2 -h 2 «(cv IV — (7* U ),

Le module de ces deux quantités imaginaires conjuguées est RA, car
on a trouvé (Chap. IV)

R4 A 4 = (M 9-h e2— R /2-h ^ ' — /? 2 R 2 ) 2 + 4(^R'— r/?R)a.

Les arguments — s et 4- £ vérifient les relations

_ e i d . /UL de

et, d'après les résultats du Chapitre VII,

5. Dans l'hypothèse FF, = o les sphères fondamentales sont confon-

dues, la valeur correspondante de A est V / - ; l'angle V de la sphère

fondamentale avec le plan du cercle vérifie les relations

^V i d
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par suite,
fdV «

CHAPITRE IX.

I N T E R P R É T A T I O N G E O M E T R I Q U E D E S I N V A R I A N T S I 3 , I 4 , I 5 .

1. Le point G commun aux cordes de contact a\ec la surface, des
sphères bitangentes, appartenant à la caractéristique et au plan radical
des sphères décrites sur deux génératrices infiniment voisines, est le
centre d'une sphère coupant orthogonalement ces deux généra-
trices (*). Calculons l'angle dy de cette sphère avec la sphère infini-
ment voisine.

Les coordonnées du point G sont

iw — pRR w 7
A — 5 I "TT > L = O.

pu p

Les projections sur les axes mobiles du déplacement infiniment
petit du point G sont

oZ = o.

Remplaçons X, Y par leurs valeurs, nous avons

d t ~ ~ a ~ A r \ J7i ) h / 7 '

pu

dZ

Soient -ç, \*)4 les projections de la vitesse du point G sur les rayons

C1) DEMARTRES, Annales de l'Ecole Normale, 3e série, t. II, 1885, p. 148.
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du cercle perpendiculaires aux cordes de contact des sphères focales
(Chap. VI, n°6)

ces projections %?, ̂ , sont données par les équations

V ~ =— y
/

o\ . „ . ôY

Les expressions des invariants 1, et I5 en fonction des variables w,
v> w, R, r, y? (Chap. Vlllj nous montrent que ces deux invariants
s'expriment d'une manière simple en fonction des quantités i?, t?,.

Nous avons

R*A,(Aî-A*)

Les quantités W, W, sont les vitesses des foyers P, P<.
Nous pouvons introduire le rayon A de la sphère orthogonale à deux

cercles infiniment voisins

Les invariants I4, 15 peuvent s'écrire

4 ~ 2 y ]PV2
H2-2c/?l{(

5~ 2 y ^7«2

2. L'angle dy^ de la sphère (G) orthogonale à deux cercles infi-
niment voisins, avec la sphère infiniment voisine, est donné par

B. io
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l'équation
<3X_2 oT* W_ ^

Les coordonnées du centre (G) vérifient les relations

3X «Y rfA

X2 + Y2—R2=c^2,

et -—- peut s écrire

Or, si nous remplaçons I,,, I5 par les valeurs précédemment obtenues,

en fonction de -T-» - y nous trouvons
dt dt

par suite,

ou bien, en introduisant l'angle t/f de la génératrice avec la génératrice
infiniment voisine,

Nous pouvons donc énoncer cette proposition :

dy^ désignant f angle de la sphère (G) avec la sphère infiniment voisine,

la quantité — est un invariant absolu du second ordre qu'on peut obtenir

avec les invariants fondamentaux l0, I4, I5.

3. L'angle i de la trajectoire d'un point de courbure M avec la géné-
ratrice est un invariant par los transformations conformes, puisque
les points de courbure conservent leur définition. L'invariant sin« est
du second ordre et il dépend de* invariants fondamentaux qui renfer-
ment r. Soit o l'angle du ra^on CM avec la caractéristique, les coor-
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données relatives de M sont

R cos9, R sincp, o;

les accroissements de ces coordonnées relativement aux axes fixes
sont

&r = Md£coscp -4- (N dt -4- Rdcp) cos (9 H— )>

dy — Mdt sin9 -h (N dt -h R rfcp) sin ( cp H—]>

da = Q d/,

d'après les formules générales

oz — 11 dt — ry dt 4- dœ,

^y—vdl-^- (rx-pz)dt -+- rfy,
ô« = w dt -+- /? j ' ^ -1- öte,

et le déplacement infiniment petit de de M vérifie la relation

L'inclinaison i de la trajectoire est donnée par l'équation

Rdt

Or O?Œ renferme la quantité N = rR -h rcos<p — wsinç et, par suite, r;
tffop s'obtient en différentiant totalement l'équation

_
(icp

4. Les angles rfr|», d'if' que forment les sphères de courbure en deux
points consécutifs d'une ligne quelconque et l'inclinaison i de cette
ligne sur une ligne de courbure vérifient la relation (*)

COU —

i1) DEMIRTRES, Sur la torsion sphérique {Bulletin des Sciences mathématiques, J* série,
t. XXI, juillet 1897)
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Si nous appliquons cette propriété aux sphères F, F' et aux
sphères F,, T\, relatives aux points de courbure M, Mn nous voyons
que l'angle d\' de la sphère F' avec la sphère infiniment voisine et
l'angle d^\ de la sphère V\ avec la sphère infiniment voisine donneront
deux invariants du second ordre dépendant de r

d\/_ d^\_
ds 9 ds

CHAPITRE X.

INVARIANTS DIFFERENTIELS D'ORDRE SUPERIEUR A DEUX.

1. Soient I un invariant absolu d'ordre q et / le paramètre.
Plaçons un trait au-dessus d'une quantité pour indiquer que le

paramètre est T, lié à / par l'équation t = g ( T ) . Si nous effectuons le
changement de variable dans l'invariant absolu I, nous obtenons ï et
par suite

(ï) di = d\.

Le changement de variable effectué dans les invariants relatifs A, A,
donne

(2) A 1 £ / £ = A 1 £ / T , ùidt-

D'après ( ï ) et (2) , nous avons

d\ _ dï cj\ _ dï

A ! ^ ~ Â ; ^ T ' ^dt~^dT'

Les quotients -r-ft> -r^ft
 s o n t donc des invariante absolus, et les

quantités A, dt, Adt des paramètres différentiels. Si ds est l'angle de
deux génératrices consécutives, nous savons que ds est égal à Axdt

et l'invariant -T—T- peut s'écrire —• Une différentiation, par rapport
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à 5 effectuée sur un invariant absolu d'ordre q donne un invariant
absolu d'ordre q -+- i.

2. Avec les cinq invariants absolus fondamentaux du second ordre,
nous pouvons former cinq invariants absolus distincts du troisième
ordre

d\l dL dUm
ds ds ds

Or il ne peut pas y avoir plus de cinq invariants absolus distincts du
troisième ordre ; en prolongeant les transformations X ', ƒ on introduit
six variables nouvelles d\ b"\ c\ d[, //,", c" et, par suite, si\ intégrales
distinctes qui donnent seulement cinq invariants absolus. Nous pouvons
répéter le raisonnement pour les invariants d'ordre superieur; nous
aurons donc par difïérentiation tous les invariants absolus d'ordre
supérieur à deu\.

CHAPITRE XI.

FAMILLES DE SURFACES CERCL'.ES INVVRIANTES PAR LES TRANSFORMVTIONS

CONFORMES.

Les familles de surfaces cerclées invariantes parles transformations
conformes seront définies par les systèmes d'équations qui admettent
le groupe (G) ouïes groupes prolongés.

Nous avons vu que tout système d'équations admettant le groupe (G)
doit renfermer l'équation invariante R = o ou

Les équations X, / = o (« = 1,2, . . . , 10), obtenues en égalant
à zéro los transformations du groupe (G), prolongées au premier ordre,
forment un s\sterne complet; elles sont linéairement indépendantes
(aucune d'entre elles ne provient d'une combinaison linéaire à coeffi-
cients constants ou non des autres équations). Les déterminants du
dixième ordre de la matrice (3li) formée avec les coefficients des trans-
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formations X, ƒ ne sont donc pas tous identiquement nuls. Les équa-
tions formées avec les transformations prolongées au nlème ordre
jouissent des mêmes propriétés, la matrice correspondante ^'obtient
en ajoutant à la matrice (ûK) un certain nombre de colonnes.

Nous diviserons los systèmes d'équations qui admettent 1rs transfor-
mations prolongées, en deux classes. Les systèmes de la première classe
n'entraînent pas la nullité de tous les déterminants du dixième ordre
formés avec la matrice (o\i); les systèmes d'équations de la deuxième
classe entraînent la nullité do tous les déterminants du dixième ordre
de la matrice (on).

Nous savons que les systèmes d'équations de la première classe
s'obtiennent en égalant à zéro un certain nombre d'invariants diffé-
rentiels. Par exemple, l'intégrale

( A ' + B ' H - C T

du système X̂  ƒ = o formé avec les transformations prolongées jusqu'au
premier ordre, donne les deux équations

a'*_|_ b11 -+- c'2 == o, a'2 -h b'2 + c'/2 = o,

qui admettent les transformations X, ƒ.
Tous les systèmes d'équations de la deuxième classe doivent posséder

l'une au moins des équations obtenues en égalant à zéro Tun des déter-
minants du dixième ordre de la matrice (OÏL).

Soient
A B C

-[A(al-ha)-+-B(bi+b)-+-C(cl-t-c)] B C

aa' H- bb' -f- ce' b' c'
bxb\ *\

Si nous formons le déterminant de la matrice (DXL) dont les termes sont
les coefficients de

àf
Oa

àf
W

àf
de

âf_t
ôax

àf àf.%
ôcx '

àf
te'

àf
öb1'

àf
dc\'

àf
da\
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dansles transformations X//(* = i , 2, . . . , 10 ) , nous trouvons

Étudions l'équation A = o ; nous avons

X 4 (A)=-B, X5(A)=C;

l'équation A = 0 ne peut donc appartenirqu'à un système renfermant
en même temps les équations B = 0, C = o et le cercle serait indéter-
miné ; l'équation A2 -f- B2 -h C' = o est invariante.

L'équation a,E — E, = 0 ne peut appartenir qu'à un système d'équa-
tions renfermant l'équation R = o ou l'équation E = o.

Enfin il est facile de vérifier que le système des deux équations
E = o, E, = o admet les transformations \ f ƒ.

Ces équations expriment que la génératrice est le cercle caractéris-
tique d'une sphère (Chap. XIII).

CHAPITRE XII.

SURFACES CERCLEES CORRESPONDANT A DES EQUATIONS INVARIANTES

DE LA PREMIÈRE CLASSE.

I.

i. Exprimons que le paramètre de distribution K est nul : Nous
avons K 4 = —xr"1"' d'où l'équation invariante

A 4 —A| = 0 .

Cette équation donne la condition nécessaire et suffisante pour que
deux cercles infiniment voisins aient un point commun. Nous avons
vu, en effet, que la condition de rencontre de deux cercles (Chap. III)
était IH = o; or, nous avons
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L'équation qui définit les points de courbure

a deux racines égales (Chap. VI), les sphères fondamentales sont
confondues. Le cercle générateur reste langent à une courbe de la
surface, trajectoire du point de courbure.

Déterminons» daiib quelques cas particuliers les équations finies des
surfaces correspondant à l'équation considérée.

Soient r0, y0, z0 les coordonnées relativement au\ axes fixes du
centre C de la génératrice; v2, [33, y, les cosinus directeurs de l'axe du
cercle; R son rayon. Lorsque ces quantités sont des fonctions déter-
minées d'un paramètre t, les équations finies de la surface engendrée
sont

\{ a w î

(V)

c— co

Les variables u, v, w, p, r (Chap. IV) sont définies par les équations

(VI)

P =*A

ft fl II tl

«3 Ps 'h

- <>p = « i H- y i

Si nous choisissons arbitrairement ^ o > J o ^ o e t ' e s cosinus direc-
teurs a3, (33, Y3, le rayon R sera donné par l'équation A1 — AJ = o,
qui peut s'écrire, d'après les formules (III) du Chapitre IV,

( i ) p ' R 2 R " _ 2 / w n ' R R ' — / ; ' / / ' R ' + i r ' ( i / ' + r 7 ) = o .

2. Toutes les surfaces de la famille, engendrées par des cercles con-
centriques non situés dans un même plan, sont des sphères.

En effet, si le centre du cercle est fixe, nous avons u = v = w = o
et l'équation (i) devient

/?'H'R / 2=o, d'où R = consl.

puisque nous supposons p différent de zéro
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3. Toutes les surfaces de la famille pour lesquelles u = o peuvent être
engendrées par le cercle caractéristique d'une sphère.

Lorsqu'on a l'équation u = o, l'équation (i) devient

/?RR'— wv = o.

Interprétons ces deux équations :
Parmi les plans caractéristiques des sphères passant par le cercle,

il y en a un qui renferme le centre du cercle, ce plan sera le plan du
cercle si la droite commune aux plans caractéristiques est elle même
dans le plan du cercle.

Le plan caractéristique de la sphère de rayon R passant par le cercle
a pour équation (Chap. VI) par rapport aux axes mobiles

Le plan caractéristique du plan du cercle a pour équation

pHY — R'Z-hR<r=:o.

Or l'intersection de ces deux plans est dans le plan Z = o si l'on a

U := O, £?RR —WV zn O.

Deux génératrices consécutives ont alors deux points communs.

4. Toutes les surfaces de la famille, engendrées par un cercle dont le
plan reste langent à la courbe décrite par le centre, satisfont à r équation

R=d=/H*.

Nous avons par hypothèse w = o, l'équation (i) devient

La caractéristique du plan du cercle pY -h w = o devient l'axe des X
du trièdre mobile.

L'angle ç que fait avec l'axe des X le rayon passant par un point de
courbure est donné par l'équation

( W — p RR' ) cos cp — uw sin cp — J O R M ^ O

OU
coscp = d b i.

B. ii
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La génératrice reste donc tangente à la courbe dont les équations,

par rapport aux axes fixes, sont

.z? = .Toit R a,, y=.yo±l\^u 5 = 50±Ry,.

Les cosinus directeurs a n (3,, y1 de l'axe des X sont définis par les
équations

(33yl —ysPa, />Pi = y»af3 —««y* . />yi = «sPi - « s i 3 » -

SoitU(/) une fonction arbitraire du paramètre t; une des surfaces
satisfaisant aux conditions précédentes est définie par les équations

.='(l-j).
<ït

R = D ( O -

Le cercle générateur reste, dans ce cas, tangent à la courbe plane

( t2\
i— y

5. Toutes les surfaces de la famille engendrées par un cercle qui
reste tangent à la caractéristique de son plan satisfont à Véquation

R = zh I vdt ; le plan du cercle est alors le plan osculaleur d^une courbe

tracée sur la surface, et le cercle reste tangent à cette courbe.

Lorsque la caractéristique est tangente au cercle o n a w = ^ joR, et
l'équation (\) donne p = ± R ' . Une conséquence de ces deux équa-
tions est

Or, les coordonnées relatives du point où la caractéristique touche son
enveloppe sont

* = *[(>)'-]• — 7 ' *="
elles deviennent, en supposant r différent de zéro,

jL m u O« 11 ~"~ ""•"" J A LA ZZZL O 1
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ce sont les coordonnées du point de contact du cercle avec la caracté-
ristique de son plan.

Lorsque rest nul, le point où la caractéristique touche son enve-
loppe est indéterminé.

La surface définie par les équations

a = i — /V, # , = r - h iV,

C — t H-l", C , = t — l

satisfait aux conditions précédentes ; le plan de la génératrice a pour
équation

2a3(x — #0) = o,
c'est-à-dire
(2) tx — z = o.

Le rayon R vérifie la relation

La génératrice est donc constamment tangente à Taxe des j , son plan
tourne autour de cet axe.

Éliminons / entre l'équation (2) et l'équation de la sphère de rayon R
passant par le cercle

(a?-i)!+(v-0'+(5-0!=' + '!i

nous obtenons l'équation cartésienne de la surface

z") — 'i x(x* + yz •+- z") H - S 7 = O .

6. Toutes les surfaces engendrées par des cercles passant par un point
fixe appartiennent évidemment à la famille de surfaces considérée. Les
foyers de la génératrice sont sur la sphère de rayon nul qui a pour centre
le point fixe.

Soient U, V deux fonctions de t; Uo, Vo les fonctions imaginaires
conjuguées; les équations finies de la surface engendrée par un
cercle passant par l'origine des coordonnées sont

6 = / ( U > + V » ) ,

C=2\JY,
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Si nous prenons par exemple U = i, V = it, l'équation du plan de la
génératrice est

(i — t2)y -+- itz = o.

Les coordonnées du centre sont

# 0 = 1 -h*2, 7o=°» «0=0.

Le rayon est égal à i 4- /2 ; la génératrice reste donc tangente au plan
desyz pendant que son centre décrit Taxe des x et que son plan tourne
autour de cet axe.

L'équation cartésienne de la surface est

II.

L'invariant relatif A fait connaître deux équations invariantes

(3) a'2-+-6/2-+-c/2 = o, <ï*+-b'* + d* = o.

Ces équations expriment que les foyers de la génératrice décrivent des
courbes minima. Pour les surfaces réelles, si l'un des foyers décrit une
courbe minima, il en est de même de l'autre foyer; deux génératrices
consécutives sont dans la position minima.

"S~P
Soit S le centre d'une sphère fondamentale; le rapport A — •==•,

P, P, désignant les foyers, c t̂ défini (Chap. VI) par l'équation

supposons le coefficient de A différent de zéro, les deux racines de
cette équation sont dans le cas des surfaces à focales isotropes

A = o, A = oo;

les sphères focales deviennent les sphères fondamentales; les points
de courbure sont imaginaires, ils se trouvent sur deux plans isotropes
tangents à la surface et définis par les équations

Soient U une fonction arbitraire de t, Lf0 la fonction imaginaire



- 85 -

conjuguée ; les surfaces réelles à focales isotropes ont pour équations
finies

-h-2t\J'o — i\]0,

— 2t\J'o + 2Ü0,

Les formules (II) du Chapitre IV permettent de remplacer les équa-
tions (3) par les équations

( )

ou encore, en choisissant pour paramètre l'arc de la ligne des centres,
par les équations

(4) />"R«+R'«=i,
(5)
(6)

Une conséquence de ces équations est

ou

si l'on désigne par $ l'angle que fait, avec la caractéristique, le rayon
passant par l'un des points de rencontre de cette droite avec le cercle.

Les deux autres composantes *>, w de la vitesse du centre peuvent
s'exprimer en fonction de $ et de l'angle 0 du plan du cercle avec son
plan caractéristique. L'équation de ce plan caractéristique, par rapport
aux axes mobiles, est

p Y - ^ Z + «.= <>,
d'où

tang® = ^ r -

II résulte de cette équation et des équations (4), (5), (6)

/>R==sin0, R'
*> = —sin$cos6, w = —sin4>sin0.



Calculons avec ces variables l'angle ds de deux génératrices consé-
cutives, nous obtenons

ds' _ sin20cos2<&
2

L'angle ds est nul lorsque la caractéristique est tangente au cercle,
cos$ = o, ou lorsque le plan du cercle est fixe.

Il existe une relation simple entre R, l'angle ds et le rayon A de
la sphère orthogonale à deux génératrices consécutives. Nous avons
(Chap. IX) la formule

elle devient
R4 A1

Les angles 0 et O que nous venons d'introduire donnent une inter-
prétation géométrique du changement de variables dont M. Demartres
s'est servi pour démontrer les propriétés suivantes :

Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire coupe à angle
constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces anallagmaliques
telles que la déférente et la sphère directrice se coupent suivant un système
de droites isotropes.

Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de rayon constant,
et telle que, dans chacune de ses positions, ce cercle coupe sous un même
angle toutes tes lignes de courbure.

Les seules surfaces cerclées à focales isotropes qui soient décomposées
en carrés par les génératrices circulaires et leurs trajectoires orthogonales
sont les anallagmatiques telles que la déférente et la sphère directrice se
coupent suivant une ligne de distance nulle.

Considérons la surface qui a pour focales les deux hélices minima :

#, = — i cos£,

{q = const. )•

Cette surface est un hélicoide engendré par un cercle de rayon q,
dont le centre décrit l'axe des z.
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L'équation du plan de ce cercle est

x cos£ H- y sin£ H- sjq2 — 1 ( z— t) = o.

Éliminons t entre cette équation et l'équation d'une sphère passant
par le cercle

nous obtenons l'équation cartésienne de l'hélicoide

&2-±- y 2 - H ( z •+• a^c lang— j = = i .

L'angle Ö?5 de deux génératrices consécutives est donné par l'équation

<fc _ y/a"

La surface admet la transformation infinitésimale

à f à f à f

III.

L'équation remarquable A, = o exprime que l'angle ris de deux
génératrices consécutives est nul; d'après les formules (III), nous
pouvons l'écrire

1. Toutes les sur/aces de la famille, engendrées par les cercles
dont le plan reste parallèle à un plan fixe^ satisfont à Véquation

Ç
Nous avons par hypothèse p= o, l'équation (7) devient

Si nous prenons comme plan fixe le plan des xy, et si nous tenons
compte des formules (VI), nous avons

R = ±



a. Lorsque z0 est égale à une constante q, les équations (V)
s'écrivent

a — J?0, ax = x0,

c—q± x— q zç i i\jdx\-+dy\.

Ces équations définissent une suite de cercles dans le même plan ; le
rayon de chaque cercle est égal à Tare de la ligne des centres ; chaque
cercle est tangent au cercle infiniment voisin; l'enveloppe de ces
cercles est une développante du lieu des centres ; les focales sont des
courbes minima.

b. Lorsque y0 = z0 le lieu des centres est une courbe plane; le
rayon de la génératrice étant égal à ±xQ -+- const., celle-ci reste tan-
gente à un plan fixe.

Soit U une fonction arbitraire de t; la surface définie par les
équations

répond aux conditions précédentes.
On a R2 = U2 ; le plan de la génératrice a pour équation

z — t = o.

Éliminons t entre cette*équation et celle de la sphère de rayon R pas-
sant par la génératrice

nous obtenons l'équation cartésienne delà surface

(y — s)2-h x2— 2x\] (z) -=z o.

Dans le cas particulier U = /, on a l'équation d'un cône

2 —2 zx — 2 zy = o.



2. Toutes les surfaces de la famille, engendrées par des cercles concen-
• * M , — f Pdt

triques, s Vis f ont a l équation R - e ^
Soit p une constante, les équations

a =: i eP'p cost, «! = —iePlpç,ost,

c= leP's/i— p\ Ci —

définissent une surf ice spirale répondant aux conditions précédentes.
On a R = ept et le plan de la génératrice a pour équation

xp c o s / — y ps\nl -+- z\jv — p2— o.

L'angle V du plan tangent avec le plan du cercle en un point défini
par l'angle 9 du rayon avec la caractéristique est donné par
l'équation tangV = sinf.

3. Les surfaces engendrées par le cercle caractéristique d'une
sphère satisfont aux équations

(8) */ = o, wv — p R l V ^ o ;

l'angle V du plan tangent avec le plan de la génératrice d'une surface
cerclée est donné par la formule (Chap. VIII)

i a n # V — ^ rTy»

on a pour les enveloppes de sphères

Si nous tenons compte des relations précédentes, l'équation (7)
devient

L'enveloppe de la sphère osculatrice d'une courbe gauche appartient
à la famille considérée, elle satisfait à l'équation R = ± I vdt.

B. 12
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En effet, les coordonnées du point où la caractéristique touche son
enveloppe, par rapport au\ axes mobiles, sont

Ces coordonnées deviennent, pour les surfaces considérées,

X = o, Y=n±:R, Z = o,
par suite,

d'où
R'=:±*>,

et l'équation (7) est vérifiée.

Les foyers de la génératrice décrivent des courbes minima.
En effet, dans le cas des enveloppes de sphères à un paramètre,

deux génératrices consécutives ont deux points communs; la con-
dition de rencontre est donc vérifiée et Ton a

A4—Aî=o;

pour les surfaces considérées, l'hypothèse A, = o entraîne donc

A=o,

équation qui peut s'écrire

de d<j'

~dt~dt - ° '

d<j,d(j' désignant les éléments d'arcs des focales.
Lorsque la caractéristique du plan de la génératrice est fixe, la

surface est une anallagmatique à déférente plane dont les deux points
doubles sont confondus; avec l'équalion R'2 — p2 = o, on a encore
l'équation

r = o.
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IV.

L'équation obtenue en égalant à zéro l'invariant absolu du second

ordre -y£, d\> désignant l'angle d'une sphère fondamentale avec la

sphère infiniment voisine, exprime que le point de contact de la sphère
avec la surface est un ombilic.

En effet, les directions principales ( ' ) en un point M de la généra-

trice défini par l'angle y = CX, CM font avec le cercle un angle (i)

vérifiant l'équation

2H-— col 2* = N 1- w — H-r--
O® (icp Ôt

L'équation — = 0 exprime que M est un point de courbure; d'autre

part, nous avons vu (Chap. VIII) que l'angle d\> d'une sphère fonda-
mentale avec la sphère infiniment voisine et l'angle V de cette sphère
avec le plan du cercle étaient liés par l'équation

rAp dV w

L'équation -~ = o exprime donc que le point de courbure M décrit

une ligne ombilicale.
Considérons par exemple la surface spirale définie par les équa-

tions
a= 1 e^1 cos£, ct\ ~=. — «e^'cosf,

b — — 1 e*1* sin £, b{ = i e^e s in ty

c = o, Cj—o

Le plan de la génératrice a pour équation

x costf — j b i n ^ = o ;

( ! ) DEMARTRES, Annales de l'École Normale, 3 e sér ie , t. II, i885.
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son rayon est égal à eq\ et l'équation cartésienne de la surface est

2f7.arc tang -

L'angle V du plan tangent avec le plan du cercle est donné par la for-
mule

tangV = -^y sincp ou tangVr=-l—î.

L'équation — = o qui définit les points de courbure devient

cos 9 =o.

La caractéristique du plan de la génératrice étant l'axe des z du

trièdrc fixo, les points p, = -> cp2 = — sont situés dans le plan des xy.

Le lieu des points de courbure est formé de deux spirale^ logarith-
miques définies par l'équation

9 q arc tang -

D'autre part, Téquation -̂ - = o est vérifiée, car on a

Les points de courbure décrivent donc des lignes ombilicales.

V.

Soient X, Y let> coordonnée? du point G centre de la sphère ortho-
gonale à deux génératrices consécutives et ĉ  son rayon; entre ces

quantités et les composantes ^-> -r- de la vitesse absolue du point G

nous a\ons (Ghap. IX) la relation

cette relation montre que le rayon est constant quand le point G est
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fixe. Les conditions pour que la surface soit anallagmatique sont donc

ax _ a y _
dt ~~ °' dt ~ °'

Ces deux équations peuvent s'obtenir en formant une combinaison
des invariants 1̂  et lo9 car nous avons

ax

On obtient immédiatement le* équations finies d'une surface anallag-
matique en prenant pour focales des courbes tracées sur une même
sphère; soient U, V deux fonction* de /, et LJ0, Vo les fonctions
imaginaires conjuguées, <& une constante égale au rayon de la sphère
directrice; les équations d'une surface réelle sont

i-UV

J + Ü V

U + V
_ _ _ ^ .

VF.

Déterminons une surface cerclée dont le paramètre de distribution K
soit constant, différent de zéro et dont les autres invariants soient
constants. D'après les formules (III), nou* avons

_ , u*(cv» — p" iv) + ( xvv - p m\' y
+ 4

Si nous prenons des génératrices concentriques, les quantités w, e, w
sont nulles et l'équation précédente peut s'écrire
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Introduisons l'angle FF, des sphères fondamentales, nous avons

K*=lang'FFl,
d'où

, FFÎ
_ = tang

et en intégrant nous obtenons

Si nous remplaçons R par cette valeur et u, v, w par séro, les autres
invariants absolus fondamentaux (formules IV) deviennent

7^
4 cos FF, ^

FF, est constant par hypothèse; pour que tous les invariants soient
constants, il suffit que le rapport - des composantes de la rotation
soit constant. Soient p, q deu\ constantes arbitraires; choisissons
pour cosinus directeurs de Taxe de la génératrice

6 j = — ps'mt, yd— \/i— p'

et pour rayon
\\ = e".

Nous avons
1*'*=P*, r=i—p\

La surface engendrée répond à la question, les équations finies sont

«— i eilp co^t, a^^=—iet*p cost,

\~-— p ' , c, = — i e q t \J\—p1.

L'équation du plan de la génératrice est

p cos lx — p sin t y -\- y/i — p1 z •= o;

cette génératrice fait avec le plan des xy un angle constant.
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La surface admet la transformation spirale infinitésimale (f )

'(*]

C'est une surface spirale.
Éliminons t entre l'équation du plan du cercle et l'équation de la

sphère de rayon R passant par ce cercle

nous obtenons

px cos \og (x2 -hy2-\- z2)2i — p / s in log (x2 -h y2 -h s2)*? + \J \ — p* z = o;

ou encore, en posant x = p cosô, y = p sin 6,

e27arccos(=iip£-1 | )
p2e * — - ^ .

La surface est engendrée par des courbes spirales gauches, inter-

sections de cônes de révolution - = const., et de cylindres ayantpour

directrices des spirales logarithmiques peq^= const.
Le plan caractéristique du plan de la génératrice a pour équation

x s inf H- y cos^ = o ;

ce plan est perpendiculaire à la trace du plan du cercle sur le plan
des xy; la caractéristique est donc perpendiculaire à cette trace et
devient Taxe des \ du trièdre mobile.

L'équation qui donne les valeurs de <p fixant les points de courbure
est

COS 3) = O.

Les points de courbure ç, = - , ç2 = — sont alors les points de ren-
contre de la génératrice avec le plan des acy, et les courbes engendrées
par ces points sur la surface sont des spirales logarithmiques définies

(*) D'après la définition de S LIE (Forlesungen nber Differentialgleichungen mit
bekannten infinitésunalen Transjorniationen, p. ?6o).
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par l'équation
»

in arc lang —

Le plan tangent à la surface, le long des courbes 9 = const., fait un
angle constant avec le plan du cercle.

On a, en effet, en désignant par V l'angle du plan tangent avec le
plan de la génératrice,

tangV = ^j • sincp

ou encore

FF,
(9) tangV = lang —- - sin cp ;

le coefficient de sin© est constant, il ne dépend que du paramètre de
distribution K.

En particulier, aux points de courbure on a

FF,langV=rzb lang ;

les sphères fonlamenta'es sont symétriques par rapport au plan
de la génératrice.

L'équation (9) donne encore la variation du plan tangent le long de
la génératrice.

Les trajectoires des points de courbure sont des lignes ombilicales,
car on a

elles coupent la génératrice sous un angle constant (1) défini (Chap. IX)
par l'équation

c o l l - = -Lz£l .

Remarque. — Rappelons que les surfaces qui admettent un groupe
de similitudes à un paramètre sont les cylindres, les cônes, les surfaces
de révolution, les hélicoides et les surfaces spirales; que les surfaces
qui admettent plus de x>' transformations conforme* *ont le plan et
la sphère, et dans ce cas le groupe est à six paramètres, ou bien sont
transformables par une transformation conforme en un cylindre ou
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en un cône de révolution, ou encore en un tore, et dans ce cas le
groupe conforme est à deux paramètres (* ).

La sphère œ2-hy2-\- z2 — p2 = o admet les transformations infinité-
simales conformes

àz
àf

"Si'
àf

dy

CHAPITRE XIII.

SURFACES DEFIMES PAR DES SYSTÈMES D ' E Q U A T I O N S

DE LA DEUXIÈME CLASSE.

Les systèmes d'équations de la deuxième classe, qui admettent le
groupe (G) prolongé, renferment l'équation

exprimant que le rayon de la génératrice est nul, ou les deux équations

A B C
a1 b' c'
a\ b\ c\

a a' + b br -\- c c'
axa\ -\- bi

B C

b' c'
b\ c[

= o.

Ces équations définissent les surfaces enveloppes de sphères.

(x) AMALDI, Le superficie cou infinité trasformazionl conforrni in se stesse (Atti del.
reale Ace, dei Lincei, t. X, 1901).

B. i3



- 98 -

VJÏÏ effet, si le plan du cercle, dont l'équation est

A.*? + By H-CU — -[A(rt!-f-a) -+• B ^ H - b) -+- C(Ci-h c)~\ = o,
2

se confond avec le plan caractéristique de Tune des sphères passant
par le cercle, et dont l'équation est

(X - fl)i + (y _ ô)« H- ( 5 _ c)t + A[(* —fll)« + (7 - M2 + (z - cty] = o,

les trois plans définis par les équations

{x — a )a'+(y—b )b'-\-{z — c )c'r=o.

kœ H- By + C^ — ^[A(«! -+- a) + B( 6 t + ̂ ) + G(c4 H- C ) ] = o

doivent passer par une même droite ; or le système des deux équations
E = o, E, = o exprime précisément cette condition.

Dans le calcul des invariants des surfaces cerclées les plus générales,
nous avons supposé les quantités SA1, Ia / 2 , ld*, E, EM différentes
de zéro; il sera donc nécessaire de faire une étude spéciale des
invariants des surfaces singulières pour lesquelles ces quantités
sont nulles.

CHAPITRE XIV.
EQUIVALENCE DES SURFACES CERCLEES GÉNÉRALES

VIS-A-VIS DU GROUPE CONFORME.

Une surface cerclée est définie par six fonctions de / : a, b, c, ai9

bi9 cK. A deux surfaces cerclées distinctes (X), (2,) correspondent
deux courbes distinctes (F), (F,) clans l'espace à six dimensions, et à
chaque transformation conforme transformant (S) en (2,) correspond
une transformation du groupe (G) transformant (F) en (F,) ; les
conditions d'équivalence des surfaces cerclée^ vis-à-vis du groupe
conforme s'obtiendront donc en déterminant les conditions d'équiva-
lence des courbes (F) vis-à-vis du groupe (G).
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Supposons cinq coordonnées a, b, ai9 bK9 c n d'un point de la
courbe (F) exprimées en fonction de la sixième c. Pour obtenir a, 6,
aK9 bi9 cM il faut connaître au moins cinq équations différentielles
indépendantes. Soient a, (3, y, S, s les ordres respectifs des cinq équa-
tions différentielles de Tordre le plus bas, et supposons

Si nous considérons a, b, nK9bK9 c, comme des dérivées d'ordre zéro,
nous voyons qu'il y aura a-t-{3H-y-f-o-i-£ dérivées qui ne seront
assujetties à aucune condition

a, a', a\ . . . , a{a-^\
b, b', b\ . . . , flM>,
au a'u ai', . . . , a^~x\

cl9 ci, cl, . . . ,

Imaginons les coordonnées a, 6, ai9 btfcl9 développées suivant les
puissances de c — c09 c0 étant une valeur particulière attribuée au
paramètre c. Nous pouvons choisir arbitrairement les valeurs
des a + P + y + o-t-£ premières dérivées pour c = c,)9 de sorte que si
nous calculons les dérivées d'ordre supérieur au mojen des équations
différentielles données, nous obtenons des développements qui dépen-
dent de a -H (3 -+- y +• o -f- c constantes arbitraires. Si nous envisageons
une courbe (F) qui n'admet aucune dos transformations du groupe (G),
elle se transforme on a>10 courbes différentes, quand nous effectuons
les transformations du groupe (G). Pour que les cinq équations diffé-
rentielles représentent une famille de ce10 courbes, invariante parle
groupe (G), il faut donc que l'on ait

(i) a -h (3 + y + <5-h£ = lo,

et que le système des cinq équations différentielles soit invariant par
les transformations du groupe (G) prolongé.

Les systèmes d'équations invariants par le groupe (G) prolongé
peuvent posséder l'équation
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(le rayon du cercle générateur est nul), ou les deux équations

(la génératrice est le cercle caractéristique d'une sphère), ou l'une
des deux équations ^a'2= o, 2 ^ 2 = o, ou bien ces deux équations
(surfaces h focale^ isotropes); ou enfin cinq équations définies par des
relations distinctes entre les invariants absolus. Nous ne nous occu-
perons que de ces derniers systèmes d'équations et nous désignerons
les surfaces cerclées correspondantes sous le nom de sur/'aces cerclées
générales.

Nous devons choisir les ordres a, (3, y, S, E des cinq équations diffé-
rentielles de manière à vérifier l'équation ( i ) et les conditions

Or, nous pouvons faire sur a trois hypothèses :

a = o, a = i, a = 2.

i° a = o. L'équation correspondante est

(*!— *)»+(&!— 6)2-h(C1— C)*=O.

Le rayon de la génératrice est nul, nous écartons ce cas.

2° a = i, (3 = i. Nous ne pouvons former de systèmes de deux
équations du premier ordre qu'avec des équations mises à part.

3° a = i, (i = 2, y •= '2> 0 = 2, £ = 3. Les cinq relations entre les
invariants jusqu'au troisième ordre sont de la forme

I0 = const., I p=/ t ( I a ) , lT=/ t(I a) , I8 =ƒ•(!«), ^ = / , ( l a ) ,

a, (3, y, o désignant les nombres 2, 3, /j, 5 pris à partir de l'un d'eux;
ƒ,, / 2 , .A, ƒ* des fonctions arbitraires. Nous supposons que Ia n'est
pas constant.

Nous laissons de côté les solutions que pourraient donner les équa-
tions mises à part.

4° a = 2, (3 = 2, Y = 2, S = 2, £ = 2. Les cinq équations définies
par des relations entre les invariants jusqu'au deuxième ordre sont de
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la forme

Considérons les surfaces cerclées qui admettent une transformation
infinitésimale conforme, et les courbes (F) correspondantes qui
admettent une transformation infinitésimale du groupe (G). Lors-
qu'une multiplicité admet m transformations d'un groupe à p para-
mètres, elle se transforme quand on effectue toutes les transformations
du groupe, en y^p~~m multiplicités différentes et inversement ( ' ) . Le
système des cinq équations qui définît la courbe (F) doit donc être tel
que l'on ait

oc H- (3 -+- y -+- $•+• s = 9 et alfiSy

Trois cas seulement peuvent se présenter :

i° a = o. L'équation correspondante a été mise à part;
2° a = i, p = i. Les systèmes d'équations correspondants ont été

écartés, il n'existe qu'un invariant absolu du premier ordre;
3° a = i, (J = 2, y = 2, o = 2, e = 2. Le système d'équations formé

avec les invariants jusqu'au deuxième ordre ne peut être que de la
forme suivante :

I0nzconst., I2=const., I3=const., I4=const., I5=const.

Considérons enfin les courbes (F) qui admettent plus d'une trans-
formation infinitésimale du groupe (G); les nombres entiers a, [3, y,
S, s, doivent vérifier les relations suivantes, où k désigne un nombre
inférieur ou égal à 8 :

Nous ne pouvons alors faire que deux hypothèses : y = o e t a =
avec p = i; les équations correspondantes ont été mises à part.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant :

THÉORÈME : Deux surfaces cerclées générales sont équivalentes vis-
à-vis du groupe conforme si, ds désignant un paramétre différentiel

(*) LIE, Forlesungen uber continuierliche Gruppen, p. 683.
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et Io, -T^> I2, I3, I4, I,, leurs six invariants absolus fondamentaux, on

a les cinq mêmes relations

( / n /a? /s» ƒ4? / s désignant cinq fonctions de Io) ou les cinq mêmes
relations

I o = const., I P = / . ( I . ) , I r = /2(I«), lg= /3(I a) , ^ = / t ( I« )

( I a ^ const.)

(a , p, y, S désignent les nombres 2, 3, 4» 5 à partir de l'un d'eux),
ou les cinq mêmes relations

Io = const., I2=const., I 3 = const., I 4 = const., I s = const.

et seulement à ces conditions.

CHAPITRE XV.

INVARIANTS DES SURFACES ENVELOPPES DE SPHÈRES A UN PARAMÈTRE

PAR RAPPORT AUX TRANSFORMATIONS CONFORMES.

Le groupe conforme de la sphère.

Dans Ténoncé des conditions d'équivalence des surfaces cerclées
vis-à-vis du groupe conforme, nous avons mis à part les surfaces enve-
loppes de sphères. Nous allons déterminer les conditions relatives à
ces surfaces.

Si nous effectuons les transformations conformes sur la sphère

les quatre équations qui lient les coordonnées du centre et le rayon de
la sphère transformée aux quantités a, b, c, p sont les équations finies
d'un groupe (G') à quatre variables et à dix paramètres. Les invariants
différentiels de ce groupe sont les invariants différentiels des surfaces
enveloppes de sphères par rapport au groupe conforme. Déterminons
les équations finies et les transformations infinitésimales du groupe (G')
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que nous appellerons le « groupe conforme de la sphère ». Effectuons
d'abord les transformations du second degré

(D

(ö
Soient

A-i~2(aa + ^ + cy) + (a2+(32+y2)(a2

nous obtenons

c«)-]»

L J
ce qui peut s'écrire

en posant

a — 0Œ5 , b — (3GJ _ C —
r , U b = — 7 - * — >
A Ai

cs — p 2 .

Effectuons les similitudes sur la fonction (i); les équations finies de
ces transformations sont

I — 3 ( \ .r'-hB r'-h C s') —X,

7 = 3(V* '+B ' / - i -CV)- f jL ,

7 = ô( Ar
 J?' -f- B^ ' + C ŝ' ) — v.

Nous obtenons

(x — ay-h (y - bf + (s - c)2 - p2
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en désignant par Œ>\ la transformée de dB', et en posant

(G')

A, A,

A, A, A,

nous avons ainsi les équations finies du groupe (G').
Les quantités A, B, C, A7, B', C', A", B", G" sont définies en fonction

des rotations par les équations

A = sinôsincp sin^p H- COSÔCOS^, A ' = sinöcoscp,
B = cos0sincp s in^— sinôcos^1, B ' = cos 9 cos 9,
G =

\vz=i sinô si
B"— cosôsin9 cosij; — sin0 sin^1,
C"— cos 9 cos ^.

Les valeurs des paramètres correspondant à la transformation iden-
tique sont

j3 X ô 4

par suite,

Posons
= B'=Cir=i.

Les calculs précédents donnent

par suite,
P

S _ _j_ S

Le coefficient ^-g ne dépend pas des quantités a, b9 c, p.
i
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II en résulte que les coordonnées pentasphériques restent inva-
riables quand on soumet une figure à une transformation conforme
pourvu que l'on rapporte la nouvelle figure aux sphères orthogonales
qui dérivent des sphères primitives par la transformation considérée.

Transformations infinitésimales.

Considérons un groupe à quatre variables et à dix paramètres défini
par les équations

«i = / I ( « A , <*h) («, k— i , 2, 3 , 4 ; h = i , 2, i o ) .

Désignons par l'indice o la valeur que prend une fonction des para-
mètres oih quand on leur donne la valeur correspondant à la transfor-
mation identique et posons

Nous savons que les dix transformations infinitésimales Xhf du groupe
sont données par les équations

et que la forme générale des transformations infinitésimales des sous-
groupes à un paramètre est

h — 10

désignant des constantes arbitraires.
Or nous avons, en difFérentiant les équations finies du groupe,

par suite,

B.
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Nous formerons le deuxième membre de cette égalité et, en y considé-
rant les doih comme des constantes arbitraires \h% nous obtiendrons
une expression de la forme

h= 10

h X/i ƒ,

où les coefficients des ~kh seront les quantités cherchées.
Pour les valeurs des paramètres correspondant à la transformation

identique, nous avons en revenant au groupe (G')

(A1)0=r, (d\l)0 — — i(adoi 4- b d$ -t cdy),

d'où, en posant a2 H- b2 4- c2 — p2 = GJ,

- 2ac dy H- e dty — bd9 4- adô — cA,

(db)0-= (2 b*— xn)dfi 4- 2 bc dy 4- 2abda 4- a dO — c dy •+- bdà — djuu

(dp )0 = 2ap öfa 4- 2bp dfi -+- 2cp dy -\- p dd.

Formons

nous obtenons

f 2 <V ^/ /̂" ^/l
L m'da db de ^ dp J

da db

Tb~~b^ia~)~' l V de ~ db)1^ ^ \"da

VI y. df J df J
-~dï 77 du. — -Y- dv
da db r de
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Les opérateurs du groupe sont les coefficients des différentielles rfa,

*•/=«•

(0')

. . df
17 da

A, ƒ =

'Tb*

<) —
da

\ à f

df
de à?'

dc dp

'à-?'

Le groupe obtenu est holoédriquement isomorphe au groupe con-
forme; si nous formons les crochets de deux opérateurs, nous avons
les mêmes constantes de structure :

(A, , A8) = aA7l

( A 7 , A 8 ) = A8,

(A4 , A8) — — A9,

(A10, A8) = o,

(A, , A9) = — 2A4,

( A 7 , A 9 ) - = \ 9 ,

(A ; , A9) = — A8,

(A l o , A9) = o.

(A7, A l o) = A10,

(A4, A10) = 0,

(Ai, A7) =
(A7, A4) =

Le groupe (G) n'a pas d'invariants; le nombre de variables est
égal au nombre d'opérateurs linéairement indépendants.
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CHAPITRE XVI.

ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'EQUATIONS QUI ADMETTENT LE GROUPE

CONFORME DE LA SPHÈRE.

Les équations et les systèmes d'équations qui admettent le groupe (G)
doivent annuler tous les déterminants du même ordre de la matrice
formée avec les coefficients des opérateurs X, ƒ.

Un determinant du troisième ordre est égal à i ; par suite, aucune
équation et aucun système d'équations ne peuvent annuler tous les
déterminants d'ordre inferieur à 4- Si nous désignons par ts la quan-
tité a'2-+- b2-\-c2 — p2, un déterminant du quatrième ordre s'écrit

a b c p

JJ5 — l à — l a b — i a c — l a p

— iba ns — 2 62 — ibc —ibp

— lac —ibc m — 2c2 — 2 cp

L'équation p = o admet tous les opérateurs du groupe. Nous avons
d'autre part

ce qui nous montre qu'un système d'équations admettant les opéra-
teurs X, f ne peut posséder l'équation es = o sans posséder en même
temps les équations a = o, b •= o, c •=• o, et alors l'équation GT = o,
c'est-à-dire « 2 + è 2 + c2—p2=zç>, se réduit à 0 = 0. Nous pouvons
conclure que tout système d'équations qui admet le groupe (G') doit
posséder l'équation invariante

CHAPITRE XVII.

INVARIANT DIFFERENTIEL DU PREMIER ORDRE.

Nous obtiendrons les invariants différentiels du premier ordre des
surfaces enveloppes de sphères en calculant les invariants du
groupe (G') prolongé au premier ordre.
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Introduisons les variables

da db . d e . do

/)f f\f
Les coefficients de TTV-TTT» ••• dans la transformation prolongée

sont les dérivées des coefficients de 4- » -rr> • • • dans la transformation
da db

considérée.
Les dix opérateurs du groupe prolongé sont donc :

/= f,'

B. /=

B8 ƒ = A8 ƒ + 2(2aar—iDùl)-^ -}-2{afb -+- 6 ' a ) ^ H- a(a'c -+- c ' a ) ^

(en posant nyoi = a a ' + W-t- cc' — pp'),

B9 / = A 9 ^ | ^ ^

= A l o / + 2(2 C C ' - Ü J O I ) | ^ -H a ( c ' a -h a ' c ) ^ + a ( 6 ' c + c ' 6 ) ^ + a ( c ' p 4- cpr

Ces opérateurs ne sont pas linéairement indépendants; nous avons

c'B4/+«'B5/-+-6'B6/
+ (ô'c —fcc')»,/H-(ac'—a'c)B2/+ (^'— aô') B3 ƒ E= O.

Le système des équations B l / = o (« = i, 2, . . . , 10) admet une
intégrale que nous allons calculer.

Une intégrale du système Bt/= o doit appartenir au système équi-



- 110 -

valent :

V ,-a<U. c'à/ - o

Remplaçons Y, , /= o, Yc ƒ = o, Y, ƒ = o par les équations

Y./—«iYt/-cY,/+AY,/=o,
Y,/- &Y,/-aY,/-f-cYt/=o,
Y7/-cY4/-6Y2/+«Y3/=o;

nous obtenons le système équivalent :

-a'V e'df-o

Les équations Z f / = o, Z2 ƒ = o, Z3 ƒ = o admettent les trois in té-
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grales
p, p', a / 24-6'2

Prenons comme variables dans les autres équations p, p'
et GTH = a'2-\-b'--f-c'2 — p'2, elles se réduisent à deux :

df ,df t df =

dp dp' l l du5n

et finalement à l'équation

qui admet l'intégrale

Soit flfe| l'angle de la sphère enveloppée avec la sphère infiniment
voisine, nous avons

Nous trouvons une autre interprétation géométrique de l'invariant
différentiel du premier ordre en introduisant l'arc / de la trajectoire
du centre des sphères enveloppées :

i ar

p*" dP'

p2 -jjj est le carré de la distance du point (a, b, c) au plan

(x — a) da -\- (y — b)db H- (r — c) de -+- p dp = o;

R désigne le rayon du cercle caractéristique.
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CHAPITRE XVIII.

EQUVNONS ET SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

QUI ADMETTENT LE GROUPE ( G ' ) PROLONGÉ.

Nous pouvons former, avec l'invariant relatif L, l'équation inva-
riante L = o, qui exprime que la sphère enveloppée est tangente à la
sphère infiniment voisine; on a dp = dl; l'arc / du lieu des centres (û )
est égal au rayon p de la sphère enveloppée. Les coordonnées du
point de contact de la sphère avec la sphère infiniment voisine
satisfont aux équations

d'où
,da

Ce point décrit donc une développante (F) de la courbe ( û ) ; le
cercle caractéristique se réduit à un couple de droites isotropes, inter-
section de la sphère avec un de ses plans tangents. L'enveloppe est
formée de deu\ surfaces réglées à génératrices isotrope*»; c'est la
« surface canal isotrope » ( ' ) , les deux systèmes de lignes de cour-
bure sont confondus avec les génératrices isotropes, la ligne (F) est
un lieu d'ombilics de la surface.

Les autres équation* et systèmes d'équations qui admettent le
groupe prolongé doivent annuler tous les déterminants d'un même
ordre de la matrice formée avec les coefficients des B,f(i= i, 2, . . . , 10).
Le système des équations B(/= o renferme huit variables et admet
une intégrale; les déterminants de la matrice, d'ordre supérieur ou
égal à 8, sont identiquement nuls. Los systèmes d'équations qui

(*) E. VESSIOT, Leçons de Géométrie supérieure.
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admettent le groupe doivent donc renfermer l'une au moins des
équations obtenues en égalant à zéro un déterminant du septième
ordre, par exemple le déterminant :

o o o
o o o
o o o
c' — b' o
o a' o
b' c' p'

ia1—TS5 iab iac i(iaa' — TÜOI) i(ab'-\- a' b) i{ac'-+• a'c) 2(«p'-+- a'p)

Ce déterminant est égal au produit

I

o

o

o

— c
a

o
i

o

c

o

b

o
o

I

— b

a

c

o
o

o

0

— c
a'

Les équations p = o et a'2-h b'2-+- c'2 — p'2= o ont déjà été obte-
nues; étudions l'équation a' = o.

Bt (a') = B2(a') = B3(a') = B.(a') = B7(a') = o,
B4 (a')-=6',
B6 (a')=-c\
B8 {a') = 2{aar— bb'- cc'-+-ppf),
B9 (a') = 2(bbl— ce' — aa'-+-pp'),
B10K) = 2(cc' — aà— bb'+ pp').

Ces résultats nous montrent qu'un système d'équations qui renferme-
rait l'équation a' = o devrait renfermer en même temps les équa-
tions 6 '=o , c'=o, et l'une des deux équations p = o, p ' = o ; les
quatre quantités a, 6, c, p seraient alors constantes, ce qui est contraire
à notre hypothèse.

Tous les systèmes d'équations obtenus avec la matrice doivent donc
renfermer l'équation p = o.

B. ,5
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CHAPITRE XIX.
INVARIANT DIFFERENTIEL DU SECOND ORDRE.

1. Les invariants différentiels du second ordre des surfaces enve-
loppes de sphères sont les invariants du groupe (G') prolongé au
second ordre. Introduisons les variables

„ da! lu db' „ de' n dp'
a=Hr b=-Tt" C=-7Û> ? = • £ '

les coefficients des quantités -/j> -r^» -f̂ » T I dans la transformation
^ à a" db' de" dp

prolongée sont les dérivées des coefficients de -TA> 3X7> 3T7» JA de la
transformation B,/; les dix transformations du groupe prolongé au
second ordre sont :

r,-aÊL

/-B6/+« _ - c — ,

-4-2(«"c +2fl'c'+ «c")-r4 +2(a"p 4-3a'p'H-«p")^4
(Je op

C, /=B,

= B 1 0 /+ 2(2c'̂  - w I I + 2 ce" - w.i)^£ -+• 2(c"a + a c'a' + ca") ^
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Les invariants sont les intégrales du système d'équations
C , / = O ( I = 1 , 2 , . . . , I O )

ou du système équivalent obtenu en remplaçant

par les combinaisons linéaires

ICl0/-cC7/-6C5/+«C6/,

et en supprimant tous les termes en y-> JT, -y*

Les équations de ce système sont:

àa' de" âa"

da db de' r dp da" db" de" r dp

Les trois équations Y , / = o, Y2ƒ = o, Y 3 / = o admettent six inté-
grales indépendantes :

p, rt'2 4- 6'2 + c",

p', a^+^H-c'* ,

p% ei'a7+ b'b"^-c'c\
Posons
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et prenons comme nouvelles variables les six quantités

- — , L_2

Le nombre des équations se réduit à quatre après ce changement de
variables, car L' est une intégrale; ces équations sont :

= o,

-+-(c'p H- 2C'p')p+2(2C's

à f „ à f df
y ^ Ôp

Les trois quantités Z, / , Z2 ƒ, Z, ƒ ne sont pas linéairement indépen-
dantes. Nous pouvons considérer Z ^ comme définie en fonction
de Z, ƒ, Z2/par Tcquation

{b"c'—b'c"){a'rL,f- b'ZJ)-{a'b"— b'a") (b'Zsf - c'ZJ) = o

et le système se ramène aux trois équations

T, /= p^ 4- p'^7 + ff-jf -+- 2üJ„

Nous pouvons remplacer GTH par p2L, GT,2 par -p2L'H-pp /L; les

équations deviennent :

dp"

öp
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Ce système de trois équations renferme, quatre variables et admet
l'intégrale

En résumé, le groupe prolongé au second ordre admet trois invariants:

L=5!ii, M, mW'L

P2p2 ' p2

Nous pouvons former une combinaison de ces trois invariants, indé-
pendante du choix du paramètre ; c'est l'invariant absolu

I M i_ f 'i I *
J-jiT.1 T" JLi J-j

2. Pour interpréter géométriquement cet invariant, introduisons
les variables w, p, R :

C Q Î t + r,j1 2pp /— »

_ _

Nous trouvons

(/désigne l'arc de la trajectoire du centre de l'enveloppée).
L'angle $ que forme Taxe des X avec le rayon qui passe par l'un des

points caractéristiques est donné par l'équation

„ . niRJ—c*'
pnc'fl) i -

c o s v _ ^ÎKS ,
nous avons donc

Or, la courbure h de la trajectoire du centre de l'enveloppée est
égale ii — p -7j', par suite,
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3. Introduisons un autre élément géométrique : considérons en un
point du cercle caractéristique, la ligne de courbure non circulaire ; le
centre de courbure correspondant décrit une conique quand le point
considéré décrit le cercle.

Soit V l'angle que fait la sphère enveloppée avec le plan (X, Y) du
cercle ; la conique est l'intersection du cône des normales

avec le plan (»)

pY -h w — Z tangV-^- = o ;

ce plan est perpendiculaire au plan ZOY, plan osculateur du lieu du
centre iî de la sphère et passe par la caractéristique p Y -h w = o du
plan du cercle.

Soient yM Y* ' e s points de la conique situés dans le plan ZOY et les
points correspondants Ki9 K2 du cercle. L'angle W des sphères de

centre yî9 y2 et de rayon p, = K, y., p2
 = K>Ys e s t donné par la formule

Si nous tenons compte des relations

7 i y 2 = ( p — Pi)2-+-(p — P i ) ' — 2 ( p — pi) (p — p 2 ) c o s 2 V ,

P

nous avons

\-hcosW-2lvf- — -\(- - - V- — - ) ( -
Pl P / \ P 2

ds< désignant l'angle de la sphère enveloppée avec la sphère infiniment
voisine, cp l'angle que fait avec OXle rayon relatif à un point quelconque
du cercle ; la différence des courbures en ce point est (Chap. VIII)

s i n V

-h/?R sin 9 dt

DEMARTRES, Annales de VÉcole Normale, 3e séné, l. II, 1885, p. 146.
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Appliquons cette formule aux cas particuliers ç , = -> <p2=î= — :

i i sinV dsi

p, p
i i s i n V £/.?!

p2 p ii' — /?R ^ '
d'où

a i r S I I I ' V ûf*r
iv2 — p'R dt2

2W_ R
C 0 S 2 "" p92 "" p9 iv> — p'ii* dt*

or
_ F*2 _ R^ dl*_

donc
^ P 6 ^ 2

2 R6 a/*

i + taog'^ = - » » • .

4. Soitâfo l'angle de deux cercles caractéristiques infînimentvoisins ;
nous avons

En effet, les formules (III) (Chap. IV) donnent

6/r ~ RJ

Si la génératrice est le cercle caractéristique d'une sphère, on a

d ' o ù
ds* _ p2 R2 — »'2 (̂ 2 -f- ẑ 9 R2

 a

^ 2 "" R* p2 ;

or le rayon p de l'enveloppée vérifie la relation (Chap. XII)
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par conséquent,
, . ds9 ^ ' R s -

Soit / l'arc de la ligne des centres de l'enveloppée ; nous avons trouvé

dt1

d'où

et, d'après (1),

5. Deux génératrices consécutives ayant deux points communs, la
condition de rencontre A1 — AJ •= o est vérifiée, les invariants rela-
tifs A, A, des surfaces cerclées générales deviennent égaux; nous avons
alors

~d?~W2 TiïdT'

si d?T, di' désignent les éléments d'arcs des focales; l'équation (3) peut
donc s'écrire

2 i dû de'

CHAPITRE XX.

EQUATIONS ET SYSTÈMES D ' E Q L A T I O N S DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE

QUI ADMETTENT LE GROUPE ( G ' ) PROLONGE.

Les équations invariantes de la première classe sont de la forme

m = const.

L'équation m = o exprime que les foyers du cercle caractéristique
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décrivent des courbes minima et que l'angle de deux génératrices
consécutives est nul; d'après l'équation (2) du Chapitre XIX, pour
que m soit nul, on doit avoir, en supposant le rayon de l'enveloppée
différent de zéro,

la génératrice est alors tangente à la caractéristique de son plan; si
cette droite est fixe, on a une anallagmatique à déférente plane dont les
deux points doubles sont confondus; dans le cas contraire, la géné-
ratrice est le cercle osculateur do la courbe décrite par son point de
contact avec la droite, la surface est l'enveloppe de la sphère osculatrice
d'une courbe gauche.

Tous les déterminants du dixième ordre de la matrice formée avec les
coefficients des transformations prolongées jusqu'au deuxième ordre
sont nuls; les systèmes d'équations de la deuxième classe doivent donc
renfermer l'une au moins des équations obtenues en égalant à zéro l'un
des déterminants du neuvième ordre, par exemple le déterminant
formé avec les coefficients de

0/ Of Of Of Of Of Oj Of Of
ôa Ob' Oc' dp ' Oa1' Ob'' dp'9 Oa"' Op"'

c'est-à-dire
hp*c'(b'c'—b'c') (bffa'—b'a")',

nous étudierons ces systèmes d'équations en même temps que les
équations invariantes du troisième ordre.

CHAPITRE XXI.

INVARIANTS DIFl LKENT1FLS DU TROISIÈME ORDRE.

Les invariants différentiels du troisième ordre des surfaces enve-
loppes de sphères sont les invariants du groupe (G') prolongé au
troisième ordre. Introduisons les variables

«•=£• -=£• -=£• f-%-
B. 16
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Les coefficients de -T4> ^ » j 4 ' j 4 dans la transformation prolongée

sont les dérivées deb coefficients de -r^r, ^ > -o» - p dans la transfor-

mation prolongée au second ordre.
Les dix transformations ainsi obtenues sont :

X8 / = C 8

X , / = C , ^ ^

4- 2[ô^a + 3(6"a' + 6'a") 4- &«'"] ̂ -+-1\b*p -h 3(6"p'-h 6'p") H- bp'"]^-,

(Nous avons posé or03 = aa'"-h66W4- ce' — ppw.)
Les invariante sont les intégrales du système d'équations X ^ / = o

ou du système équivalent obtenu en supprimant les termes en-p>
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-jg> -4- et en remplaçant Xg f, X9 ƒ, X,o ƒ par

Y 6 / = X9 ƒ + 2 c X 5 / - a a X 4 / - 26X,/,

Y7 ƒ = X lo/-j- 2 « X 6 / - 2&X5 ƒ - 2 cX, ƒ.

Les équations de ce système sont :

Y . ,àf . ,àf_ .h,àj_ _,_ 'ÊL-i. 'El
Kj P dp da' db' de' P dp'

Le système des trois équations

Y,/=o, Y2/ = o, Y3/ = o

admet les dix intégrales indépendantes :

wn = a" + è ' 2 + c M , &),1=a'a i r + 6/ b"-hc' c",

w , , = affi -+• 6//2 -4- cff2, jk)13= a' a * + b' blff •+ c' d\

a)33 = a** -h V"1 -h c'a% w23== a'a* + ô"6ir + c"cm,

P. P'i P", ?'"•
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Nous pouvons prendre comme nouvelles variables :

_ &u i

2

L"=—[(3pM —

M'— — [(ppW— 3 p'pV)CJn-+-6p'2ÜT,2— Spp'cj,,

p, p', pV
? ^,3 = 0)33 p'"\

Les quantités L, L', L'', M, M' sont intégrales du système.
Ce changement de variables donne dans les quatre dernières

équations :

Op

Op

Remplaçons les trois premières équations par les combinaisons

( c' b"— b' c" )Zx -f- {a' c" - a" c' )Z, + ( a" b' - a'bl')Zó= 0,
(a'c'"— c' a"r)Z2+{b'a'" — a' V" W^ (b"! c' - b' c'")Zx = o,

Nous obtenons le système jacobien :
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GJi2, ETI3, ©a, sontdes fonctions de p, p', p", p" définies par les équations

- p * ( I / — 2M) 4- 3p3p"L - 3p2p'2L,

Le système des équations Tf — o admet une intégrale et une seule:

N~[3(2P'p"-3p'')*j11

— 9p/25J2,-h6(pp'/— 2 p'2

En résumé les intégrales du groupe G' prolongé au troisième ordre
sont :

M'= ~[(ppw—

N ̂ l

Nous pouvons former avec ces six invariants, trois combinaisons
indépendantes du choix du paramètre, c'est à-dire trois invariants
absolus distincts. Nous connaissons déjà un de ces invariants :

Nous obtenons un deuxième invariant absolu en formant

2/nLVL
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D'une maniere générale, soit I un invariant absolu ; la quantité -JF est

encore un invariant absolu. En effet, considérons un nouveau para-
mètre T lié à / par Péquation t = g(t)9 nous avons

d\ d\ ,

d'autre part,

donne

Divisons membre à membre les équations ( i ) et (2) , nous obtenons

d\ d\
dz dt

L'invariant — ne change donc pas quand on prend un nouveau pa-

ramètre, c'est un invariant absolu ; \jLdt est un paramètre différentiel.

Soit dsi l'angle de la sphère enveloppée avec la sphère infiniment

voisine, nous avons trouvé y/L = -—•; l'invariant absolu — peut donc
at y/ L *

s'écrire ^-- Si nous prenions sK comme paramètre, nous obtiendrions

un nouvel invariant absolu par une simple différen tiat ion par rapport à sK.

Les deux invariants m et - ^ sont indépendants de l'intégrale N.
ClS 1

Nous pouvons donc choisir comme troisième invariant fondamental
tout invariant absolu du troisième ordre renfermant N ou simplement
Gj33=:a"/-> -hb'"2-\-c'"2 — p'"2, quantité qui n'entre pas dans les autres
intégrales. Un invariant du troisième ordre qui dépend de GJ33 est la
quantité ~^-; d$ désigne l'angle que fait, avec la sphère infiniment
voisine, la sphère passant par les points caractéristiques et ortho-
gonale au cercle caractéristique (Chap. XXV).
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Soient X, Y, Z les coordonnées relatives du centre de cette sphère;
p, son rayon; SX, oY, oZ les accroissements de ces coordonnées par
rapport aux a\es fWes. On a

dt' + dt* P ldt* + dt' + dt*

de dt '
i\ </Y _

3Z _ v rfZ _ (

Désignons par Y, l'ordonnée des points caractéristiques :

Y, est donnée par l'équation de la caractéristique : w-\-pX = o.
Y vérifie la relation R2 = Y.Y,.
Le rayon p, est défini par l'équation p[ = Y2 — IV.

L'invariant -7- dépend donc de r, et par suite de Gy33, car on a

GL)JI GL) 1 -> Ci)i3

Ct)i-> CL)99 GL) 9 "̂

Un autre invariant du troisième ordre peut s'obtenir de la manière
suivante : Considérons les courbes (C), (G,) de la surface, décrites par
les points caractéristiques A, A,; ces courbe^, ainsi que les points
caractéristiques se conservent dans une transformation conforme; la
sphère (S) , passant par le cercle oscillateur en un point A de la
courbe (G) et orthogonale à la sphère enveloppée, garde sa définition
dans une transformation conforme; son centre est le centre de cour-
bure géodésique de la courbe (C). Soit 0 l'angle de la sphère (S) et
de la sphère (S , ) relative au deuxième point caractéristique A, ; la
quantité cosO est un invariant différentiel du troisième ordre par
rapport au groupe conforme.
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CHAPITRE XXII.

ÉQUATIONS ET SYSTÈMES D'EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES QUI ADMETTENT

LE GROUPE PROLONGE AU TROISIÈME ORDRE.

Les transformations prolongées au troisième ordre sont linéairement
indépendantes, les systèmes d'équations qui admettent le groupe se
divisent en deux classes :

Les systèmes de la première classe s'obtiennent en égalant à zéro un
certain nombre d'invariants.

Les systèmes d'équations de la deuxième classe doivent rendre nuls
tous les déterminants d'un même ordre de la matrice formée avec les
coefficients des transformations \tf ; chacun de ces systèmes doit
posséder l'une au moins des équations obtenues en égalant à zéro l'un
quelconque des déterminants du dixième ordre; considérons par
exemple le déterminant formé avec les coefficients de

Ôa' ôb' ôc ôa'' Ob'' Oc'9 ôa"' ôp1" ôp"9 ôp"n

il est égal au produit

Nous trouvons quatre équations:

b' b" b'"
c' c" c'"

0 =

a' a" am

b' b" b'"

c' c" c'ff

Les trois premières équations ont déjà été obtenues ; étudions l'équation

! •= O .
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Nous avons :

X4 (ix) = a"c'—c'a',

X5 (3,) = o,

X6 (d, ) = «"&' — b»a',

X7 (0^ = 2^,

X8 (di) = 2 b(a'c"—a'fcf) — 2 c(a'b"- a"b'),

X9 (d t) = a[ (pp'c' + BJnc'— crpp") — 2a(a"c' — a'

X l0(3i) = a[— (pp'^-HBTn b'—b'pp") -+- 2 «(a'6"— a*

Le système d'équations

82z=a"pp' — a'pp" -h a'Byn= o

admet le groupe, car les équations X, (S2) = o sont des conséquences
de ces mêmes équations ; nous pourrons remplacer o2 = o par

Wiî pp'— Wnppff
^r: O.

Pourétudierl'équation ô = o , nous remplacerons le système X / / = o
par le système Ytf— o (7= i, 2, 3, .,., 7).

Nous trouvons :

Y1(ô)=Yï(3) = Ya(â) = o,

pp
b'

c'

a'

c'

a'

b'

pp" —Wl;
b"

c"

a"

c"

a"

b"

1 PP -
b'"

c'"

a"

c"

an

b'n

ToutesleséquationsYf(o) = osontdoncdesconséquencesdes équations
pp' pp"—ÜJ11 — 3 BTi

B.
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Le système de ces deux équations admet le groupe, car les équations
Yt (S) = o sont aussi des conséquences de ces mêmes équations :

a

PP'
d

a'

b'

PP'

a
pp'r— ÜJU

d'

a"

b"

pp"—©n

pp'"

PP"

a
— 3sr12

d"

a'"

b"1

— 3GJ1 2

En résumé tous les systèmes d'équations de la deuxième classe
ne peuvent être formés qu'avec l'un ou l'autre des trois systèmes
d'équations :

a1

b'

d

a'

a"

b"

d'

b'

'Y'
a"f

b'"

d"

d
d'

= o,

WuPp'—Wiipp'-H wn

pp pp ~~ Œ îi

b' b"

c' d'

b"

d"
= o.

L'équation p = o exprime que le rajon de la sphère enveloppée
est nul.

Les trois équations

c'

montrent que l'enveloppe se réduit à un cercle ; l'enveloppée est ortho-
gonale à trois sphères fixes passant par lej* foyers du cercle.

En effet, les équations ^ = — = ^ expriment que le lieu des

centres des sphères enveloppées est une droite et l'équation

&>i,pp'— GL>HPP"H- cou(^*>iî — p'2) = o

exprime que la projeclion w de la vitesse du centre du cercle caracté-
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ristique sur l'axe de ce cercle est nulle ; on a

Le rayon du cercle caractéristique est constant, car si nous différentions

les deux membres de l'équation R2 = p2 — ̂ —±—, nous obtenons
M r Mil

Au troisième système d'équations 0 = 0 , 0 = 0 correspondent les
surfaces enveloppes do sphères» orthogonales à deux sphères fixes,
c'est-à-dire les anallagmatiques à déférente plane. En effet, les équa-
tions 0 =0 , o=o expriment que les trois plans

(x — a)a'-\-(y— b)b' -h (z-c)c' -h pp' = o,
(x — a)a"-\ (y — b)b" -+- (z — c)c" -h pp"— B J M = O ,

(x — a)am+ (y —b)bm-+- {z — c)c"' -t- pp'" — 3 B J , , = O

passent par une droite fixe ; or toute surface enveloppe de sphères
dont les cercles de courbure sont situés dans des plans passant par
une droite fixe D est l'enveloppe d'une sphère dont le centre parcourt
une courbe arbitraire tracée dans un plan perpendiculaire à D et qui
rencontre cette droite en deux points fixes réels ou imaginaires(f).

Nous pomons encore considérer ces surfaces comme les enveloppes
d'une sphère dont le centre décrit une courbe plane et qui re^te ortho-
gonale à une sphère, réelle ou imaginaire, dont le centre est dans le
plan de la courbe. Prenons pour déférente une conique définie par les

équations1^ -h ^ —1 = 0, z—-o; soient Si le rayon et a, [3, o les

coordonnées du centre de la sphère directrice; la cyclide a pour équa-
tion

elle admet la transformation întinitésinale conforme

[ V - (* - «)• - (y - pr -H

( ! ) RouQiET, Thèse, p jg.
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Lorsque la conique est bitangente à la sphère directrice, nous

avons (3 = o, ^ 2 = B — -r—=>, et l'équation définit la cyclide de

Dupin :
(x*-i-y*-h z* — â  + r ) ' - !\k(x — a)2 — 4Bj2=o.

Si nous posons t<R/2 = - r — ^ - - — B, l'équation précédente peut encore
(A — o )

s'écrire

Nous mettons ainsi en évidence la deuxième génération anallagmatique
à déférente plane, <&' étant le rayon de la nouvelle sphère directrice.
La cyclide de Dupin admet les deux transformations infinitésimales
conformes du second degré :

ftll df ( koi \df âf '
] âA — B / ] ây J \ k — ̂ jdx J dz

Les deux cercles qui ont pour fojers les points doubles sont con-
jugués et admettent les transformations précédentes.

Lorsque la déférente ê t un cercle ayant pour centre le centre de la
sphère directrice, la surface enveloppe est le tore

Cette équation admet deu\ transformations infinitésimales conformes

x±-v-L.ày " dx

Nous citerons, à propos des cyclides, la classification de ces surfaces
par M. Gino Loria, en géométrie conforme (*).

( !) Gino LoniA, Mem. délia Renie Accadem dalle Scienze di Torino, i* série,
t. XXXVI, 1884.
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CHAPITRE XXIII.

INVARIANTS DIFFERENTIELS DU QUATRIÈME ORDRE.

Ces invariants doivent admettre le groupe (G') prolongé au qua-
trième ordre ; ce sont les intégrales du système d'équations

àf

{a" b + [±amb' + §aub" + ha' bm + ab") -

(aiy c -\- ba'" c'-i- 6a" c" -t- ha' c'ff -{- aciy)

i x 9 ƒ 4- [a66- —

(6" a + 4 *'"«'•+• 6 6" a" + 4*'a" + ba")

2(b"9 -t-46"p' + 6&y + 4à'p"1 + bp")
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et

(clv<z •+ bc'"a' + bc"a" -{- kc'a'" -+ ca") -/-
da™

(clv/3

Ces équations admettent dix intégrales indépendantes; si nous effec-
tuons un changement de variable / = ^ ( T ) , nous introduisons quatre
quantités g', g", g"\ g", dont l'élimination entre les dix intégrales
fournit sk invariants absolus.

Nous connaissons déjà trois de ces invariants :

dm
z/i, -7—> n.

as\

Avec ces quantités nous pouvons former deux invariants absolus du
quatrième ordre :

d1 m dn
ds\ ' dsx

Nous choisirons comme sixième invariant absolu fondamental la
quantité

diz désignant l'angle que fait, avec la sphère infiniment voisine, la
sphère orthogonale à trois cercles caractéristiques consécutifs. Formons
cet invariant :

Considérons deux cercles caractéristiques infiniment voisins; ils
ont deux points communs, les points caractéristiques A, A< définis par
les équations

(j? — ay ^(y-jy +.(z — cy -p° =0 ,

(x — a)a' -+- (y — b)b' -+- (z — c)c' -H pp'= o,

" "(z — c)c"-+-pp" — BJ n = o.
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Tout point de la droite AA, a même puissance par rapport à ces deux
cercles ; c'est le centre d'une sphère orthogonale aux deux
cercles. La droite AA, engendre une surface développable, enveloppe
du plan caractéristique; elle rencontre la droite caractéristique infi-
niment voisine en un point G, ; ce point est le centre d'une sphère or-
thogonale à trois cercles infiniment voisins; noiib pouvons encore le
considérer comme le centre radical de quatre sphère^ infiniment
voisines. Si nous effectuons une transformation conforme sur la sur-
face, la sphère (G,) con*>er\e sa définition.

Les coordonnées du point G, commun à deuxdroites caractéristiques
infiniment voisines sont

' r\p) p

Les composantes o£, 8YJ, §*(, sur les axes mobiles du déplacement
infiniment petit du point G,, sont données par les formules

(0
iç — d^ —mdt,

î = ^ + (î  + /?Y))̂  ;

ce sont les quantités

dï = o .

Soient diz l'angle de la sphère (G, ) avec la sphère infiniment voisine,
, son rayon.
L'angle diz est donné par la formule

, 2__ a ^

(2) dn*= -^

Nous pouvons former avec les équations ( i ) la combinaison sui-
vante :

(3) £aÇ + ïi «*!
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Différentions l'équation

nous obtenons

d'autre part, nous avons

par suite,

et, d'après l'équation (3),

La formule (2) peut donc s'écrire

Remplaçons o£ par la valeur trouvée précédemment, nous obtenons

d^_ y-P-v r (»\ _4/ -y + 1 (-y + - 1 v

Introduisons l'angle dsx de la sphère enveloppée avec la sphère
infiniment voisine; nous avons

ds\ = L dP ;

en divisant membre à membre les deux dernières équations nous
obtenons l'invariant absolu
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CHAPITRE XXIV.

INVARIANTS DIFFERENTIELS D'ORDRE SUPERIEUR A QUATRE.

Soient dss l'angle de la sphère enveloppée avec la sphère [infiniment
voisine, I an invariant absolu du quatrième ordre; nous avons un inva-
riant absolu du cinquième ordre en formant ~- Avec les trois inva-
riants distincts du quatrième ordre, nous pourrons donc former trois
invariants absolus du cinquième ordre; or, on ne peut trouver que
trois invariants distincts du cinquième ordre, car si nous prolongeons
le groupe jusqu'au cinquième, ordre, nous introduirons quatre
variables :

daxs dbÏV de1" dp1"
~Wy ~dT' ~~dfy 1t

et nous obtenons quatre autres intégrales distinctes qui donnent seu-
lement trois invariants absolus distincts.

Le même raisonnement s'applique aux: invariants d'ordre supérieur.
Nous pourrons donc les obtenir tous par différentiation.

SYSTÈMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES QUI ADMETTENT LE GROUPE PROLONGÉ

AU Al i e m e ORDRE ( / ï = 4 ) «

Les systèmes d'équations de la première classe s'obtiennent en éga-
lant à zéro un certain nombre d'invariants. Les systèmes de la deuxième
classe posséderont l'un au moins des systèmes d'équations qui admet-
tent le groupe prolongé au troisième ordre, car ils doivent annuler
tous les déterminants du dixième ordre de la matrice formée avec les
transformations de ce dernier groupe.

6. 18
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CHAPITRE XXV.

LES INVARIANTS DES SURFACES ENVELOPPES DE SPHÈRES PAR RAPPORT

AU GROUPE CONFORME, CONSIDERES COMME INVARIANTS DU GROUPE

DES MOUVEMENTS DANS UN ESPACE ELLIPTIQUE A QUATRE DIMENSIONS.

Considérons un pentasphere orthogonal formé par les trois faces
d'un trièdre trirectangle et deux sphères ayant pour centre le sommet du
trièdre et pour rayons i et ^ - i. Un point quelconque de l'espace est
défini par cinq quantités Ç, liées aux coordonnées cartésiennes x9y, z
par les équations

Çk est un facteur de proportionnalité).
Avec ce système de coordonnées pentasphériques, l'équation d'une

sphère
œ2-\- y2-{- z2— lax — iby — icz -+- a2-h 62 + c2— p 2 = o

devient
a«Çi4- 2&£2-H 2c£3-4- £4(GJ — i) — i^(m H- i) = o

si
m — à1-^ b2-\- c* — p2.

Cinq quantités proportionnelles aux coefficients définiront la
sphère; nous pouvons prendre

, x a b c m — i —i(is-t-i)
(l) Xx=i - , X^=.-y # 3 = - , X^=z , Xs=z -y

9 P P 2 P 2 P

quantités vérifiant la relation

#i + x \ + x \ + x \ •+• ô = I •

Les équations (i) font correspondre a chaque sphère un point de
coordonnées xK, a?2, x3, œh} xh dans un espace elliptique S à quatre
dimensions; inversement, à chaque point de cet espace correspond
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une sphère dont le centre et le rayon sont donnés par les formules

p =
— Xw

A une famille de sphères à un paramètre correspond une courbe de
l'espace S.

Prenons pour absolu la quadnque

r\ H- x\ -4- x\ = o

et choisissons comme distance de deux points infiniment voisins
la quantité

r désignant le rapport anharmonique défini par les points A, B de
coordonnées œl9 a?4 + rfa?,-et les points de rencontre de la droite AB
avec l'absolu.

L'élément linéaire de l'espace S est défini par l'équation

ds\ =. dx\ -t- dx\ ~\- dx\ •+• dx\ -\- dx\.

En effet, soit œl = xt + dxt ; la droite AB a pour équations

Xl — xl~hlxl (i = i , 2, 3, 4, 5 ) ;

cette droite rencontre l'absolu aux points définis par les racines X,,^a

de l'équation

Or
, r + i . li

cos dsi == ——r et r — r- ;
i\Jr 2̂

par suite

ou
COS ö?5t =

 l l .
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Si nous remplaçons xt par œg 4- dxt et si nous développons en série,
nous avons

ds\ =1 dx\ + dx\ -+- dx\ •+- dkrj -+- ^ 5 .

Nous savons, d'autre part, que le cosinus de l'angle de deux
sphères xt et xt est égal à

/ —2

y léXt yxj

l'élément linéaire de l'espace S est donc représenté dans l'espace
euclidien à trois dimensions par l'angle de deux sphères infiniment
voisines.

Déterminons le groupe des mouvements de l'espace S (').
. Les mouvements dans un espace elliptique sont définis par les trans-

formations
x \ — c p j ( a ? i , x 2 , . . . , x 5 ) ( « = ï , 2 , 3 , 4 , 5 ) i

qui laissent invariantes les formes Hdœ] et
Nous devons donc avoir

( A - > / ; 1, k, 1= 1, 2, 3 , 4, 5 ) .

Différentions (1) par rapport à xn nous avons

2 dc?i d29, _
d̂ /f dxk dxt

Différentions (2), nous trouvons

Z = Q

i dxt

(*) FUBINI, Introduzione alla teona dei gruppi.



Une permutation de / et / nous donne

(5) V fo'
£à dxdxt dxk ôxt ^ dxk dxi dxt

i i

Permutons k et t dans la même équation (4), nous obtenons

Fixons/, ^ et retranchons (6) de la somme des équations (4) et (5),
nous avons

système de cinq équations linéaires homogènes à cinq inconnues

Le déterminant de ces équations ne peut être identiquement nul,
c'est lejacobien des ft; par suite, nous devons avoir

d*yt __
àxi âxt '

(fi est donc un polynôme du premier degré en x.
Soit

Portons cette valeur de çf dans l'équation (3),

Nous voyons que les at sont nuls et, par suite,

(7) a?;

avec les conditions



Les mouvements dépendent donc de 25 — = 10 paramètres.

Comme ils laissent invariante la forme ^ dx\ qui représente en coor-
données pentasphériques le carré do l'angle de deux sphères infini-
ment voisines, nous voyons qu'aux mouvements de l'espace S doivent
correspondre dans l'espace euclidien les os10 transformations con-
formes.

Calculons les invariants du groupe des mouvements de l'espace S.
Nous déterminerons d'abord les formules de Frenet relatives aux
•courbes de cet espace (' ).

Soient vingt-cinq quantités x\9 x% x], x% x] (i = i, 2, ..., 5) satis-
faisant aux conditions d'orthogonalité

(0 (i, k, l, = i , a , 3, 4, 5)
xk

t x[ = o

et, par suite, aux conditions

Nous pouvons considérer ces quantités x\, x*9 ..., x] (7 = 1, 2, ..., 5)
comme cinq solutions du système d'équations

dx)

(3)
dx]

dxf

i1) Nous appliquerons la méthode générale exposée par M. C. Guichard dans le Bulletin
des Sciences mathématiques,
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les coefficients étant définis par les équations

.dx)

En différenciant les équations ( i ) , nous trouvons

Pu — o,

Pkl — — Plk'

Posons, pour simplifier l'écriture,

Le système des équations (3) devient

(4) ^ = -

ddt

•fy- = — Pi* ** —

Considérons dans l'espace S un point xg d'une courbe (C) et les
quantités

si s{ reste fixe et si X, pi varient de telle sorte qu'on ait

le point de coordonnées X, décrit la tangente à la courbe (C).
Les équations de la tangente peuvent encore s'obtenir en égalant à



zéro trois déterminants distincts formés avec le tableau

X V V V Y
1 ^ 2 -^3 ^ 4 ^ 5

x\ x\ x'z x', x\

Le point de coordonnées

v -i dxt
— i , 2, ., 5)

décrit le i-plan osculateur à la courbe, les variables X, u, v vérifiant
la relation ^ X]' = i.

Les deux équations du i-plan osculateur s'obtiennent en égalant à
zéro deux déterminants formés avec le tableau

X2 X3 X5

x\

Le point de coordonnées
.> dxt

^ dst ds\

décrit le 2-plan osculateur à la courbe; l'équation de ce 2-plan est

Xi X2 X3 X4 X5

x,
X M X A

x" x:

Choisissons comme axes d'un 4èdre attaché a la courbe : la tangente,
la perpendiculaire à la tangente située dans le i-plan osculateur, c'est-
à-dire la première normale; la perpendiculaire à la tangente et à la
première normale située dans le 2-plan osculateur, c'est-à-dire la
deuxième normale; enfin, la perpendiculaire à la tangente à la pre-
mière normale et à la deuxième normale.
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Les cosinus directeurs an (3,, y,, S , ( Î - = I , 2, ..., 5) de ces quatre
droites satisfont aux équations (4).

Nous prenons comme paramètre Tare st de la courbe; la première
formule du tableau (4) est donc

c'est-à-dire

( 5 ) P\2—^ Pn — Px^ — P^ — O

Les quantités -p-' sont les paramètres directeurs d'une droite située

dans le i-plan osculateur; elles doivent s'exprimer linéairement en
fonction de xn <xn (3,. La deuxième formule du tableau (4) est donc

— = — pi

c'est-à-dire/)2i = />25= o.
Mais/)12= T d'après (5) et

den,

Les quantités ^ > paramètres directeurs d'une droite située dans

le 2 plan osculateur, doivent s'exprimer linéairement en fonction
de o;{, a,, (3,,Yf Le coefficient de œt est nul d'après (5); la troisième
formule est donc

c'est-à-dire/)35= o.
Les deux dernières formules du tableau (4) deviennent alors

dy
3 £ =

Les quantités piitptt,pii sont les trois courbures; si nous les rem-
B. , 9



plaçons par m, n, $, nous avons

dxt doLj, a dât

_ _ _ / l p l + i a l , _ _ _ ^ ,

telles sont les formules de Frenet pour l'espace elliptique S.
Indiquons pour abréger les dérivations par un accent; nous avons

(i) r j i z i a ^ - ^ 4 - n i p ,

OU

La condition V P? = * donne

c'est l'expression de la première courbure.
DifFérentions (i), nous obtenons l'équation

qui peut s'écrire, d'après les formules de Frenet,

(3) mnyl—œ™-+-xt
l(i-+- ni2) — — {xl

La condition ^ T? = l donne

— ( i + m2

Nous avons ainsi l'expression de la deuxième courbure n.
Si nousdifférentions (3) et si nous tenons compte des formules de

Frenet, nous avons

L mn m ] [ m mn \ m ) J

4-a?, imrri (i -h m2)-̂  L + xA — v '-+ n* — (— ) L



La condition V ^2 = * donne

— (im' n -+- mn')*— gm^m'*— (i + m 2 ) 3 -m 2 f l î (2

relation qui fait connaître l'expression de la troisième courbure <£.
En résumé, les trois courbures sont données par les formules

~ (2mrn 4- mn'y—gmZm'*— (i + m2)3— m*n2(2 + 2m'+ «*) ,

Les cosinus directeurs du 4èdre sont

oc\ — i L + n* 4- m* -M — ( — )

\ m

Application aux surfaces enveloppes de sphères à un paramètre.

Nous pouvons considérer les quantités a?,, a,, (3,, yi9 8t (i = if 2, . . . , 5 \
comme les coordonnées de cinq sphères orthogonales deux à deux. La
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sphère a, passe par le cercle caractéristique de la sphère xn la sphère (3*
passe par les points caractéristiques, elle est orthogonale au cercle
caractéristique, la sphère o, est orthogonale a trois cercles caractéris-
tiques consécutifs, la sphère y, passe par le cercle caractéristique de
la sphère S,.

Les trois courbures m, rc, 9? nous font connaître un système de six
invariants fondamentaux des surfaces enveloppes de sphères par
rapport au groupe conforme

dm d* m dn „
m, - y - , AI, -j-r> -i-y ^.

dsx dsx dsx

Les invariants m, n, 9 sont précisément les quantités suivantes
définies par M. R. Le Vavasseur ( ' ).

Les équations du faisceau de sphères passant par le cercle caracté-
ristique de la sphère xt s'obtiennent en égalant à zéro trois détermi-
nants du tableau

1 r' Y' <r' Y
. t O-2 U,z U,^ vL

Les équations du faisceau de sphères passant par le cercle caracté-
ristique de la sphère infiniment voisine xt -f- dxt sont données par le
tableau

x, \2 \3 x, x5
xx H- x\ dsx x2 -h x\ dsx x3 H- x'z dsx xk + x\ dsx x5 -+- x'5 ds{

x\ -4- x\ dsx x'2 -h x'!, dsx x\ -+- x\ dsx œ\ -+- x\ dsx x'5 + x"5 dsx

Les deux faisceaux consécutifs ont une sphère commune

xt-{- x\ dsx.

11 existe une sphère x\ — xtdsK du premier faisceau orthogonale à la
sphère^-t- xldsK et une sphère ^-4- x\dsK du deuxième faisceau ortho-
gonale à la sphère xl-\-x\dsK\ désignons par d\k l'angle de ces deux

(J) LE VAVASSEI R, Les systèmes de sphères à un paramètre ( 4radènue des Sciences
de Toulouse, io* série, t. I, 1901).
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sphères :

cos du. = 'I
d'où

D'autre part, les points où le cercle caractéristique de la sphère xt

rencontre le cercle infiniment voisin sont communs aux sphères xt,
x\, x"l9 les équations du réseau de sphères passant par ces deux points
s'obtiennent en égalant à zéro deux déterminants du tableau

Xi X2 X3 X4 X5

/ / I I I
X \ «^2 ^Z XW Xlâ

Le réseau do sphères passant parles deux: points caractéristiques
de la sphère infiniment voisine xl-hx'/Isl est représenté par les équa-
tions déduites du tableau

x-,

X3

xz 4-^*3

x, 4~ oc «

x\ -\- oc"[ c/sl x", H- x'" x\

X5

x'i dsx

Les deux réseaux ont un faisceau commun; les sphères de ce
faisceau ont pour coordonnées

t, = l(xt + x[ dst ) -h i ) ,

les paramètres A, [/. vérifiant la relation ^ £ƒ= 1.

11 existe une sphère xt — m1x\dsK 4- x\ du premier réseau ortho-
gonale aux sphères \l% une sphère xt 4- x] 4- (x\ 4- x]) dsi du
deuxième réseau orthogonale aux sphères !;,; désignons par dv l'angle
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de ces deux sphères :

cos2 afv =

.— m^x', ds,4- x'[) [ > , + x"t-+- (x\ + x1")

dst
= n.

L'équation
X3 X4 X5

x\ x\ x'z œ\

X I X y

L3 ^ 4

X „ «Z" ,

= 0

définit la sphère orthogonale à qaatre sphères infiniment voisines et,
par suite, à trois cercles caractéristiques infiniment voisins.

Si nous prenons comme coordonnées de cette sphère les quantités

m2n

/y.' ^ rjQ' QÇ'

x"b x" x"d x"e

ii> m m m

xb xc xd xe

a, b, c, d, e désignant les cinq premiers nombres entiers écrits dans
i'ordre naturel à partir de l'un quelconque d'entre eux a, nous avons

l'angle diz de cette sphère avec la sphère infiniment voisine vérifie la
relation

dn*
ds\ ~

i

m*nk

xx

x\

Xy

x";
x\

x2

x\

x\
x\
x™

xz a
x' a

xz a
X ' l 0L

Xl~ JL

\ * \

'I X'l
'',v X™
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Si nous développons le carré de ce déterminant, nous trouvons

dsx

Les formules de F renet donnent immédiatement ce résultat ainsi que
les angles des sphères (a,), ({Jf), (y,) avec les sphères infiniment
voisines ; on a par exemple

CHAPITRE XXVI.

EQUIVALENCE DES SURFACES ENVELOPPES DE SPHÈRES

VIS-A-VIS DU GROUPE CONFORME.

1. A chaque sphère (oc — a)2-t- (y — b)2-+- (z — c)2 — p2 = o d'une
famille à un paramètre correspond un point de coordonnées a, b, c, p
d'un espace à quatre dimensions R,, et à chaque surface enveloppe
des sphères de la famille correspond une courbe de cet espace.

A chaque transformation conforme aux variables oc, y, z effectuée
sur une surface enveloppe de sphères répond une transformation du
groupe (G') effectuée sur une courbe de l'espace R4.

Nous sommes donc amenés à résoudre le problème de l'équivalence
des courbes de l'espace R,, vis-à-vis du groupe (G').

Supposons trois des coordonnées d'un point exprimées en fonction
de la quatrième, p par exemple. Pour obtenir ces trois coordonnées, il
faudra au moins trois équations différentielles indépendantes; soient
a, (3, y les ordres respectifs des trois équation* de l'ordre le plus bas;
nous pouvons supposer a^[i y L<̂  équation^ qui résulteront des
précédentes par dilférentiation par rapport à p seront d'ordre

a • + - 1 , a n - 2 , . . . ;

(3 + 1, (3 + 2 , . . . - ,

y -h i , y + 2 ,

Si nous considérons a, 6, c comme des dérivées d'ordre zéro, nous
voyons qu'il y aura a -+- p -+- y dérivées qui ne seront assujetties à
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ay a', a", . . , a01"1,
b, b', b", . . . , 6P-',
c, c', c". . . . , cï-1.

Imaginons les coordonnées a, 6, c développées suivant les puis-
sances de p — p0, p0 étant une valeur particulière attribuée à p, de telle
sorte que, si nous calculons les dérivées d'ordre supérieur au moyen
des équations différentielles données, nous aurons des développements
qui dépendront de a-h (3 -+• y constantes arbitraires. Considérons une
courbe qui n'admet aucune des transformations du groupe (G/N); elle se
transforme en c©10 courbes différentes quand nous effectuons les trans-
formations du groupe (G')- Pour que les trois équations différentielles
représentent une famille de ce10 courbes invariante par le groupe (G'),
il faut que a, (3, y vérifient l'équation a -+- (3 -+- y = io et que le système
des trois équations soit invariant par les transformations prolongées du
groupe (G'). Nous avons donc à former tous les systèmes de trois équa-
tions différentielles qui admettent les transformations prolongées du
groupe (G'). Nous avons vu que les systèmes d'équations qui admettent
le groupe prolongé se divisent on deux classes : les systèmes d'équations
de la première classe s'obtiennent en égalant à zéro un certain nombre
d'invariants formés jusqu'au quatrième ordre avec six invariants fonda-
mentaux :

dm d2m dn ^
dsx as, dsx

(ds{ désigne l'angle que fait la sphère enveloppée avec la sphère infi-
niment voisine) et pour un ordre plus élevé par une différentiation par
rapport à s^

Nous savons que les systèmes d'équations de la deuxième classe,
ceux qui annulent tous les déterminants d'un même ordre de la matrice
formée avec les coefficients des transformations prolongées, renferment
l'un au moins des trois systèmes d'équations :

p = o,

3 =

a'
a"

a'

b'

c'

b'
~" b"

a"

b"

c"

a!"

bm

cm

c
c

— O, à =
pp'
b'

c'

p -4

PP"

^ l l l

- B J ,

b"
c"

1 PP

P ) — o

"-3^2

d"
= o.
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Ils définissent l'enveloppe d'une sphère de rayon-nul, ou l'enveloppe
de sphères orthogonales à trois sphères fixes, ou l'enveloppe de sphères
orthogonales à deux sphères fixes. Nous mettrons ces surfaces à part,
ainsi que la surface canal isotrope et les surfaces à focales isotropes,
en les désignant toutes sous le nom de surfaces enveloppes singulières.

Soit un système de trois équations différentielles d'ordre a, p, y,
tel que

« + (3 + 7 = 10 ( a < ( 3 < y ) .

Nous pouvons faire sur a les quatre hypothèses

a •=. o , J , 2 , 3 .

i° a = o; l'équation correspondante ne peut être que p = o, or
nous avons mis à part les enveloppes de sphères de rayon nul.

2° a = i ; l'équation est a'2 H- b'2 -h c'2 — p'2 = o, elle définit une
surface canal isotrope ; nous avons écarté ce cas.

3° a = 2 ; l'équation m = const. répond a cette hypothèse, nous
pouvons prendre :

I. a = 2, p = 3, y = 5 et les trois équations

m — const., n = const., — =/{<£) ($ ^£ const.).
«S

II. a = 2, p = 4, y = 4 et les trois équations

m —const., ——=.fx(n), tJ?=/,(/i) (/z ̂ £ const.).

4° a = 3; l'équation -j^ =ft(m) répond à cette hypothèse, nous
pouvons prendre (3 = 3, y = 4 et les trois relations suivantes entre
les invariants

-^L—fx{m), /i=/1(w), 9=fi{m) (m ̂  const.).

Considérons /e* surfaces qui admettent une transformation infini-
tésimale conforme; les quantités a, p, y doivent vérifier l'équation
a-h (3-t-y = 9. Les hypothèses a = o, a = i ne peuvent convenir
qu'aux surfaces mises à part; nous pouvons prendre a = 2, p = 3,
y = 4 ̂ t le sjstème d'équations

, <£ = const.
B 20



- 15V -

Aux valeurs a = 3, (3 = 3, y = 3 correspondent les trois équations

ces équations définissent des enveloppes de sphères orthogonales à
deux sphères fixes. Ce sont des inverses de cônes.

Considérons les surfaces qui admettent deux transformations infini-
tésimales conformes ; a, (3, y doivent vérifier l'équation a -f- [3 -f- y = 8.
Laissant de côté les hypothèses a = o, a = i, nous pouvons prendre
a = 2, (3 = 3, y = 3; nous connaissons une équation invariante du
second ordre m = consL; nous ne pouvons former qu'une équation
du troisième ordre avec les invariants, car /?z = const. entraine-j— = o,

les surfaces qui admettent deux transformations infinitésimales con-
formes sont donc les enveloppes de sphères orthogonales à deux
sphères fi\es, définies par trois équations de la forme suivante

m = const., 3 = o, 3 = o.

Pour obtenir m2 nous pouvons calculer-^ ou encore — — i, dcn dési-
gnant l'angle que fait avec la sphère infiniment voisine la sphère
orthogonale à l'enveloppée et passant par le cercle caractéristique
(Chap. XXV); pour un tore, si p est le rayon de l'enveloppée et & le
rayon de la sphère directrice, on a m2= ,f l ; un cas d'exception
se présente lorsque & = ip, m est infini, la surface est une sphère de
rajon p; pour un cône de révolution dont le demi-angle au sommet
est 0 on a m2 = l-TZ\ pour un cylindre de révolution on a m2= — i.

C O S ' 0 ' " -T

Aucun système de relations entre les invariants ne peut satisfaire à
l'équation a -f- [3 •+• y = 7. Les valeurs 7 = 2, $ — 2, y = 2 satisfont
à l'équation a -h (3 •+- y = 6, les équations différentielles correspon-
dantes sont

eL = ïL = ^, w O'_WlI " + W l l B J l l = o-

nous savons que ces trois équations définissent l'enveloppe de sphères
orthogonales à trois sphères fixes, c'est-à-dire un cercle; le cercle
admet donc quatre transformations infinitésimales conformes.

Aucun système de relations entre les invariants ne répond à l'équa-
tion a •+• 3 -H y = k, lorsque k désigne un nombre inférieur à 6.
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Ces résultats nous permettent de tirer les conclusions suivantes :

THÉORÈME. — Deux surfaces enveloppes de sphères à un paramètre,
les surfaces singulières exceptées, sont équivalentes vis-à-vis du groupe
conforme, si, dsx désignant l'angle de deux sphères enveloppées consécu-

dni (P ni du ^ , r , 7tives et m, -j—, n, —r-r-> -T-> <i\ les six invariants fondamentaux de ces
dfi ds\ dSi J

surfaces, on a les trois mêmes relations :

^ = / l ( m ) , n=f%(m)9 «r-/,(m)

(f** f21 f3 désignant trois fonctions arbitraires) ou les trois mêmes
relations :

—zzzf^n), <£=f2(n),
(tSi

OU

d$
m = const., Az = const, —

OU

m = const., Air^const., ci?

et seulement à ces conditions.

Deux enveloppes de sphères orthogonales à deux sphères fixes sont
équivalentes vis-à-vis du groupe conforme, si pour ces deux surfaces
on a la même relation

dm .,
f ( ) (

les surfaces admettent alors une transformation infinitésimale con-
forme, ou la même relation

m =z const. (//Î^Z£O),

elles admettent dans ce cas deux transformations infinitésimales con-
formes.

Deux cercles de rayon différent de zéro (en\eloppes de sphères
orthogonales à trois sphères fixes) sont toujours échangeables par une
transformation conforme.

Deu\ sphères de rayon différent de zéro sont toujours échangeables
par une transformation conforme, car il existe toujours une transfor-
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mation du groupe (G) permettant de passer des coordonnées a, b, c9 p
d'une sphère aux coordonnées d'une autre sphère.

2. Considérons un pentasphère orthogonal mobile comprenant la
sphère enveloppée xt (i = i, 2, 3, 4, 5) et la sphère a z = - ^ passant
par le cercle caractéristique, nous pouvons choisir (Chap. XXV) les
autres sphères ^l9yn o, de telle sorte que

(a? , , a , , (3, , y { . a i ) , (a? , , a 2 > (3>, y 2 , 3 , ) , • • •, ( # » , a » , ( ^ V^ â o )

soient cinq solutions du système d'équations

(0

Si nous donnons aux trois courbures m, n, <£ des valeurs constantes
et si nous intégrons le système (i), nous aurons les sphères (a?f) telles
que les invariants des surfaces enveloppes de ces sphères k un para-
mètre soient égaux aux constantes choisies.

Déterminons cinq solutions particulières distinctes
(xn*„P„ynèt) ( / = i , 2 , 3 , 4 , 5 )

du système ( i ) ; calculons par exemple les constantes X, A, B, C, D, p
de telle sorte que la solution particulière soit de la forme

Ces constantes sont les racines du système d'équations

\ p -H A = o,

Ap-h X — m B r o ,

Bp — /nA + /« C = o,

Cp-i- /iB — * D = o ,

Dp — <PC = o.

Les constantes qui définissent la solution particulière

sont les racines du système d'équations que l'on obtiendrait en chan-
geant p en — p dans les équations (2).
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Les équations (2) sont vérifiées par des valeurs non toutes nulles
de X, A, B, C, D, si p est racine de l'équation

p I O O O

i p — m o o

o — m p n o

o o n p — ci

o o o — <£ p

— O.

Posons

L'équation précédente peut s'écrire

p ( p4 — P p2-4- O ) = O.

Le discriminant est positif :

L'équation a cinq racines réelles :

p=° - P . .2 ' l " V 2

Pour p = 0 , le système (2) admet la solution

\ 0 — - — , A0==o, Bo=-7==> L0=o, Do=-7=;
vQ vQ vQ

ces quantités vérifient la relation

Nous remarquons que l'équation

( X2-h B2 + D ' — A2 - C2 ) p = o

est une conséquence des équations (2). Soit pour p = p, la solu-
tion X,, A(, B,, C,, D, du système (2) vérifiant les relations

Pour p=—p, les valeurs de X, A, B,C,D sont — X,, — B,, — D,,A,,C,,



- 158 -

car si l'on remplace simultanément X,B,D, p par —X, — B, — D, — p
dans les équations (2) , ces équations ne changent pas.

Soit X2, A2, B2, C2, D2 la solution pour p = p2 vérifiant les relations

Nous avons les cinq solutions particulières du système d'équa-
tions (2 ) :

v

y 7 = C, s inp!*! , 0 , = Di

, « 3 = A, s i n p 2 s , , ( 3 3 = B , c o s p 2 5 i , * / 3 = C? s inp 2 ç , , ô 3 — Da

a 4 = At c o s p ^ ! , ( 3 4 = — B t s i n p ^ ! , * / 4 = Ci cospi^j , 0̂  = — 1 ) 1

5 a 5 = A 2 c o s p 2 5 , , pB = — B 2 s i n p 2 5 , , y 5 = C2 c o s p , 5 l 5 ôo = — D 2

vérifiant les relations

î -+- 7? + «?

Une surface répondant à la question sera l'enveloppe des sphères

. — —, v =\ cos a , _ X c O i >

!, ^5 = — X 2 si

Une intégrale générale du système (1) peut se mettre sous la forme

Si nous prenons comme coefficients alk(i, k = i, 2, 3, 4» 5) des
constantes satisfaisant au\ conditions d'orthogonalité, les x[h] sont les
coordonnées pentasphériques des sphères h un paramètre, telles que
les invariants de la surface enveloppe de ces sphères soient égaux à
des constantes déterminées.

Les sphères ÇL) coupent l'une des sphères du pentasphère fixe
sous un angle constant; elles appartiennent à trois complexes du
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second degré (*) :

x\ — XJ {x\ 4- x\ 4- x\ 4- a?ï •+• a?ï ),
x\ 4- ar« = X2! (arj 4- #? 4- #* 4- oc\ 4- a?J ),

*r X\-+- Oc\-± X\).

Dans la recherche des conditions générales d'équivalence des sur-
faces enveloppes de sphères a un paramètre, nous avons classé les
surfaces dont tous les invariants sont constants parmi celles qui
admettent une transformation infinitésimale conforme.

3. L'étude des invariants différentiels des surfaces cerclées par
rapport au groupe conforme conduit h une classification de ces sur-
faces. Les résultats obtenus nous ont amenés à distinguer Ieb surfaces
cerclées générales, qui admettent les invariants Io, I,, l2, 13, I4, I„ et
les conditions d'équivalence de ces surfaces en donnent une classifi-
cation; parmi les autres surface*», nous avons étudié celles qui sont
engendrées par le cercle caractéristique d'une sphère, et les condi-
tions d'équivalence que nou* \enons d'énoncer donnent une classifi
cation de celles de ces surfaces qui admettent les trois courbures m, n, <£.

C1) Ces propriétés des sphères ( S ) ont été indiquées par M. R. Le Vavasseur (Aca-

démie des Sciences de Toulouse, ioe série, t I, 1901).
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