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PREMIERE THESE.

LE

CERCLE ET LES SURFACES CERCLEES
EN GEOMETRIE CONFORME.

INTRODUCTION.

1. Les transformations conformes, c’est-a-dire celles qui laissent
invariante I'équation dx® + dy*+ ds* = o, changent un cercle (C) en
un cercle (T'); les deux cercles coincident quand on effectue certaines
de ces transformations.

Le systéme des deux équations

z"+y*— R*=o, z=o

admet quatre transformations infinitésimales conformes :

L 9o

()) BT
2 . of o . 20adf
(x __‘},‘1___,2 _Rz);__.‘_z.py()-? -+ zx‘,gz—:
of of of |

—_— 2 — 2
Or—5—2 R)d + 255> S T2 S
of of of

(22— x?— y? +R")——- + 23z + zy“—-—

Les deux sphéres de rayon nul passant par le cercle (C) sont chan-
gées, dans unc transformation conforme, en deux sphéres de rayon
nul passant par le cercle (I'); cette propriété nous conduit a définir le

B. 1
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cercle par les six quantités a, b, ceta,, b,, c, coordonnées des centres
des deux sphéres. Si nous considérons les six quantités a, b, c,
a,, b,, ¢, comme les coordonnées d'un point de I'espace & six dimen-
sions, nous pouvons faire correspondre a tout point de cet espace un
cercle dans 'espace a trois dimensions, et inversement. Les quan-
tités @, b, c et a,, b,, c, sont imaginaires conjuguées quand le cercle
est reel.

Les formules qui lient les coordonnées du cercle (C) aux coordon-
nées du cercle (I') (Chap. IT) définissent un groupe (G) a sixvariables
et a dix paramétres, isomorphe au groupe conforme. Désignons par X, £,
X}/ les quantités obtenues en remplacant x, y, = successivement
par a, b, c et a,, b,, ¢, dans les transformations infinitésimales du
groupe conforme, les transformations infinitésimales du groupe (G)
sont (Chap. IT) :

X.f+X!f ({=1,2,...,10).

L’équation (a, — a)*+ (b, — b)*+ (¢, — ¢)* = o, qui exprime que le
rayon du cercle est nul, est invariante par les transformations du
groupe (G).

2. Considérons la figure formée par deux cercles; soient a, b, ¢
eta,, b, c, les coordonnées des foyers A, B du premier cercle; o, 3, v
et a,, B,, v, les coordonnées des foyers C, D du deuxiéme cercle. Les
invariants de cette figure, par rapport au groupe conforme, sont les

invariants de quatre points de ce groupe, c’est-a-dire les intégrales du
systeme complet :

Xef + X! f+af+8E f=o0 (i=1,2,...,10).

Les premiers membres de ces équations représentent les sommes
des quantités obtenues en remplacant, dans les transformations con-
formes, x, y, 5 successivement par a,b,¢; a,,b,,c,; o,B,7; a,, B, 7.
Ce systéme complet de dix équations & douze variables admet deux
intégrales distinctes :

S(a—a).3(a,—a)? _ AC.BD
3

(ay—a) . X2(ay— a)” -’

AB'.CD

. 3a—a).3(a—a,)* _ BC.AD
2a—a) X(a;—a)r AB .CD
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en représentant par X(a—a)? la somme (a—a)? + (b — B)*+(c— )
Nous limitons notre étude aux cercles dont le rayon n’est pas nul,

ce qui revient & supposer AB et CD différents de zéro; si R, R, sont les
rayons des cercles,

AB =—4R:, CD ——4Re.

Les propriétés du systeme de deux cercles ('), invariantes par les
transformations conformes, peuvent s’exprimer au moyen des deux
invariants g, g, et, par suite, au moyen des éléments du triangle inva-
riable construit avec les longueurs 00, =1, 0Ol =p, 0,1 =p,.

La distance du sommet 1 au coté opposé OO, est donnée par la rela-
tion

GTH = (p+py+1) (p+p1— 1) (p—pr+1) (— p+ py+ 1)

Soient & le rayon de la spheére circonscrite au tétraédre ABCD, V son
volume ; nous avons

(3V. &) = 4R Rb.IH .
—2
Il existe une sphére réelle orthogonale aux deux cercles lorsque IH

est positif. Si T est négatif, les points de rencontre du cercle C avec
le plan du cercle T sont, I'un intérieur a (T'), P'autre extérieur. La
condition de rencontre des deux cercles est IH = o; les quatre foyers
sont sur une sphére de rayon nul; P'angle @ des tangentes aux deux
cercles au point de rencontre est défini par I’équation

costw = (p*—pi)
Lorsque les deux cercles ne se rencontrent pas, nous sommes
conduits a dire que 'angle w défini par I'équation
cos?w = (p? —pj)?
est-encore ’angle des deux cercles. Soient M le milieu du cété 00,
du triangle invariable, H le pied de la hauteur; nous avons la rela-
tion
—2
cos?w =4 MH .

(1) Koenies, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. II, 1888. —
E. v. WEBER, Archiv der Math. und Phys., 3¢ série, 1904.
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Le triangle est rectangle quand » = o; il est isoscéle quand w = -

Nous pouvons dire, dans ce dernier cas, que les cercles sont orthogo-
naux. Soient, en coordonnées pentasphériques,

ZA,Z‘,:O, ZB,w,:o (i=1,2, ..., 10)

les équations des deux sphéres de rayon nul passant par le cercle (C)
et

_
ZC,J:,:O, ZD,x,:O
1

13

les équations des sphéres de rayon nul passant par le cercle (I'); en
renant comme ficure de référence le pentasphere orthogonal formeé
P 8 P p g
ar les trois faces d’un triedre trirectangle et deux spheéres orthogo-
P g p

nales ayant pour centre le sommet du triédre et pour rayon ret y—1,
les coefficients de I’équation ZA,z, = o sont

A=2a, A, =20, A;=2c,
Ai=al+ b2+ c2—1, Ay=—1i(a*+ b2+ c*+1).

Considérons deux sphéres orthogonales passant par le cercle (C):

S =Y (A, +2B,)=o,
T:ﬁ(A,—PB,):o,

et deux sphéres orthogonales passant par le cercle (T') :
a:Z(C,+,.L*D )= o,
T :Z(C,-— p2D,)=o.

Les sphéres S, T sont respectivement orthogonales aux sphéres «, o
si A, wsatisfont aux deux équations

AC + 1B — pAD’ — 1w BD —o,
AT — MBC + pAD” — At BD = o.
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. P . .
Les angles & = (S, o‘) et &' = (T, ’t) sont alors définis par les rela-
tions
cos?d = (p +p1)%
cos2d' = (p —py )%

Revenons & la figure formée par deux cercles orthogonaux : le
triangle invariable correspondant est isoscele, p=p,, et les trois

N N AN
angles St, To, Tt sont droits; par chaque cercle passe une sphére
orthogonale a I'autre.

Si nous considérons deux sens de parcours sur un cercle, nous
pouvons former avec ce cercle deux cycles en prenant chaque foyer du
cercle comme sommet d’un cycle ; deux cycles sont dits dans une posi-
tion minima lorsque leurs sommets sont situés sur une droite minima;
'une des quantités p, p, est nulle, soit par exemple ¢ = o. Dans cette
hypothése, les deux quantités (p + ¢,)*, (p — p,)* se réduisent & une
seule, p}.

Si les foyers A, C sont situés sur une droite minima ainsi que les
foyers B, D, les conditions d’orthogonalité des spheres S, 7 et des
sphéres o, T se raménent 2 une seule; les spheres passant par le
cercle (C) coupent le cercle (I') sous le méme angle ¢ et les sphéres
passant par (T') coupent (C) sous le méme angle c.

Les cercles sont dits dans la position orthosphérique, lorsque chacun
des deux cycles de (C) est dans la position minima avec chacun des
deux cycles de (I'). Dans cette hypothése,

p=p1=o, 6::6’::-2—-

Toute sphére passant parle cercle (C) est orthogonale au cercle (T')
et inversement. Chacun des cercles passe par les foyers de I'autre. Les
cercles sont situés dans deux plans rectangulaires qui se coupent
suivant la ligne des centres; cette ligne est divisée harmoniquement
par les deux cercles.

3. Siles coordonnéesa, b, ¢, a,, b,, ¢, sont fonctions d’un paramétre
variable ¢, le cercle (C) engendre une surface et le point correspon-
dant de I’espace a six dimensions R, décrit une courbe. Les invariants
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différentiels des surfaces cerclées par rapport au groupe conforme
sont donc les invariants des courbes de I’espace R, par rapport au
groupe (G) prolongé. En égalant a zéro les transformations infinitési-
males du groupe (G) prolongé au premier ordre (Chap. IV), nous
obtenons un systéme complet de dix équations aux dérivées partielles
a douze variables qui admet deux intégrales distinctes :

3a'2.3a'?

b — ok 1

At=at R
3Ad.2Ada, 2a'a)?
Ab— ot v 1),
1=2 [2 (2A2)? 2A? ] ’

les accents désignent une dérivation par rapport a ¢, et nous avons
poseé
A=a —a, B=0b,—b, C=c—ec,

SA*= A4 B2+ Cf,  Za*=a+ bi4ct

Nous pouvons former avec les deux invariants relatifs A, A, une

combinaison indépendante du choix du paramétre, par exemple I, = %
A*— A
'Y
Nous devons trouver une interprétation de ces invariants en consi-
dérant le triangle invariable relatif &2 deux cercles infiniment voisins
(Chap. V).
Remplacons, dans les expressions de p?, p}, les quantités «, 8, vy,
@y By para+a'di+...,b+bdt+..., ... etlimitons les déve-
loppements aux termes du plus bas degré en dt, nous avons

ou encore K* =

A% A?
2 = & 2 — 1 2 .
p___lﬁdt e, pi=1 2dt+...,
o b Ak
=20, sinte=Alde+....

_—2
Le rapport ﬂ a une limite qui est I'invariant absolu du premier
sSin* w

A} . .
ordre —g—*; nous trouvons ainsi une analogie avec les surfaces
1

réglées : Le rapport de la distance > \J1H a U'angle de deux cercles infini-
ment voisins a une lmite. Soit ds I'angle de deux cercles infiniment
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i . 2 . ) A .
voisins, j—‘z, = A?. Considérons la courbe décrite par le sommet I du

triangle invariable quand le cercle (T') se rapproche indéfiniment du
cercle (C), et la tangente OT au point O a cette courbe :
lang’T/OB,: —A—LA——‘A;
1
<O~

L’angle TOO, est égal & 'angle de deux sphéres remarquables pas-
sant par le cercle générateur de la surface (Chap. VI).

Toute sphére (S) passant par le cercle est en général tangente a la
surface en deux points, les points de rencontre du cercle avec le plan
caractéristique de la sphére. Les plans caractéristiques des sphéres (S)
passent par une méme droite, les cordes de contact passent par un
point fixe. Deux des sphéres (S) sont des spheres points de centres
a,b,ceta,, b,,c, foyersdu cercle. Deux de ces sphéres ont leurs points
de contact confondus; aux points M, M, ou ces deux sphéres F, F,,
que nous appellerons sphéres fondamentales, touchent la surface,
la génératrice est tangente a une ligne de courbure de la surface ().
Les points de courbure M, M,, ainsi que les courbes de la surface
décrites par ces points, sont conservés dans une transformation

PN ) .
conforme; I’angle FF, des sphéres fondamentales vérifie la relation

N AP Ad
lanngF,: T‘"
Le rapport anharmonique des quatre sphéres, sphéres fondamen-

tales et spheres focales, est égal a e”ﬁ\*; cette quantité représente
encore le carré du rapport anharmonique défini sur le cercle par les
points de courbure et les points de contact imaginaires d’'une sphére
focale; les quatre points de contact des sphéres focales forment un

. FF
’ N 2 l-
rapport anharmonique égal a cos® —-

4. Les invariants différentiels du second ordre sont les intégrales

(1) Les propriélés des points de conlact des sphéres pas<ant par le cercle, en particu-
lier celles des points de courbure, ont élé démontrées par M. Demarires (Arnales de
U’Ecole Normale, 3° série, t. II, 1885).
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du systéme complet formé en égalant a zéro les transformations infini-
tésimales du groupe (G) prolongé au deuxiéme ordre (Chap. VII). Ce
systéme dedix équations aux dérivées particlles a dix-huit variables a
huit intégrales distinctes; nous pouvons former avec ces intégrales
six combinaisons distinctes qui ne dépendent pas du choix du para-
métre . Nous avons ainsi un systeme d’invariants absolus fondamen-
taux; l'un d’eux est I'invariant absolu du premier ordre que nous
avons interprété comme parameétre de distribution.

Lorsque les points de courbure M, M, sont réels, nous pouvons
donner des invariants du second ordre I'interprétation géométrique
réelle suivante : Soient s 'angle de deux génératrices consécutives;
dy, d), les angles des sphéres fondamentales F, F,, avec les spheres
infiniment voisines; d{’, d{, les angles que font, avec les sphéres
infiniment voisines, les sphéres F', F|, tangentes 4 la surface aux
points M, M, et qui ont pour centres les centres de courbure princi-
paux non situés sur I’axe; dy I'angle que fait avec la sphére infiniment
voisine la sphére orthogonale 4 deux génératrices consécutives; les
quantités

ay  dyy Ay dY, o dy
ds’ ds’ ds’ ds  ds

sont des invariants absolus du second ordre.

N\
dy, dy, et I'angle FF, des sphéres fondamentales vérifient les
relations

N
dy, dy  dFF, _

ds ds ds %3

dy', d}, sont liés a 'angle ¢ du cercle avec la trajectoire du point de
courbure M par la relation
.dy’
cole—= W.
. /\, , . . /\'
Si F'F, désigne I'angle des spheres F', I, la quantité cos F'F, est
encore un invariant du second ordre.

5. Soit I un invariant absolu d’ordre ¢; la quantité Z,—: est un inva-

riant ahsolu d’ordre ¢ + 1. Tous les invariants absolus d’ordre supé-
rieur 4 2 peuvent s’obtenir ainsi (Chap. X), en partant des invariants
du second ordre.
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6. Les familles de surfaces cerclées, invariantes par les transforma-
tions conformes, sont définies par des systémes d’équations qui
admettent le groupe (G) ou les groupes prolongés. Ces systémes
d’équations peuvent se diviser en deux classes (Chap. XI). Les
systémes de la premiére classe n’entrainent pas la nullité de tous les
déterminants du dixiéme ordre de la matrice formée avec les coeffi-
cients des transformations infinitésimales prolongées au premier
ordre; les systemes de la deuxiéme classe entrainent la nullité de tous
ces déterminants. Les systemes de la premiére classe s'obtiennent en
égalant & zéro un certain nombre d'invariants différentiels, les sys-
temes de la deuxiéme classe renferment I’équation

(a,—a) + (by—b) + (c;—c)*—=o,

qui exprime que le rayon du cercle générateur est nul, ou les deux
équations

A B C ZAf-‘—:—(fBC

a bV ¢ |=o,

. Saa b

@ bioq 2a,a b, ¢
qui expriment que la génératrice est le cercle caractéristique d’une
sphére (Chap. XIII). Le systéeme d’invariants absolus fondamentaux
ne convient plus; il y aura lieu de faire une étude spéciale des inva-
riants. Nous déterminerons plus loin les invariants des surfaces enve-
loppes de sphéres, mais nous ne nous occuperons pas des surfaces
engendrées par un cercle de rayvon nul; ces derniéres peavent étre
envisagées comme des surfaces réglées. Cherchons A caractériser les
surfaces correspondant aux équations obtenues en égalant a zéro les
invariants différentiels.

7. L'équation A' — A} = o, obtenue en égalant & zéro I'invariant

. /\ -_— N .
absolu du premier ordre tang®*FF, = =———*, exprime que deux géné-

ratrices infiniment voisines ont un point commun; la condition de

rencontre de deux cercles est IH=o0; or IH =udﬂ+...
(Chap. XIT).

16
Les sphéres fondamentales sont confondues ainsi que les points de

B. 2



— 10 —

courbure. Le cercle reste tangent a la trajectoire du point de cour-
bure.

Déterminons dans quelques cas particuliers les équations finies des
surfaces correspondant i ’équation considérée. Soient C le centre du
cercle; x,, y,, z, les coordonnées de ce point; R le rayon; CXYZ
un triedre mobile trivectangle; «,, By, v.; o 31y Y23 95 Bss Vs les
cosinus directeurs des axes, 'axe CX c¢tant paralléle a la caracté-
ristique du plan du cercle et CZ perpendiculaire & ce plan; on peut
passer d’une position du tricdre mobile a la position infiniment voisine
par une translation suivie d’une rotation; nous désignerons par u, ¢, w
les composantes suivant les axes mobiles de la vitesse du point C, et

par p, g, r les composantes de la rotation (¢ = o). Une surface réelle
sera définie par six équations :

a=ux,+ (Ra,, a,=x,— iRay,
b=y,+ iRpBs, by= y,— iRBs,
c= z,+ iRy, ;= 3,— iRy,

R vérifiant 'équation A* — A} = o, qui peut s’écrire
(1) P:R2R2— 2 pow RR' — p° «?R* + " (u?+ ).

I. Toutes les surfaces de la famille, engendrées par des cercles
concentriques, satisfont aux équations u =v=w =o0 et a I’équa-
tion (1) qui devient

P*RZR2=0;

on peut avoir R = const., les surfaces sont les sphéres, ou p =o, les
cercles sont dans un méme plan.

II. Toutes les surfaces de la famille, pour lesquelles «= o, sont
engendrées par le cercle caractéristique d’une sphére ('), car I’équa-
tion (1) devient

PRR'— w¢ —o.

HI. Toutes les surfaces de la famille, pour lesquelles w=o,
c’est-a-dire pour lesquelles le plan de la génératrice reste tangent a la

(') ENNEPER, Zettschrift fur Math., 186g.
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courbe décrite par le centre du cercle, satisfont a ’équation (1), qui
devient

Ri—w=o, don R=: [ud.
La caractéristique passe par le centre, le cercle reste tangent a la tra-
jectoire du point de courbure qui a pour équations
E=zyE=Ray, n=v,E=RB, (=23, Ry,.
IV. Toutes les surfaces de la famille, pour lesquelles w = = pR,

c’est-a-dire pour lesquelles la caractéristique est tangente au cercle,
satisfont a I’équation (1) qui devient

R = ¢2, d’olt R==+{[vdt.

\ , . , ‘w\’
Une conséquence des deux équations précédentes est (7) —e=o.

Les coordonnées relatives du point ou la caractéristique touche son
enveloppe sont

N
X:l[(Z)_p]’ Y:—ff-, Z = o;
r P P

elles deviennent, si r est différent de zéro,
X =—o, Y ==xR, 1 —=o.

Le plan de la génératrice est alors le plan osculateur d’une courbe
tracée sur la surface, et la génératrice est tangente a cette courbe.

Si, avec les équations w = =% pR, R'= ==, on a I’équation r = o,
le point ou la caractéristique touche son enveloppe est indéterminé.
La surface qui a pour équations finies

a=1—1it, a, =1+ i,
b=¢, b,=¢,
c=1t(+1, ci=t—1

répond a ces conditions. Le plan de la génératrice a pour équation
z2—Ltrx=0;
il passe par une droite fixe. On peut définir la surface par I’équation

(x4 Y+ 35") —2x (@4 ys+ )+ "=o.
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V. Toutes les surfaces engendrées par des cercles passant par un
point fixe appartiennent évidemment a la famille de surfaces consi-
dérée. Les fovers de la génératrice sont sur la sphére de rayon nul qui
a pour centre le point fixe. Soient U, V deux fonctions de ¢; U,, V, les
fonctions imaginaires conjuguées; les équations finies de la surface
engendrée par un cercle passant par I'origine des coordonnées sont

a=0—V’, a=U0;, -V,
b=i(U+ V"),  by=—(Ul+ V),
c=2UYV, c,=20,V,.
8. L’invariant relatif A? peut s'écrire - %2 9Z.; do, d’ désignent les
P R d a0

éléments d’arcs des focales; il fait connaitre deux équations invariantes

dao dg’

a=-% @ T

Ces équations expriment que les focales sont des courbes minima.
Deux génératrices consécutives sont dans la position minima.

Lorsque le cercle générateur n’est pas le cercle caractéristique d’une
enveloppe de spheres, les points de courbure sont imaginaires, les
sphéres fondamentales deviennent les spheres focales.

Soient U une fonction quelconque de ¢, U, la fonction imaginaire
conjuguée : les surfaces réelles a focales isotropes ont pour équations
finies :

a=(—)0"+2t.U0— 2U, a,=(—2)U; +2tU;— 20,
b=+ *)U" —2tU + 20, — b=+ )U,—2¢tU;+ 20U,
c=12tU"— 22U/, c,=2tU, —2Uj.

Rappelons quelques propriétés intéressantes démontrées par
M. Demartres :

« Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire coupe aangle
constant toutes les lignes de courbure sont les surfaces anallagmatiques
telles que la déférente et la sphére directrice se coupent suivant un
systéme de droites isotropes. »

« Le tore est la seule surface engendrée par un cercle de rayon
constant et telle que, dans chacune de ses positions, ce cercle coupe
sous un méme angle toutes les lignes de courbure. »
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« Les seules surfaces cerclées a focale isotrope qui soient décom-
posées en carrés par les génératrices circulaires et leurs trajectoires
orthogonales sont les anallagmatiques telles que la déférente et la
sphére directrice se coupent suivant une ligne de distance nulle. »

9. L’équation A, =o exprime que l'angle de deux génératrices
consécutives est nul. Nous pouvons mettre cette équation sous la
forme suivante :

(1) R'?— p?R% 4 &’ — 02— o2 = o.
I. Toutes les surfaces de la famille engendrées par des cercles dont

le plan est paralléle & un plan fixe, c’est-a-dire pour lesquelles p = o,
satisfont a I’équation

R:tf\/u“—q— v"—w’dt:tf\/dx?,—kdyg— da?

si I'on prend comme plan fixe le plan des xy.

a. Lorsque s,=const., on a une suite de cercles situés dans le
méme plan, le rayon est égal a I'arc de la ligne des centres, chaque
cercle est tangent au cercle infiniment voisin.

b. Lorsque y,=s,, le lieu des centres est une courbe plane;
R ===2,+ const.; le cercle reste tangent 4 un plan fixe. Soit, par
exemple, la surface

a="0U, a,=U,
b=t b,=1t,
c=t+(U, c,=t—1iU,

U désignant une fonction arbitraire de ¢.
Le plan de la génératrice a pour équation z — ¢ =o.
Le rayon du cercle est R = U.
Nous pouvons mettre I'équation de la surface sous la forme

(s—y)l+a’—2xU(3z)=o,
U(s) désignant la fonction obtenue en remplacant ¢ par = dans U.

II. Toutes les surfaces de¢ la famille engendrées par des cercles
concentriques satisfont aux équations

Uu—=v=w=—o, R"?= p*R? ou l{:ej:jpdt;
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soit par exemple la surface spirale

a— ietcost, a,=— ie' cost,
b—=—— (et sint, = iefsind,
¢c=o, c,=o.

Le plan de la génératrice a pour équation x cost — ysinz =o. Le
rayon cst égal a e’. Les spheres fondamentales sont orthogonales;
I’angle V du plan tangent avec le plan du cercle en un point défini par
I’angle v du rayon avec la caractéristique est donné par I'équation

tang V =sino.

L’angle V est constant le long des courbes 3 = const. Cette surface
admet la transformation infinitésimale

a9 a , of
(Jc—|—y)0x +(y—x)9;+,,dz.
111. Toutes les surfaces de la famille dont la génératrice est le cercle

caractéristique d’une sphére satisfont aux équations
(2) u=o, we—pRR =0
et a I’équation (1).

Si nous remplacons, dans 'équation (1), u et w par leurs valeurs

tirées des équations (2), ott nous supposons ¢ différent de zéro, nous
avons
(RP—¢”) (p"R2+ ¢2) = 0.

Les surfaces réelles sont données par I'équation
R'?— ¢*=o.

L'enveloppe de la sphére osculatrice d’une courhe gauche appartient
ala famille considérée, elle satisfait aux équations

©=o, w==pR, R:ifvdt.

Les foyers du cercle décrivent des courbes minima, car deux géné-
ratrices consécutives ayant deux points communs, on a la condition
de rencontre

A' A =o,
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I’hypothése A, = o entraine A = o, c’est-a-dire
do do'
dtde —

Lorsque la caractéristique du plan de la génératrice est fixe, la surface
est une anallagmatique a déférente plane dont les deux points doubles
sont confondus.

10. L’équation obtenue en égalant a zéro l'invariant absolu du
d - \
second ordre 71,—1', d} désignant 'angle d’une sphére fondamentale

avec la sphere infiniment voisine, exprime que le point de contact de
la sphére avee la surface est un ombilic. Le point de contact qui est
un point de courbure décrit alors une ligne ombilicale. Par exemple,
soit ¢ une constante arbitraire; les surfaces définies par les équa-
tions

a= e co~t, ay,=—1ie? cost,
b=—1ie? sint, b= ie? sin¢,
c=o, ¢, =o,

ou par I’équation cartésienne

r
- 2qarctang —
r+yrt+zt=e y

b

admettent une ligne ombilicale, intersection de la surface avec le
plan z =o.

11. Les surfaces anallagmatiques, c’est-i-dire engendrées par un
cercle qui reste orthogonal & une sphere fixe, sont définies par deux
équations invariantes du second ordre. On a immédiatement les équa-
tions finies de ces surfaces, en exprimant que les foyers décrivent des
courbes situées sur une méme sphere : si U, V sont deux fonctions
det, et Uy, V, les fonctions imaginaires conjuguées, & le rayon de la
spheére directrice, les équations de la surface sont

1— UV — U0,V
= ———— &R - R LYY
“=Tg=v @ U=V, o

O+ 0V 1+ U,V
= — R o — _ 0’0
b= T—v % b, { T K,
 U+V U+ V,
s r=v® a= gov N

12. Déterminons une surface cerclée dont le parametre de distri-



— 16 —
bution K soit constant, différent de zéro, et dont les autres invariants
soient aussi constants.

Prenons des genératrices concentriques, les quantités u, ¢, w sont

—_ A

[ . Al’ v L .
nulles et I'équation ——=K* peut s’écrire
1

PR :
Y

— (ERY
(i)
S . P
L’angle FF, des sphéres fondamentales est constant : tang*FF, = K*;

I'intégrale de I’équation précédente est donc

D
R = ecolT‘[pd{_

On peut constater que cette valeur de R rend tous les autres invariants
constants si les composantes p, » de la rotation sont dans un rapport
constant. Nous pouvons par exemple prendre les équations

a= (e7pcost, a,=—iel*pcost,
(1) Sb—_——-—ie‘l‘psint, b= ie?p sint,

( c= ie?\/1—p? o=—1iet\Ju—p?

les lettres p, g désignent des constantes.
Le plan de la génératrice a pour équation

xpcost—ypsint+sy1—pi=o;

la génératrice coupe donc le plan des cy sous un angle constant.

La surface définie par les ¢quations (1) est une surface spirale,
elle adnet la transformation spirale infinitésimale

d 0 dJ 2 aor
NS S T 4

_Le plan tangent a la surface le long des courbes o = const. fait un
angle constant avec le plan du cercle générateur; 2 est I'angle du
rayon passant par un point du cercle avec la caractéristique de son
plan.

Les points de courbure décrivent sur la surface deux spirales loga-
rithmiques, ces courbes sont des lignes ombilicales, elles coupent les
génératrices sous un angle constant.



— {7 —

3. Deux surfaces cerclées sont échangeables par une transfor-
mation conforme si les deux courbes correspondantes de I’espace a six
dimensions sont échangeables par une transformation du groupe (G).
Nous obtiendrons donc les conditions d’équivalence de deux surfaces
cerclées en appliquant & ces courbes la méthode de S. Lie. Mettons &
part les surfaces a focales isotropes, ainsi que les surfaces définies
par des équations invariantes de deuxieme classe : surfaces engen-
drées par un cercle de rayon nul ou par le cercle caractéristique d’une
sphére 4 un parametre, et désignons les autres surfaces cerclées sous
le nom de surfaces cerclées generales; nous pouvons alors énoncer
le théoréme suivant (Chap. XIV):

Deux surfaces cerclées générales sont équivalentes vis-a-vis du groupe

. , . . s . dl
conforme si, ds désignant un parametre différentielet 1, 7?0 » Ly I, L, I

leurs six invariants fondamentaux, on a les cing mémes relations :

M- fil), L=A0), L=/A0),  L=A0), L=/,

ou les cing mémes relations

I,= const., Is= fi(Ix), Iy= f.(la), Ii=fi(Ia), %:ffo(la)

(Ix const.)
(a, B, v, 0 désignent les nombres 2, 3, 4, 5), ou les cing relations
I,= const., I,—= const., I, = const., I, = const., I,—=const.,

et seulement a ces conditions.

14. Les invariants des surfaces cerclées générales ne conviennent
pas aux surfaces enveloppes de sphéres a un paramétre. Déterminons
les six invariants fondamentaux de ces derniéres surfaces : soient a,
b, ¢ les coordonnées du centre de la sphére enveloppée, p son rayon;
toute transformation conforme change la spheére en une autre sphére,
les formules qui permettent de passer des coordonnées a, b, ¢, ¢ aux
coordonnées de la sphére transformée, définissent un groupe (G’) iso-

B. 3
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morphe au groupe conforme (Chap. XV). Les invariants différentiels
des surfaces engendrées par le cercle caractéristique d’une sphére &
un paramétre sont les invariants différentiels du groupe (G’) prolongé.
Soient ds, I'angle de la sphére enveloppée avec lasphére infiniment voi-

. . . .o . , Looodl
sine, et I un invariant differentiel absolu d’ordre ¢, la quantité :-{? est
1

un invariant absolu d’ordre ¢ + 1 (Chap. NXI). Tous les invariants
différenticls peuvent se calculer en partant d’un systéme de six inva-
riants absolus fondamentaux comprenant : un invariant du second

. . .o dm . .
ordre m, deux invariants du troisicme ordre —> n, et trois invariants

?
, ds,
du quatriéme ordre (f-l——s'j,', g%, © (Chap. XVII & XXIV).

Nous pouvons donner de ces invariants les interprétations géomé-
triques suivantes (Chap. XIX et NXV): L'invariant du second ordre m
ds
ds,
consécutifs.

Soient ds, ds’ les éléments d’arcs des focales, nous avons

est égal & —, ds désignant I'angle de deux cercles caractéristiques

considérons les points de la génératrice situés dans le plan osculateur
dulieudes centres de I’enveloppce et, en chacun de ces points, la sphére
de courbure autre que I'enveloppée; 'angle W' de ces deux sphéres
verifie la relation

m?—=— (l “+ tang2¥>-

Un invariant absolu du troisiéme ordre est la quantité j—f, df dési-
1

gnant I'angle que fait avec la sphére infiniment voisine la sphére
passant par les points caractéristiques et orthogonale au cercle carac-
drm
(E’
dn désignant I'angle que fait avec la sphére infiniment voisine la
sphére (3) orthogonale & trois cercles caractéristiques consécutifs.

téristique. Un invariant absolu du qualriéme ordre est ®=

. . 174 L.
Un autre invariant du méme ordre est 54, dv désignant Pangle que
ds, i o S
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fait, avec la sphére infiniment voisine, la sphére orthogonale a (&) et
passant par le cercle caractéristique de (3).

L’introduction des coordonnées pentasphériques permet de consi
dérer les invariants des surfaces enveloppes de sphéres a4 un para-
metre par rapport au groupe conforme, comme les invariants des
courbes d'un espace elliptique a quatre dimensions par rapport au
groupe des mouvements de cet espace; m, n, © sont les trois cour-
bures. M. R. Le Vavasseur a étudié les invariants & ce point de vue et
adonné une interprétation géométrique des trois courbures (*).

5. Les familles de surfaces enveloppes de sphéres & un paramétre,
invariantes par les transformations conformes, sont definies par les
systémes d’équations qui admettent le groupe (") ou les groupes pro-
longés. Ces systemes d’équations peuvent se diviser en deux classes :
les systémes de la premicre classe n’entrainent pas la nullité de tous
les déterminants du dixitme ordre de la matrice formée avec les coef-
fictents des transformations infinitésimales du groupe prolongé au
troisieme ordre (Chap. NXII); les systémes d’équations de la deuxieme
classe entrainent la nullité de tous ces déterminants. Les systemes
d’équations de la premiére classe s’obtiennent en égalant 4 zéro un

. . . . . ds .
certain nombre d’invariants; I’équation — = o, obtenue en égalant

dt
a zéro l'invariant relatif du premier ordre, exprime que I'angle de
deux spheres enveloppées consécutives est nul; la surface est une
surface canal isotrope. L’équation m = o exprime que les fovers
décrivent des courbes minima et que I'angle de deux génératrices
consécutives est nul; les enveloppes de sphéres de rayon différent de
zéro pour lesquelles m est nul sont les anallagmatiques a déférente
plane dont les points doubles sont confondus ct enveloppe de la
sphere osculatrice d’une courbe gauche (Chap. XX) Lorsque I’enve-
loppée est orthogonale 4 une sphere five, on a @ = o.
Les systémes d’équations de la deuxiéme classe renferment I'un au

(1) R. LE VavassuUR, Les systémes de sphéres a un paramétre ( Academe des Sciences
de Toulouse, 10° série, t. 1, 1901).
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moins des systemes d’équations

(1) p=o;
a a' a" PP/ ppll__ By PP"" 35"
(2) b b b |=o, b' b" b" =o;
! cl/ cll! cl cll cII!
, a' b c
(5) 7237:71 wlzPP'—wnPP”*—wnmu:O-

Les quantités »,,,,,, @,,,®,, sont définies par les équations

wy=a’+ b+ c'?, @y = o, — p'%

wp—a'a"+ b'b"+ ', ®=w;,—p'p".

L’¢quation (1) exprime que le rayon de la sphere enveloppée est nul;
le systéme des équations (2) exprime que la sphére enveloppée est
orthogonale a deuxsphéres fixes; les équations (3) expriment que la
sphére enveloppée est orthogonale a trois spheres fixes; la surface
dégénere en un cercle.

16. L’¢tude des systemes d’équations différentielles qui admettent
le groupe prolongé nous permet de déterminer les conditions d’équi-
valence vis-a-vis de ce groupe des courbes de I'espace a quatre
dimensions définies par les fonctions a, b, c, p; ce sont les conditions
d’équivalence des enveloppes de sphéres a un paramétre vis-a-vis du
groupe conforme (Chap. XXVI).

Désignons sous le nom de surfaces singulieres les surfaces a focales
isotropes (m = o), la surface canal isotrope (ds, = 0) et les surfaces
définies par les systémes d’équations de la deuxieme classe; nous
pouvons énoncer les propositions suivantes :

TukoreME I. — Deux surfaces enveloppes de spheres a un parametre,
les surfaces singulieres exceptées, sont cquivalentes vis-a-vis du groupe

conforme si, ds, désignant [’angle de deux spheres enveloppées consé-
! 8 8

. dm d’m dn - .
cutives el m, —=>n, —=s > @ leurs siz invariants fondamentaux, on
1 1 1

a les trois mémes relations :

Z—Z:f,(m), n= .(m €= fy m



— 91 —

(f1s far [ désignent trois fonctions de m), ou les trois mémes rela-
tions

dn
m = const., - = fi(n), ® = fa(n),
S1
ou
d¥®
m = consl., n = const., — = f(%®),
ds,
ou
m = const., n —consl., ¥ — const.,

et seulement a ces conditions.

Lorsque les (rois invariants m, n, € sont constants, la surface admet
une transformation infinitésimale conforme; on peut 'obtenir en
effectuant une transformation conforme sur I’enveloppe des sphéres a
un paramelre s, dont les coordonnées pentasphériques sont

m
T e,
VW 4 w2
x,== X, cosp, s,
£3= "\, cOsp, $,
z,= —X, sinp,sy,

xrs=— X, s5inp, 83
py» p2 désignent les solutions de I’équation
pt— (14 + nt4- Q) p’ + mrE + 24 K=o,
X,, X, sont définis par les relations

mn

X, (k=1 2).

- Vekipi —1— m?) + p? m*n?
Les spheres (z,, #,, ..., ;) coupent une spheére fixe sous un angle
constant.

Tueorime 1. — Deux enveloppes de spheres orthogonales a deux
sphéres fixes sont équivalentes vis-a-vis du groupe conforme si 'inva-
riant m verifie la méme relation

—@:f(m) (m £ consl.),
ds,

ou la méme relation
m = counst. (m o),

el seulement a ces conditions.
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Dans le premier cas, les surfaces admettent une transformation
infinitésimale conforme, ce sont des inverses de cones.

Dans le second cas, les surfaces admettent deux transformations
infinitésimales conformes; on peut les obtenir en effectnant une
transformation conforme sur un cylindre de révolution ou sur un cone
de révolution ou sur un tore.

Deux cercles de rayon différent de zéro (enveloppes de sphéres
orthogonales & trois sphires fixes) sont toujours échangeables par
une transformation conforme; le cercle admet quatre transformations
infinitésimales conformes.

17. L’étude des invariants différentiels des surfaces cerclées, par
rapport au groupe conforme, conduit 2 une classification de ces sur-
faces. Les résultats obtenus nous ont amenés a distinguer les surfaces
cerclées générales, quiadmettent les invariants I, 1,,1,,1,,1,,1;, et les
conditions d’équivalence de cessurfaces en donnent une classification;
parmi les autres surfaces, nous avons étudié celles quisont engendrées
par le cercle caractéristique d’une sphére, et les conditions d’équi-
valence que nous venons d’énoncer donnent une classification de
celles de ces surfaces qui admettent les trois courbures m, n, ®.

CHAPITRE 1.

EQUATIONS FINIES DU GROUPE CONFORME.

Le groupe conforme est le groupe qui laisse invariante I’équation
dzx® + dy?*+ dz*=o.
Les dix transformations infinitésimales de ce groupe sont (') :

o, o o
oz’ dy’ 9z

(1) Sopuus Lik, Theorie der Transformationsgruppen.
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x%—y—g—i
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i
ALY,
xé+;/3—{+~;£a
T '
(2= a'—y) g 4252 azy L

Les sept premiéres transformations définissent le groupe des simi-
litudes; les équations finies de ce sous-groupe sont :

x'=0(Axz+B y+Cz)—A,
y=0(Ax+By+Cs)—p,
7=0(A"z+B") +C"z) —v.

Les lettres &, A, w, v désignent des paramétres et les lettres A, B, C,
A, B, G, A", B", C, des fonctions de trois paramélres, les angles de
rotation 0, @, ¢ autour des axes, qui satisfont aux conditions d’ortho-
gonalité.

Déterminons les équations finies du groupe a un paramétre qui a
pour transformation infinitésimale

of of . of

) — v 72y e .
(£°—y’—z )d.l‘ +2xvdvy —|—2x~‘d;

Soit « le paramétre; intégrons le systeme d’équations

d.r __dy _ ds

—_— = = da.
xr—yr—3*  2xy 245

Désignons par C,, C,, C, trois constantes arbitraires; les trois equa-
tions ont pour systéme intégral

Y 3 . x .
5T U = Un ST = st a
3 '+ y'+z 24+ y* 43
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Introduisons pour @ = o les conditions

xr=ux, ry=y, z=23';
nous obtenons
y Y 3 _ r3
r w’+)’+;‘_—1”+y”+z’2’
x' x
-+ 7 =

27+ )+ 5" Ty 4
ou bien, en résolvant par rapport a «’, y', =,

, xro—oa(xri+y’+37)

X =

1—2ax + a’(1‘3+)"+z’)’
— " ’
v 1—2ax + o’ (ri+y’+ z?)

<

1 —2ax +o"(.r2+)’2+zz)'

[

”
9

Ce sont les équations finies du groupe considéré.
Soit 3 le parameétre du groupe défini par la deuxieme transformation
du second degré
(y‘-'—z"—x’)% +2y;%§+2yz%,
ses équations finies sont :
x' = d ’
1—afBy+ B (x*+ 3y +3°)
y — B(2?+ 12+ 3?)
1—afy + B+ 0+ 7))

3

r—2By + PH@+ v +5?)

~

La derniére transformation infinitésimale

of of
=2 2 a2) L — z
(32 —x y)05+2zxdx+2y

I
oy
définit un groupe a4 un parameétre y qui a pour équations finies

. x
T h—ays+y(tiay +3y
[ Y
.y - l—2’y:—|—y"(x'+y“+52)’
o Sy’ + 3
1—2y5+4 y (2 + y2+ 3?)
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Effectuons le produit des trois transformations du second degré;
nous obtenons les équations finies d’un groupe a trois parameétres :

,  x—a(xt+ vi4 35?)
X = b

®
i Y —B(@+y + 5
(2) Yy = ® ’
- et A G s B
— 5 ;

®=1—2(az+ By +735)+ (& + B+ y?) (22 + y2+ 3%).

Les transformations (X) peuvent s’obtenir en effectuant le pro-
duit S.T.S; si nous désignons par (S) I'inversion

I x
R
o J
V=R
' S

P+ yi+ 5t

et par (T) la translation

.

R

b
1)

VUK
I
>

X —
}/_.
! Z —

(3]

-~

Les coordonnées x, y, z et les coordonnées transformées par (2)
vérifient la relation

x4y 2= @ (224 y' 4+ 3'?).

L'équation x*—+ y*+ 5*=o0, qui admet le groupe (X), permet d’ex-
primer une des coordonnées, z par exemple, en fonction des deux
autres; les trois transformations du second degré se réduisent alors a
une seule :

of of

Jdo + Y5

x 0_)‘

9 ’ 9. M 0 d . .
et I'intégrale de I’équation xbé —+—y5§ = o nous donne les équations

y—mz=o, x4 yr+3z2=o0



xl:a[A r—a(2+ Y+ 3)  py =Byt s —y(@t i 2t
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-(m constante arbitraire) des courbes qui admettent les transforma-
tions du second degré.

En effectuant le produit des similitudes par les transformations du
second degré, nous obtenons les transformations conformes :

) ® ‘ ® —h

r—a(@+y+3") o y—B@+r 4+ G s—y@ 4y )]
a[A' - +B = +C = i

o nx—"“(x"“}’z“‘z’) l/y—ﬁ(xz—*_y’_*_;,) //5—7(-”"*‘.7)‘*'52) .
z_a[A 2 +B - +C 2 —v;

®=1—2(az+ By +7y3)+ (o + B+ 7?) (B4 p+ ),

CHAPITRE 1I.

LE GROUPE CONFORME DU CERCLE.
1. Soient a, b, ¢; a,, b,, ¢, les coordonnées des centres de deux
sphéres de rayon nulj les équations

(2—a )+ (y—b)+(s—c =0,

(2 —a))+(y—0b))'+(s—¢))=0
définissent un cercle dont le rayon R est donné par la relation
— 4R =(a;—a) + (by— b)*+ (¢, — ¢)*.

Nous allons effectuer les transformations conformes sur ce cercle et
déterminer les six équations qui lient les coordonnées des foyers du
cercle transformé aux coordonnées a, b, ¢; a,, b,, ¢, des foyers du
cercle considéré.

Effectuons d’abord les transformations (X) sur

(x—a)Y+(y—0)y+(3—c)



nous obtenons :

(1) (z—a)+(y—by+(s—c)
_ A , a—a(a + b +c?)]?
=% ! — A
+ [y:__ b—ﬁ(“’: b+ C2):|=+ [Z,_c—y(a2+ b2+ c")]zg’
A
A=1—2(xa+ b+ yc)+ (&’ + B+ y2) (a®+ b*+ ),
O =1+ 2(az'+ By +ys) + (&' + - y7) (2" + ¥+ 5").

Si nous désignons par A, w, C les coordonnées du centre de la
sphére transformée, les transformations qui expriment I’échange des
centres sont :

(‘4%_

a— a(a®+ b2+ c?)
= 2

A
_ 2 2 9
%:b B(a?+ b2+ ¢ )’
A
o _ c—vy(a®+ B+ c?)
| pn— A .

Ces équations définissent encore des transformations du second degré;

nous pouvons les obtenir en remplacant «, v, = par a, b, ¢ dans les
transformations (X).

2. Effectuons sur (' — &)+ (¥ — w)*+ (5'—2)? les simili-
tudes B
T=06(A 2+ B y'+C z')—1,
_-)7:6(A’x’+B'_y'+C’z’)—y.,
5=0(A"2'+ By +C"3') —v,
la relation (1) devient
(r—a)Y+ (y—0)*+ (s—c)?
:(.;._,(A_DT'( lz —[8(A &H+B W+C e)—x]'p
+ly—[o(Ad+B Ww+Ce)—pnll
+ 15 —[8(A"% + B W 4 C"2) — v]1),

®; désignant la transformée de ®'.
La sphére (x —a)*+(y — b)*+ (3 —c¢)*=o0 est donc changée
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par les transformations conformes en une autre sphere dont le centre
. a pour coordonnées
—=3(A A+B W+C2)—)
=0(AA+B' W+ C'S)—p,
= 3(A" A + B W +C"C) — .

ol > RI

Si nous effectuons les transformations conformes sur le cercle

(z—a )+ (y—>b )X+ (5—c)=o,
(r—a1)*+(y— b))+ (5—c¢)'=o,

nous obtenons encore un cercle, et les coordonnées «, b, c; a,, b,, c,
des foyers du cercle transformé sont exprimées en fonctions de a, b, c;
a,, by, c, par les équations :

P ZB[A a -—oc(a’z—b’+c’)+B b _g(a°:b’+c’)+c ¢ —yla —|—b2+c )]
3 =6[A’a —a(a":—b’—t-c?)_i_B, b—B(a’Z—b’+e?) +C , ¢ —y(a® +b”-| c?) ] "
p —_-B[A”a —a(a’:bl+c“)+B,,b —6(a’z—b’+c’)+c,, —y(a® +b2+c2)]

(G) }Z:&[A \—o(a? Z-lb»-q-c D, p b Z_lbq_'_c,) e +b’+c2]
a:ﬂym—ﬂm;w+w+BJWMmZM+auﬁ, ﬂa+F+cq .
Z:B[A”a o(a; Z-lb»-q-c’) B —B(a‘,’;—lb'.'+c})+c,, —y(a} +b’—|—c2)]

Ces équations délinissent un groupe, elles montrent comment se fait

I'échange des foyers du cercle; c’est pourquoi nous appellerons ce

groupe le groupe conforme di cercle on simplement le groupe (G).
Les transformations infinitésimales de ce groupe sont :

_of | of of L9

Llf___l_d—a:’ Zf-—--— (N), Z;;f-—- dCl
__of af af of

Lif=ags— b5+ g, — hga

of _ o L, o
L f=by,—cqp +bige — 35,

—co_ o af af
Zsf_c()a @9c ¢ ' da, 49’
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et
L1f—azf+b%+c3f+a,dal b, df+c1
7, f=(a?—b*—c?) f+2abd£+2acz_{
+(ai — bt —c] )if--i-Zalb;%- +2a,01§cf—l;
Z, f=(b~c a)%+2bc¥+2bad£
+(bj—ci—a )(;)bf +2blc,gc—’:+2b,a,d'z,
Z‘°f:("2—“2—b’)df+2ca 3f+2cl) 3{;
+ (¢} —at —b}) /"“2"1“1%4‘201[71%-

Equations et systémes d’équations qui admettent le groupe conforme
du cercle.

Les ystéeme des équations aux dérivées partielles obtenues en égalant
a zéro les opérateurs du groupe (G) n’a pas d’intégrales, car il ren-
ferme dix équations et six variables. Les systémes d’équations qui
admettent le groupe (G) doivent donc annuler tous les déterminants
du méme ordre de la matrice formée avec les coefficients des opéra-
teurs; ils renfermeront tous I’'une au moins des équations obtenues en
égalant a zéro ['un des déterminants du sixiéme ordre de cette matrice,
par exemple le déterminant

I o o 1 o
I 0 I
o I o o 1
—b o —b, a o
—c b o —¢ b
b c a b, ¢

Ce déterminant est égal au produit

(by— b)[(a,— @)+ (by— b):+ (¢,— c)*].
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L’équation
(ay—a)+ (by— b)Y+ (e;—c)*=o ou R=o

admet toutes les transformations du groupe (G). L’équation b, —b=o0
ne peut appartenir qu’a un systeme d’équations renfermant en méme

temps les équations @, — a = o0, ¢, — ¢ = o, et le cercle serait indéter-
miné. Les transformations

& of of _, 9f
‘\f—a()b—— —()—('z—.—algz: bld—al

9 _ 9 9 9f
Yi=byo—cg5 + 055~ g

et

donnent
X(b,—b)=a,~—a,

Y(bx—b):C'-—Cl.

CHAPITRE I1I.

INVARIANTS ET PROPRIETES INVARIANTES D’UN SYSTEME DE DEUX CERCLES.

Considérons la figure formée par deux cercles; soient a, b, ¢
eta,, by, ¢, les coordonnées des foyers A, B du premier cercle; «, B, vy
eta,, B,, v, les coordonnées des fovers C, D du deuxieme cercle. Les
invariants de cette figure, par rapport au groupe conforme, sont les

invariants de quatre points de ce groupe, c’est-a-dire les intégrales du
systeme complet

Xof+Xf+Ef+E f=o0 (i=1,2,3, ...,10)

Les premiers membres de ces dix équations représentent les sommes
des quantités obtenues en remplacant, dans les transformations infini-
tésimales conformes, «, v, = successivement par a, b,¢, a,, b,, c,;
a, B, v; «, 3., v,. Ce systeme complet de dix équations a douze
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variables admet deux intégrales distinctes :

S(a—ay S(ai—a) _AC BD
S(a,—a) X(a;—a)? _—ﬁ,(—]ﬁz

p*=

Y(a,—o) E(a—a,)? _ BC AD
2(a;—a)Z(a— a)? —IB—ZC_D’

[2(a —a)y=(a—a)+(b—B)Y+ (c—7y)]

pL=

Nous limitons notre étude aux cercles dont le rayon n’est pas nul,

ce qui revient & supposer AB et CD différents de zéro; soient R, R, les
rayons des deux cercles, nous avons

AB =(2Rip=—4R, (D =—4R].

Si l’on effectue une inversion en prenant pour pole un des sommets
du tétraédre ABCD, trois des cercles circonscrits aux faces du triédre
deviennent des droites qui forment un triangle invariable (') 010, de
cotés 00,=1, Ul=g¢, O,I=p,. Les propriétés invariantes d'un
systeme de deux cercles (*) peuvent s’exprimer au moyen des deux
invariants p, p, ou au moyen des éléments du triangle invariable.

Soit IH la perpendiculaire abaissée du sommet I sur le coté 00,,
nous avons :

—2
IH :%(p+pl+l)(p—p:+r)(p+p.—r)(—p+pl+l),
o AB AC AD
9 ——2
= —:r_ BA° o BC BD
~ n 2 _z
4AB CD |GA° CB o CD

—2 —2
DA DB DC o

-_—2

Soient & le rayon de la sphére circonscrite au tétraédre, V le
volume. Nous pouvons remplacer (*) le déterminant par — 4*(3V&)*;

(1) DarBouy, Annales de 1'Ecole Normale, 2° série, t. 1, 1872, p. 341.
(2) Koenigs, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. 1, 1888, —
E. v. WEBER. Archiw der Math und Physik, 3¢ série, 1904.

(3) DarBoux, Bulletn des Sciences mathématignes, 2 série, 19o5, p. 37.
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nous obtenons

. —2 [/ 3Va \?
H = (41{2R:> )

Lorsque

LY

1H :%(P+Pl+')(p_91+l)(P+Pl—l)(—.o+Pl+l)

est positif, il existe une sphére réelle orthogonale aux deux cercles.

Lorsque H est négatif, les points de rencontre du cercle (A, B)
avec le plan du cercle (C, D) sont I'un intérieur au cercle (C, D),

I'autre extérieur. Lorsque TH est nul, les quatre foyers sont sur une
sphére de rayon nul; les deux cercles ont un point commun qui est le
centre de la sphére.

Calculons I’angle w des tangentes aux deux cercles au point de ren-
contre.

Soient [, m, n les coefficients de direction de la tangente au
cercle (A, B); A, u, v les coeflicients de direction de la tangente au
cercle (C, D); «, y, s les coordonnées du point commun.

Les coefficients de direction sont définis par les équations

S(z—a)l=(x—a)l+(y—b)m+ (zs—c)n=o,
S(z—a,)l=o,
I(x—a)r=o,

(x—a,)k=o0;

I'angle w est donné par la formule

cos?w =

Si nous tenons compte des équations
(z—a)y=3(r—a,))=3(x —a)=2(x—a,)2=o0,
nous trouvons
si= (A€ BD —AD BC)',
4

se=—13B", sy=—"1'0'
A 4

|

et
cos?w = (p*— p} )%
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Lorsque les deux cercles ne sc rencontrent pas, nous appellerons
angle des deux cercles I'angle w défini par I'équation précédente. On
peut constater que cette définition est, en définitive, celle que
M. Keenigs a proposée sous la forme suivante : « Les sphéres passant
par le cercle (A, B) tracent sur I'axe du cercle (C, D) une involution;
si N, N, sont les points doubles de cette involution, I’angle des deux
cercles est la quantité El_z log (NN, CD), I’expression (NN, CD) désignant
le rapport anharmonique des quatre points. »

Soient M le milieu du coté 00, du triangle invariable, H le pied de
la hauteur correspondante; nous avons

—_2
cos’w =4 MH .
Si w = o, le triangle est rectangle;

. ™ . . . .
Si w = -, le triangle est isoscéle, nous dirons que les cercles sont
orthogonaux.

Considérons un pentasphere orthogonal formé par les trois faces
d’un triedre trirectangle et deux sphéres orthogonales ayant pour
centre le sommet du triédre et pour rayon 1 et y—1. Les coor-
données x, x,, x,, x,, 5 d’un point, relatives a cette figure de réfé-
rence, sont liées aux coordonnées cartésiennes par les formules (*)

Ay = . Az, =y, Axy=3,

2z, =2+ y + 2" —1, 2tde, =2+ )2+ 32 +1,

A désignant un facteur de proportionnalité.
L’équation d’une sphéere de rayon nul

(z—a)+(y —b) +(s—c)=o0
devient, en coordonnées pentasphériques,
2ax;+2bx,+2cx;+ (22— 1)z, — i(Z2a°+1)xs5=o0.

Nous désignerons les coefficients par A,, A,, A;, A,, A;.

(1) DarBouX, Theéorie générale des surfaces, t.1, p. 2165 Sur une classe
quable de courdes et de surfaces, p. 136.

B. 5

remar-
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Le cercle (A, B) sera défini par les équations
ZAxz.—o0

EB,JJ,: o

(i=1,2,...,5);

le cercle (G, D) par les équations

2C,2,=o,
2D, z,=o.

Prenons deux sphéres orthogonales passant par le cercle (A, B)

(8) D (A,+NB,) =o,
(T) i"(A,_nB,):o
et deux sphéres orthogonalles passant par le cercle (C, D) :
(o) 2 (Ct D)y =o,
(%) D (Ci—p2D,) =o.

Nous pouvons déterminer A et y. de telle sorte que les sphéres(S), (T)
soient respectivement orthogonales aux sphéres (7), (¢). Il suffit
que A, p. vérifient les deux équations
) 5 T\_C2—|—7\2E7—;.L’1_\—Dg—7\lp’ﬁ2:o,
I — —_— e —
| AC —1BC + wAD — 1w BD =o
, N ‘ , ) ‘
L’angle <S, o-) des sphéres (S), () et I'angle <T, ©) des sphéres (T), ()
sont alors définis par les équations
N
cost(§)5) = (p + o),
N
cosl(T, r) =(p—p1)
Pour obtenir, par exemple, la premiére équation, il suffit d’appli-
quer la formule

cos? (S/,\c) =

[2(A,+ VB, (C,+ wn,)]'

~ )
Z(A,+ A?B,)22(0,+ prD,)?
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on remplace A%, u* par les racines du systeme d’équations (1) et I'on
tient compte des relations

SA}=3B!=3C'=3D=o,

IAB, =— 2X§z,

2A,C=— 2AC,

2B.C,=—2BC,

Dans I'hypothése v = 7—;, nous avons p = p, et, par suite,

A\ AN AN ™
o, T=%St=Tr= P
Par le cercle (A, B) passe une sphére T orthogonale au cercle (C, D)
et par le cercle (C, D) une spheére 7 orthogonale au cercle (A, B).
Considérons deux sens de parcours sur un cercle, nous pouvons
former avec ce cercle deux cycles, en prenant chaque foyer du cercle
comme sommet d’un cycle; deux cycles sont dits dans une position
minuma lorsque leurs sommets sont situés sur une droite minima;
'une des quantités g, ¢, est nulle; si par exemple les cycles (A), (C)
sont dans une position minima, nous avons p = o et

(p+p1)=(p—pi)=0p};

si en méme temps les cycles (B), (D) sont dans une position minima,
nous pouvons écrire AC = BD = o; les équations (1) se réduisent a
une seule :
P— ) —_
MBC — p2AD =o.
A une sphére quelconque (o) passant par le cercle (C, D) corres-

pondent toujours deux spheres orthogonales (S), (T) passant par le
cercle (A, B) et telles que

p T
ag, l‘:—-a
2

cost(§75) =p1.

L’angle ¢ du cercle (A, B) avec une sphére quelconque (o) passant
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par (C, D) est donc constant et vérifie la relation

cos26 = pi.

Le méme raisonnement montre que l'angle du cercle (C, D) avec
une sphére quelconque (S) passant par (A, B) est égal & . Supposons
chacun des deux cyeles du cercle (A, B) dans la position minima avec
chacun des deux cycles du cercle (C, D). Dans ce cas,

p=pi=o, S,e=T,t=--

Toute sphére passant par le cercle (A, B) est orthogonale au
cercle (C, D), et inversement. Chacun des cercles passe par les foyers
de I'autre; les cercles sont situés dans deux plans rectangulaires qui
se coupent suivant la ligne des centres; cette ligne est divisée harmo-
niquement par les deux cercles. Les cercles sont dits conjugues ou
encore dans la position orthospherique.

CHAPITRE 1V.

INVARIANTS DIFFERENTIELS DU PREMIER ORDRE DES SURFACES CERCLEES,
PAR RAPPORT AU\ TRANSFORMATIONS CONFORMES.

1. Supposons les coordonnées a, b, c; a,, b,, c, des foyers du cercle,
fonctions d’un parametre ¢. Les invariants différentiels du premier
ordre de la surface engendrée par le cercle, relativement au groupe
conforme, sont les invariants du groupe (G), prolongé au premier
ordre, et les invariants de ce groupe sont les intégrales du systéme
des équations aux dérivées partielles obtenues en égalant & zéro les
opérateurs.

Formons les opérateurs du groupe prolongé : introduisons les
variables

db_de L _da . db L de
@ ‘T ar 17 de’ 17 de’ 7
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les coefficients de f 0)1: - dans la transformation prolongée sont
les dérivées des coefficients de d—f, 3—2 - dans la transformation cor-

respondante du groupe (G).
Nous avons ainsi les dix opérateurs :

Xof =L f,
X2f:Z2f’
Xsf:Z3f7
0 , 0 , of . 9
Xef =]+ g — b 3k i e — b, 5
» Of of of
Xsf=Z,f+b ——cw—i-bd, c‘db”
of 9 , 0 ;9
‘{f._Lsf—l-c —a15§+c‘d; ald{l’
of . of  ,Of , of ' of
4\7f—"£7f+a +bdbl+c dC’+aldl+bld[)’+ ld/’
, of of of
— I __ . Iy ! 1y _J_ ! Iy
Xsf =Zs f + 2(aa bb cc)da,+2(ab+ab)0b,+2(ac+ac)dc,

0
+ 2(da) cl—*—a,c’l)d—’;;

r ! r ) T / 0
-+ 2(ala,—-b.b1—-clcl)é{{—, +2(“1b1+“xb1)m{r

Xof =Zy f +2(b6b — cc aa)()f+2(b’c+bc) f+2(b’a+ba)df

o ac’
+z(blb/1_cicll_:_alall)3l{_;+z(bllcl+b‘cll)d_'fr+2(b’ld1+blall)d'.7'f;‘,
1
Xpof =Zyof+2(cc’ — a bb') f +2(c'a + ca’ ) f P +2(c'b + Cb,)g{’
+ 2(¢c, ¢y —ayai—b, b)) (;)f +a(eia+eaa) gon f +2(c b8} )%’
1

Z,f,L,f, .... L, [ sont les opérateurs du groupe (G).

Les invariants différenticls sont les intégrales du systeme d’équa-
tionsX,/=o (i=1, 2, ..., 10) ou du systéme équivalent obtenu en
remplacant \; £, \, £, X, f par les combinaisons :

X f =0+ 0)Xif+(c + )Xo f—(a+a)\, f— (bb,+ cc, — aa) X, [+ (ab, + bay) X, f + (ac, + ca) X, [,
Xof —(c+c)Xsf+ (2 +a))Xe f— b+ 6)X, f— (ccy+ aa,— bb)X, f + (bey+ b)) X f + (ba, + aby) X, f,
Xpf—(@a+a)Xs f+(b+ b))Xsf—(c+ )X, f—(aa,+ bby—ce) X, f + (cay+ ac) Xy f+ (¢b, + be) X, f.
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Le systéeme des trois équations X, f=0,X, f=o0, X; f=o0 admet
neuf intégrales indépendantes :

a, b, ¢y a, b, d; A=a—a, B=b,—6, C=c,—ec.

Prenons ces quantités comme nouvelles variables dans les équa-
tions X, f=o0, X;f=o, ..., nous obtenons :

df af yOf o L of
Yif=A5 B(A+adb, b0,+,db,—b,d—a,l-_o,
df c Y of .9 df » Of
Yaf =B 55 + b 2L v, e S =
2f Cop+% %0 —“aw 1og, = @
. of af of  ,of / , of
Y, f= C EE_FC()a aF c,() —a,;a_o.
. df i df , of , of of . of
Vif=Agx+Bgg+C “oa TV o ¢ o'+ 'd'+b'db’+cbc‘—.
Vif= (Ad,—Bb,—Ce))g%r f (Ba',+Ab) ‘)f, +(Ac’.+Ca’l)—f,
ab', Jac’,

— J 4 WY ()f ’ )f / wI_(_?I._
(A’ —BY — Cc') 55 — (Ba' + Ab) 5% — (Ac'+ Cd') 55 = o,

Yof= (BY,—Ce,—Aa)) o +(Cb, + Be}) oF +<B¢,+Ab',)dif,—
1 1

—(Bb’——Cc’—Aa’)j—I:L—(Cb’—!—Bc’)gf —(Ba+‘\b') f:0,

!

Y.f= (Ccl——Aa,—-Bb)df+(Ac’,+Ca’,)—dI—+((,,b’+Bc)d[{,
1

—(Cc' — Aa'— BY) f—(Ac + Ca') f—(Cb’+Bc’)d—b'[7:0.

Les six intégrales distinctes du systeme formé par les trois pre-
miéres équations sont :

A2 + B2+, Aa + Bb + Cc,
a* +b" +c', Aad, +Bb, +Cc,
a’+ by +cy, a'ad,+b'b,+cc.

La quatriéme équation montre que les integrales doivent étre homo-
génes en A, B, C, @, b, ¢, a|, b, ¢,. Nous sommes donc conduits a
prendre comme nouvelles variables dans les trois dernmiéres équa-
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tions :
a4+ b4 _ar+ b+
o ey o by ey
__Ad+B¥+Cc ﬁ_Aa',—i—Blz"—e—Cc’, e_a’a’,—i—b’b',—i—c’c’,
T AR A+ T AR+

A=

’

Ces équations deviennent :

i g e amd =,

2Apud '56_(1 o
2Bp2£—2};7td—.f+b',%—b’gf—i—z(b’a———b’ﬁ)d‘f._o,
I o o9 _ .o _ of _
2Lp. o —2( )\dl c} 98~ % da +2(c)a cﬁ)de o.
Le déterminant

A a) o

B b, &

c ¢, ¢

est en général différent de zéro; nous pouvons donc résoudre les

af, df of
équations précédentes par rapport a -~ 25’ 90’ 9p’ et nous obtenons le

systéme jacobien :

of af _
pd# L ST =0

of of _

0z 2F3 =0

af l’f

28 +2a55=o.

Les deux intégrales distinctes de ce systeme sont Ay et 23 — 6.
. v I I 4o . .
Désignons-les par TeA* et ZA" el revenons aux anciennes varia-

bles, nous avons :

(a”+ b"”+c'?) (ay + b +c'?)

b — 1 1

At=16 (A+ B2+ C)? ’

Ar— (Aa+l$b’+(‘c)(x\a +Bb+Cc)) _ a'ai+ b +c'cl]
=4 (AT B+ C2y AT B

Les quantités A, A, sont les invariants relatifs des surfaces cerclées
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par rapport aux transformations conformes, relatifs en ce sens qu’ils
changent quand on prend un nouveau parametre. En effet, si 7 est un
parameétre lié a ¢ par I’équation £ = g(t), nous avons

da _da , ab __db ,
dr t°’ dr — dt°’

Nous pouvons former une combinaison des quantités A, A,, indé-
pendante de g’, par exemple
Ii= 2—3;
I, est un invariant absolu.

En résumé, nous avons trouvé un systeme de dix transforma-
tions X, f(i =1, 2, ..., 10) qui permet de reconnaitre un invariant
du premier ordre des surfaces cerclées : une fonction de a, b, c;
a,b,c; a,b,c; a,b,c, définit un invariant si elle vérifie les
équations

X,f=o (i=1,2,...,10),

et tout invariant absolu du premier ordre peut étre obtenu avec l'inva-

. %
riant absolu fondamental 1) = %

2. Pour interpréter géométriquement les invariants A, 4, 1, et les
équations invariantes obtenues en égalant ces quantités a zéro, il nous
sera utile de connaitre leurs expressions en fonction du rayon R du
cercle et des quantités u, ¢, w, p définies de la maniere suivante (') :

SoitC le centre du cercle; considérons un triédre trirectangle CXYZ,
CZ étant dirigé survant I'axe du cercle et CX paralléle a la caractéris-
tique de son plan, et un triedre fixe dont les axes x, v, = coincide-
raient a I'instant initial avec les axes X, Y, Z; on peut passer d’une
position du systeme mobile a la "position infiniment voisine par une
translation suivie d’une rotation.

Nous désignerons par u, ¢, w les composantes de la vitesse du
centre C et par p, ¢, rles composantes de la rotation, suivant les axes
mobiles. Les cosinus directeurs des axes mobiles étant les neuf quan-

(1) E~NEPER (loc. cit.).
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tités «,, B,, ... du tableau :

X|Y | Z
x oy Oy o3
Y| Bi|Ba|Bs
S|l Y| V2| Vs
A . , a+a, b+b c+c
et les coordonnées du point C élant —— > ——> ——> les quan-
tités u, v, w sont définies par les équations
" — a’+a;oc + '+ b B, + ¢+ ¢
= > 1 P 1 > Y1y
v_a’—l— a\ b+ b ¢'+ ¢
= > 7+ > B+ > 720
w__a’—}— a) . o'+ b, 8, ¢+ ¢
= > 3~ 2 3 2 /3.
. , . ., a+da, +b, c+c
Résolvons ces équations par rapport a 1, i, L. nous
2 2
avons :
a'+ a;
— = woty -+ vog + wog,
o+ b
—— = uf+ 0By + wps,
! 7

'+ c;
T T UV T + Wy,

D’autre part, les foyers P de coordonnées a, b, ¢ et P, de coordon-
nées a,, b,, ¢, sont deux points de I’axe du cercle définis par CP = Ri,

CP, = — Ri7; si nous désignons par A, B, C les différences a,—a,
b, — b, ¢c,—c, nous avons

W A = B __C

Y ¥ T R =" 3R

et
A2+ B+ C2=—4R2

Différentions les deux membres de cette équation, nous obtenons
(M AA'+ BB+ CC'=— 4 RR";

A’, B, €' sont les paramétres directeurs de la normale au plan caracté-
ristique du plan du cercle, et I'axe des X est par hypothése paralléle a
B. 6
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la caractéristique ; nous avons donc
(2) Ao +B B +Cyy=o.
La composante p de la rotation suivant I’axe des X est donnée par la
formule
d’ou
3) Ala, +B'B,+C'y,=2pRe.

ooy + BB+ vy =—p,

Résolvons les équations (1), (2), (3) par rapport a A’, B’, ¢/, nous
trouvons :

a,—;a =(pRa,—R'a;)i,
b, — b .
%—:(PRBI*R'@:;)H
¢, —c .
! - ¢ =(pRy, — R'y;)d.

Le systtme de ces trois équations et des trois équations précé-
a+a, V'+¥, c'+c|
2 H

2 2

dentes en nous donne :

a = uoa;+voas+ way+ (R ay— pRa,)
a\=ua,+voa,+waz— (R'ag—pRe,)d,
| O = ufy+ B+ wli+ (R'B;— pRB.)E,
by =uBi+ vBo+ B — (R'B;—pRPBy) 1,
¢ =uy + vy, +wy, +(R'y, —pRys)i,
cy=uyi+ 0y. + wys — (R'y; —pRy2)is

(1

si nous posons
ch =a'?+ b+ c?, sp=a?+ by +c?,
sa=Ad' +Bb+Cc, oB=Ad,+Bb,+Cc,,
cl=a'a,+ b'b,+c'c},
(e =A*+ B+ C?),
nous avons les formules de transformation :
cr=ul+ ¢+ w’—p’R*—R"+ 2(wR'+ ¢p R){,
op =+ v+ w— pR*— R"*—2(wR —opR){,
ca= 2RR'—2Rwy,
g =—2RR' — 2R wi,
60 =u?+ v+ o’ + p?R?+ R"?
(e =—4R?).

(1)
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Si nous tenons compte de ces relations, les invariants s’écrivent :

o 4+ ¢ — R?— w4+ p2R2
Al = g ’
9 o ___ 12 2 ___ n2R2)? [—— 2
(111) ] AY — (> + " —R?24w l[,){aR Y+ 4(wR —¢pR) ,
( I — (v’ + 0’— R"”—w’+ p2R2)’ .
CT (W + 0 — R+ w — p2R2) + 4(wR—vpR)?

Nous pouvons ajouter a ce tableau I'invariant absolu :
—I) 4 w (W —ptR )+ (we — pRR')
I 77 (@+ 02— R’ —a’ + p2R2)?

4 (0’ + 2 —R”) (v’ - p’R*) + (wR'— ¢vpR)?
= (ll2+ ‘,q___ R/)_‘vo_i_sz))) .

K¢ =

CHAPITRE V.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES INVARIANTS RELATIFS
ET DE L’INVARIANT ABSOLU DU PREMIER ORDRE.

Considérons le triangle invariable relatif a deux cercles (A, B)
et(C, D).

Soient a, b, ¢ les coordonnées du foverA; a,, b,, ¢, les coordonnées
de B; «, B3, v les coordonnées de C; «,, B,, v, les coordonnées de D;
les longueurs g, p, des cotés OI, O,1 du triangle sont définies par les
équations
_ X(a—0o)23X(a —ay)?

T 3a,—a)y (e —a)’
o 2(a;—a)2(a—a,)
Pi= S(ai—a)YZ(a,—a)

9

Remplacons a,B,y para +a'dt + ..., b+ ¥b'dt+ ..., c+c'dt + ...,
ay, By Yo para,+a\dt + ..., b, + b dt + ..., ¢, +c,dt + ..., et limi-
tons les développements aux termes du plus bas degré en d¢, nous
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avons

La distance IH du sommet I a la base 00, et I'angle » des deux
cercles sont définis par les équations

A*— A}
16

mzz det+. ..,

sin*w = A?de* 4. ...

Si nous désignons par ds I'angle de deux cercles infiniment voisins,

nous avons
ds?

A =2

Les relations précédentes nous montrent que le rapport

2
161H
sin‘w

a une limite qui est I'invariant absolu du premier ordre :

At —A!

A
Nous trouvons ainsi une analogie avec les surfaces réglées :

« Le rapport de la distance 2 JIH a l'angle de deux cercles infiniment
voisins a une limite. »

Considérons, d’autre part, la courbe décrite par le sommet I du
triangle invariable, quand le cercle (C, D) se rapproche indéfiniment
du cercle (A, B); soit OT la tangente au point O & cette courbe; nous

avons
A'— A}
Al

N
tang?0,0T =
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CHAPITRE VI.

AUTRES INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES DE L'INVARIANT ABSOLU
DU PREMIER ORDRE.

I. Considérons une sphére (s) passant par la génératrice circulaire ;
son équation est

(2—=ay+(y =0 +(G—c)V+Al(z—a)+ (y — b))+ (s — )] =o.
Déterminons les points de la génératrice ou la normale a la surface et
la normale a la sphére (s) sont confondues. Soient

S(r,y,s)=(x—a)a +(y—0b)b +(5—c)c,
Sz, y,3)=(zx—a)a|+ (y — b)) b+ (5 —cy)c.

Les coefficients directeurs de la normale a la surface sont les coeffi-
cients de dx, dy, d= dans I’équation

[(z—a)fi—(x—a)/]dz
+[(y—=0)fi—(y—=0)f1ldy +[(5—c)fi—(3—c) fldz =0,

obtenue en éliminant d¢ entre les équations
(z—a)dr+(y—0b)dy+ (s—c)ds—f(x,y,z)dt=o,
(#—ay)dr+ (y —b))dy + (5 —cy)ds — fi(x, 1, 5)dt =o.
Les coefficients directeurs de la normale a la sphere sont
z—a+Alx—a,), y—b+ A(y —by), z—c+ A(3—cy).

Si nous supposons le ravon du cercle différent de zéro, la condition
nécessaire et suffisante pour que les coefficients des deux normales
soient proportionnels est

Sz, y, 5)+Afi(x, y, 5)=o,

équation du plan caractéristique de la sphére (s).

Ce résultat montre que chaque sphére (s) est bitangente a la surface
aux points de rencontre m, m’ de la généralrice avec le plan caracté-
ristique de la sphere. En particulier, les sphéres de rayon nul, ou
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spheéres focales, sont bitangentes a la surface aux points de rencontre
de la génératrice avec les plans

f(v”a.}’vs)-:O, fl(xvy-z)——_oa

correspondant a \ = o0, A\ = =.

Tous les plans caractéristiques des sphéres (s) passent par une
droite fixe; par suite, toutes les cordes de contact des spheres (s)avec
la surface passent par un point fixe, le point G, ot la droite fixe ren-
contre le plan du cercle; d’ou involution des points de contact sur le
cercle. Le rapport anharmonique de quatre sphéres (s) est égal au
rapport anharmonique des quatre cordes de contact.

Les coordonnées du centre S d’une sphére (s) sont

a—+ \a, b+ A c+ Acy,
T+ \ A 1+A°

A est égal au rapport FS—%, P, P, désignant les foyers du cercle.
S

Nous avons P,P = 2R, et le centre C du cercle étant le milieu
de P,P:
SP __SP, 2SC _ PP _ 2Ri

B ey Wy W

(l’Ol‘l ;
S_C:Rl'A—_—l

A+r1

Soit (V) ’angle de la sphére (s) avec le plan du cercle

R \ +1
m langV:C—s:t\__l-

Si A=1, on a tang V = x; la sphére (s) a pour centre le point C; son
plan caractéristique a pour équation

f(x,}', 5)+fl(‘z‘v Y 5) =o.

Si A= —1, on a tangV = o; la sphere devient le plan du cercle, son
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plan caractéristique a pour équation

f(.ﬁU, Y Z)—fi(-l‘. Y, S):O.

D’apreés (1), 'angle de deux sphéres (s) est donné par la formule

PR (Ai+AY
2 —_—— 7
(2) cos (A, A,)— TAA,
ou
PN I A
(3) A, A, —;lOgA—l'

A . (oo
A, est le rapport anharmonique défini par les foyers P, P, et les

centres S, S, des deux sphéres.

Une sphére (s) pour laquelle les deux points de contact m, m’ avec
la surface sont confondus conservera sa définition dans une transfor-
mation conforme; déterminons la valeur correspondante de A.

Soient Q le point de rencontre du plan caractéristique de la sphére
avec I'axe du cercle, A la distance du point C au plan.

Les deux points m, m’ seront confondus si le plan caractéristique
est tangent au cercle, ce qu’exprime la relation

1 1

1

Si nous remplacons dans I’équation du plan caractéristique x, y, =
a—+ta;, b+tb, c+tc
par ’ ’
1+ ¢ 1+ 1+ ¢
Aa'+Bb' + Cc Aa| + Bb| + Cc;
VB A B

» et si nous désignons par «, 3 les rap-

ports » nous obtenons
= EA,
[~4

quantité qui détermine les coordonnées du point Q; par suite,

t—1 _R.Aﬁ—a_

Q(‘:th—l—l - l‘\ﬁ—ka

, a+a, bL+b, cH+c
Les coordonnées du centre C sont . , L, > !

, et la dis-
2
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tance de ce point au plan caractéristique est donnée par la formule

b 2
l'f(a-i—a,, +b,’c+c,> + \fl<a+al’b+b,’c+cl>'l

2 2 2 2 2 2

2 —
W= (@—+ Aa,) i+ (b + Ab,) 2+ (C+ A, )?

a4+ b+ c’2’ a4+ by +c)
A2 B2 G20 A+ 0

Désignons par A, p les rapports
précédente s’écrit

la relation

Vp+260\+2
— R*(a—AB)’

1
h?

. 1 1 ’
Si nous remplacons, dans (%), 7 et F):(f par les valeurs (rouvées,
nous obtenons

2
(.Lx\°~ % \+2i=o.

Aux deux racines F, I, de cette équation du second degré en A cor-
respondent deux spheres (F), (F,) passant par le cercle; soient M le
point ou la sphére (F) touche la surface, M, le point de la sphére (F,);
les points M, M, sont les points de contact avec la génératrice des tan-
gentes issues du point G.

Les spheres (F), (F,) sont tangentes a la surface en deux points
consécutifs; ce sont donc des sphéres de courbure. Aux deux
points M, M, la génératrice est tangente 4 une ligne de courbure de
la surface.

Les points de courbure M, M, gardant leur définition dans une
transformation conforme, leurs trajectoires sont deux lignes de la
surface qui se conservent, comme les lignes de courbure, dans une
transformation conforme.

N
L’angle FF, des sphéres (F), (F,), que nous désignerons sous le
nom de spheres fondamentales, verifie d’apres (2) la relation

s _(F+F)y AV Al

9 ‘F — — - — 1
cos” FF, L FF, oA A’
nous avons done
A\ O 1—1
14 = cos’FF, et tang’FF, =

invariant du Chapitre V.
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2. Le rapport anharmonique des quatre sphéres : sphéres fonda-

mentales et sphéres focales, est égal & ; or nous avons, d’aprés (3),
1

| F
ﬁl =37 lOg F'-
ou
.F_ — e’l(l'(:l?\a).
F

1

3. L’invariant absolu fondamental I, peut s’interpréter encore de
la maniére suivante : nous pouvons écrire

It aa;j+bb,+c'c
0T LVar+ b+ " al+ b + ¢

__A '___B__b'_ic'> ____A_a' _B b" L'\ '
2R 2R 2R 2R ' 2Re ‘_2ch‘)
H

Vat+ 6"+ c'\/a + b2+ ¢}

— 2

N\
ou bien, en désignant par VV, l'angle des vitesses des foyers,

AN AN .
par VZ, V,Z les angles de ces vitesses avec ’axe du cercle
' N\ AN
1= (cosVV1 —2cosVZ cosVlZ> .

4. Dans le cas particulier ou les vitesses des foyers sont dans un

N\
méme plan avec I’axe du cercle, nous pouvons remplacer cosVV,
par

AN N AP
cosVZcosViZ +sinVZsinV,Z;
nous obtenons

I = cos’(ﬁ + \{,\7)

Nous pouvons considérer I} comme la limite d’un invariant de
quatre points :

Effectuons une inversion sur les quatre points P, P,, Q, Q,. Nous
avons, entre les angles du quadrilatére PP, QQ, et les angles du qua-
drilatére qui a pour sommets les points transformés P’, P, Q’, Q;, la
relation

(5Q,p7,) (0P, 0,0) = (P, PQ) + (T Q.0 B;) + 2k,
B. . 7
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et les cosinus des deux sommes

(0. 90) « (0. 07) o (Fo.vp).(@r.o0)

sont égaux. Si le point Q se rapproche indéfiniment de P et le point Q,
de P,, la premidre quantité devient la somme des angles que forment
avec I’axe les vitesses des fovers P, P,.

5. Déterminons quelques propriétés invariantes se rattachant a
Pinvariant absolu fondamental :

A tout point S de I'axe du cercle correspond une sphére (s) tangente
a la surface en deux points m, m’ ducercle, et une droite mm’ passant
par un point fixe G. Le rapport anharmonique de quatre points S est
donc égal au rapport anharmonique des quatre droites correspon-
dantes issues de G. Considérons en particulier les tangentes GM, GM,
a la génératrice et les droites Gm, Gm, passant par les points de
contact m, m’ et m,, m\ des spheres focales; les points M, M, sont les
points de contact des spheres fondamentales, avec la surface; si ., @,
sont les points de rencontre avec MM, des cordes Gm, Gm,,
et Q, Q, les centres des spheres fondamentales, le rapport anharmo-
nique (W, &, M, M,) est égal au rapport anharmonique (P, P,,Q, Q).
Or, on démontre facilement larelation suivante entre le rapport anhar-
monique des quatre points du cercle m,m,, M, M, et le rapport anhar-
monique des points @&, w,, M, M, :

(m9 my, M7 MI)Z: (IJ', P‘h Ma Ml);
donc

(m, my, M, M, )= (P, Py, @, Q) = bR,

6. Calculons le rapport anharmonique des quatre points m, m/,
m,, m,, points de contact des sphéres focales avec la surface.

Prenons pour axes de coordonnées les axes mobiles (Chap.IV); les
nouvelles coordonnées X, Y, Z sont liées a z, y, s par les formules

.z':a+al+Xa,+ Yo,+ Zoa.
b+ b )

y="T2 e XB+ B+ 26,
c+c

2= —0 + Xy + Yy, +Zy,.
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Les équations f(=,y, 3)=o0, f,(@,y, 3) =o des plans caractéris-
tiques des spheres focales deviennent, s1 I'on tient compte des for-
mules (1),

uX+ (¢—pROY +(w+ R'HZ+R(R—wi)=o,
uX + (¢ 4+ pRiY + (w— R)Z+ R(R'+ wi) = o.

Les cordes de contact mm’, m, m ont donc pour équations

uX +(¢v —pRIHY + R(R"—wi) =o,
uX + (¢ +pROHY + R(R'+ wi) —o.

Soit ¢ I’angle que fait avec I'axe C\ le rayon aboutissant a 'un des
points de contact; ces points sont déterminés par les équations

ucosg + (¢ — pRi)sing + R'—wi—=o,
ucose + (v+ pRi)sing +R' +wi=o
ou

2@

A, tang -

-+ B, tang-;B +C,—o,

A, tanggg + B, lang-g + Cy=o,
si nous posons

Ai=R —u—wi Bi=2(¢ — pRi), Ci=u+ R —wi,
Ar=R —u+wy, B;=2(¢v+ pRi). Co=u + R + wi.

Nous savons que 'un des rapports anharmoniques des quatre points
ainsi définis est égal a

3(AiGo+A,C) — BB+ VB{—4AC, VB — {AC,
2(A.Co+ A,C) —B,B,— /B: —4A,C, VB, — 4\, G,

et en remplacant A,, B,, C,, A,, B,, C, par leurs valeurs, le rapport
devient

w—pR2— (12 02— R”) + /(4" — p R®— R2 )2 { (vpR — wR’ )
w?— p R — (w4 " — R"?) — /(& + 02+ w’—pR°—R"?) + { (v pR— wR')?
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et nous avons

It = (u? + 0 —R?—w? + p*R?)? .
0T (w4 v 4w — p?R2—R2) - 4 (¢vpR —wR")?’

donc, le rapport anharmonique est égal a

Ip—r1
12417

il dépend uniquement de I'invariant absolu fondamental du premier
ordre, c’est a-dire de I’angle des sphéres fondamentales.

7. Les considérations précédentes nous permettent de donner une
autre interprétation géométrique de I'invariant relatif A.
Soient Q, Q, les centres des sphéres fondamentales; p, ¢, leurs

2
rayons; F, F, les racines de I’équation pA*— % A+ A=o0; nous

avons
B 4R?F
=R TR = 00,
. 4R°F,
P T (Fy41)?

Le produit de ces deux quantités est une fonction symétrique des
racines de I’équation en A; il est égal a

16

et, d’apres les formules (II),
plpi = 7w "
P ()

N w2
Al=p _f;f; (l— —-sz’).
Interprétons le dernier facteur.

Le plan caractéristique du plan de la génératrice a pour équation

f(zyy,3)— fi(z,y,5)=0
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et, par rapport aux axes mobiles,

'
pY-—%Z—}—W:O.

L’équation de la caractéristique est donc

pY +w=o.

Aux deux points A, A, ou cette droite rencontre le cercle, le plan tan-
gent a la surface est le plan du cercle, car on a

A+

langV:—zA_l

Le cercle est tangent en ces points a une ligne asymptotique de la sur-
face (').

Soit @ I’angle que forme avec I’axe CX le rayon aboutissant & 'un
de ces points, nous avons

2
cos*@:r—;v:—w-

A? peut alors se mettre sous la forme suivante :

A= %p; p2cos?®,

CHAPITRE VII.

INVARIANTS DIFFERENTIELS DU SEGOND ORDRE DES SURFACES CERCLEES.

Les invariants différentiels du second ordre des surfaces cerclées
par rapport au groupe conforme sont les invariants du groupe (G)

prolongé au second ordre. Introduisons les variables
da' ,,_dvf ,de ,_ dd, ,_db} ,_ de

"
a = —=>

= — C' = — a, — —_— C, =
dt de’ dt’ LT T ode’ 17 de

(1) DEMARTRES, 4nnales de U’Ecole Normale, 3¢ série, t. 1I, 1885, p. 135.
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Les coefficients de (—;,L,, d[,, . de la transformation infinitési-
male X f prolongée au deuxiéme ordre sont les dérivées par rapport
a ¢ des coefficients de f :l{” --- dans la transformation X;f pro-

longée au premier ordre.
Les dix transformations prolongées au deuxiéme ordre sont donc :

X, f=Xsfra L 9 Oy

1957 1 da" 00" da",
" d n d d d
X’ f X5f+biﬁ C, ()bf” b" dj;, c" d';,,’
d , 0 d )
X/ =Xf+c ()f” — g e o~
1
’ —_— l/ df " f " df ()f " f n df
X, f=X,f+a Py +bdb”+c 907 T4 ‘d”+b'db”+036?’

x's f:xsf +2(a12_b12_cl2+ aal/___ bbll_* CCII);)_./__;’+2(abII+2aIbI+ allb)d()_f

b,,+2(ca +zc’a’+ar”) f

Ul ) n n d U 7 I Ul
+2(at—blr—ct+aa|— b b\ —cc l)()f, +2(a, b} +2aib’1+a,b,)—dlj;, +2(c,a}+2c) a\+a,c)) %'{,—,
1 1

Xy =X f +2(b”——c”——a’f+ bb" — cc" — aa’ )%‘f;,—i—z( be" +2b'c’ + b'¢c) % +2(abd" + 2a'b' + ba") 5(%’7
+2(bi—c2—a't+b, b, —c, ¢\ —a,a)) (%—,ﬂ—z(hc",—*— a by ¢} +b)c,) gc{— +z(a,b”,+za’,b’,+b.aﬁ):TQ )

X =X of +2(c*—a?—b'?+ cc" — bb”)gf;, +2(ca’ + 2c'a’ + c”a)(%fr, +2(bc" +2b'c' + ¢cb") g;{i
+2(ct—dP— b2+ ¢y —aa|—b, b")d'f,: +2(c,a”+2c’,a',+c”,a|);af rF2(bicy + 20 ¢\ +c, b)) :{,:

Les invariants du groupe défini par ces dix transformations infi-
nitésimales sont les intégrales du systeme d’équations X f =o
(f=1,2,...,,10) ou du systtme équivalent obtenu en remplacant X; £,
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X, f, X, f par les combinaisons
Xpof—(@+a)X  f+ (b +b)X, f — (¢ + ¢,) X f— (aa,+ bby— cc,) X f + (cay+ ac)) X f+ (¢by + bey) X, f,
Xy f—+b)X, f+(c+e)X, f—(a+a))X' f—(bb,+ cc, —aa) N f+ (aby+ ba)) X, f + (ac, + ca,) X}, f,
Ny f—(e+e)X f+(a+a)X, f— (b+ b))\, f— (cey + aay,—bb) X/, f + (be, + c¢b)) X', f + (ba,+ ab)) X', f,

combinaisons indépendantes, qui ne renferment plus

o o of o Of of

—_— ey ey ) et

da’ 96’ 9c¢’ Oa,’ db, de,y
Le systéme des trois équations
Xif=o0, Xyf=o, Xjf=o
admet quinze intégrales distinctes :
a,—a, b,— b, ci—cj
a, b, c; ay, by, c\; a, b, c"; ay, by, cj.

Désignons a, — a, b, — b, ¢, — ¢ par les lettres A, B, C, et prenons
les quinze quantités A, B, C, a’, &', ..., ¢; comme nouvelles variables
dans les équations X, f=o, ..., |, f = 0; nous obtenons :

Vif=Yifrai oL 2 oy O

'W RGP TH BT o9a" — %
! df " l)f 1 4 df —
YQf Y2f+bld”—cldb{/—l—bw_cdb”_o’
7 —_— //__oi " df I 0f df
Yof=Ysf+cf oal _alT;, “+c b—”“"a Erd =0,
1 df " df II df II df " f Ul df —_—
Y‘f Y6f+ald rl+bldbr/+ l-d_ll+ dll bdbll_'_cw 0,
Y, /=Ysf+(Aa] —Bb| — Cc| +2a,2—2b2—ac}?) df: +(Baj; +AD] +4a{b'1)d£‘6fv, +(Aci+ Caf + 4a102)§§;
1
—(Aa"—Bb'— Cc"— 2a”+2b’2+zc”)ai,, -—(Ba”-{—Ab”—[,a’b’)%~(Ac”+ Ca”—éa’c’)% —=o,
I}
Y. f=Ysf+(Bb; —Cc} —Aa} +2b*—2c*— 2a,’)d£, +(C8] + B+ 4 bic) gf +(Bai+ Abi+ 40} ai)—f,,
ay

—(Bb”—Cc”—Aa”—ab”—t—zc”+2a’2)(7'£~,,—(Cb”—i—BC” Ab’c)gf,, (Ba"+Ad"— 4 ’),,fr,zo,

0 "

Y, f = Yo/ +(Ccf —Adi—Bb{+ac —aait—abi?) L s +(Ac.+(‘a.+40.a.)df,,+(Cb,+Bc +[.c|b’)d{,;
—(Cc”—Aa”—Bb”—zc’2+za”+2b’2)TL{,—(Ac”+Ca" he'a) L —<Cb”+Bc"—z.c'b')oﬂbf;_—_
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Les intégrales distinctes de I'équation Y|, f=o s’obtiennent en
intégrant le systeme des quatorze équations différentielles suivantes

dA _dB _dC _ da' _ db' _de _ da, _ db, _ dc,

—B 7 A o =V ad "o Tb a4 o
_da" _db" _de" _ dai _ dbi _ dcj
T —=b"" a" T o T —=b}7 a} o

ou le systeme équivalent

dA __ dB _ dC a' dA +b' dB + ¢ dC __ Ada' + Bdb' + Cdc
B A T o’ AV —Ba - Ba — AV ’
da' _ db _ dc' a, d\ + b, dB + ¢, dC _ Ada',+ Bdb,+ Cdc,
—bv ~ @ ~ o’ Ab, —Bd| - Ba, —Ab; ’
da, _db, _ dc, a" dA + b" dB +¢" dC __ Ada" + Bdb" + Cdc"
—b,  d, o’ Ab"—Ba" - Ba"—Ad" ’
da’ _ db" _ dc aidA + b7dB + ¢ dC _ Ada’+ Bdb, + Cdc
—b " @ T o’ Ab{—Ba] - Ba|—Ab] ’
da, _ dby _ de

— by a 0

Ces équations admettent les quatorze intégrales distinctes

o =—A* +B? + (2 C, oA =a't+ b+ 2
ca=Aa +B¥b +Cc', o, op=al+ b+ c,
o =Ad|+ Bb, + Cc), cl, ov =a"+ b" + ",
cy =Aa"-+-Bb"+ Cc’, <, op =al?+ b+ c?,
gd =Aaj+ Bb]+ Ccf, cy.

Prenons ces quantités o, a, 3, ... comme variables, les équa-
tions Y, f=o, Y, /= o deviennent

U \ p I | 9
Bac+ 019 Y og TG T Vo
AY Oy O W

== + a5 + a5 +a) = =o.
oC TN T o0 T Ager T4 o0

+ b df + b”j’_/_‘_

= o0,

Nous pouvons remplacer ces deux équations par le systéme équi
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valent :

(Ba\,—A b)) f+(Ba Ab) f—i—-(Ba —AbY) f+(B —Ab) L f

f

(Ba, Ab’)df (@b —a'by Y +(a',b';—a;'b')ﬂ+(a;b" a'by) % =

Y ac'  ac;

Les coefficients sont des fonctions des nouvelles variables définies
par les identités :
Ba' —Ad =\(c—C?)(A—a?) — (¢ — Ca)? /o,
Ba, —Abi=V(o —C) (p— B*) — (| — CB)* Vo,
Ba'— Ab" = \(a—C¥) (v— y)) — (¢" — Cy)? Vo,
Ba)— Ab,=\(c—C*)(p — &) — (¢} — C8)* Vo,
(6 — €) (@} b' — a'b}) = (g2 —Cc') (Ba, — A b)) — (af — Cc)) (Ba' — AD'),

...............................................................

La premiére équation admet donc les trois intégrales distinctes

. ¢, —Cp - ¢'—Co
® — arcsin — arc sin = ’
Vie —Co (p —B?) V(e —C) (A —a?)
. " — CB ¢'—Cy
® — arc sin ‘i —arcs
® NI B o T
. " — GB . ¢y —C3d
¥ — arc sin ‘1 — arcsin ! .
V(e —C2) (p— B?) V(e —C) (p — &)

Or, nous avons

cos © — aa+bb +cci—oaf
Vo (e —B) (A—a?)
(2) ) cos(ll_a”al +b0'b +c"c\—aBy
Vol (p— B (v—7?)
Coslp._a"a’+b’{b',+c'|'c’,—aﬁ d
Vo' (p— ) (p—9%)

Les quantités
o a, B, y, 6 A @ v o,
60 =a' a\+ b b+ ¢,
cp=a"a,+ b b, +c"c),
o =aja,+ b\ b +cic|

sont donc douze intégrales distinctes des équations Y, f=o, Y, f=o0;
B. 8
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cosL =
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on reconnait facilement qu’elles vérifient aussi Y, f=o0; ce sont les
douze intégrales du systeme des trois équations

Y, f=o, Y,f=o0, Y,f=o.
Les trois formes
gl =a' a"+bb"+c,
! "

ocm=a a,+ b' b} + ¢ ci,

_.__II” "R " N
on =a"a)+ b"b+ c'c)

sont aussi des intégrales du méme systéeme.

Calculons /, m, n en fonction des douze intégrales distinctes précé-
demment trouvées. Les résultats nous serviront dans la suite. Consi-
dérons les angles

L=®—80,
M=V¥-—-0,
N=0 -V,
Les formules (1) donnent
l— ay

cosL =

Va—a) (v —p)
et les formules (2)

(6 —aB) (9 —BY) +V(r—PF)(A—a*) — (B —af)V(p— ﬁ’)(v—y’)—w—ﬁy)’
(B—B)V(A—a?) (v—7?)

ces deux valeurs de cosI. nous permettent de calculer/; nous obtenons
de la méme maniére m, n :

(0 —ap)(o—By) +V(—B)(A—a?)—(6—af )*V(r — B»O—y)—(e—Bn*

l=ay+

p—p
m=ad+ (4»—66)(9—aﬁ)+\@—f»")(p—'3’;—_('(4;2——65)2\/(H—@’)(l—a’)—w—aﬁ)’,
=3+ (<P—Byw—(36)+\/(u—ﬁ“)(v—72:(gg— By Vip—p*)(p—3) — (¢ —B3)*

L’équation Y, / = o montre que les intégrales du systéme Y, f = o,
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doivent étre homogenes et de degré zéro. Nous sommes donc amenés
a prendre comme nouvelles variables dans les équations

Y,f=o, Y. /f=o, Y.f=o
les quantités

a By & A opov,op 8o Y
ou des fonctions de ces quantités :
A*=/4/Ap  aulieu de ), A2=/((2aB —0) au lieu de 6.
= %(hp —2BM + aadp + p!l) au lieu de v,
A = :A‘E(zﬁ)\+BAf—-2ot5——2ap.— aA?— 2By +m+g) aulieudep,
car les équations (3) montrent que A’ et A’ dépendent respectivement

devetp.
Aprés ce changement de variables, les trois équations s’écrivent

a’% d‘g (ba'a —a"— 2AR) 0;' (40’,@-{*—6!'{—21\{/.)%
——2Ap.d—f——2(ya’,—ﬁa”+ za’G—)\a',)g{P' 2(AY + a\p) {P
d /d 7 "
df b,dé—(dba b"— 2B)) f — (40, @+b—2Bp.)d'£
—2By.—g%——2(yb'i—-(3b”—|—2b’ — b)) df —2(BY+ b\ p) ¢_o,
c%—cidjﬁ‘ (fc'a— c”——zC)\) f —(4c\ B + ¢ ——?C,u) o
_2Cptdf—2(yci—ﬁc”+206—7\c) 9 2(Cq;+c’,pt)%_—_o.

Additionnons ces équations aprés les avoir multipliées respecti-
vement par A, B, C, ou a, &', ¢, ou ), b, ¢,. Le déterminant de ces
neuf quantltes étant en general différent de zéro, nous obtenons trois
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équations distinctes :

xf—adf of —(fot—y— mﬂ’_(mzﬂﬂm%
—z(me—xm%—awwmg{ =
V=02 "{5 (4a9—m—267) [ (y+apm ¥
<9+}’H ﬁw—IG\ﬂ—9(6¢+p)% 2@Fdf-o,
2f=23 — 0% — -0 — g —2au+m g
-——2(y6—-—ﬁl+7\9)£——2(a4}+}L9)-3—{P.—2ocp%‘£:

AA
(‘-m)‘

Les quantités A, A,, A’, A, sont des intégrales du systéme
d’équations
Y, f=o, Y, f=o, Y, f=o;

les intégrales de I'équation X /= o sont avec A, A, A, A}, les quan-
tités

xz=oaf,

y=t

__ap+0—4pt

-
Vi

_¢o+2(220 —AB)
&= 2B(2a20 — Agp)
h=Vu(hat+y—2d),

¢—2fp
k= e

Les intégrales A’, A] peuvent se mettre sous la forme

A’:A(£+£+2a),
2\y A

A= — 2h 8x2—Afa:—A: g—(m+ BAT—aad —a2ap)|.
Al \/‘7 8y .
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Nous sommes conduits & prendre comme nouvelles variables, dans les
équations Y f = o, Z f = o, les quantités

Ar A, Ay, A’n Zy Y, 3 h

et
2h At
3y =—— (82*— A’x———) au lieu de
1 \/}’ ( 8y g ° 8
k .
= — au lieu de k.
Y

Les deux équations deviennent aprés ce changement de variables
2
Y [f= (wy+ A——zx) 9/
9 9
+ay0-nE +<a,¢;—z>,,-—§ +(r—m) L =o,

+(xy«——f+a.w)"f (o + 2425, B8 7)o

8 oh

=o0.

Nous voyons que 3, et 3, sont deux intégrales du systeme Y, f = o.
Les intégrales de Y’ /= o sont :

hxy — A}
X =32
Vy —1
h\y — 3,
Y =4 L2,
\/)’—I
z:(,:_\/;___‘.i)_*.
Vy —1

Si nous désignons par C,, C,, C; les quantités

Clz AI:—
Co= A", + (A3, —2A3A/,
Cs—_—[I(A?:)z‘*‘ 43— 2A1A’|)>

et si nous prenons X, Y, Z comme nouvelles variables, I’équation
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Z' f = o devient

9 P P
(X C‘)J{E +(X\{+cg)5§c +(XZ+C3)3'é —o,

équation qui admet deux intégrales distinctes

e CZ—GX C,Y — X
93—- e —— c)b: —_—
C,VXi+ G, C, VX + C,

Nous avons ainsi les huit intégrales distinctes du systeme Y, f=o0:

A) Ala AI? A’n ah 52, '33) ‘,’)b'

Leurs expressions en fonction de «, §3, v, ... sont données par les
formules

A*=16Ap,

At =4(2aB8 —0),

A= 38—(lp+x|;)\—2ﬁ)\p.+ 2 Q. ),
3

A',:—A%;(aA}—ﬁAf—zﬁl+2a6+2ay.+2ﬁy~—cp—m),
3;=20y — 208 +ald}—9,

é,:-}:—?ﬁ,
oGO ey () |
g U 0By — mos - (o — ABY) +- (— 208) () — Bm)

b

V(A — AN V= (p—B) (A —a*) + (6 — aB)?
]6\,—%(—ﬂ+7)[(6—oq3)’—(n—ﬁ’)(k——a')l
PL v el —38p + y(38* — pot) + (9 — 2aB) (BL— ag) |,

3, =
) (A — A —(p— ) (A—a?) + (0 — aP)?

Ces huit intégrales sont les invariants des surfaces cerclées par
rapport aux transformations conformes; ces invariants sont relatifs,
ils changent quand on prend, un nouveau paramétre. Soit un para-
métre T lié 4 ¢ par 'équation

t=g(7),
nous avons

da _da , d'a _dta , da ,
=@ dw T ars Taf
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et si nous placons un trait au-dessus d’une quantité pour indiquer que
le paramétre est T, nous avons

—2 —2
A =g, A= g" At
— —
A =g"?A"+ g"A, A= g" A+ g"Ay,
—_ A2 - U4
9,:g’39,+g'g”71; -’5,:g’~'§,+:,—:
8
- Is) —_
a,=;‘,- 3, =g'd,.

Nous pouvons former, avec ces quantités, six combinaisons
distinctes qui ne renferment plus g', g”; ce sont les six invariants
absolus

Ioz%z
Lol (gl
1= A, °=dt )’
5, A
] 2A_Ilkpl_a+B_Ll_d_lo p oo+
LAY Ajl2i\p 2 ; .Y PY 27t A VA S ’
28,—A'2A‘
I.= iA? ’
-3 S
Ib'—l_A_ (l—\/ 1)*
A2 .
L=rng

En résumé, nous avons formé un systéme de dix opérateurs
X f(i=1, 2, ..., 10) qui permet de reconnaitre un invariant du
second ordre des surfaces cerclées : Une fonction de a, b, ¢, a,, b,, c,
et de leurs dérivées premiéres et secondes définit un invariant si elle
vérifie les équations X, f = o, et tout invariant absolu du second ordre
peut étre obtenu avec les six invariants absolus fondamentaux I,, I,
L, I, I, I,.

Calculons les expressions de ces invariants en fonction des va-
riables u, v, w, p, r, R.

En différentiant les formules (1) et en tenant compte des relations
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connues entre les cosinus directeurs des axes mobiles, leurs dérivées
et les composantes p, r de la rotation, nous obtenons les expressions
de o, B, v, ..., ¢, {, m en fonction de u, ¢, w, p, r, R; et si nous
remplacons «, B, ... par les expressions trouvées, dans 1,, 1,, I, ...,

nous avons
15— (w' — p?R2— w*— 024 R"")?
0T (W PRI+l + ' — R 1 f(wR — opR)?’
L L _d,
'Y7WA, T ds
2(vpR — wR’) d
L— 1! 4 02— R"? 4+ w? — p*R? w (A __ ds
27 A )2 2(vpR—wR") : R '—dt)’
paa [Ee v?— R+ w?— p?R*

(1v)

s ()] (]

—u(3uw+2pR2r)—3v(wv—pRR’)§,

_ —aW,pu wv——pRR’)’ w
ll'_R‘A,(Af—A‘) u[u—i—( pu +7 P
. . (Y wov — pRR’
+to—pmi[o—(5) - = ]|
en posant
W, =@ T T
=V +v*—R?+w’ — p'R*— 2. (wR'— opR),
. 2 W pu wy — p RR"\’ w
b= maarew e (U)o

e[ (3) eS|

W=\a"+ b+ ¢

=yur+ ¢* — R?+ w?— p?R*'+ 2:(wR'— vpR).

Il nous sera facile d’interpréter géométriquement les quantités
entre crochets et les invariants eux-mémes. Nous connaissons déja
la signification géomeétrique de I'invariant absolu du premier ordre I,.
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CHAPITRE VIII.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE DES INVARIANTS DU SECOND ORDRE I, I,.

1. Calculons I'angle d} d’une sphére fondamentale avec la sphére
fondamentale infiniment voisine; désignons parZ, v, {les coordonnées
du centre et par p le rayon; nous avons

d'\l), . Elz_l_.n/z_‘_ Clg___pll
0] = 92 :

Les quantités &, n, {, p sont données (Chap. VI) par les formules

. __a—+ Aa, b+ Ab ¢+ Ac, . ARZA
() e==T =Ty fToEac fThaan
Nous savons que A est racine de I'équation
2
(3) p.A’—ﬁA-i—)\:o.

2

En différentiant les équations (2) et tenant compte de (3), nous

dd?
obtenons comme valeur de —d%'?

d—qﬂ.—_—<il—-+a+@)’

di?
dyr lilo_l_ _a—i—ﬁ ’.
|2 @\ '°8A 3

. N A-, . ) <\ ]
La relation cosFF, = 15 qui donne I'angle FF, des sphéres fonda-

mentales permet d’exprimer les racines de I’équation (2) en fonction

de cet angle
I~ -_\ P
A\:\/ﬁe’/F;’, \,:\/{le_’"'i;

N\
_d_q;__l_dlo r_a+B 1dFF,
dt — 21 dt g A 3 2 dt

et 'angle de la deuxieme sphere fondamentale avec la sphére infi-
B. 9

ou

par suite
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niment voisine sera donné par l’équation

by _ 1 d a+(3+rdFF,_
dt =i di \/ 2 dt

Nous trouvons dans le deuxiéeme membre 'invariant

1 d o+
Allz:;ld_tlog\/%— 7 6;

et —— q" peuvent donc s'écrire

¢

4 a1 rdFF,

dt T2 T dt
dy _ : dFF,
20 = Al 5

Ajoutons membre & membre, puis retranchons, nous obtenons aprés
i lacé A, par 22, ds désignant I'angle de la génératri
avoir remplacé A, par —, ds désignant I'angle de la génératrice avec
la génératrice infiniment voisine,
ah kP
ds
PN
a d. dFF
0 2 ‘P =0

_—— = —

s ds ds

Différentions I’équation I} = cosFF,, nous avons

—_— N
c&m*_\/l—lg dFF,
ds — 2l ds ’

]‘:

et la formule (4) peut s’écrire

VR (2 2).

Les expressions de —4‘, & en fonction de I, I, I, sont

dl.[,« _ L1,
i Ve T
ay, L1,

=L =
ds +\/1—l§
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2. On obtient encore un invariant du second ordre qui dépend des

invariants fondamentaux I, I,, I, en formant cosF/’F'l, F', F, désignent
les sphéres autres que les sphéres fondamentales, qui sont tangentes
a la surface aux points de courbure, et dont le centre est un centre de
courbure principale.

Soient M, M, les points de courbure; C le centre du
<N PN
cercle, o = CX, CM, 2, = CX, CM,; o’ 7, les rayons des sphéres F', I, ;
V l'angle du plan tangent & la surface avec le plan du cercle. Les
coordonnées x, y, = du centre de la sphére F’' sont

H 7
z=Rp' (_1__ Sm\)coscg,

P R
y=Ryp (é — S]§V> sing,
s—=p'cosV.

Les coordonnées x,, y,, z, du centre de la sphére F' s’obtiennent en

N
remplacant dans ces formules ¢ par ¢, ¢’ par p; et 'angle F'F, est
défini par I’équation

p”—l—p I(z—x)*

/\
cosF'F|, = 7
20 Py

Si nous remplagons «, y, s, x,, y,, 5, par leurs valeurs en fonction
de 3, 9,, nous avons

PN _ iV -
(5) cosF Fj=cos(V—V,) —2R?sin? £ QCP'(é_—qﬁ )(ﬁ“mﬁ )

sinV I smV,
et — —
R P l\
La somme des courbures en un point quelconque de la génératrice
6find ' ; ; racteristi 4 5 (!
défini par I'angle 9 du rayon avec la caractéristique est égale a (')

Calculons les quantités -

AR
R sino 4+ R N— )
RH (P ? +Q— o

(1) DEMARTRES, Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série, (. II, 1885, p. 131.
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Les lettres M, N, Q, H désignent les quantités suivantes :

M= ucose+ vsing+ R/,
N=rR+v¢cose — using,
Q=w+ pRsino,
H> =M+ Q2.
. aov . . .
Or, aux points de courbure, on a 9 =08l Hest différent de zéro. En
effet, soient
S (X, Y)=uX+(¢—pRe)Y+R(R'— wwi)=o,
SiNY)=uX+ (v +pROHY + R(R'+wi) =0

les équations des cordes de contact des spheres focales (Chap. VI,
n® 1, 6). Une sphere quelconque
2(z—a)+ AX(z —a,)*=o,

passant par le cercle, est tangente 4 la surface aux points du cercle

situés suar la droite
JX, )+ Afi(X,Y)=o.

Si nous remplacons A par la valeur tirée de cette équation dans la
formule qui donne 'angle de la sphére avec le plan de la génératrice

(Chap. VI)

tangV :i%—i—;’
nous obtenons
tangV —= _NQI—

Différentions par rapport a 3, nous avons

0¥

Hdcp

= (pRR’'— wv) cosg + uwsino + pRu.

Or I’équation
(PRR' — wo) X + uwY + pR2u=o0

définit la polaire du point G, commun aux cordes de contact, ce point
ayant pour coordonnées

wv—pRR’, y—_%
pu p

’

X=
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et nous savons d’autre part que les poinis de courbure sont situés sur
cette polaire.

av , .
— étant nulle, la somme des courbures s’écrit

de
[ . ov Q
m(pl{smcp—b- RW) + RH’
L ite 2 — SV o ¢ une des courbures principal int M
a quantite g = —p— est l'une des courbures principales au poin

(Chap. VI); la deuxiéme courbure est donc

\

1 1 . avy .
E—'_R_H<pR5ch+RW)’
par suite,
(6) _‘__Si"V—i__Q_—L(ﬂ_‘_‘_'>
© R o RH H\or R
vV,
Z—CP tant nulle, nous avons
{)_V———ﬂ— ! i ]0crl>
ot — dt —2_idt< °A

car V est défini par I’équation

r WA+
tangV =iy

et, d’apres les formules (II') du Chapitre 1V,

w__ot—i—ﬁ
R™

.. . T - ov
Ainsi aux points de courbure, c’est-a-dire avec la condition 9% =0

nous pouvons écrire

ﬂ w 1 d 1 o+ P
ot~ R 2idet

et, d’apres les résultats obtenus au paragraphe précédent,

IV w  dy
(7) 9 RT A

dy désignant I'angle de la sphére fondamentale avec la sphére infi-
niment voisine.
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L’équation (6) peut alors s’écrire

1 sinV__ 1 dy
' R H dt’

au deuxiéme point de courbure, nous aurons

1 sinV, 1 dy,

o R —H, dt’

La quantité H, est ce que devient H quand on remplace I’angle ¢ par

la valeur g, relative au deuxiéme point de courbure.
%

Calculons sin? ; les angles g et g, étant racines de I’équation,

v _,
09 ’
nous obtenons
. ,9—o; . HH
sin? L= R‘Al"
Si nous remplagons sin? 2 — 9, P—]' - %‘{X, -;—, - S"Il{v‘ par les valeurs
1

que nous venons d’obtenir, dans la formule (5), nous avons,

T dy d
COSF'F;:COS(V—V,)izz—Zd—‘l; jtl’

PN
V —V, est égal a 'angle FF, des sphéres fondamentales, nous pouvons

2N 2
donc remplacer cos(V—V,) par cosFF, et, d’autre part, A? par Al

cosFF,

L9 1a formule devient
/\.%” a formule devien
cosFF,

ou

A 2N
cos F'F| = cosFF, li?ﬂ ﬂ'—)
ds ds

3. Considérons la sphere harmonique (') ot en un point de cour-

bureM; elle est tangentealasurface en M, et 'inverse de son rayon estla

. sinV , .
demi somme des courbures % <é —+ b'g ) - L’angle de la sphére harmo-

(1) Tayssvr, C. R. Acad. Sc., t. CXXVIII, 1899, p. 127}.
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nique 3¢ et de la sphére harmonique 3¢, au deuxiéme point de courbure
est donné par la formule (5)

o~ ~ .
cos(3¢, 3¢,) =cos FF,— 2R?sin? i - P1

l<l +sinV> sinV [1<1 _'_sinV,)_sinVi]
x[; TR )T R I\ TR R

cos(ﬁ):cosfﬁ%—%[co/\ /\]

ou

4. D’apres les formules (IT) du Chapitre IV, les vitesses des foyers
sont

Voh =Vur+ vi— R + Ww—pR2+21(wR'—vpR),
sp=Vil+—R +wE—p R:— 2 (wR — opR).
{J.

Le module de ces deux quantités imaginaires conjuguées est RA, car
on a trouvé (Chap. IV)

RéA' = (" + o' — R 0’ — p2R2)2+ 4 (wR' — cp R)™

Les arguments — ¢ et + ¢ vérifient les relations

o 1 d o fp de
\/;_;.—e ) Ed—tlo°\/7—d—t’

et, d’apres les résultats du Chapitre VII,

[-L(ﬂ_ﬂ
A \de t )

PN
5. Dans’hypothése FF, = o les sphéres fondamentales sont confon-

dues, la valeur correspondante de .\ est \/1’1’ I'angle V de la sphére

fondamentale avec le plan du cercle vérifie les relations

Vi
— I
tangV:i—p'—- av .—_Lilog\/E'

Y dt a2 dt )

- —1

-
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par suite,

L dv a+5>
S VA7

CHAPITRE 1X.

INTERPRETATION GEOWLTRIQUE DES INVARIANTS I, I,, I,.

1. Le point G commun aux cordes de contact avec la surface, des
sphéres bitangentes, appartenant a la caractéristique et au plan radical
des sphéres décrites sur deux génératrices infiniment voisines, est le
centre d’une spheére coupant orthogonalement ces deux généra-
trices (*). Calculons I'angle ¢y de cette sphére avee la sphére infini-
ment voisine.

Les coordonnées du point G sont

X — w¢ — p RR’ w

pu Y———, Z—=o.

Les projections sur les axes mobiles du déplacement infiniment
petit du point G sont
oX = udt— rYdt+ dX,
oY=vdt+ X dt+dY,

ol =o.

Remplacons X, Y par leurs valeurs, nous avons

oX (wv—pRR’)’ w
- —=u+ (———) +r—>

dt pu )4

oY (w ’+,_wv——pRR’

a Y <F> pu ’

o7z

"—’;——0.

Soient ©, ¥, les projections de la vitesse du point G sur les rayons

(1) DEMARTRES, Aunales de l'Ecole Normale, 3° série, t. 1I, 1885, p. 148.
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du cercle perpendiculaires aux cordes de contact des sphéres focales
(Chap. VI, n°6)

uX + (v—pROY + R(R'—wi) = o,
uX+ (¢ +pRY + R(R' 4+ wi)=o;

ces projections ©, ©, sont données par les équations

oX .. oY

o w +(""‘p“‘)g;
V@ (v=pRui?

5X oY

o u— +(v+pRt)dt
' Vi +(v+pRey

Les expressions des invariants I, et I; en fonction des variables u,
v, w, R, r, p (Chap. VIIl) nous montrent que ces deux invariants
s’expriment d’une maniére simple en fonction des quantités v, ©,.

Nous avons
—apuJw—+ (v —pRey

RFA, (AT — A%)
2pu\w+ (v+ pRe)y
R*A, (AT — A7)

lb:

\’Vl \‘),

15—:

‘V \()1-

Les quantités W, W, sont les vitesses des foyers P, P,.

'Nous pouvons introduire le rayon & de la sphére orthogonale a deux
cercles infiniment voisins

% b A
CR2:X2—+—Y2—R": “ (/A - 2A1)
hp'u

Les invariants I,, I; peuvent s’écrire

L — 1\/1¢’+t'2~—p’l{2—2('pl{t W, 0
. -

2 p’u? R*A,’
[ —_1 ur+ o’ — p2R°+20p Ri WO,
5T p’u? RZA,

2. L’angle dy de la sphére (G) orthogonale a deux cercles infi-

niment voisins, avec la sphére infiniment voisine, est donné par
B.

10



I'équation
3Xr oV o da
de¢ d8 T dr vaE T ar
det — K )

Les coordonnées du centre (G) vérifient les relations

. 0X oY dR

X+ Y2 —R2=AR?,
et I peut s’écrire

der
dp 1 [8X sY? X oY
TR [dtl(yz R + Zp (X—R) —2 2 dt\Y]

Or, si nous remplacons I, I; par les valeurs précédemment obtenues,

PN

0X dY
en fonction de = =i 4 hous trouvons

. X’ oX oY
1:+1§—zl:lds:Eﬁf[ » (V= 7 ‘“”‘“dtdt“]

par suite,

&

1
-—27— 124+ 12— 212 L 1,

—_—

ou bien, en introduisant I’angle ds de la génératrice avec la génératrice
infiniment voisine,

‘fl’f =D +12—al2L L.

Nous pouvons donc énoncer cette proposition :

dy désignant l'angle de la spheére (G) avec la sphére infiniment voisine,

., dy . , .
la quantité -d—i est un invariant absolu du second ordre qu’on peut obtenir

avec les incariants fondamentaux 1, 1,, 1;.

3. L’angle i de la trajectoire d'un point de courbure Mavec la géné-
ratrice est un invariant par les transformations conformes, puisque
les points de courbure conservent leur définition. L'invariant sinz est
du second ordre et 1l dépend des invariants fondamentaux qui renfer-
ment r. Soit 2 'angle du rayon CM avec la caractéristique, les coor-
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données relatives de M sont
Rcos¢g, Rsing, o;
les accroissements de ces coordonnées relativement aux axes fixes
sont
; i3
dx =Mdtcosp + (Ndt+ Rdo) cos (cp+ ;>,

dy = Mdt sing + (Ndt + Rdo) sin (cp +12r->,
0z =0Qdt,

d’aprés les formules générales

or =udt—rydt+dx,
oy =vdt+ (rx—psz)dt + dy,
0z =wdt+ pydt+ds,

et le déplacement infiniment petit do de M vérifie la relation
do’=Wde+ (Ndt+ Rdg).
L’inclinaison ¢ de la trajectoire est donnée par I'équation

Slni— H d¢
T do

Or do renferme la quantité N=rR + vcosp — using et, par suite, r;
dyp s’obtient en différentiant totalement I’équation

oV
—_— = 0.
op

4. Les angles d{, d}’ que forment les sphéres de courbure en deux
points consécutifs d’une ligne quelconque et 'inclinaison ¢ de cette
ligne sur une ligne de courbure vérifient la relation (')

dy

cotl —= ——

ay’

(1) DEMARTRES, Sur la torsion sphérique (Bulletin des Sciences mathématiques, ¢ série,
t. XXI, juillet 1897)
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Si nous appliquons cette propriété aux spheres F, F' et aux
sphéres F,, F, relatives aux points de courbure M, M,, nous voyons
que l'angle d}’ de la sphére F' avec la sphére infiniment voisine et
I'angle ¢y delasphére F| avec la sphére infiniment voisine donneront
deux invariants du second ordre dépendant de r

ds’ ds

CHAPITRE X.

INVARIANTS DIFFERENTIELS D ORDRE SUPERIEUR A DEUX.

7

1. Soient I un invariant absolu d'ordre ¢ et ¢ le parameétre.
Placons un trait au-dessus d’une quantité pour indiquer que le
parametre est T, lié & ¢ par 'équation ¢ = g (7). Si nous effectuons le

changement de variable dans I'invariant absolu I, nous obtenons I et
par suite

(1) dl=dl.

Le changement de variable effectué dans les invariants relatifs A, A,
donne

(2) Aydt=247,dr, Adt=Adr.

D’apres (1) et (2), nous avons

a__ d AL _ di
Adt R de Adt — Adr

. | dl . .
Les quotients —» s—. sont donc des invariants absolus, et les
: .
quantités A, dt, Adt des parametres differentiels. Si ds est 'angle de
deux génératrices consécutives, nous savons que ds est égal a A, dt

- . dal ' dl T
et I'invariant @ beut sécrire 22 Une différentiation, par rapport
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a s effectuée sur un invariant absolu d’ordre ¢ donne un invariant
absolu d’ordre ¢ + 1.

2. Avec les cinq invariants absolus fondamentaux du second ordre,
nous pouvons former cinq invariants absolus distincts du troisiéme

ordre
dl, dl,  dls,
ds’ ds’ ’ ds

Or il ne peut pas y avoir plus de cinq invariants absolus distincts du
troisieme ordre ; en prolongeant les transformations N\, fon introduit
six variables nouvelles a”, ", ¢”, a, b, ¢/ et, par suite, six intégrales
distinctes qui donnentseulementcing invariants absolus. Nous pouvons
répéter le raisonnement pour les invariants d’ordre superieur; nous
aurons donc par différentiation tous les invariants absolus d'ordre
supérieur a deux.

CHAPITRE XI.

FAMILLES DE SURKFACES CERCLWES INVARIANTES PAR LES TRANSFORMATIONS
CONFORMES.

Les familles de surfaces cerclées invariantes par les transformations
conformes seront définies par les systemes d'équations qui admettent
le groupe (G) oules groupes prolongés.

Nous avons vu que tout systeme d’équations admettant le groupe (G)
doit renfermer I'¢quation invariante R = o ou

(ay—a)+ (b,— b)*+ (¢;—c) =o.

Les équations X,f=o0 (i=1,2, ..., 10), obtenues en égalant
a zéro les transformations du groupe (G), prolongées au premier ordre,
forment un systeme complel; elles sont linéairement indépendantes
(aucune d’entre elles ne provient d’une combinaison linéaire 4 coeffi-
cients constants ou non des autres équations). Les déterminants du

dixieme ordre de la matrice (9n) formée avec les coefficients des trans-
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formations X, f ne sont donc pas tous identiquement nuls. Les équa-
tions formées avec les transformations prolongées au n*™ ordre
jouissent des mémes propriétés, la matrice correspondante s’obtient
en ajoutant 4 la matrice (9iv) un certain nombre de colonnes.

Nous diviserons les systémes d’équations qui admettent les transfor-
mations prolongées, en deux classes. Les systemesdela premiére classe
n’entrainent pas la nullite de tous les détermmants du dixiéme ordre
formés avec la matrice (910); les systémes d’équations de ladeuxiéme
classe entrainent la nullité de tous les déterminants du dixieme ordre
de la matrice (on ).

Nous savons que les systémes d’équations de la premiére classe
s’obtiennent en egalant & zéro un certain nombre d’invariants diffe-
rentiels. Par exemple, l'intégrale
(a”+ bt +c'?) (a) + by + )

—
At=16 A+ B +C)

du systeme X, f=o forméavec les transformations prolongées jusqu’au
premier ordre, donne les deux équations

ala+ bl;_'_ C'l:O, all2+ bllz + C’:: 0’

qui admettent les transformations X, f.

Tous les systemes d’équations de la deuxiéme classe doivent posséder
I'une au moins des équations obtenues en égalanta zéro I'un des déter-
minants du dixiéme ordre de la matrice (on).

Soient
A B C
E=|a b ¢ |,
ay b, c,
i[A(a,+a)+B(b,+b)+C(c,+c)] B C
B= aa' + bb' + cc' o |
aya) + by b, +c ¢ b, ¢

Si nous formons le déterminant de la matrice (o) dont les termes sont
les coefficients de

of of of of of of of of o of

= 37 ol 5 5z ? 5.

da’ 0b’ 93¢’ 9da, 9b,’ d¢,” 9a’ 96’ 9c, dd,’
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dans les transformations X; f (i =1, 2, ..., 10), nous trouvons

2A(a”+ b+ c”) (A*+ B2+ C*)*(E, — a,E).
Etudions I'équation A = o; nous avons

X, (A)= —B, X5 (A)=C;

I'équation A =o ne peut donc appartenir qu’a un systeme renfermant
en méme temps les équations B=o, C=o et le cercle serait indéter-
miné; I’équation A* + B*+ C’ = o est invariante.

L’équation a,E — E, = o ne peutappartenir qu’a un systéme d’équa-
tions renfermant I’équation R = o ou I'équation E = o.

Enfin il est facile de vérilier que le systeme des deux équations
E =o, E, = o admet les transformations \, /.

Ces équations expriment que la génératrice est le cercle caractéris-
tique d'une sphere (Chap. XIIT).

CHAPITRE XII.

SURFACES CERCLEES CORRESPONDANT A DES EQUATIONS INVARIANTES
DE LA PREMILRE CLASSE.

I.
1. Exprimons que le paramctre de distribution K est nul : Nous
P A e . .
avons K= ——*, d’olt I'équation invariante
1
A*— Al —o.

Cette équation donne la condition nécessaire et suffisante pour que
deux cercles infiniment voisins aient un point commun. Nous avons
vu, en effet, que la condition de rencontre de deux cercles (Chap. III)
était IH = o; or, nous avons

— L Ak
= A=A e
16
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L’équation qui définit les points de courbure

2
pLA’-—%‘- \+2=o

a deux racines égales (Chap. VI), les spheres fondamentales sont
confondues. Le cercle générateur reste tangent 4 une courbe de la
surface, trajectoire du point de courbure.

Déterminons dans quelques cas particuliers les équations finies des
surfaces correspondant a ’'équation considérée.

Soient r,, v,, z, les coordonnces relativement aux axes fixes du
centre C de la génératrice; o,, 8,, v, les cosinus directeurs de I’axe du
cercle; R son rayon. Lorsque ces quantités sont des fonctions déter-
minées d'un parameétre ¢, les équations finies de la surface engendrée
sont

Sa:—ro—i—zka,, a,=ux,— tRas.
(V) b=y,+ (RB;, bi=),— tRB,,
c= 7+ tRy,, = 3p— tRy;.

Les variables «, ¢, w, p, r (Chap. IV) sont définies par les équations

h R 19 1] IB]
p=ay + 35 + /s>

. ay ﬁz 73
r= ,7 oy B }'; s
(VI) / ay By 7 |

W0+’ =ay +y2+ E AN
I A o o
—vp=oxy + By, + 75,
i w =02y + B3y, + ¥35,-

Si nous choisissons arbitrairement z,, y,, 3, et les cosinus direc-
teurs o,, 3,, v,, le rayon R sera donné par I'équation A*— A} = o,
qui peut s’écrire, d’apres les formules (111) du Chapitre 1V,

(1) P RER”—2pew RR'— p° e’ R®+ w’ (0’ + ¢”) = o.

2. Toutes les surfuces de la famille, engendrées par des cercles con-

centriques non situes dans un méme plan, sont des spheres.

En effet, si le centre du cercle est fixe, nous avons u=v=w=o0
et I'équation (1) devient

P R’R'?=o, d’ou R = const.

puisque nous supposons p différent de zéro
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3. Toutes les surfaces de la famille pour lesquelles u = o peuvent étre
engendrées par le cercle caracteristique d’une sphere.
Lorsqu’on a I'équation u = o, 'équation (1) devient
pRR'— wy —o.
Interprétons ces deux équations :
Parmi les plans caractéristiques des sphéres passant par le cercle,
il y en a un qut renferme le centre du cercle, ce plan sera le plan du

cercle si la droite commune aux plans caractéristiques est elle méme
dans le plan du cercle.

Le plan caractéristique de la sphére de rayon R passant par le cercle
a pour équation (Chap. VI) par rapport aux axes mobiles

uX+vY+wl+ RR' =o.
Le plan caractéristique du plan du cercle a pour équation

pRY —R'Z+ Rw=o.

Or I'intersection de ces deux plans est dans le plan Z=o0 si ’on a
u=o, PRR —wv —o.

Deux génératrices consécutives ont alors deux points communs.

4. Toutes les surfaces de la famille, engendrees par un cercle dont le
plan reste tangent a la courbe décrite par le centre, satisfont a l’équation

R:ifudt.

Nous avons par hypothése w = o, I’équation (1) devient

R"— u?—o.

La caractéristique du plan du cercle pY + w = o devient 'axe des X
du triedre mobile.
L’angle p que fait avec ’axe des X le rayon passant par un pownt de
courbure est donné par I’équation
(wv — pRR') cos 9 — uw sing —pRu=o
ou
cosp —=z1.
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La génératrice reste donc tangente & la courbe dont les équations,
par rapport aux axes fixes, sont

x:xoiﬁa,, yZVVO_tRBh SZSOiRyln

Les cosinus directeurs «,, B,, v, de I’axe des X sont définis par les
équations

pa=00s7,—7:B5.  pPi=vsay —azy,  pyi=of, — o) B

Soit U(¢) une fonction arbitraire du paramétre 7; une des surfaces
satisfaisant aux conditions précédentes est définie par les équations

t? 2
xo:t<1———3->, a3:1+t2’
Jo= U(t)w ﬁ;:o,

_ . 11—
Z,.._—t, y”“:—{—t’
R =TU(¢).

Le cercle générateur reste, dans ce cas, tangent a la courbe plane
L2
x:t(l——§>, y=o, 2 =— {2,

5. Toutes les surfaces de la famille engendrées par un cercle qui
reste tangent a la caracteristique de son plan satisfont a I’équation

R==+ f vdt; le plan du cercle est alors le plan osculateur d’une courbe

tracee sur la surface, et le cercle reste tangent a cette courbe.

Lorsque la caractéristique est tangente au cercle on a w = == pR, et
I’équation (1) donne v = == R’. Une conséquence de ces deux équa-

tions est
(5)
—_ — ¢ = 0.
P

Or, les coordonnées relatives du point ou la caractéristique touche son
enveloppe sont

D\ / 3
X:l[<3)——a], Y=—2  Z—o;
rL\p p

elles deviennent, en supposant r différent de zéro,

X =o, Y==R, Z=o;
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ce sont les coordonnées du point de contact du cercle avec la caracté-
ristique de son plan.

Lorsque r est nul, le point ou la caractéristique touche son enve-
loppe est indéterminé.
La surface définie par les équations

a—=1—1It, a, =1+ it,
b=, b=t
c=t+1, =1t —1

satisfait aux conditions précédentes ; le plan de la génératrice a pour
équation
. Say(x —x)=o,
c’est-a-dire
(2) tr—z=o0.
Le rayon R vérifie la relation
R2=1+4 2= 2} + 3.

La génératrice est donc constamment tangente 4 ’axe des y, son plan
tourne autour de cet axe.

Eliminons ¢ entre I’équation (2) et I’équation de la sphére de rayon R
passant par le cercle

(2 —1)2+(y—¢t)+ (3 —)2=1+ £%

nous obtenons I'équation cartésienne de la surface

(a4 y 4 ) —2a(@ +ys + ) + 3 =o0.

6. Toutes les surfaces engendrées par des cercles passant par un point -
Jfixe appartiennent évidemment a la famule de surfaces considérce. Les

Sfoyers de la géneratrice sont sur la sphere de rayon nul qui a pour centre
le point fixe.

Soient U, V deux fonctions de ¢; U,, V, les fonctions imaginaires
conjuguées; les équations finies de la surface engendrée par un
cercle passant par 'origine des coordonnées sont

a="02—V2, a;=U2—V2,
b=1i(U + V?), by=— (U2 +V}),
¢c=2UYV, ¢,=2U,V,.
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Si nous prenons par exemple U =1, V =, |'équation du plan de la
génératrice est
(1—)y+2t3=o.
Les coordonnées du centre sont

xo=— 1+ L2, Yo=o0, 5,=o0.

Le rayon est égal & 1+ ¢?; la génératrice reste donc tangente au plan
des ys pendant que son centre décrit 'axe des x et que son plan tourne
autour de cet axe.
L’équation cartésienne de la surface est
(2”4 3+ 32)2 " —8xy*(2r+ y° + 22)
— 8z (22 + y2+ 3%) +162° (¥ + 3%) =o.

II.

L’invariant relatif A fait connaitre deux équations invariantes
(3) a4 b'?+ ¢?—o, al+ b+ c=o.

Ces équations expriment que les foyers de la génératrice décrivent des
courbes minima. Pour les surfacesréelles, si I'un des foyers décrit une
courbe minima, il en est de méme de I’autre foyer; deux génératrices
consécutives sont dans la position minima.

%

Soit S le centre d’une sphére fondame-ntale; le rapport A =

=
o

i

P, P, désignant les foyers, est défini (Chap. VI) par I’équation

A2
2

AZa'? — A} A+ Za'?=o:

supposons le coefficient de A différent de zéro, les deux racines de
cette équation sont dans le cas des surfaces a focales isotropes

A=o, A =oo;
les spheres focales deviennent les sphéres fondamentales; les points

de courbure sont imaginaires, ils se trouvent sur deux plans isotropes
tangents a la surface et définis par les équations

2(x—a)a'=o, 2(x —a,)a;=o.

Soient U une fonction arbitraire de ¢, U, la fonction imaginaire
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conjuguée ; les surfaces réelles a focales isotropes ont pour équations
finies

a=(1—t2)U"+2tU' — 20, a,= (1— )Uj + 2¢Uy; — 20,
b= (14 ¢t)U"— 2¢U' + 2U, — b= (1+ 2)U, —2¢U)) 4 2U,,
c=2tU0"— 22U/, c;=2tU; —2Uj.

Les formules (I) du Chapitre 1V permettent de remplacer les équa-
tions (3) par les équations

W+ v+ w’—p?R?*— R2+ 2(wR' — vpR) =0,

3/
S w4+ 4w’ — p?R2— R?— 2(wR' — opR)i=o,

ou encore, en choisissant pour paramétre ’arc de la ligne des centres,
par les équations

(4) P*R*+R'?2 =1,
(5) W4 0w’ =1,
(6) wR'— vpR —o.

Une conséquence de ces équations est

p? R2 — w?
/’2 R2

u?— ,

ou
u?=—_cos*®,

si'on désigne par ®@ I'angle que fait, avec la caractéristique, le rayon
passant par I'un des points de rencontre de cette droite avec le cercle.

Les deux autres composantes ¢, w de la vitesse du centre peuvent
s’exprimer en fonction de @ et de ’angle ® du plan du cercle avec son
plan caractéristique. L’équation de ce plan caractéristique, par rapport

aux axes mobiles, est
R’

pY— m Z+w=o,
d’ou
tang® — PT[’{

Il résulte de cette équation et des équations (4), (5), (6)

pR=sin®, R'=cos®6,
v=—sin® cos O, w=——sin®sin®,
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Calculons avec ces variables I’angle ds de deux génératrices consé-
cutives, nous obtenons
ds’ _ sin?0@ cos?®

ar =T R
L’angle ds est nul lorsque la caractéristique est tangente au cercle,
cos® = o, ou lorsque le plan du cercle est fixe.

Il existe une relation simple entre R, I'angle ds et le rayon & de

la sphere orthogonale 4 decux génératrices consécutives. Nous avons
(Chap. 1X) la formule

ar RE(A—AY)
. T 4pu?
elle devient
R* ds?
== 75

Les angles © et ® que nous venons d’introduire donnent une inter-
prétation géométrique du changement de variables dont M. Demartres
s’est servi pour démontrer les propriétés suivantes :

Les seules surfaces dont chaque génératrice circulaire coupe a angle
constant toules les lignes de courbure sont les surfaces anallagmatiques
telles que la déférente et la sphere directrice se coupent suivant un systéme
de droutes isotropes.

Le tore est la seule sur face engendrée parun cercle de rayon constant,
et telle que, dans chacune de ses positions, ce cercle coupe sous un méme
angle toutes les lignes de courbure.

Les seules surfaces cerclées & focales isotropes qui soient décomposées
en carres par les génératrices circulatres et leurs trajectoires orthogonales
sont les anallagmatiques telles que la déférente et la sphere directrice se
coupent suivant une ligne de distance nulle.

Considérons la surface qui a pour focales les deux hélices minima :

a =icost, a,—— 1 cost,
b =1isin¢, b, — — ( sin¢,
c=t+iJg—1, o=t —iyJg—1 (¢ = const.).

Cette surface est un Aélicoide engendiré par un cercle de rayon g,
dont le centre décrit I'axe des s.
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L’équation du plan de ce cercle est
xcost + ysint +yg*—1(s—t)=—o.

Eliminons ¢ entre cette équation et I'équation d’une spheére passant
par le cercle

2+ + (s — ) =q";
nous obtenons I’équation cartésienne de I’hélicoide

2

xﬂ_,‘_ 2 -~ E J—
¥+ ~+arclangy =1.

L’angle ds de deux génératrices consécutives est donné par I’équation

ds __\2

dt— g
La surface admet la transformation infinitésimale

p) of  of
Yoz " %oy " os

II1.

L’équation remarquable A, = o exprime que l'angle ds de deux
génératrices consécutives est nul; d’aprés les formules (III), nous
pouvons ’écrire

(7) R2— p?R-+ w?— u?— 92 = o.

1. Toutes les surfaces de la famille, engendrées par les cercles
dont le plan reste parallele a un plan fixe, satisfont a l’équation

R==* f\/u‘ + o' —wt dt.
Nous avons par hypothése p = o, I'équation (7) devient
R'= uw— 0?4 w2,

Si nous prenons comme plan fixe le plan des xy, et si nous tenons
compte des formules (VI), nous avons

R:-‘_-f\/d.vz + dy?— ds?.
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a. Lorsque z, est égale & une constante ¢, les équations (V)
s’écrivent
a = Zy, ay = Zy,
b=y, by=y.,

c:qiif\/d.vz—}-dvy?), szqiif\/dxﬁ-*-d}’;-

Ces équations définissent une suite de cercles dans le méme plan; le
rayon de chaque cercle est égal a I'arc de la ligne des centres; chaque
cercle est tangent au cercle infiniment voisinj I'enveloppe de ces
cercles est une développante du lieu des centres; les focales sont des
courbes minima.

b. Lorsque v, =z, le lieu des centres est une courbe plane; le
rayon de la génératrice étant égal a == x, + const., celle-ci reste tan-
gente a un plan fixe.

Soit U une fonction arbitraire de ¢; la surface définie par les
équations

a=2U, a,=U,
b=t, b=t
c=t+1:0, c,=t—1iU

répond aux conditions précédentes.
On a R* = U?; le plan de la génératrice a pour équation

z—t=—o.

Eliminons ¢ entre cette-équation et celle de la sphére de rayon R pas-
sant par la génératrice

(x— U2+ (y —t)+ (2 —t)2=12,
nous obtenons I’équation cartésienne de la surface
(y —3)2+a2*—22U(s)=o.
Dans le cas particulier U=¢, on a I’équation d'un céne

x4 y*+4- 3 —2z3x — 23y =oO.
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2. Toutes les surfaces de la famille,engendrées par des cercles concen-

. . ey . x § pdt
triques, stisfont a 'équation R = e Sro,

Soit p une constante, les équations

a= iePipcost, a,——ieP!pcost,
b=— teripsin¢, b= iePipsint,
c= zel“\/l——p’, c,:——te!"\/l—p2

définissent une surface spirale répondant aux conditions précédentes.
On a R =e** et le plan de la génératrice a pour équation

xpceost—ypsint+z\y1— pi=o.

L’angle V du plan tangent avec le plan du cercle en un point défini
par Pangle o du rayon avec la caractéristique est donné par
Iéquation tangV = sin .

3. Les surfaces engendrées par le cercle caractéristique d’'une
sphére satisfont aux équations

(8) u=o, we — pRR'=o;

I’angle V du plan tangent avec le plan de la génératrice d’une surface
cerclée est donné par la formule (Chap. VIII)

pRsing + w

tangV —
© vSINo + u cosg + R

on a pour les enveloppes de sphéres

. R w
tang\ :—pv—:ﬁ’

Si nous tenons compte des relations précédentes, I'équation (7)

devient
(R?—¢*)(1+ tang"V) =o.

L’enveloppe de la sphére osculatrice d’une courbe gauche appartient

a la famulle considerée, elle satisfait a l’équation R = =+ f vdt.

B. 12
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En effet, les coordonnées du point ou la caractéristique touche son
enveloppe, par rapport aux axes mobiles, sont

X:l[<—vf}->’—v—l, Y:-—-—“—), 7 —o.
rL\p P

Ces coordonnées deviennent, pour les surfaces considérées,

X =o, Y==R, Z=o,
par suite,
w ’
(-—> =v, w—=—==pR,
ot i
ou )
R==xy,

et 'équation (7) est vérifiée.

Les foyers de la génératrice décrivent des courbes minima.
En effet, dans le cas des enveloppes de sphéres & un paramétre,
deux génératrices consécutives ont deux points communs; la con-

dition de rencontre est donc vérifiée et I'on a

At— At =o;

our les surfaces considérées, I’hypothése A, = o entraine donc
p 1

A =o,

équation qui peut s’écrire

do ds __
de dt — !

da, do’ désignant les éléments d’arcs des focales.

Lorsque la caractéristique du plan de la génératrice est fixe, la
surface est une anallagmatique a déférente plane dont les deux points
doubles sont confondus; avec I'équation R* — ¢*=o0, on a encore
I'équation
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Iv.

L’équation obtenue en égalant a zéro l’invariant absolu du second
dlp y_ " t ’ A
ordre o d} désignant l’angle d’une sphére fondamentale avec la

sphére infiniment voisine, exprime que le point de contact de la sphére
avec la sur face est un ombilic.

En effet, les directions principales (') en un point M de la généra-

. . ) v % :
trice défini par I'angle g = CX, CM font avec le cercle un angle ()
vérifiant I’équation

av ov ov
2H—d—<?COl2L_N55 +w — RW'

1 . dV . )
L’équation 0 = © cxprime que M est un pownt de courbure ; d’autre

part, nous avons vu (Chap. VIII) que I’angle 4} d’une sphere fonda-
mentale avec la sphére infiniment voisine et I'angle V de cette sphére
avec le plan du cercle étaient liés par I'équation

bV _

w
dt — 9t R’
ay

L'équation ~X = o exprime donc que le point de courbure M décrit

une ligne ombilicale.

Considérons par exemple la surface spirale définie par les équa-
tions

a— e’ cost, a,—= —e? cost,
b=—e" sint, bl_—_.ie'l‘ sin¢,
c=—o, c;—o

(g = const.).

Le plan de la génératrice a pour équation

x cost — ) sinf=o0;

(1) DeMARTRES, Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série, t. I, 1885,
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son rayon est égal a e, et I'équation cartésienne de la surface est

2q.arc tang r
1. Y.

2 4y +s'=e

L’angle V du plan tangent avec le plan du cercle est donné par la for-

mule
tangV:pTl,{sincp ou tangV = e,

L’équation g = o qui définit les points de courbure devient

COS® =oO.
La caractéristique du plan de la génératrice étant I'axe des s du
. S 3 .
tridre fixe, les points g, = =, ,= == sont situés dans le plan des xy.
2 - 2 v

Le lieu des points de courbure est formé de deux spirales logarith-
miques définies par I'équation
]
?q arc tang;.

x4+ ri=e

, ) L T
D’autre part, I'équation s — 0 est vérifiée, car on a

ﬂ'-O W =0
o = =0

Les points de conrbure décrivent donc des lignes ombilicales.

V.

Soient X, Y les coordonnées du point G centre de la sphére ortho-
gonale 4 deux génératrices consécutives et & son rayon; entre ces

- ON 8) ‘ , .
quantités et les composantes —=, —- de la vitesse absolue du point G

nous avons (Chap. [X) la relation .

. 0X oY ,
'\Wz— +Y7i? =R/4{';

cette relation montre que le rayon est constant quand le point G est
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fixe. Les conditions pour que la surface soit anallagmatique sont donc

X Y

— =0 —_—— =0
dt ! dt

Ces deux équations peuvent s’obtenir en formant une combinaison
des invariants I, et [, car nous avons

_ W, pu oX , oY

L ——2m[(lm+((—pﬁl)dl]’ -
. Wpu oX . oY

I; 2~—_R‘A,(A,‘——A‘)[um+(‘+pRl)ﬁf]°

On obtient immédiatement les équations finies d’une surface anallag-
matique en prenant pour focales des courbes tracées sur une méme
sphére; soient U, V deux fonctions de ¢, et Uy, V, les fonctions
imaginaires conjuguées, & une constante égale au rayon de la sphere
directrice; les équations d'une surface réelle sont

a:[U—__——U\YeR. a.:%}%;oek.

b:z‘Ui_y%cR‘ ) b,:—t%j;—_[{o\%"cﬁ,

c:U—__‘——:TreR, c.:[é—:__.;—:,[ﬁeﬂ.
VI.

Déterminons une surface cerclée dont le parameétre de distribution K
soit constant, différent de zéro et dont les autres invariants soient
constants. D’apreés les formules (II1), nous avons

Ki— 7 w (o’ —p R’ + (wo — pRR')*
(24— w + p’RP—R")

Sinous prenons des génératrices concentriques, les quantités u, v, w
sont nulles et I’équation précédente peut s’écrire
pR\ 2

D ——

R’

K=
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Introduisons I'angle FF, des sphéres fondamentales, nous avons
N\
K*=1ang’FF,,
d’on
N\
pR FF1

=tlang —,

R 2
et en intégrant nous obtenons

R= el‘olr—':’fplll
Si nous remplacons R par cette valeur et w«, v, w par zéro, les autres
invariants absolus fondamentaux (formules 1V) deviennent

L=IL=L=o,

AN
R
—tlang?*— |
12 — |2 — 2 . r,
Y 78 <\ I)n
4 cosTF,

N\
FF, est constant par hypotheése; pour que tous les invariants soient
constants, il suffit que le rapport = des composantes de la rotation

soit constant. Soient p, ¢ deux constantes arbitraires; choisissons
pour cosinus dirccteurs de I'axe de la génératrice

>

ag=pcost, B,=—psint, y=\V1i—p

et pour rayon
R—=e.

Nous avons
29"31:[72, ’.G:I_Pa-

La surface engendrée répond a la question, les équations finies sont

a= elpcost, ay=—1(ep cost,
b=— e p sint, by= e’ psint,

c= et\Ji—p'. o= — et \/1—pi.
L’équation du plan de la génératrice est
pcostz—psinty-+\i—ps=o;

cette génératrice fait avec le plan des xy un angle constant.
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La surface admet la transformation spirale infinitésimale (')

q( of  _of of>+yg[ of

oz "oy 7% oz~ T oy
C’est une surface spirale.
Eliminons ¢ entre I’équation du plan du cercle et I’équation de la
sphére de rayon R passant par ce cercle

x’+ y 4 32 = e,
nous obtenons
1

1
pxcos log (2% + y2+ 3% —p ysin log (22 + y2+ )% + /1 — pt s = o;

ou encore, en posant x = p cosf, y = psin,

2q arc cos (ilp—__lff g)
2,790 — €
prevdd= =
l+-P—§

La surface est engendrée par des courbes spirales gauches, inter-
sections de cones de révolution = = const., et de cylindres ayant pour

directrices des spirales logarithmiques pe? = const.
Le plan caractéristique du plan de la génératrice a pour équation

xsinl —+ ) cost=o;

ce plan est perpendiculaire a la trace du plan du cercle sur le plan
des xy; la caractéristique est donc perpendiculaire a cette trace et
devient I'axe des \ du triedre mobile.

L’équation qui donne les valeurs de ¢ fixant les points de courbure
est

cosy =o.
. T 3t .
Les points de courbure ¢, = —> 9, = — sont alors les points de ren-
2 2

contre de la génératrice avec le plan des xy, et les courbes engendrées
par ces points sur la surface sont des spirales logarithmiques définies

(1) D'aprés la délinmtion de S Lie (Forlesungen uber Differentialgleichungen mut
bekannten infinitesimalen Transformationen, p. 260).
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par I’équation
‘Zqﬂl‘c lang %

L4 yr=e .

Le plan tangent a la surface, le long des courbes p = const., fait un
angle constant avec le plan du cercle.

On a, en effet, en désignant par V I'angle du plan tangent avec le
plan de la génératrice,

R
tangV = p—R,— - sing@
ou encore
FF, :
(9) tangV = tang T’--sinqa;

le coefficient de siny est constant, il ne dépend que du paramétre de
distribution K.

En particulier, aux points de courbure on a

langV:tlangT';
les sphéres fondamenta'es sont symétriques par rapport au plan
de la génératrice.

L’équation (9) donne encore la variation du plan tangent le long de
la génératrice.
Les trajectoires des points de courbure sont des lignes ombilicales,

caron a
oV oV w

-aEP-_O., W——R:O;

elles coupent la génératrice sous un angle constant () défini (Chap.1X)
par I’équation

1—p°

coLi = — =
P +q

Remarque. — Rappelons que les surfaces qui admettent un groupe
de similitudes 3 un paramétre sontles cvlindres, les cones, les surfaces
de révolution, les hélicoides et les surfaces spirales; que les surfaces
qui admettent plus de »' transformations conformes sont le plan et
la sphére, et dans ce cas le groupe est & six paramctres, ou bien sont
transformables par une transformation conforme en un cylindre ou
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en un céne de révolution, ou encore en un tore, et dans ce cas le
groupe conforme est & deux paramétres (').

La sphére 2% + y?+ 2% — p> = o admet les transformations infinité-
simales conformes

(w*—y’—se—p’)%+2x)'3—§;+2x33—£’
(y’-— zﬂ__xl—p?)g"—/;—i—zyz%é +zyxz—£,
(z’—wz——y’—pz)%{:—i—z:x%+2zy3-‘—‘,;-

CHAPITRE XIII.

SURFACES DEFINIES PAR DES SYSTEMES D EQUATIONS
DE LA DEUXIEME CLASSE.

Les systemes d'équations de la deuxiéme classe, qui admettent le
groupe (G) prolongé, renferment I’équation

(ay—a)*+ (b,— b)*+ (¢;—c)*=o,

exprimant que le rayon de la génératrice est nul, ou les deux équations

A B C
E=(a b ¢ |=o,
a, by c;

%[A(a,+a)+B(b,+b)+C(c,+c)] B C
aa +bb +cc b ¢ |=0°

a a) + b b, + ¢, c, by ¢

E, =

Ces équations définissent les surfaces enveloppes de sphéres.

(1) AmaAvLpi, Le superficie con nfinite trasformazioni conformi in sé stesse (Atti del.
reale Acc. dei Lincei, t. X, 1901).

B. 13
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En effet, si le plan du cercle, dont I’équation est

AaJ+By+Cz——-;-[A(al+a)+B(bl+ ) + C(cy+c¢)]=o,

se confond avec le plan caractéristique de I'une des sphéres passant
par le cercle, et dont I’équation est

(z—aP+(y =0l +(s—c)+Al(z—a)) +(y — b)) + (s —¢)']=o,
les trois plans définis par les équations

(z—a)a'"+(y—b )b+ (3—c ) =o,
(z—a))ai+ (y — b)) b1+ (5 —cy)ci = o,

Ax+By+Cz—-;-[A(a1+a)+B(b,+ b)+C(¢+c)]=o

doivent passer par une méme droite; or le systéme des deux équations
E = o, E, = o exprime précisément cette condition.

Dans le calcul desinvariants des surfaces cerclées les plus générales,
nous avons supposé les quantités A’, Xa?, 3a?, E, E,, différentes
de zéro; il sera donc nécessaire de faire une étude spéciale des
invariants des surfaces singulieres pour lesquelles ces quantités
sont nulles.

CHAPITRE XIV.

EQUIVALENCE DES SURFACES CERCLEES GENERALES
VIS-A-VIS DU GROUPE CONFORME.

Une surface cerclée est définie par six fonctions de ¢ : a, b, ¢, a,,
b,, ¢,. A deux surfaces cerclées distinctes (X), (X,) correspondent
deux courbes distinctes (T'), (I',) dans I’espace & six dimensions, et &
chaque transformation conforme transformant (X) en (X,) correspond
une transformation du groupe (G) transformant (I') en (T',); les
conditions d’équivalence des surfaces cerclées vis-d-vis du groupe
conforme s’obtiendront donc en déterminant les conditions d’équiva-
lence des courbes (TI') vis-a-vis du groupe (G).
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Supposons cinq coordonnées a, b, a,, b,, ¢,, d’'un point de la
courbe (T') exprimées en fonction de la sixiéme c. Pour obtenir a, b,
a,, b, ¢, il faut connaitre au moins cinq équations différentielles
indépendantes. Soient a, 8, v, &, ¢ les ordres respectifs des cinq équa-
tions différentielles de ’ordre le plus bas, et supposons

asBSysose.

St nous considérons a, b, a,, b,, ¢, comme des dérivées d’ordre zéro,
nous voyons qu'il y aura a + 8 +y + ¢ + ¢ dérivées qui ne seront
assujetties & aucune condition

a, a, a', ., al%h,
b, b, b, ..., b8
ah a;’ di’, cey a(lY—”,
by, b, by, ..., b,
Cy, Ch Gy, ..., CFN,

Imaginons les coordonnées a, b, a,, b,, c,, développées suivant les
puissances de ¢ —¢c,, ¢, étant une valeur particuliére attribuée au
paramétre c. Nous pouvons choisir arbitrairement les valeurs
des o + B +7v + ¢ + ¢ premieres dérivées pour ¢ = c,, de sorte que si
nous calculons les dérivées d’ordre supérieur au moyen des équations
différentielles données, nous obtenons des développements qui dépen-
dent de o + B ++ + ¢ -+ ¢ constanles arbitraires. Sinous envisageons
une courbe (T') qui n”’admet aucune des transformations du groupe (G),
elle se transforme en o'® courbes différentes, quand nous effectuons
les transformations du groupe (G). Pour que les cing équations diffé-
renticlles représentent une famille de ='® courbes, invariante par le
groupe (G), il faut donc que I'on ait

(1) o+ B —+y+06-+e=r1o0,

et que le systéeme des cinq équations différentielles soit invariant par
les transformations du groupe (G) prolongé.

Les systémes d’équations invariants par le groupe (G) prolongé
peuvent posséder I’équation

(e¢,—a)+ (by— b))+ (¢;—c)'=o0
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(le rayon du cercle générateur est nul), ou les deux équations
E=o, Ei=o

(la génératrice est le cercle caractéristique d’une sphére), ou I'une
des deux équations Xa'®= o, £a'? = 0, ou bien ces deux équations
(surfaces & focales isotropes); ou enfin cing équations définies par des
relations distinctes entre les invariants absolus. Nous ne nous occu-
perons que de ces derniers systtmes d’équations et nous désignerons
les surfaces cerclées correspondantes sous le nom de surfaces cerclées
generales.

Nous devons choisir les ordres a, 3, v, S, ¢ des cinq équations diffé-
rentielles de maniére a vérifier I'équation (1) et les conditions

wSBSysoce.

Or, nous pouvons faire sur a trois hypothéses :

1° a = o. L’équation correspondante est

(ay— a)?+ (by— b)?+ (¢,— c)*=o.

Le rayon de la génératrice est nul, nous écartons ce cas.

2° a =1, B =1. Nous ne pouvons former de systémes de deux
équations du premier ordre qu’avec des équations mises & part.

3° a=1, =2,y =2, ¢=2, e = 3. Les cinq relations entre les
invariants jusqu’au troisieme ordre sont de la forme

dl

I, = const., [ﬁ:fl(la), IY:fz(lu)y Iy =/fs(la), ﬁ:f.(la),
«, B, v, ¢ désignant les nombres 2, 3, 4, 5 pris a partir de 'un d’eux;
Sis fas [y S+ des fonctions arbitraires. Nous supposons que I, n’est
pas constant.

Nous laissons de coté les solutions que pourraient donner les équa-
tions mises a part.

4° a=2, =2, y=12, 6 =2, ¢ = 2. Les cinq équations définies
par des relations entre les invariants jusqu’au deuxiéme ordre sont de
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la forme

%zﬁ(lo)’ Izzfl(lo), 13:f3(10)’ lb:f"(Io)’ Is:fs(lo :

Considérons les surfaces cerclées qui admettent une transformation
infinitésimale conforme, et les courbes (I') correspondantes qui
admeltent une transformation infinitésimale du groupe (G). Lors-
qu’une multiplicité admet m transformations d’un groupe a p para-
metres, elle se transforme quand on effectue toutes les transformations
du groupe, en P~ multiplicités différentes et inversement ('). Le

systéme des cinq équations qui détinit la courbe (T') doit donc étre tel
que I’on ait

nA

a+B+y+d+e=9 et o

A

B

A

ySocSe.

Trois cas seulement peuvent se présenter :

1° a = o. L’équation correspondante a été mise a part;

2° o =1, 3 =1. Les systemes d’équations correspondants ont été
écartés, il n’existe qu'un invariant absolu du premier ordre ;

3° a=1,B =2, y=2,0=2, ¢ =2. Le systtme d’équations formé
avec les invariants jusqu’au deuxiéme ordre ne peut étre que de la
forme suivante :

I,=const., I,= const., I; = const., .= const., I;= const.

Considérons enfin les courbes (I') qui admettent plus d’une trans-
JSormation infinuésimale du groupe (G); les nombres entiers «, B, v,
8, ¢, doivent vérifier les relations suivantes, ou k désigne un nombre
inférieur ou égal 4 8 :

a+B+y+0d+e=k, aSBiyséZe.
Nous ne pouvons alors faire que deux hypothéses: o =o0 et a =1 .
avec 3 = 1; les équations correspondantes ont été mises a part. TRV
Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant : . 3(»”“‘35 ' ey L
< “‘\:“.;;, . ‘r
TukoreME : Deux surfaces cerclées génerales sont équivalentes msf \"‘t,‘."" a .

. s
a-vis du groupe conforme si, ds designant un parameétre différentiel )/

(1) Lig, Porlesungen uber continuerliche Gruppen, p. 683,
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etl,, d—s“, I,, I, 1,, I, leurs six invariants absolus fondamentaux, on

a les cing mémes relations

ii(/[?o’—:fl(lo), L= /f(L), L=/s(L), L=/.(L), Li=/s(l)

(f1y fas [sr [4y [5 désignant cing fonctions de I,) ou les cing mémes
relations

dly
1,= const., Iﬁ"—-—fi(la): lyzfe(la)q Ia=/s(1a), 'd—:fs(]cc)

&)
(Ia 5% const.)
(a, B, ¥, ¢ désignent les nombres 2, 3, 4, 5 & partir de I'un d’eux),
ou les cinqg mémes relations
I, = const., I,=const., I;= const., I, = const., I;— const.

et seulement a ces conditions.

CHAPITRE XYV.

INVARIANTS DES SURFACES ENVELOPPES DE SPHERES A UN PARAMETRE
PAR RAPPORT AUX TRANSFORMATIONS CONFORMES.

Le groupe conforme de la sphére.

Dans I'énoncé des conditions d’équivalence des surfaces cerclées
vis-a-vis du groupe conforme, nous avons mis a part les surfaces enve-
loppes de sphéres. Nous allons déterminer les conditions relatives a
ces surfaces.

Si nous effectuons les transformations conformes sur la sphére
(#—a)y+ () —b)+(s—c)—p'=o,

les quatre équations qui lient les coordonnées du centre et le rayon de
la sphére transformée aux quantités a, b, ¢, o sont les équations finies
d’un groupe (G') & quatre variables et & dix parameétres. Lesinvariants
différentiels de ce groupe sont les invariants différenticls des surfaces
enveloppes de sphéres par rapport au groupe conforme. Déterminons
les équations finies et les transformations infinitésimales du groupe (G')
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que nous appellerons le « groupe conforme de la sphere ». Effectuons
d’abord les transformations du second degré

2 — z—oa(r?+ y+ ")

(]
Yy — B2+ y + 3?)
y - ® 4
= y (242 +3?)
) - ®
Soient
A=1—2(aa+bf +cy)+ (2 + B+ y?) (@ + b+ ¢),

M=A—p(a+ B ),
®'=1+2(az'+ ) +ys") + (2 + 2+ ) (2" + y2+ )5

nous obtenons

A% [‘i,_ a—ala’+ b+ cz)]2+ [y,_ b—pB(a2+ b"-q—c’)]’

®' A A
,_c—y(at+ b+ )] pr@)
_ +[ A Ay
ce qui peut s’écrire
Al p2
(1) (.Z‘——)lo)ﬂ-i-(_‘y-—lﬂ))’—i—(z—v)’——-A—-]
1
en posant
a—ow b—pBw c—yw
o = ’ W= —" = —"« — a4+ b? 2 p2,
A i, Y B=at+ b+ ct—p

Effectuons les similitudes sur la fonction (1); les équations finies de
ces transformations sont

=0(A '+ B »'+ C3')—A,
6(4’x+li’y’+C"")——p.,
6(’\”.”/_}_ B/I.yl_‘_C” ’)

tll"‘l L|

Nous obtenons

(x—a)’—i—(y——b)’—l—(z—c)*——p’

= ,m, [ -2y + (7 =2+ G—2y-7],
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en désignant par @) la transformée de &', et en posant

- a— ow b—Bw c——-yw)_
2= @. T e 2
3:6<A,a—A—aw+B,b—Aﬁm+c,c—Aym>__P’
(6" 1 1 1

- , @ — o b — Bw €= Y8\
c=20(A A, + B A, +C A, ) L)
- __ 0

=

nous avons ainsi les équations finies du groupe (G').
Les quantités A, B, C, A’, B', ¢/, A”, B", C” sont définies en fonction
des rotations par les équations

A = sinfsin¢ siny + cosf cosy, A'= sinf cosg,
B = cosfsing sing — sinf cosy, B'= cosf coseo,
C =cos¢siny, C'= —sing,

A"= sin6 sing cosy —siny cosb,
B’= cos0sing cos{ — sinf sing,
C"=cos¢cosy.

Les valeurs des parameétres correspondant a la transformation iden-

tique sont
a=B=y=A=p=v=0=9¢9=¢=o,

o=1;
par suite,
A=C=B=C=A"=B"=o, A=B' =C(C"=1.
Posons
S=(z—a)+(y—0yY+(z5—c)*—p?,

S=(z—a)y+(G—0r+G—cr—0p.

Les calculs précédents donnent

=mEy  P=3P
par suite, _
5_ 18,
NCHE

Le coefficient (—’% ne dépend pas des quantités a, b, ¢, p.
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Il en résulte que les coordonnées pentasphériques restent inva-
riables quand on soumet une figure & une transformation conforme

pourvu que I’on rapporte la nouvelle figure aux sphéres orthogonales
qui dérivent des sphéres primitives par la transformation considérée.

Transformations infinitésimales.

Considérons un groupe a quatre variables et & dix paramétres défini
par les équations

alz.fl(aln op) (Lhk=1,2,3,45h=1,2,....10).

Désignons par I'indice o la valeur que prend une fonction des para-
métres a; quand on leur donne la valeur correspondant a la transfor-
mation identique et posons

()fz
(722, =2

Nous savons que les dix transformations infinitésimales X, f du groupe
sont données par les équations

=%

d
thZZEhl—();f; (h=1,2,...,10)

=1

et que la forme générale des transformations infinitésimales des sous-

groupes a un parametre est
h=10

W 7
Yf=NnXaf,
h=1
A, désignant des constantes arbitraires.
Or nous avons, en différentiant les équations finies du groupe,

dE,:Z ofe dop,
h

t){Z/,

(d_c;, )0 - E Elu ddh;
h

par suile,

1=Iod _
Y/=3, 5L (da,).

=1
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Nous formerons le deuxiéme membre de cette égalité et, en y considé-
rant les da, comme des constantes arbitraires A,, nous obtiendrons
une expression de la forme

k=10

Y Xaf,

h=1

ou les coefficients des A, seront les quantités cherchées.
Pour les valeurs des paramétres correspondant i la transformation
identique, nous avons en revenant au groupe (G’)

(A)o=1, (dAy)o=—2(adx—+bdB+ cdy),
A'=db, dA —o, dA"=d{, dB'=o, dB =—db,
dB"=do, dC = dy, dC' = —do, dC"=o;

d’ou, en posant a®+ b* + ¢* — p*=w,

(a’;)o:(za’—w)daz +2abdB «~2acdy+ cdy — bdi + add—d),
(dZ)O:(zb"—m')dﬁ—k 2 bcdy + 2abda + ad — c dp + bdé — dp.
(de)y=(2¢*—w)dy +2ac do+ 2bcdB + bdp—ady + c dd —adv,
(dp)o=12apdo+ 2bpdP +2cpdy + pdd.

Formons
of y =  Of o\ Ofp =\  Of y
L () 55 (8o 5F (oo L (),
nous obtenons

[(2a2—w)3/-. +2ab3‘£ +2ac%£+2apg‘z] do

+[(2b“—w)df—|—2bc——|—2 b3f+2bod'::J dp

+[(2c*—w) f—i—zac df—}-zbcdf—;—ch%jg]dy

9 26
+< o f)d6
()= (= (e

of of of
._%.d)_ % ("'_%d)'
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Les opérateurs du groupe sont les coefficients des différentielles da,

dg,...:
9,
ar=Y,
[
o
A=Y f
o
A3 f:d—'-i.,
of _ of
Agf b—d—a—-ad—l;’
Asf:c-(—)[- gf’
(G ab dJde
af af
As f_a%—cd—a’
__of of of
A-,f_a—— b%—i—c —i—pdp
_ of of
Ay f=(2a"— w)——+2 b0b+zacd —|—2apd ’
Ay f=(20—w) f—+—2b05—+9 bgf—i—sz f
, ) 0 d/'
A f=(2¢ —m)df—q-'»acol(—i—zbci{;-i—zapd .

Le groupe obtenu est holoédriquement isomorphe au groupe con-
forme; si nous formons les crochets de deux opérateurs, nous avons

les mémes constantes de structure :

(Ar . Ag) =24, (A1, Ay) =—2A,, (Ay, Ag) = 2A,, (A, A
(A7 ) As) = A,, (A'l » Ag) = Ay, (A'h ) Ato (A'h A
(Ay, Ag)=—A,, (As, Ag) = —A,, (A4, Ayp) =0,

(AIO') As)=o, (Atos A9):0'

............

Le groupe (G') n’a pas d’invariants; le nombre de variables est

égal au nombre d’opérateurs linéairement indépendants.
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CHAPITRE XVI.

EQUATIONS ET SYSTEMES D’EQUATIONS QUI ADMETTENT LE GROUPE
CONFORME DE LA SPHERE.

Les équations et les systemes d’équations qui admettent le groupe (G")
doivent annuler tous les déterminants du méme ordre de la matrice
formeée avec les coefticients des opérateurs X, £.

Un determinant du troisieme ordre est égal a 1; par suite, aucune
équation et aucun systéme d’équations ne peuvent annuler tous les
déterminants d’ordre inferieur a 4. Si nous désignons par @ la quan-
tité a* -+ 0* + ¢*—p?, un déterminant du quatriéme ordre s’écrit

a b c 0
w—2a" —2ab —2ac —z2ap| s
—aba w—2b® —abc —2bp = FP
—2ac —2bc w—2c¢* —a2cp

L’équation p = o admet tous les opérateurs du groupe. Nous avons

d’autre part
X|(®) = 2a, X, (w) =20, X;(w) = 2¢,

ce qui nous montre qu'un systéme d’équations admettant les opéra-
teurs N\, f ne peut posséder I'équation @ = o sans posséder en méme
temps les équations a=o0, b=o0, ¢c=o, et alors 'équation & =o,
c’est-a-dire a*®+ b* + ¢* — p*=o0, se réduit & ¢ =o0. Nous pouvons
conclure que tout systéeme d’équations qui admet le groupe (G’) doit
posséder I’équation invariante

CHAPITRE XVII.

INVARIANT DIFFERENTIEL DU PREMIER ORDRE.

Nous obtiendrons les invariants différentiels du premier ordre des
surfaces enveloppes de sphéres en calculant les invariants du
groupe (G’) prolongé au premier ordre.
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Introduisons les variables

da db dc dp
T e _——
“=an b= = =
‘ _— of of . ,
Les coefficients de 75 -7 -~ dans la transformation prolongée
sont les dérivées des coefficients de l, d—f, -« dans la transformation

ab
considérée.

Les dix opérateurs du groupe prolongé sont donc :

B, f=%,
B, f= ——,
B, f———,
B, f=A, f+ b’d—f, o

ob"

of . 9f
B: f=As [+ J5— b 25

B, f= A.;f—|—a’ f —c —dl,

Jda'
: 0/ ' Of of . . 9of
By 1=As fr a5+ ¥ G + ¢ 5o P g

of
ac’

a)m)f;+2(a’c+c’a) +2(a’p+ap’)ggf,-

(en posant w,, = aa' + bb' + cc' — pp'),

By f=A, f+2('>aa—-—m0.) f—l—z(a’b—i—b’

B, f=A, f+2(2bb’—wol)d£,+2(b’c—|—cb)d—f7—|—2(ab—|—ab) f+2(b'p+bp)df,:
B/ =Anf+2(2cc'—w )———-l—z(c'a—i—a’c)—f-—l—2(b’c+c’b)if-+2(c’p+c ’)—f-
10J = Ay )9 oa’ 95 p o'

Ces opérateurs ne sont pas linéairement indépendants; nous avons

c'B,f+aBsf+ 0B f
+(b'c—0bc")B, f+ (ac'—a'¢)B, f+ (ba'—ab')B; f=o.

Le systéme des équations B, f=o0 (i=1, 2, ..., 10) admet une
intégrale que nous allons calculer.
Une intégrale du systéme B, f = o doit appartenir au systéme équi-
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valent
Y,f—b’d—f—a%:o,
of _ i of _
Ygf Cd—b,-——b ()C o,
92 , 0
st:a dj; d;{/—oa
of of .y 9f o 9 _
Y.f=p dp+ da+bdb'+'dc +pa?_o.
st-—apgf-i—(zaa—mo,)df, +(a’b—|—ab’)d£+(ac+ac) f+(ap+ap) f_o,
Y. f= bp3€+(2bb'-—wo,)d'£+(bc+bc)d/,'+(b’ +ba) +(b’ +bp') d—j; o,
oY ) of of / f _[
Y7f__cpb—p+(2cc —m“)W ca+ca) +(cb+cb)db,+(c p+Cp) =o.

Remplacons Y, f =0, Y, /=0, Y, f = o par les équations

Ysf—uaYi f—cY; f+0Y, f=o,
Yo f- 0Y, f—aY,f+cY,f=o,
Y. f—cY. f—bY, f+aY; f=o;

nous obtenons le systéme équivalent :

“ o5 =
, 9
Z,f=c d-l{’ bb%:o,
o 9 _
2, f=ad 95 ¢ 0ad =
o U gy
Z.f=p Jo +a 5 +bdb’+c 5 +Pdp =o,
9
r=g e e

Les équations Z, f=o, Z, f =0, Z, f = o admettent les trois inté-
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grales

!

ey p'y @'+ b%4c.

Prenons comme variables dans les autres équations p, p’
et @, =a?+b*+c*— ' elles se réduisent a deux:

of . 9f of _
pdp +P dpl -+ 2, dm“ =0,
/]
‘—)-‘PZ‘-,-:O,

et finalement a I'équation
of of

P d_P + 2wy P e o,
qui admet l'intégrale
L= Bu_ @it bt ciopt
P’ P!

Soit ds, ’angle de la sphére enveloppée avec la sphére infiniment
voisine, nous avons
ds;

L=2r

Nous trouvons une autre interprétation géométrique de I'invariant
différentiel du premier ordre en introduisant I'arc / de la trajectoire
du centre des spheres enveloppées :

L= Lldl( _de\_radt/, L de

=Eoae\'Tar)T g\ ~Pae)
R> d?

= ov de

2
p*‘;—% est le carré de la distance du point (a, b, ¢) au plan
(x—a)da+ (y —b)db+ (z —c)dc+pdp=o;

R désigne le rayon du cercle caractéristique.
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CHAPITRE XVIII.

EQUATIONS ET SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
QUL ADMETTENT LE GROUPE (G') PROLONGE.

Nous pouvons former, avec I'invariant relatif L, I’équation inva-
riante L = o, qui exprime que la sphére enveloppée est langente a la
sphére infiniment voisine; on a dz =dl; I'arc { du lieu des centres (Q)
est égal au rayon » de la sphere enveloppée. Les coordonnées du
point de contact de la sphere avec la sphére infiniment voisine
satisfont aux équations

x—a__v—b__z—-c_—pdp_:_p___L
da — db — de T T dpr — dn — dl
d’ou
. lda
xXr=a— m)
d
‘,:b_ld_ll)’
de
.;_._C——l—[l—['

Ce point décrit donc une développante (T') de la courbe (Q); le
cercle caractéristique se réduit a un couple de droites isotropes, inter-
section de la sphere avec un de ses plans tangents. L’enveloppe est
formée de deux surfaces réglées a génératrices isotropes; c’est la
« surface canal isotrope » ('), les deux systémes de lignes de cour-’
bure sont confondus avec les génératrices isotropes, la ligne (I') est
un lieu d’ombilics de la surface.

Les autres équations et systemes d’équations qui admettent le
groupe prolongé doivent annuler tous les déterminants d’'un méme
ordre de la matrice formce avec les coeflicients des B, f(r=1, 2, ..., 10).
Le systeme des equations B, f=o0 renferme huit variables et admet
une intégrale; les déterminants de la matrice, d'ordre supérieur ou
égal a 8, sont identiquement nuls. Les systémes d’équations qui

(1) E. Vessior, Lecons de Géométric supéricure.



admettent le groupe doivent donc renfermer 'une au moins des
équations obtenues en égalant 4 zéro un déterminant du septiéme
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ordre, par exemple le délerminant :

1 0
o 1
o o
o c

—c o
a b

202—®w 2ab

o o o)
o o
1 o )
—b o ¢ —
a —c o a’
c a' b c

2ac 2(2aa' —®@y) 2(ab'+a'b) a(ac’'+a'c)

Ce déterminant est égal au produit

Les équations p=o0 et a*+ b2+ c'>— p’2= 0 ont déja été obte-
| 4 4 )

2a'c' p(a?+ U2+ c"” —p).

nues; étudions ’équation a’= o.

B, (a')=By(a') = By(a') =B,(a’) =B, (a') =o,
B, (a') =V,

Bs (a') =—¢,

Bs (a') =2(aa’— bb'— cc’' +pp'),

B, (a')=2(bb'— cc' — aa’ + pp'),

Bio(a') =2(cc' —aa' — bb'+ pp').

2(ap’+ a'p)

o © © o ©

!

g

Ces résultats nous montrent qu'un systeme d’équations qui renferme-
rait I’équation @’'= o devrait renfermer en méme temps les équa-

tions b'=o0, ¢’=o0, ct 'une des deux équations p=o0, p'=o0; les
quatre quantités a, b, ¢, p seraient alors constantes, ce qui est contraire
a notre hypothése.

Tous les systemes d’équations obtenus avec la matrice doivent donc
renfermer I'équation p = o.




— 11h —

CHAPITRE XIX.

INVARIANT DIFFERENTIEL DU SECOND ORDRE.

1. Les invariants différentiels du second ordre des surfaces enve-
loppes de sphéres sont les invariants du groupe (G’) prolongé au
second ordre. Introduisons les variables

|/ da, y/ — db, [/ A— dc, [/ — dp
=a Y= YEae =
of of of of

dans la transformation
of of Of df

‘ ! 93’ db,r (—)—, de la
transformation B,f; les dix transformations du groupe prolonoe au
second ordre sont :

les coefficients des quantités —*% -5 % 3

prolongée sont les dérivées des coeflicients de

C,f:Blfzg—f;

9
Cgf:Bgf:l7
Cf= B:,f_ f
Ild ”d
C./f=B.f+0b Ei,,—a dl{;”
—p w9 . 9f
Csf_Bo/_'_c ()blr b dcll’
!Id U d
Cof=Bef+a 2L _ o,
df S w9 o .9
" "
C.f=B;f+a ——;,—(-—b 557 dc +p" 9"’
Co f=Bs f+ 2(2a’——m“+2aa”—woz)d‘f;—|-2(a”b+2a o'+ ab" ddbf”
“+2(a"c +2a'c’ + ac”)d—'/,; +2(a"p +2a'p + ap” )df’l”
G f=B, f+2(2b’2—m“+zbb’—mo,)d[{,,+9.(b”c+2b’c’+ bc”)(—ii,,
+2(b"a+ 2b'a’ + ba" )(;)f,, +2(b"p + 200"+ bp") d/’"’
Ciof =B f+2(2¢" — @+ 2 cc” — @) d/,., +2(c"a + 2c¢'a’ + ca” )df”
of of

+2(c"b +2c¢'b' + cb") == 3 +2(c"p +2¢'p' + cp”)d—p7
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Les invariants sont les intégrales du systeme d’équations
C.f=o (f=r1,2,...,10)
ou du systéme équivalent obtenu en remplacant
Cfs Gofy Cuof
par les combinaisons linéaires

;Cs f—aC-,f— CCsf"‘ bC;f,
Gy f—0C,f—aCif + cCsf,

Cyof — cCyf — bCs f + aCy f,
af of ()f

et en supprimant tous les termes en Ja’ 36’ 9¢

Les équations de ce systéme sont:

Yif: b if_ a' L df 4+ b ()f " of

(SR

o —“ o0 T 9 TV 0" T °
_ .9/ Of . 9f 0 Of _
Yof=c gy —Y5a+¢ g5 — b ga =
ST ARPE AN/
Y. f=a 57 Cda a' 5 — ¢ 5ai = O
qJ ! I{)f ()f n l)f " 10 ud —
Yoi=e “£ oi*bw+°5c— R i bab"+c'ocfﬂ Po_{{"—"’
Ysj—pp'd£+a P()j" (za”—w“—i—pp”) 0f—|—2a b’j{,,+2ac (;)‘/,; (a"p+2a’p’)~;%=o,
of ) n 9f v 0 9f 1y OF " v Of _
YGf—'pP dbl pdpl+(2b2_w“+PP )()bll+2b 4 "77/+2ab ()all+(b P+2bP)W—0a
af 2 Of of of

Y-,f__pp’d—f- +cp-()—§+(.sc — @)+ pp’ )() - +2a'c 57 +2b,CIT

5 + ("p +2c p’)W = o.

Les trois équations Y, f=0, Y, /=0, Y, f= o admeltent six inté-
grales indépendantes :
e, a*4+b%4+c",
P” a'l)+ bllz+cllz’
pll, ala'/+ bl b//+ C’C”.
Posons
mlﬂ_: alall {_ bl [)7/+ CICI/ —_ plpll’
o a” 4+ b 4 " _Pllz,
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et prenons comme nouvelles variables les six quantités
IS
_ !
L:—p?-) L’:Zm-Lpz—pFii Wiz
Le nombre des équations se réduit 4 quatre apres ce changement de
variables, car L’ est une intégrale ; ces équations sont :

Zlf:a’p%—i—(a”p—kzap)dc 2(2a’w12—a”m“)%{2:0,
sz:b’pg—{,-ﬂ—(b”p+2b’p’)%—|—2(2b’m,z——b"m“)%:o,
Zsf:c’p% + (c"p + 2c’p’)j—;, +2(2¢ @, — c”w,,)d?;; =o,
Z'»f—P(){:-!—Pgﬁ—?”j;,,ﬂ—zmpdd{o—o.

Les trois quantités Z, £, Z, f, Z, fne sont pas linéairement indépen-
dantes. Nous pouvons considérer Z; f comme définie en fonction
de Z, f, Z,f par I'équation

(V' —b ey (@ lof — L f) — (a'b' —b'a") (b Ly f— c'Lyf) =0
et le systéme se ramene aux trois équations

' ' d J
T, f=al,f—VLf -p#—zw“d—f;—:o,

" ()

dwzﬁ
_of of , Of o
T.f = pdo+P_dp + p” dp,,—i—zm.,d m—

Nous pouvons remplacer @,, par p*L, ®,, par ;—p"L’+ ep’'L; les
équations deviennent :

0]
_T,f'— djl: 2pLgmﬁ:o,

' 0, N
qu:p—d/;—i—?p ——0'/;+2p(pL+zp L)d———é»—_—o,
T df » O af
T f= + ———+ = — =

=P g, TP Gy TP G ;
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Ce systéeme de trois équations renferme. quatre variables et admet
I'intégrale
M — PWpy — [;p’z:;»—l— 20" @y )

En résumé,le groupe prolongéausecond ordre admet trois invariants :
2} @, — pp’
L=21, M, L=,Zu—gl
P
Nous pouvons former une combinaison de ces trois invariants, indé-
pendante du choix du parameétre ; ¢’est I'invariant absolu

I
IM—L?—L
4
Ls

m?:—

2. Pour interpréter géométriquement cet invariant, introduisons
les variables w, p, R:

> ! " 2
o— 2117 D12p0 — W1 PP— WP ,

3
o,
_ \/0)110022— 01,

[OFF] ’
2 Bt
Wy

r

R!__._P
Nous trouvons
) , 6 dl 2

(! désigne I'arc de la trajectoire du centre de I’enveloppée).
L’angle ® que forme I’axe des X avec le rayon qui passe par I'un des
points caractéristiques est donné par I’équation

. 2 R2— o
cos (D:L—m,—;
nous avons donc
—covd P (p 2EY.
m’>= cos 'I)R'*<‘Da’l

Or, la courbure A de la trajectoirec du centre de I’enveloppée est
égale a -p%; par suite,

m:= -E-G— h’ cos?d.
R*
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3. Introduisons un autre élément géométrique : considérons en un
point du cercle caractéristique, la ligne de courbure non circulaire ; le
centre de courbure correspondant décrit une conique quand le point
considéré décrit le cercle.

Soit V I'angle que fait la sphere enveloppée avec le plan (\, Y) du
cercle ; la conique est I'intersection du cone des normales

X2+ Y= (R —ZtangV)?
avec le plan (')
av
de

- K

pY +w—ZtangV

ce plan est perpendiculaire au plan ZOY, plan osculateur du lieu du

centre Q de la sphére ct passe par la caractéristique pY +w =o0 du
plan du cercle.

Soient y,, v, les points de la conique situés dans le plan ZOY et les

points correspondants K,, K, du cercle. L’angle ¥ des sphéres de

centre v,, v, et de rayon p, = K, v,, p. =K, v, est donné par la formule

—
1+ cosW = N1la— (P ps),
201pP2

Si nous tenons compte des relations

—_—2
717:=(p—p1)+(p—p2) —2(p—p1)(p —pe) cOs2V,
SinV: E’
p
nous avons
1+c05‘l":21&’<i——i> (l - i).
P p [ P

ds, désignant ’angle de la sphére enveloppée avec la sphére infiniment

voisine, o I'angle que faitavec OX le rayon relatif a2 un point quelconque
du cercle; la différence des courbures en ce point est (Chap. VIII)

sinV ds,
w+ pRsino dt

(1) DEMARTRES, Annales de I'Ecole Normale, 3° série, L. Il, 1885, p. 146.
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. .. T 3n
Appliquons cette formule aux cas particuliers ¢, = 5 Pa=
11 sinV ds
pp p  w+pR de’
I 1 sV ds
E—“—p—_w——pR dac’
d’ou
2R si*V ds?
1+ cos¥= W'z——p’—R"W’
ol R 1 s
sy = o° Wi pR? de?’
U
I+lano ;—R_‘ Wwe—p R )E,Tl-,
or
R*  R? dl?
m'n:—,‘ﬁ’n—;; a0’
donc
vy 6 dae?
I-I—langz;:%é(ﬂﬂ—pzﬂ’)ﬁy

&

1+ tang* — —=— m?.

B
4. Soitds|'angle de deux cercles caractéristiques infinimentvoisins ;

nous avons

s?
m’ = —-
ds;

En effet, les formules (III) (Chap. 1V) donnent

ds* _ w+ ¢ —R?— w4+ p2R?
de ™ R’

Si la génératrice est le cercle caractéristique d’'une sphére, on a

d’ou
d _ pR— R
dtﬁ - Rb p2 )

or le rayon p de I’enveloppée vérifie la relation (Chap. XII)

,_ PR
= SR
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par conséquent,
ds®  p’R*—w? |
(') 'Cm - -TP .
Soit / I’arc de la ligne des centres de I'enveloppée ; nous avons trouvé

p’R2—w?  de*

m’= Re p 2
ds; _ R*al
der — pt dr’
d’ou
o __ p‘R7— w’ giti
(2) mETTR P
et, d’apres (1),
ds?
(3) m’:d_s‘z.

5. Deux génératrices consécutives ayant deux points communs, la
condition de rencontre A'— A, = o est vérifiée, les invariants rela-
tifs A, A, des surfaces cerclées générales deviennent égaux; nous avons
alors

dst 1 dodd’
de T Rrdede’

si dt,d7’ désignentles éléments d’arcs des focales; I’équation (3) peut
donc s’écrire
,_ 1 do dd

k2 ds, ds,

CHAPITRE XX.

EQUATIONS ET SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE
QUI ADMETTENT LE GROUPE (G’) PROLONGE.

Les équations invariantes de la premiére classe sont de la forme

m — const,

L’équation m = o exprime que les foyers du cercle caractéristique



— 121 —

décrivent des courbes minima et que I'angle de deux génératrices
consécutives est nul; d’aprés I'équation (2) du Chapitre XIX, pour
que m soit nul, on doit avoir, en supposant le rayon de I’enveloppée
différent de zéro,

w==xpR;

la génératrice est alors tangente a la caractéristique de son plan; si
cette droite est fixe, ona une anallagmatique a déférente plane dont les
deux points doubles sont confondus; dans le cas contraire, la géné-
ratrice est le cercle osculateur de la courbe décrite par son point de
contactavec la droite, la surface est ’enveloppe de la sphére osculatrice
d’une courbe gauche.

Tous les déterminants du dixiéme ordre de la matrice formée avec les
coefficients des transformations prolongées jusqu’au deuxiéme ordre
sont nuls; les systémes d’équations de la deuxiéme classe doivent donc
renfermer I'une au moins des équations obtenues en égalant a zéro I'un
des déterminants du neuvicme ordre, par cxemple le déterminant
formé avee les coefficients de

of of of of of of 9 of I

—_ -~ —_ —

da' 06’ dc’ 9p’ 9a’’ I9b’ dp’ da’’ 9"’
¢’est-a-dire
4P3C'(bllcf__blcfl) (bl/al_blall);

nous étudierons ces systémes d’équations en méme temps que les
équations invariantes du troisiéme ordre.

CHAPITRE XXIL

INVARIANTS DIFELRENTIFLS DU TROISIEME ORDRE.

Les invariants différenticls du troisicme ordre des surfaces enve-
loppes de sphéres sont les invariants du groupe (G’) prolongé au
trotsieme ordre. Introduisons les variables

all/ — d(l” ) )III P db” , clll — iC_’:, plll — _611”.
dat dt dt dat

B. 16
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Les coefticients de dd/j,,, :bf”” % ;}f,,, dans la transformation prolongée
sont les dérivées des coefficients de jf,, d[{,,, gf”, ,—j; dans la transfor-
mation prolongée au second ordre.
Les dix transformations ainsi obtenues sont :

xlf_ﬂ,

x,f._—f

. Jd
X;,f:d;(’:)

w Of w 0
be'——_chf—'_b” all/—a”(’bfﬂl’

n d " d
Xo f= G S+ ot oo O,

X6 f:C6f+a’” ‘)f clll df

X, f=Co frar 2L g O o O e O

d cllr d aII/

9a” 96" ac” opm’
r III df 4 /SN, "0 V4 df
Xs f=0Cs f+2[2aa" — w; +3(2a'a —w,,)]ﬂ--i—z[a b+3(a"b +b"a)+b a]W
+2[a"c+3(a"c'+a' ")+ ac’”]dc,—kz[a p +3(a"p'+ a’p”)—l-ap”’]d):,

Xy f=0GCy f+ 2[zbb”——m03+3(2b’b’”—mp)]d[,,,+2[b’”c +3("c"+ ")+ " b] dj::’

+2[bll/a+3(bl/al+b/al/)+ball!]d/:”+2[bll/p+3(bl’pl+ [)/pll)_'_ bpl/f]d‘/”'l,

—_— " v 1APN4 ().f V4 "’ [ m df
Xyof = Cyof +2[2 c¢c"— w3+ 3(2¢' ¢ ——w,,)]w +2[c"a+3(c"a’ 4+ c'a") +a c]da’”
+2[c"b+3(c"b + b))+ ¢cb"] f+2[c'” + 3(c"p'+ ¢’ p" w1 9f

557 P prctpt) + el 5o

(Nous avons posé &,, = aa” + bb" + cc” — pp".)
Les invariants sont les intégrales du systéme d’équations X, f=o

ou du systéme équivalent obtenu en supprimant les termes en 3—£’
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ZJ; —fet en remplacant X, £, X, f, X,, f par

Ysf=Xs f4+2bXsf—2cXef —2aXyf,
Yof =X, f+2cXsf —2aX,f— 26X,
Y. f =Xy f +2aXef— 20X, f—2¢X, f.

Les équations de ce systéme sont:

Y‘f___. bl df a df bll df all 0.f —+ b'l/ df: A df
d

9% "W T 9 T oy T da T o T
e ST A
Y;f=da d/ %-&—a”i{, c”di/——f-a’” (j)cf,,,~c’”(%fm—_—o,
,.f-—p—P- +a§£+b’3{, +c gcf + p' UPf
A G e g+ GV e e =
st_pp’df +a pd'pf—i—(pp —®,, +2a'? )-d—f;—k—za b’j—;;,—&— 2a'c 3f,, +(a"p+2a'p) 0{,,
+ (pp"— 3w, +6a’'a” ddf,,, +3(a”b’+b”a’):£,, +3(a’c'+a'c )ddc{,, +[3(a”p’+a’p”)+a”’p]% —=o,
Yof =pp (%, + b’pdf; + (pp’ — @y +20'2) ;{,, + 20 c’jjj, +2a b’ of —|—(b”p+2b’p’) dpf”
-+ (pp" — 3w, + 6b'H") (;)[,,, +3(d"¢' +c”b’)d = +3(b”a’+a’b”)df;,,+[3(b”p’+ b’p”)—l»—b”'p](;)—{,, =o,
Y. f=pp' dcf +c pjf{;—l— (pp"— w1y +2 c’”)—/—,‘; + 24 c’ df —+a2b'c! j£,+(c"p+2 "'P')";‘)i,,
—+ (pp” —-313,.,+60’c”)’)—'},c,, +3(c"a'+a"c );;,,, +3(c"b'+b'c") ()g,,,+[3(c”p’—| c'p") + c"p] df”.’ o.

Le systeme des trois équations
Y, f=o. Y. f=o, Y;f=o

admet les dix intégrales indépendantes :

op=a" + b'* + c", wp=a a"+ b b" + ¢’ ¢,
Wos == a"? 4 "% 4 "2, wpy=a a”+ b b"+c'c",
ﬁ);g;:a”,:—f— b”,l_*_c’”" (.l) I Iﬂ_’_ b”b”’+ c c

"

p, o o'y P
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Nous pouvons prendre comme nouvelles variables :
__ Oy
= _pT,

M= 20 Fn— —/IP;G’12+ PWa
p
2 H " / '
L= 7[(3p —pp")Bu—hpp'®H +p Wy +p w5 ]

2 7
L'= 'p’;‘(Pm’n— p'®i),

[(pp —3p'p")Yw + 6p" 2w, — 3pp' @, — 2pp' ®y3 + PPy ],
P, P’a P”, ;= wss_P’”)
Les quantités L, L', L”, M, M’ sont intégrales du systéme.

Ce changement de variables donne dans les quatre derniéres
équations :

Z,f:a’p%—t—(a”p—i—za’p’)%
+[alﬂp+3(aﬂpl+al II)] df '+'6(a”mls+a,w93—a”lmlz) d.f :0'
ap” 04,

Lf=Vo55 df + (b"p+20'p) :Pf

d ” 4 g
+[b”’p+3(b"p’+b'p”)] _dp{”+6(b w3+ 0w, — b wn)——dészo,
! d ” r d
Z3f2693§+(c9+209)5§
of

4 /N4 ! N
+ Lo+ 3(c"e' o] 5w

" . f f " df 4 d/"
Lif— Pdp P dp +P dp” p dpw

" ()
+6(c"w3+ '@y — " mp)——f—:o,
0®3;

+ 23, dwf =o.
33

Remplacons les trois premiéres équations par les combinaisons

(cl b!’_ b/ cll )Z(+ (al cll — all C,)Z')—’"' (al' b’ — {l,b”)ZJ:O,
(al c!//_ C’ a/l/)Zz+ (b/ a/l/ Ibl// Z3+ (b!l/ ’ b! CIII)Z — O

(alll b" —_— bl” a” )Z3 &+ (c" b”’ ”/ bll )Z + ( r,ll/ " ll III)Z — 0.
Nous obtenons le systéme jacobien :
of _ of _
Tf~Pd” 6 l’d @, =0,
of of of _
Tzf p dpll —3P dpr//+6m13 d @ss =0,
o Of L Of .., Of of _
120 g 20 g O g O G, =
o of . w9 L w9 9f

bezlo d_P -+ P ()P p dpll +p dp'" + 2W3 35— 0®,;
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@y, @3, B34 Sontdes fonctions de g, ¢, ¢, p” définies par les équations
Lo -;-p‘L'+ ep'L,
P = ép‘(L”-—— aM) + 3p%p"L — 3p2p"L,
pPwyy = ép’M’—l— ptp’(L"+ M)+ 3p3 L p"2+ (30" 0" — pp" ) p* L.
Le systéme des équations T f = o admet une intégrale et une seule:
N =#[3(2P'P'”— 3p" )@y 4+ 6(3p'p" — pp" ) W1
— 9p" @y +6(pp"— 20" )13+ 6pp'wy —p'wys ]

En résumé les intégrales du groupe G’ prolongé au troisiéme ordre
sont :

L = %a
L,=2GS__1:—PPIL’
pq
M:pw.,z dp Ep)';q-{-2p m'n’
= ;%[(39”—99”)%—App’mn+ P* (®ar+ @),
M= %[(PPW—3P’P”)wn+69125n—3?9’57:2"“299’5134—9,5’23]’

N

I m Ul U
N =S [802p'p" — 3p") w11+ 6(3p"p" — pp") @12 — 9p" e
+6(pp" — 2p")® 3+ 6pp' w3 — p W3]
Nous pouvons former avec ces six invariants, trois combinaisons

indépendantes du choix du paramétre, c’est a-dire trois invariants
absolus distincts. Nous connaissons déja un de ces invariants :

ML — % L — L
m’: —_L_3—
Nous obtenons un deuxiéme invariant absolu en formant

‘z_’:' [2(M'L+ ML) — L'L" |L— 61’<ML - %ue)

N amL*yL
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dl
) y o . : . , dt
D’une maniére générale, soit I un invariant absolu ; la quantité VL est

encore un invariant absolu. En effet, considérons un nouveau para-
métre 7 lié & £ par I’équation ¢ = g(7), nous avons

a_d
dr ™ dt®’

(1

d’autre part,

\/i:: % = é\/au_‘_ b't C’z_plz
donne

I = ; g = ; ;
(2) E\/ar‘-i—b'T’+cf’—p-'r’:%\/a,'+b}2+c,2—p,2,

Divisons membre a2 membre les équations (1) et (2), nous obtenons

dl dl
& B 7

l ’ ’ ’ l ’ U
—F; Va2 + b2 + ¢ — p? E\/a,2 + bt 4 c* — pi?

" . I'
L'invariant 5 ne change donc pas quand on prend un nouveau pa-

pl

rameétre, c’est un invariant absolu ; YL d¢ est un parameéire différentiel.
Soit ds, I'angle de la sphere enveloppée avec la sphére infiniment

.. R ds . I’
voisine, nous avons trouvé yL = —d—;; Pinvariant absolu o= peut donc
1%

o .o dl . . . . .
s’écrire ——- Si nous prenions s, comme paramétre, nous obtiendrions
1

unnouvelinvariantabsolupar unesimple différentiation parrapportas,.

dm

Les deux invariants m et —— sont indépendants de I'intégrale N.
21

Nous pouvons donc choisir comme troisiéme invariant fondamental
tout invariant absolu du troisieme ordre renfermant N ou simplement
@y, =a"’ +b"* + " — p"*, quantité qui n’entre pas dans les autres
intégrales. Un invariant du troisieme ordre qui dépend de m,, est la

dag

quantité a5 d3 désigne I'angle que fait, avec la sphére infiniment

voisine, la sphére passant par les points caractéristiques et ortho-
gonale au cercle caractéristique (Chap. XXV).
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Soient X, Y, Z les coordonnées relatives du centre de cette sphére;
e. son rayon; ¢X, ¢Y, sZ les accroissements de ces coordonnées par
rapport aux axes fixes. On a

D SINE GO S
dg* _de T T de TP

(X=0,Z =0),

de o?
%:lt+qZ —I'Y—i—%:——r\,
%’ = (’+I'X—pl+%:t'+\”,
%:Ili :w+pY+%:w+pY.

Désignons par Y, I'ordonnée des points caractéristiques :

Y, est donnée par I'équation de la caractéristique : w + pY =o.
Y vérifie la relation R*=Y.Y,.

Le rayon p, est défini par I'équation p; = Y — R*.

. . d ,
L’'invariant d—? dépend donc de r, et par suite de @,;, car on a
1

Wy [OTEY Wy3
Wi»  Wop Woeg
W3 W3 43

r‘— Wyge
(W11Wr — w{,)? "

Un autre invariant du troisiéme ordre peut s’obtenir de la maniére
suivante : Considérons les courbes (C), (C,) de la surface, décrites par
les points caractéristiques A, A,; ces courbes, ainsi que les points
caractéristiques se conservent dans une transformation conforme; la
sphere (S), passant par le cercle osculateur en un point A de la
courbe (C) et orthogonale & la sphere enveloppée, garde sa définition
dans une transformation conforme; son centre est le centre de cour-
bure géodésique de la courbe (C). Soit O I'angle de la sphere (S) et
de la sphére (8,) relative au deuxieme point caractéristique A,; la
quantité cosf est un invariant différentiel du troisieme ordre par
rapport au groupe conforme.
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CHAPITRE XXII.

EQUATIONS ET SYSTEMES DVEQUATIONS DIFFERENTIELLES QUI ADMETTENT
LE GROUPE PROLONGE AU TROISIEME ORDRE.

Les transformations prolongées au troisiéme ordre sontlinéairement
indépendantes, les systémes d’équations qui admettent le groupe se
divisent en deux classes :

Les systemes de la premiére classe s’obtiennent en égalant a zéro un
certain nombre d’invariants.

Les systemes d’équations de la deuxiéme classe doiventrendre nuls
tous les déterminants d’'un méme ordre de la matrice formée avec les
coefficients des transformations X, /5 chacun de ces systémes doit
posséder 'une au moins des équations obtenues en égalant & zéro 'un
quelconque des déterminants du dixieme ordre; considérons par
exemple le déterminant formé avec les coefficients de

of of of of of of of o df Of

—_— —_ —— —_

9’ 96 ¢’ &’ 080 9’ 9a’ 95 9’ 9"

il est égal au produit

! " "

a a" a
p3(blcll__bllcl)(alz+bl)+clz__lolz) b b b
¢ "

Nous trouvons quatre équations:

p=0,

a'? + b 4 e’ — pl_)

I}

o,
o, =0bc"—b"c'=o,

! 4 m

a a a
o=|[ b & b"|=o.
¢ o "

Les trois premiéres équations ont déja été obtenues; étudions I’équation

N
g,=o.
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Nous avons :
X, (61)—_—X2(61):X3(61)=0,

X, (61 y=a'"c'— cllal’

X;s (d;) =o,
X6 (0,)=a"b—b"a,
X; (0)) =24y,

X5 (0))=2b(a'c"—a"'c)—z2c(a'b"— a"d"),
Xy (61)=2[ (pp'c¢"+wnuc — c'pp")—2a(a’c —a'c")),
X10(0;) =2[— (pp' 6"+, ' — b'pp") + 2 a(a’' b"— a"b')].
Le svstéme d’équations
a b ¢’

—_— —_— — " ! " —_—
Pl 0,=a"pp' —a'pp" + a'w,;=0

admet le groupe, car les équations X, (8,) = o sont des conséquences
de ces mémes équations ; nous pourrons remplacer ¢, = o par

0)12,09"‘— w]]pp”“" W1, =0,
Pourétudier’équation ¢ =o, nousremplacerons le systéme X, f =o

parle systtme Y, f=o0(i=1, 2,3, ..., 7).
Nous trouvons :

Y (d) =Y:(d) =Y,(d) =o,

Yk (6) - a’
pp' pp"'—®mn pp"— 3wy,
Yao)y=| & ¥ oo
cl CII cllr
al al/ a'll
Ys(d) = PP' PP”—G’M PP”’—?’UH )
c' c” c”
al all all
Y_I(a) — bl bl/ blll
pp’ pp"—®w p"— 3w

, . N . ) .
Toutesles équations Y,(¢) =osontdoncdesconséquencesdes équations

pp' pp'—wu pp”"— 3wy,
d=o, o= & b" 4 =o.

17
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Le systéeme de ces deux équations admet le groupe, car les équations
Y, (8) =o sont aussi des conséquences de ces mémes équations :

1/

a' a” a
Yi(g) =|pp pp'—wyu pp"— 3wy |,
cl cl/ cll/ ,
a' a’l alll
Y,(3)=]| & 1% b" ,
e’ pp'—wu pp"— 3@,

En résumé tous les systémes d'équations de la deuxiéme classe
ne peuvent étre formés qu'avec 'un ou l'autre des trois systémes

d’équations :

p=o0;
a, bl c’ ! n" .
a//_"‘l;ﬁ———zﬁ’ W PP — W1y PP + W11 Wy = O}
al a/l all/ ppl PP”—' m.11 PPlll — 3!3[2
S=|d& b b |=o, s=| & b o =o.
¢ ¢ " ¢ c" c”

L'équation p =0 exprime que le rayon de la sphére enveloppée

est nul.
Les trois équations

a b , , _
7272 7’ (A)”‘OP —_ Cl)”pp + W W) =0

montrent que I’enveloppe se réduit a un cercle; ’enveloppée est ortho-
gonale & trois sphéres fixes passant par les foyers du cercle.
. a' b ¢! .
En effet, les équations — = 7 = 7 expriment que le lieu des

centres des sphéres enveloppées est une droite et I’équation
wﬂPP"'quP”-F wy (0 —p'2)=o0

exprime que la projection w de la vitesse du centre du cercle caracté-
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ristique sur I’axe de ce cercle est nulle; on a

w— 0’19PP'— MMPP”':' (W — P”) —o.

=
Wy

Le rayon du cercle caractéristique est constant, car si nous différentions

les deux membres de I'équation R* = p* — 22, nous obtenons
q 4 o0

R'= P"L.

Vo,
Au (roisitme systéme d’équations ¢ =o, 6 =0 correspondent les
surfaces enveloppes de sphires orthogonales & deux sphéres fixes,
c’est-a-dire les anallagmatiques & deférente plane. En effet, les équa-

. [N ~ . .
tions ¢ =0, ¢ = o0 expriment quec les trois plans

(#—a)a + (y— b)b + (s —c)c + pp =o,
(x—a)a"+4 (y —0)b"+ (5 —c)c"+pp" — ®1=0,
(x—a)a" + () —b)V"+ (= —c)c" +pp" — 3®s =0

passent par une droite fixe; or toute surface enveloppe de spheres
dont les cercles de courbure sont situés dans des plans passant par
une droite fixe D est 'enveloppe d’une sphére dont le centre parcourt
une courbe arbitraire tracée dans un plan perpendiculaire & D et qui
rencontre cette droite en deux points fixes réels ou imaginaires(*').
Nous pouvons encore considerer ces surlfaces comme les enveloppes
d’une sphére dont le centre décrit une courbe plane et qui reste ortho-
gonale a une sphére, réelle ou imaginaire, dont le centre est dans le
plan de la courbe. Prenons pour deférente une conique définie par les

) 2

’ . £ .
équations *y +%———1 =0, 5 =o0; soient & le rayon et o, f3, o les

coordonnées du centre de la sphere directrice; la cyclide a pour équa-
tion
(' +y+3"—a' =3 +R")= JA(r—a)—4B() —p) =o0;

elle admet la transformation mfinitésinale conforme

) . o e ]9f _ d /)
[—w—ar—o =gy | L —aL o -pE.

(1) RouvQuET, Thése, p 19.
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Lorsque la conique est bitangente a la sphére directrice, nous
B o?
A—B

avons B =o0, **=B — » et I'équation définit la cyclide de

Dupin :
(24’ 4+ 52—+ R’) —4A (x —a)*—4By*=o.
. 2 . " '
St nous posons &% = (TAELB)E — B, ’équation précédente peut encore
s’écrire
’ Aa
A—B

Aa

(A—B)

2 2
[x’—l—)’—}-z’— +ép\/z] —4(A—=B) (x_ ) +4Bs’=o.
Nous mettons ainsi en évidence ladeuxieme génération anallagmatique
a déférente plane, &' étant le rayon de la nouvelle sphere directrice.
La cyclide de Dupin admet les deux transformations infinitésimales
conformes du second degré :
of f

) of
52 2 24 R2 z _ 4 Sy ==
l‘. (x—a)—y -4—&]()3 “+ 235 (x a)d.z'+2 ydy’

Aa \’ af Aa \of af '
2 e — — 32 4 [R48 NCARNT —_ AN 5 —
["y (1 A—B> dd ]dy ' 2_y<x A—B>dw AT

Les deux cercles qui ont pour foyers les points doubles sont con-
jugués et admettent les transformations précédentes.

Lorsque la déférente est un cercle ayant pour centre le centre de la
sphere directrice, la surface enveloppe est le tore

(2" + 2+ 3"+ R°) — LA (2 +y?2) =o.

Cette équation admet deux transformations infinitésimales conformes

IR of .. of
(5" —2"—y +5’\2)E—|—2~xd—x +2z‘ydy’
o _ o
ay dx

Nous citerons, & propos des cyclides, la classification de ces surfaces
par M. Gino Loria, en géométrie conforme ().

(') Gino Lowria, Mem. della Reale Accadem dclle Scienze di Torwno, 2° série,
t. XXXVI, 1884.
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CHAPITRE XXIII.

INVARIANTS DIFEERENTIELS DU QUATRIEME ORDRE.

Ces invariants doivent admettre le groupe (G’) prolongé au qua-
trieme ordre ; ce sont les intégrales du systéme d’équations

of

9a_ %

of __

96 =

of _

9 = ®

0 ad

XJ”‘“#M"%ZW

v df 1v df —
Xsf"i—cdbw—b —()c—w—-—(),

w 9f w9f _
X5f+a F—'C ‘)aw_o,

n 0f v df lvi lvi’_j_‘_
X7f+a %T\T_Fb dblv+c dcl\'+P dplv—o'

—;-Xs S+ [2aa" —w, + 4(2a' a" —®3) + 3(2a" — )] d%f‘v

+ (@b +4a"b +6a"b"+ fa' b" + abv™) ddé)fl‘v

of
dclV
of
dplv

mw .t

+ (a¥c+4-4a"c'+6a" "+ fa

"¢"+ ac"v)

+2(a“p + 4a"p' +6a"p" + ha'p" + ap™)

= 0,
Ix 1 re df
;st—l—[zbbn ®o+ 4(20' 0" —®y;) + 3(2b —wn)]m

+ (Ve 4+ 46"+ 6 "+ 40U " + bclv);’cf“

4 (a0"a 60 a0 e + bav) 2L

S 2(B%p 467 B p" 4 46/ p" + bp) ddpf“ —=o
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et
! 1 /N4 "2 df
;X,of+[2ccv—mo,,+4(2cc — ;) + 3(2¢ —m,,)]——-dcw
U/~ VAP AR 4 0f
+ (cVa + 4c"a' +6c"a"+ jc'a +ca")%—ﬁ
U N, VN 1 m v df
4+ (¢b +4c"b' 4+60"b" + 4’ +Cbn)db”
U ", n rnm ()f
+2(cVp +4c"p" +6c"p" + 4c'p +cp”)—{)ﬁ—_:o.

.

Ces équations admettent dix intégrales indépendantes; si nous effec-
tuons un changement de variable 7 = g (=), nous introduisons quatre
quantités g’, g”, 8", g", dont I'élimination entre les dix intégrales
fournit six invariants absolus.

Nous connaissons déja trois de ces invariants :

dm

m, '(TS—’ n.
1

Avec ces quantités nous pouvons former deux invariants absolus du
quatrieme ordre :
d*m dn
ds?’ ds,
Nous choisirons comme sixiéme invariant absolu fondamental la

quantité
dan

(f:Zi?,’
dn désignant I'angle que fait, avec la sphére infiniment voisine, la
sphére orthogonale 4 trois cercles caractéristiques consécutifs. Formons
cet invariant :
Considérons deux cercles caractéristiques infiniment voisins; ils
ont deux points communs, les points caractéristiques A, A, définis par
les équations

(r—a)t +(y—b) +(s—c) —p° =o,
(x—a)a' +(y—0)b + (s —c)c' +pp'=o,
(—a)a’+ (y —b)b"+ (5 — )¢’ +pp" —m, =o.
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Tout point de la droite AA, a méme puissance par rapport a ces deux
cercles; c’est le centre d’une sphére orthogonale aux deux
cercles. Ladroite AA, engendre une surface développable, enveloppe
du plan caractéristique ; elle rencontre la droite caractéristique infi-
niment voisine en un point G,: ce point est le centre d’une sphére or-
thogonale & trois cercles infiniment voisins; nous pouvons encore le
considérer comme le centre radical de quatre sphéres infiniment
voisines. Si nous effectuons une transformation conforme sur la sur-
face, la sphére (G,) conserve sa définition.

Les coordonnées du point G, commun a deuxdroites caractéristiques
infiniment voisines sont

. ¥ 1 w)’ W t—o
Q—-——,——l’—,_ P ) n=— P’ — O.

Les composantes %, 87, 6{, sur les axes mobiles du déplacement
infiniment petit du point G,, sont données par les formules

0, =df —rndt,
(1) on =dn + (v + rg)de,
0 =d{ + (w+ pn)dt:
ce sont les quantités

- e\ r/w\ 1w\ wr
r re\p r\p 14

on = o,

035 = o0.

Soient d= I'angle de la sphére (G, ) avec lasphére infiniment voisine,
&, son rayon.
I’angle dr est donné par la formule
322+ dn2+ 30— dR2
dnt= =27 aRfC Ly
i —Rpde
R3

(2) dm*=

Nous pouvons former avec les équations (1) la combinaison sui-
vante :

(3) EOE +ndn= (& +na’ +-v¢n)dt.
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Différentions I’équation
R =+ n2— R
nous obtenons
R R, = + an' — RR;
d’autre part, nous avons

o
vn—=— — =—RR’;

par suite,
KR =5+’ +vn

et, d’aprés I'équation (3),
R R dt =E 0¢.

La formule (2) peut donc s’écrire

2

(<%

4
S

dmt= g (R — 1),
_ 3&: . 8&’ wz—p’ R?
it = o (n— ) = gp ———

Remplacons ¢& par la valeur trouvée précédemment, nous obtenons
Y n'R2 N W ! " prl2
g V=P R [_<2) _'_z<£> - 1(&2) +u] die.
p’ RS r rr\p r\p P
Introduisons I’angle ds, de la sphére enveloppée avec la sphére
infiniment voisine; nous avons
dst =L de;

en divisant membre 4 membre les deux derniéres équations nous
obtenons 'invariant absolu

dn® _ w— p°R’ v)' rr /e 1 /w\ wrl?
dst — TLp*R} | \r —F<P G 7’_>+7 '
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CHAPITRE XXIV.

INVARIANTS DIFFERENTIELS D ORDRE SUPERIEUR A QUATRE.

Soient ds, I'angle de la sphére enveloppée avec la sphére linfiniment
voisine, I un invariantabsolu du quatrieme ordre; nous avons un inva-
. . .y dl S
riant absolu du cinquiéme ordre en formant ——- Avec les trois inva-
o1
riants distincts du quatrieme ordre, nous pourrons donc former trois
invariants absolus du cinquitme ordre; or, on ne peut trouver que
trois invariants distincts du cinquitme ordre, car si nous prolongeons
le groupe jusqu’au cinquiéme ordre, nous introduisons quatre

variables :
daxv dblv -(ic—n. dpl'
de’ Tdi’ dr’ dt

et nous obtenons quatre autres intégrales distinctes qui donnent seu-
lement trois invariants absolus distincts.

Le méme raisonnement s’applique aux invariants d’ordre supérieur.
Nous pourrons donc les obtenir tous par différentiation.

SYSTEMES D EQUATIONS DIFFERENTIELLES QUI ADMETTENT LE GROUPE PROLONGE
AU n'*™¢ oRDRE (nZ4).

Les systéemes d’équations de la premiére classe s’obtiennent en éga-
lant & zéro un certain nombre d’'invariants. Les systemes de la deuxiéme
classe posséderont I'un au moins des systémes d’équations qui admet-
tent le groupe prolongé au troisieme ordre, car ils doivent annuler
tous les déterminants du dixteme ordre de la matrice formée avec les
transformations de ce dernier groupe.
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CHAPITRE XXV.

LES INVARIANTS DES SURFACES ENVELOPPES DE SPHERES PAR RAPPORT
AU GROUPE CONFORME, CONSIDERES COMME INVARIANTS DU GROUPE
DES MOUVEMENTS DANS UN ESPACE ELLIPTIQUE A QUATRE DIMENSIONS.

Considérons un pentasphére orthogonal formé par les trois faces
d’un triédre trirectangle et deux spheres ayant pour centre le sommet du

triedre et pour rayons 1 ety — 1. Un point quelconque de I'espace est

défini par cing quantités &, liées aux coordonnées cartésiennes x, y, z
par les équations

Ay =, A=y, A=z,
2N, =2+ Y+ 3" —1, UNs=x*+ ¥ + 22+

(\ est un facteur de proportionnalité ).
Avec ce systeme de coordonnées pentasphériques, I’équation d’une
spheére
2?4 y: -zt —2axr —aby — 203 +a*+ b+ ct—p*=o0
devient
228, +2bf+2¢E+ E(m—1) —ifs(m+1)=o0
si
w=a+ b*+ c*—p?.

Cinq quantités proportionnelles aux coefficients définiront la
sphére; nous pouvons prendre

a b c B —1 —i(m+1)
(1) Ty== —y Ty= =y XT3=— -y X,= Xy = —————

P P P 2p T 2p
quantités vérifiant la relation
2} + x) + 2 + 2} + 22 =1.

Les équations (1) font correspondre a chaque sphére un point de
coordonnées x,, x,, x,, x,, x, dans un espace elliptique S a quatre
dimensions; inversement, & chaque point de cet espace correspond
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une sphére dont le centre et le rayon sont donnés par les formules

1

a—=pr, b=px c=px - —
P , P 29 P 3 P 25— @,

A une famille de sphéres 4 un paramétre correspond une courbe de
Pespace S.

Prenons pour absolu la quadrique
z,+xr+xri+zl +z;—=o0

et choisissons comme distance de deux points infiniment voisins
la quantité

1
ds,—= —logr
1= 57 1087

r désignant le rapport anharmonique défini par les points A, B de
coordonnées x,, x,+ dx; et les points de rencontre de la droite AB
avec l'absolu.

L’élément linéaire de I’espace S est défini par I’équation
ds? =dr} +dx} + dz; + dx} + dx}.
En effet, soit z, = x,+ dx,; la droite AB a pour équations

Xl_—xl_’_)\;! (t=1, 2, 37 éas)"

cette droite rencontre I'absolu aux points définis par les racines A,, A,

de I’équation
7\225,’ —+ 2)\2 z,x, +Z x?=o.

Or
. A
cosds,:’+_f et r—= }—‘;
2\r 2
par suite
A+ A,
cosds,—
2V Ay
ou
cos ds, = 2,2,
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Si nous remplacons x, par x, + dx, et si nous développons en série,
nous avons

dst = dz? + dz} + dx} + dxt + dx}.
Nous savons, d’autre part, que le cosinus de I'angle de deux

sphéres x, et x, est égal a _
Srx,x,

=
Vizvar
I'élément linéaire de I'espace S est donc représenté dans I’espace
euclidien & trois dimensions par I'angle de deux sphéres infiniment
voisines.
Déterminons le groupe des mouvements de 'espace S ().
. Les mouvements dans un espace elliptique sont définis par les trans-

formations
Z, = @, ( Xy, Zay ...y Xy) (i=r1, 2, 3, 4, 5),

qui laissent invariantes les formes Zdx; et .
Nous devons donc avoir

() () =

1

(2) 3, 99 S8 o,

():L‘/, ()-L‘[_
¢ s
(3) o=t
(k2l5 0, kyl=1, 2,3, 4, 5).

Différentions (1) par rapport a , nous avons

99 _9*9.

dxy drx; dx,

Différentions (2), nous trouvons

(4) 99 99, N 09 P _
dx; dx; dory oz, Ox,;0z,

{ t

(1) Fusini, Introduzione alla teoria det gruppi.
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Une permutation de / et ¢ nous donne

(5) 9. _0'9, 99. 99
0x; dxy dz, dzx; Ox; 0z;

Permutons £ et ¢ dans la méme équation (4), nous obtenons

L 2
© 0 0o 5dn e

0z; dxy 01y dx, 0z, 0xy

Fixons /, tet retranchons (6) de la somme des équations (4) et (5),
nous avons

P9 99,

dx, dx, dx;

[

—=o (6 k=1,2,...,5),

systeme de cinq équations linéaires homogénes a cinq inconnues

09,

dx(dx,.

Le déterminant de ces équations ne peut étre identiquement nul,
c’est le jacobien des o, ; par suite, nous devons avoir

2?9,

= 0;
dxl ox: '

¢; est donc un polynome du premier degré en x.
Soit

CPl:z ap, Ty -+ a,.
Portons cette valeur de ¢. dans I’équation (3),
D= a2
Nous voyons que les a, sont nuls et, par suite,

(7) x: :2(11.,.1121r '
A

avec les conditions

Ea;:‘:l, Eak,a,,,::o (hZk; hy k=1,2,...,5).
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Les mouvements dépendent donc de 25 — 576 = 10 parameétres.

Comme ils laissent invariante la forme ¥ dz? qui représente en coor-

i
données pentasphériques le carré de I'angle de deux sphéres infini-
ment voisines, nous voyons qu’aux mouvements de 'espace S doivent
correspondre dans l'espace euclidien les ' transformations con-

formes.

Calculons les invariants du groupe des mouvements de 'espace S.
Nous déterminerons d’abord les formules de Frenet relatives aux

courbes de cet espace (').

Soient vingt-cing quantités «!, x?, x}, z', £’ (i =1, 2, ..., 5) satis-

faisant aux conditions d’orthogonalité

N (@r=1
(l) ' (lv kv 17:" 2, 37 '{h 5)

2 .z:f‘ .’L{ =0
1
et, par suite, aux conditions
D=1,
13
( 2x;, x;=o.
[

(2)

Nous pouvons considérer ces quantités x;, «}, ..., z} (i=1, 2, ...

comme cing solutions du systéeme d’équations

=5

dx}
_d—sf = 2[’114’7‘[,

(=1

dzx] /
(3) ds, _21’”“”"
!

(1) Nous appliquerons la méthode générale exposée par M. C. Guichard dans le Bulletin

des Sciences mathématiques, 1912.
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les coefficients étant définis par les équations

— N\ dz}
= E -
1 4 " s,
2

dz*
_ S‘ 14%,
Pri— |‘zt 151

i
En différentiant les équations (1), nous trouvons

Pt = 0,

Prit=—Plk-
Posons, pour simplifier I’écriture,
x' ==z, rl=a, z} =B, zt =y, xz}=29,.

Le systéme des équations (3) devient

dz,
B, = prai+pu Bt puyi+ pis d,
da,
B, == Pt Py B pas yi+ Pas i,
dp,

(4) 5. = P13 @ Pa % Pa Y1+ Pas O,
d
_dz‘l: ==—Pu Ti1— P2 % — Pz 6'+ Pus 3,
do,
T, = P13 @ P1s &~ Pasf— Pis Yo

Considérons dans l’espace S un point x, d'une courbe (C) et les
quantités
dx,
X,:lx,+y.gs— (t=1,2, ...,5);
1

si s, reste fixe et si A, u varient de telle sorte qu’on ait
ZX;’ =1,

le point de coordonnées X, décrit la tangente & la courbe (C).
Les équations de la tangente peuvent encore s’obtenir en égalant a
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zéro trois déterminants distincts formés avec le tableau

X.] X, X3 xb x5
Z'y Ly Xy X, Zs |l.

r 1 ’ !
Ty Ty Xy Xy, Ty

Le point de coordonnées

'

dz, d*x, . .
X,:lx,—}-pd—&ﬂ-v—gg— (l'__l, 2, oo 3)

décrit le 1-plan osculateur a la courbe, les variables A, w, v vérifiant
la relation 2 X, =1.

Les deux équations du 1-plan osculateur s’obtiennent en égalant a
zéro deux déterminants formés avec le tableau

X, X, X Xi X;
Xy Xy X3 Xy Xy

' ' ' N !
x, x, x|, 2, x

n " u n "
Xy Ty Ty T, Xy

Le point de coordonnées

d*z, diz,

dz,
X¢=)\$t+{~l-'?ls—‘+\'7{;¥— +p—tZ§?—

décrit le 2-plan osculateur a la courbe; ’équation de ce 2-plan est

Xy X X5 X4 Xg

Ty Xy Xy Xy, Xy

z, z, x, z, x,|=o.

xy xy, x, z,

x| x, =z, x, z

Choisissons comme axes d’un 4% attaché & la courbe : la tangente,

la perpendiculaire 4 la tangente située dans le 1-plan osculateur, c’est-
a-dire la premiére normale; la perpendiculaire a la tangente et & la
premiere normale située dans le 2-plan osculateur, c’est-a-dire la
deuxiéme normale; enfin, la perpendiculaire a la tangente & la pre-
miére normale et a la deuxieme normale.
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Les cosinus directeurs a,, 8,,v,, 8, (i =1, 2, ..., 5) de ces quatre
droites satisfont aux équations (4).

Nous prenons comme paramétre ’arc s, de la courbe; la premiére
formule du tableau (4) est donc

du,

dS, — Xy
c’est-a-dire
(5) Pira=—1, Pus=pPi3=pP15=0

{

Les quantités —=* sont les parameétres directeurs d’une droite située
1
dans le r-plan osculateur; elles doivent s’exprimer linéairement en
fonction de x,, a,, 3,. La deuxiéme formule du tableau (4) est donc

da,
"‘E - [)l"xz +P23 ﬁn

c’est-a-dire p,, = p,; = o.
Mais p,, =1 d’apreés (5) et

da,

‘(E :_‘Z'x"—pzs pz-

dﬁl

Les quantités —=*, paramétres directeurs d’une droite située dans
1

le 2 plan osculateur, doivent s’exprimer linéairement en fonction
de ,, 2,, B,,Y.- Le coefficient de x, est nul d’aprés (5); la troisiéme
formule est donc

ap. _
"E; —_ —Pza o+ Psb }’u
c’est-a-dire p,; = o.
Les deux derniéeres formules du tableau (4) deviennent alors

dy,

"E = Pa 61 +P65 61’
ds,
Zs:,' =P Y

Les quantités p,;, pss» pis sont les trois courbures; si nous les rem-
B. 19
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placons par m, n, €, nous avons

dx'—a do, _ w4+ mB dﬁ‘ =—ma,+n
dS, — Uy, ds, == 1] 17} ds, )] Yo

dy, do, .
d_sl —Ilﬁ,—‘— 1)31, 'dT‘————‘Ey;,

telles sont les formules de Frenet pour ’espace elliptique S.
Indiquons pour abréger les dérivations par un accent; nous avons

(1) T, =, =— x,+ mf,

ou
mB, =z, + z.

La condition z B =1 donne -
m2:2x',"-—— 1;
€
c’est 'expression de la premiere courbure.
Différentions (1), nous obtenons I'équation
(2) xr, =—z, +mpB, +m'B,

qui peut s’écrire, d’apres les formules de Frenet,
(3) mny,= x, + x, (1+m2)-——(1',—|—x ).
La condition » vy?=1 donne
f
l

! ul
m°n? = 2 X} — (14 m?)t—m's,

i

Nous avons ainsi ’'expression de la deuxiéme courbure 7.
Si nous différentions (3) et si nous tenons compte des formules de
Frenet, nous avons

. ” mnl ml B ! !
3 mnd=ay— 2 [<__>+_]+$I m (mr) . m+,_(ﬁ>J

mn m m mn m

m' mn) m' !
o ] [ ()
m mn m mn
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La condition ¥, 8?=1 donne

m?*n’ ‘P’:E(w}")‘—— m" 4+ 2mm" (1 + m? 4 n?)
L
—(2m'n+mn' )2 — gm?*m'? — (1 + m?)® — m?n*(2 + 2m*+ n?),

relation qui fait connaitre ’expression de la troisiéme courbure €.
En résumé, les trois courbures sont donnees par les formules

m*=Xz?—1,
2 — 1 "o 2)2 2
ni=—s x,?— (14+ m?)2— m'?],
i

I
@’:m [Z () — m" 4+ amm” (1 + m?+ n?)
3
—(2m'n +mn"2—gm?*m'* — (1 + m?*)3— m*n?(2 + 2m*+ n’)] .
Les cosinus directeurs du 4% sont
o, =ux,,

1
Bi= (2, + i),

1 . m’
Y= ;l—;[x,'+x;(l+m’)—- —,;L-(x,+x’l')],

5, — _'_gx_x[&'ﬁ_ 4 '_n_]

mné mn m
. [m' (mn) R ) m'\'
+ ), | — +n4-mi41— | —
n mn m

m

[m' (mn) . (m’)’]%
_z‘ —_— ~4-n — —_— .
m mn m

Application aux surfaces enveloppes de sphéres a4 un paramétre.

7 !
+x;[2mmr_<.+mz)<_m"_>_ﬁ]
mn

Nbus pouvons considérer les quantités x,, @,, £,, Y., S ((=1,2,..., 5)
comme les coordonnées de cinq sphéres orthogonales deux a deux. La
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sphére a, passe par le cercle caractéristique de la sphére «,, la sphére §,
passe par les points caractéristiques, elle est orthogonale au cercle
caractéristique, la sphére ¢, est orthogonale & trois cercles caractéris-
tiques consécutifs, la spheére y, passe par le cercle caractéristique de
la sphére 8.

Les trois courbures m, n, ¢ nous font connaitre un systeme de six
invariants fondamentaux des surfaces enveloppes de sphéres par
rapport au groupe conforme

dm d’m dn

78—'-, n, 71?! Ts“’ @.

m,

Les invariants m, n, € sont précisément les quantités suivantes
définies par M. R. Le Vavasseur ().

Les équations du faisceau de sphéres passant par le cercle caracté-
ristique de la sphére x, s’obtiennent en égalant & zéro trois détermi-

nants du tableau
X, X, X; X, X;

Xy Xy Xz X, Xy

! ! ' ! !
xy Ty, Z; Z, %y

Les équations du faisceau de sphéres passant par le cercle caracté-
ristique de la sphére inliniment voisine x, + dz, sont données par le
tableau

X, X, X, X, X,
x,+xds, x,+xydsy, xy+axidsy -+ x, dsy x5+ xds

zy+ 2y ds, xy+zyds, xy+xds, x,+x,ds, x5+ xyds
Les deux faisceaux consécutifs ont une sphére commune
z,+ ), ds,.

1l existe une sphére o, — x,ds, du premier faisceau orthogonale ala
sphére x, + x, ds, et une sphére x, + x,ds, du deuxieme faisceau ortho-
gonale & la sphére x, + x,ds,; désignons par dy. I'angle de ces deux

(1) Le VAvASSEUR, Les s)siémes de sphéres a un paramétre ( 4radémie des Sciences
de Toulouse, 10° série, 1.1, 1go1).
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sphéres :

[2 (x:—r,ds,>(x:+x,”ds.>]'

cos’ dp. —

- ! )
D (F— = ds ) Y (&, + @l ds,)?

ap’ e
ds? :Z To—h
1
1]

dy.

=m.
ds,

D’autre part, les points ou le cercle caractéristique de la sphére x,
rencontre le cercle infiniment voisin sont communs aux spheéres x,,
x,, ,, les équations du réseau de spheres passant par ces deux points
s’obtiennent en égalant & zéro deux déterminants du tableau

X; X, X; X, X\
Ty Xy Xy Xy, X,
/ !

/ ! ’
Ty Xy X3 X, Iy

s n s "
Ty Ty, x; X, Iy

Le réseau de sphéres passant par les deux points caractéristiques
de la sphére infiniment voisine ., + ., ds, est représenté par les équa-
tions déduites du tableau

X, X, X; X, Xs
xy + 2\ ds, x,+x,dsy, xy+aiyds, x,+ 7, ds, x5+ xyds
X +xyds, 2+ xdsy xy,+ xydsy &+ x,dsy X+ xyds,

"

xy+ x| dsy, x5+a5dsy, &+ xds;, x),+x

vdsy xy+ x'y ds,

13

Les deux réseaux ont un faisceau commun; les sphéres de ce
faisceau ont pour coordonnées

f = Mo+ o) ds,) + p( @, + 2 ds,),

les paramétres A, u vérifiant la relation Y & =1.

€
11 existe une sphére o, — m*x,ds, + «, du premier réseau ortho-
gonale aux sphéres &, une sphére x, + &) + (x,+ ) ds, du
deuxiéme réseau orthogonale aux sphéres &, ; désignons par dv I'angle
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de ces deux sphéres :

2
D\ (@ —ma) ds, -+ ) [@,+ i+ (), + ) ds,]

costdv = : ’
Z (2, — mx ds, + x;’)’z L2, + &+ (x,+ x]) ds, ]?
i {
dv’® 1 m
&= [2 20— (14 mf)~m'=].
71
{
dv —n
ds, =
L’équation

"
x{ T, x; x, =

x’;’ ‘tllzl m m "
définit la sphere orthogonale a4 quatre sphéres infiniment voisines et,
par suite, a trois cercles caractéristiques infiniment voisins.

Si nous prenons comme coordonnées de cette sphére les quantités

Xy e g X,
! ! /
1 Xy Xe Xa Te

”

2 " "
mn\| x, x Tq X,

" " m m

Xy Xe Xy Xe

a, b, c, d, e désignant les cinq premiers nombres entiers écrits dans
I’ordre naturel & partir de 'un quelconque d’entre eux a, nous avons
2oi=1;

I'angle d= de cette sphére avec la sphére infiniment voisine vérifie la
relation

dr? , ,
%; = Z(Ba 6[, -_ 6;,6,,)2,

1

Xy Xy 23 x, x5 |
’ ’ ! ! !

. Ly Xy, Xy X, Xy
dn* _ 1 2 2 2 2 2
—ds? = ot 1 2 3 v Ty

m m m m "

1 2 s T, Iy

13 v w iw v
zy zy xy xV
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Si nous développons le carré de ce déterminant, nous trouvons

dn

d—s;:(f.

Les formules de Frenet donnentimmédiatement ce résultat ainsi que
les angles des spheéres (a,), (8.), (y.) avec les spheres infiniment
voisines; on a par exemple

dp = Zdﬁ;’ =(m’ + r°)ds?.

L

CHAPITRE XXVI.

EQUIVALENCE DES SURFACES ENVELLOPPES DE SPHERES
VIS-A-VIS DU GROUPE CONFORME.

1. A chaque sphére (x — a)*+ (y — b)*+ (5 — ¢)* — p*=o0 d’une
famille & un paramétre correspond un point de coordonnées «, b, c, p
d’un espace 4 quatre dimensions R,, et a chaque surface enveloppe
des spheres de la famille correspond une courbe de cet espace.

A chaque transformation conforme aux variables z, y, z effectuée
sur une surface enveloppe de spheres répond une transformation du
groupe (G’) effectuée sur une courbe de 'espace R,.

Nous sommes donc amenés a résoudre le probleme de ’équivalence
des courbes de 'espace R, vis-a-vis du groupe (G").

Supposons trois des coordonnées d’un point exprimées en fonction
de la quatrieme, p par exemple. Pour obtenir ces trois coordonnées, il
faudra au moins trois équations différenticlles indépendantes; soient
a, B3, v les ordres respectifs des trois équations de I'ordre le plus bas;
nous pouvons supposer a3 "y Les équations qui résulteront des
précedentes par différentiation par rapport a p seront d’ordre

a1, o+2, ...
B+r1, B+2, ...3
Y1, Y42, ...

Si nous considérons a, b, ¢ comme des dérivées d’ordre zéro, nous
voyons qu’il y aura « + [§ +y dérivées qui ne seront assujetties a
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aucune condition :

a, a, a, ey a%l
b, b, b, ..., bB-1,
c, ¢, c. . 1

Imaginons les coordonnées a, b, ¢ développées suivant les puis-
sances de p — p,, p, etant une valeur particuliéere attribuée a p, de telle
sorte que, si nous calculons les dérivées d’ordre supérieur au moyven
des équations différentielles données, nous aurons des développements
qui dépendront de a + B + v constantes arbitraires. Considérons une
courbe qui n’admet aucune des transformations du groupe (G"; elle se
transforme en »'* courbes différentes quand nous cffectuons les trans-
formations du groupe (G'). Pour que les trois équations différentielles
représentent une famille de «'® courbes invariante par le groupe (G),
il faut que a«, B, v vérifient I'équation @ + § + v = ro et que le systéeme
des trois équations soit invariant par les transformations prolongées du
groupe (G'). Nous avons donc a former tous les systemes de trois équa-
tions différentielles qui admettent les transformations prolongées du
groupe (G"). Nous avons vu que les systemes d’équations qui admettent
le groupe prolongé se divisent en deux classes: les systéemes d’équations
de la premiére classe s’obtiennent en egalant 4 zéro un certain nombre
d’invariants formés jusqu’au quatriéme ordre avec six invariants fonda-

mentaux :
dm d*m dn

——s Ny, = o @
ds, 'ods, dsy

m,
(ds, désigne I'angle que fait la sphere enveloppée avec la sphére infi-
niment voisine) et pour un ordre plus élevé par une différentiation par
rapport a s,.

Nous savons que les systémes d’équations de la deuxiéme classe,
ceux quiannulent tousles déterminants d’'un méme ordre de la matrice
formée avec les coeflicients des transformations prolongées, renferment
'un au moins des trois systémes d’équations :

p = 0,
a b’ c' ,
Py i W12 pp" — Wy pp" + wyy (01— p'?) =0,
i all alll ~ PP’ Pp” — U“ pP”/___ 36’]2
d=| 6 & " |=o, 5= & b " —o.

cI cIl cll/ cl cll CIII
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Ils définissent ’enveloppe d’une sphere de rayon-nul, ou I’enveloppe
de sphéres orthogonales a trois sphéres fixes, ou I’enveloppe de sphéres
orthogonales & deux sphéres fixes. Nous mettrons ces surfaces a part,
ainsi que la surface canal 1sotrope et les surfaces & focales isotropes,
en les désignant toutes sous le nom de surfaces enveloppes singuliéres.

Soit un systeme de trois équations différentielles d’ordre o, 8, v,
tel que

a+p+y=10 (aZfZy).
Nous pouvons faire sur « les quatre hypothéses

oa=o0,1, 2, 3.

1° @ = o; I’équation correspondante ne peut étre que p =o, or
nous avons mis a part les enveloppes de sphéres de rayon nul.

2° a =13 I'équalion est a*+ b* +¢* — p"* =0, elle définit une
sur face canal isotrope ; nous avons écarté ce cas.

3° a=2; I'équation m = const. répond a cette hypothése, nous
pouvons prendre :

I. «=12,8=23,y=>5etles trois équations

(¢
m = const., n = const., Z—f = f(%) (% # const.).
1

II. « =2, 3 =4, y=24etles trois équations

m = consl., %—:f,(n), @ =fo(n) (n # const.).
1

4° «a=3; I'équation %’: = f,(m) répond a cette hypothése, nous
pouvons prendre § =3, vy =14 et les trois relations suivantes entre
les invariants

%?:fi(m), n=f,(m), ® = fi(m) (m £ const.).

Considérons les surfaces qui admettent une transformation infini-
tésimale conforme; les quantites «, 3, y doivent vérifier I'équation
a + @B ++v=09. Les hypothéses v =0, a =1 ne peuvent convenir
qu’aux surfaces mises a part; nous pouvons prendre a =2, § =3,
v =4 et le systeme d’équations

m = consl., n=conxt., ® = const.
B 20
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Aux valeurs « =3, B =3, y =3 correspondent les trois équations

dm =

@, = f(m), d=o, 0 =o;

ces équations définissent des enveloppes de sphéres orthogonales &
deux spheres fixes. Ce sont des inverses de cones.

Considérons les surfaces qui admettent deux transformations infini-
tésimales conformes; o, 3, vy doivent véritier 'équation « + § + v = 8.
Laissant de coté les hypothéses o= o0, @ =1, nous pouvons prendre
a=2, B =3, ¥y =23; nous connaissons une équation invariante du

second ordre 7 = const.; nous ne pouvons former qu'une équation

dn

ey . . . 2
du troisieme ordre avec les invariants, car m = const. enlralnea{—v =o,
o1

les surfaces qui admettent deux transformations infinitésimales con-
formes sont donc les enveloppes de spheres orthogonales a deux
spheres fixes, définies par trois équations de la forme suivante

m = const., d=o, d=o.

ds? ou encore do 1, do dési
ds; ds, ’

gnant I'angle que fait avec la sphére infiniment voisine la sphére

I

orthogonale a I’enveloppée et passant par le cercle caractéristique
(Chap. XAV); pour un tore, si g est le rayon de 'enveloppée et & le

N
A

rayon de la sphere directrice, on a m?*= — =70 un cas d’exception

Pour obtenir m? nous pouvons calculer

se présente lorsque & =g, m est infini, la surface est une sphére de
rayon p; pour un cone de révolution dont le demi-angle au sommet
esthonam’*=— Eo-:T_é; pour un cylindre de révolution on a m*=—1.

Aucun systéeme de relations entre les invariants ne peut satisfaire a
I'équation o + 3 +y =7. Les valeurs v =2, § = 2, vy = 2 satisfont
a Péquation « +  + y =06, les équations différentielles correspon-
dantes sont

v ' " .
s = T WP — Wy PP + W Ty = 03

nous savons que ces trois équations définissent I'enveloppe de sphéres
orthogonales & trois sphéres fixes, c’est-a-dire un cercle; le cercle
admet donc quatre transformations infinitésimales conformes.

Aucun systeme de relations entre les invariants ne répond a I’équa-
tion a + B + vy =4, lorsque 4 désigne un nombre inférieur a 6.
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Ces résultats nous permettent de tirer les conclusions suivantes :

THeEOREME. — Deux surfaces enveloppes de spheres a un parametre,
les surfaces singuliéres excepiees, sont équivalentes vis-a-vis du groupe

conforme, si, ds, désignant 1 ‘angle de deux spheres enveloppées consécu-

dm dn

. " . .
lwves etm, ——; n, T A ®, les six invariants fondamentaux de ces
1 1 1

surfaces, on a les trois mémes relations :
dm
d—s,:fl(m)’ n=fy(m), @ =— fi(m)

(f1s far fs désignant trois fonctions arbitraires) ou les trois mémes
relations :

dn
m = const., W:f’(n)' ® = f,(n),
21
ou
d®
m = consl., n = consl , d—-—_—f((f),
S1
ou
m = const., n = const., ® = const.,

el seulement a ces condilions. .

Deux enveloppes de sphéres orthogonales a deux sphéres fixes sont

équivalentes vis-a-vis du groupe conforme, si pour ces deux surfaces
on a la méme relation

Z—::-:f(m) (m # const.);

les surfaces admettent alors une transformation infinitésimale con-
forme, ou la méme relation

m = const. (m o),

elles admettent dans ce cas deux transformations infinitésimales con-
formes.

Deux cercles de rayon différent de zéro (enveloppes de spheres
orthogonales & trois spheéres fixes) sont toujours échangeables par une
transformation conforme.

Deux sphéres de rayon différent de zéro sont toujours échangeables
par une transformation conforme, car il existe toujours une transfor-
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mation du groupe (G') permettant de passer des coordonnées a, b, ¢, p
d’une sphére aux coordonnées d’une autre sphére.

2. Considérons un pentasphére orthogonal mobile comprenant la
) , . . dx,
sphere enveloppée x, (i =1, 2, 3, 4, 5) et la sphére «, = —* passant
1
par le cercle caractéristique, nous pouvons choisir (Chap. XXV) les
autres sphéres 3,,v,, ¢, de telle sorte que
(xb “Iapl’ Yl'al)v (.L‘;,O(z, @n '}'2762)7 cecy (.’L’s, X5y ﬁs* 75‘62»)

soient cinq solutions du systeme d’équations

d—x—-oc da __ 5 dﬁ——ma n
ds, — ds;, z+mp, ds, — Yy

(1 ay a5

— p 80— ¢
a5, = ny+ 49, Fr ®y.

Si nous donnons aux trois courbures m, n, ® des valeurs constantes
et si nous intégrons le systeme (1), nous aurons les sphéres (x,) telles
que les invariants des surfaces enveloppes de ces sphéres i un para-
metre soient égaux aux constantes choisies.

Déterminons cinq solutions particuliéres distinctes

(0, o, By y,6) (6=1,2,3,4,9)
du systéme (1); calculons par exemple les constantes X, A, B, C, D, o
de telle sorte que la solution particuliere soit de la forme

x =X cosps,, a =Asinps;, P=DBcosps;, y=~Csinps,, Jd=Dcosps;.

Ces constantes sont les racines du systeme d’équations

Np+A=o,

Ap+ X —mB=o,
(2) IBp—mA—!-nC.:o,

Co+nB—%D=o,

Dp— ®C=o.

Les constantes qui définissent la solution particuliere

z=Xsinps;,, a=Acosps,, {B=DBsinps;, y=~Ccosps,, J=Dsinps,

sont les racines du systéme d’équations que I’on obtiendrait en chan-
geant p en — p dans les équations (2).
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Les équations (2) sont vérifiées par des valeurs non toutes nulles
de X, A, B, C, D, si p est racine de I’équation

P 1 0 o
P —m o
o —m P n o |=o.
) o n p —¢
o o o —%

Posons
P=1+m?+ n*+ %2,
Q= m*%* + n24+ 42,
L’équation précédente peut s’écrire
p(p*—Pp*+Q)=o.
Le discriminant est positif :
PP—4Q=(14+nm’—n?— £) 4 4m?n?,

Lé . . . ,
équation a cinq racines réelles :

PVP—Z0 P_/P—-40
p=0, 91:\//—————2—£, — P1,y pzz\/___T_[‘g., — pae
Pour p =o, le systeme (2) admet la solution
mY ¢ n
=— Ay=o, By= —> Cy=o, D= —;
B A+ M /)

ces quantités vérifient la relation
\;+A}+B;+C:+D;=1.
Nous remarquons que I’équation
(X:+B2+D —A*— )p=o0

est une conséquence des équations (2). Soit pour p=p, la solu-
tion X,, A,, B,, C,, D, du systéme (2) vérifiant les relations

X?+B/+D/=A+C/=1.

Pour p= —p, les valeurs de X, A, B, C,D sont -X,,-—B,,—-D,,A,,C,,



x;=1X,

X9 —
P
X, ——

Xy——
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car si I'on remplace simultanément X, B, D, p par —X, —B, — D, —p
dans les équativns (2), ces équations ne changent pas.
Soit X,, A,, B,, C,, D, la solution pour g = ¢, vérifiant les relations

2Bl D= Al Cl=1.

Nous avons les cinq solutions particuliéres du systeme d’équa-
tions (2):

:%, a;=A,=o, Bi= \%, y1=o, 31——\/%’
X;cosps,, a,=A,sinps;, B,= B,cospgs;, y.=C, sinps, &=
X;c08p,8;, 3= A,sinp,s;, Biy= B,cosp,s;, ¢;=0C;sIinp,s, 0y=
X,sinp;s;, o«,=A,cosp,;s,, f,=—B;sinps;, y,=0C cosps,, 0,=
X, sinpys;, os= A,c08p,s,, Bs=— B, sinp,s,, y;=Cycosp>s,, 06,=

vérifiant les relations

x} 4+ o] + B 4+ Yy} + 0 =1 ({, h=1,2,3.4,3),
IpZ,+ apot, + @h@t““}’h}h"*‘aho\l:o (/lzl)v
mn
X, =

Vel (pi—1—m") + g m* n?

(k=r,2).

Une surface répondant a la question sera I’enveloppe des sphéres

Sx—in—(-'tj x,= X, C0Sp,;s 3= X;C050,$
(2) l—\/Q—’ 27\ Pi1S1, 3— A P81,y
( z,=—X, sinp, s, xy=— X, sinp,s;.

Une intégrale générale du systéme (1) peut se mettre sous la forme
'R =@, 2,4+ a2+ Ay, T3+ @y, 2y + Ap T

Si nous prenons comme coefficients a, (1, k=1, 2, 3, 4, 5) des
constantes satisfaisant aux conditions d’orthogonalité, les z'* sont les
coordonnées pentasphériques des sphéres a un parametre, telles que
les invariants de la surface enveloppe de ces sphéres soient égaux a
des constantes determinées.

Les sphéres (X) coupent 'une des sphéres du pentasphere fixe
sous un angle constant; elles appartiennent & trois complexes du

D, cosp;syy
D, cosp,s;,
— D, sinp,sy,
»=—D, sinp,sy,
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second degré (') :

zi =X, (2] + 2} + z} + 2! + z}),
zy+ zy = X1 (2] + z} + 2] + a2} + x3),
2tz =X (ri+ 2+ 2+ x] + x}).

Dans la recherche des conditions générales d’équivalence des sur-
faces enveloppes de sphéres a un parametre, nous avons classé les
surfaces dont tous les invariants sont constants parmi celles qui
admettent une transformation infinitésimale conforme.

3. L’étude des invariants différentiels des surfaces cerclées par
rapport au groupe conforme conduit & une classification de ces sur-
faces. Les résultats oblenus nous ont amenés a distinguer les surfaces
cerclées générales, qui admettent les invariants T, I, I, 1;, I, I, et
les conditions d’équivalence de ces surfaces en donnent une classifi-
cation; parmi les autres surfaces, nous avons étudié celles qui sont
engendrées par le cercle caractéristique d’une sphere, et les condi-
tions d’équivalence que nous venons d’énoncer donnent une classifi
cation de celles de ces surfaces quiadmettent les trois courbures m, n, €.

(1) Ces propriéiés des spheéres (=) ont été indiquées par M. R. Le Vavasseur (Aca-
démue des Sciences de Toulouse, 10° série, t I, 1901).
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