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PREMIERE THESE.

SUR

LES SURFACES DE POINCARE.

Le but de ce travail est de perfectionner et de compléter, sur quelques
points de détail, la théorie des figures d’équilibre infiniment voisines des ellip-
soides de Jacobi, pour une masse fluide homogéne animée d’un mouvement de
rotation autour d’un axe fixe, et soumise a l'action des seules forces newto-
niennes. _

C’est a ces figures que nous donnons le nom de surfaces de Poincaré ().

Aprés avoir, dans I'Introduction, rappelé les divers travaux se rattachant
a la question, nous étudions, dans le Chapitre 1, le calcul des axes des Jaco-
biens de bifurcation; quelques propositions nouvelles sur les fonctions de
Legendre et de Lamé de seconde espéce nous permettent de compléter et de
simplifier la mé¢thode générale de M. Liapounov.

Les Chapitres Il et 1] traitent de la forme des surfaces de Poincaré d’ordre 3
et 4; la premiere de ces surfaces est la figure dite piriforme. La question de
I'existence de points d’inflexion dans les sections de cette surface par ses plans
de symétrie est spécialement étudiée.

La méthode exposée au Chapitre I est appliquée, dans le Chapitre 1V, au
calcul des ¢léments de la surface de Poincaré d’ordre 5 et, au Chapitre V', a la
surface d'ordre 6.

Enfin le Chapitre VI contient quelques remarques géométriques géne-
rales.

Je prie mon maitre, M. Paul Appell, doyen de la Faculté des Sciences, de

(') Le terme a déja été employé incidemment par Schwarzschild.
H.
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trouver ici |'expression de ma plus profonde reconnaissance : il ne m’a jamais
cessé ses conseils et ses encouragements et a toujours accueilli mes résultats
avec sa bienveillance accoutumée. Je dois également adresser tous mes remer-
ciements & M. G. Fayet, pour I'amabilité avec laquelle il a mis a ma dispo-
sition, en vae de recherches bibliographiques, la Bibliothéque de 'Observa-
toire de Nice.

INTRODUCTION.

HISTORIQUE DE LA QUESTION.

La théorie qui nous occupe a donné lieu a des travaux formant deux groupes -
distincts, et totalement indépendants I'un de I'autre : d’une part, les célébres
études de Poincaré, complétées au point de vue pratique par G.-H. Darwin et
M. Ladislav Bénés; d’autre part, les trés importants Mémoires de M. Lia--
pounov. Nous allons les passer en revue successivement.

Les travaux de Poincaré.

C’est en 1885 que, dans une courte Note (*), Henri Poincaré annonga qu’il
venail de découvrir une infinit¢ de nouvelles figures d’équilibre pour un fluide
en rotation, dérivées des ellipsoides de Jacobi. Presque en méme temps, 'au-
teur publiait, dans les Acta mathematica, exposé détaillé de ses recherches,
en un Mémoire (*) qui reste toujours 'Ouvrage capital sur la question. Poincaré
commence par y donner la démonstration de plusieurs propositions énoncées
par Tait et Thomson, en particulier & propos de ’anneau fluide, puis, dévelop-
pant les principes dont il vient de se servir, il passe a I'étude des figures ellip-
soidales et obtient, pour les ellipsoides de Jacobi, des résultats qu'on peut
résumer ainsi :

1° Il existe des figures d’équilibre non ellipsoidales, infiniment voisines de
cerlains ellipsoides de Jacobi, dits de bifurcation ou critiques.

2° L’axe de rotation étant pris pour axe desx, les axes g, g2 — b* et yg* — a?

(1) Comptes rendus Acad. Sc., L. Cl, 1885.

(*) Sur Uéquilibre d'une masse fluide animée d’un mouvement de rotation ( Acta
mathematica, t. V11, 16 septembre 1885). :
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d’un ellipsoide critique doivent satisfaire aux équations suivantes :

Rcsc_l)lzsz_ ann
3 75 T an—+1

Dans ces équations, R, = y¢* — a?, R,=5yp* — b*; R, est une fonction de
Lamé de ¢, d’ordre 2, qui n’est divisible ni par y;* — a?, ni par yp* — 0%, et
dont tous les zéros sont inférieurs & b*; les S sont les fonctions de Lamé de
seconde espéce correspondantes. Ces deux équations permettent de déterminer
les axes du Jacobien critique, dont on suppose en outre le volume donné.

3° La figure infiniment voisine d’un Jacobien critique défini par la fonc-
tion R, de la coordonnée elliptique ¢ s’obtient en portant sur la normale au
Jacobien, en chaque point défini par les deux autres coordonnées elliptiques w.
etv, une 10nﬂruem' , dont la valeur, en premiére approvimation, est

v __ M (1) Nu(v) ,
\/(?2__ ‘u‘z)(‘zz,_ \/2)

[

M, et N, étant les fonctions de Lamé associées a R,, et ¢ une constante arbi-
traire trés petite, dont on neéglige le carre.

° Le premier Jacobien critique donnant naissance 4 une série de figures
d’équilibre non ellipsoidales correspond & la valeur 7 =3 du paramétre de
I'équation de Lamé; la surface d’équilibre infiniment voisine coupe le Jacobien
suivant la petite ellipse principale, et suivant deux lignes de courbure de cet
ellipsoide. Cest cette surface qu’on a appelée depuis piriforme.

5% Les surfaces ont rigourcusement, c’est-a-dire méme si I'on cesse de s’en
tenir a la premiére approxmmllon trois plans de symetrle sl n est pair : ce
sont les trois plans principaux du Jacobien. Si » est impair, il n’y a que deux
plans de symétrie, les deux plans principaux passant par le grand axe. L’axe
de rotation n’est donc pas alors un axe de symeétrie.

Ajoutons que I'expression
R,S,  R.S,

3 an 41

arecu de Poinearé le nom de coefficient de stabilité d’ordre n.

La fin du Mémoire des Acta est consacrée a I'exposition de la remarquable
théorie de ’échange des stabilités; I'auteur croit pouvoir en déduire que la
figure piriforme est stable.

En 1900, Poincaré prit pour sujet de son cours de Physique mathématique
a la Faculté des Sciences les fluides en rotation; ses lecons ont été rédigées par
M. L. Dreyfus et publiées en Volume sous le titre : Figures d’équilibre d’une
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masse fluide (*). Les Chapitres VI et VII de cet Ouvrage se rapporient au
sujet qui nous occupe : ils présentent un bon résumé des points essentiels du
Mémoire des Acta et sont d’une lecture plus facile.

A la suite d’une remarque de Schwarzschild (?), faisant observer que le
principe de ’échange des stabilités ne pouvait pas étre appliqué sans modifica-
tion au cas de la figure piriforme, Poincaré reprit la question de la stabilité
dans un important Mémoire (*) publié dans les Philosophical Transactions,
de Londres. Par une méthode remarquable, basée sur I'expression de I’énergie
d’une double couche, il va jusqu'a la deuxiéme approximation pour la forme
de la surface et en déduit la condition nécessaire et suffisante pour que la
stabilité ait lieu. Il s’agit de reconnaitre quel est le signe d’une quantité se
composant d’un nombre infini de termes, tous positifs, sauf deux. Si elle est
négative, il y aura instabilité, et il suffira pour le constater de calculer un
nombre fini de termes; s’il y a stabilité, il faudra calculer la somme des termes
positifs ou une limite supérieure de cette somme. Poincaré n’aborde pas ce
calcul, mais il en indique tous les éléments.

Les travaux de Darwin et de M. Bénés.

Les divers Mémoires de G.-H. Darwin sur la question, tous réunis au
Tome III de ses Scientific Papers (*), ne sont, comme il le dit lui-méme dans
la Préface de ce Volume, que des traductions numériques des résultats théo-
riques de Poincaré. L’emploi de notations inaccoutumées, et d’'une méthode
assez différente, au moins pour la forme, de celle de Poincaré, rend la lecture
de ces travaux un peu déconcertante. Un excellent sommaire, joint & chacun
de ces Mémoires, facilite heureusement beaucoup la compréhension du texte.

Darwin a abordé la”question en 1887, par un travail sur les ellipsoides de
Jacobi (*), qui, quoique en dehors du probléme dont nous parlons, est d’une
lecture utile pour connaitre la méthode de calcul que P'auteur reprendra plus
tard dans le cas du Jacobien critique. :

Les trois Mémoires les plus importants sont de 1go1-1902 et ont été écrits
sur 'invitation de Poincaré, dans le but d’étudier la stabilité de la surface

(') Paris, C. Naud (Gauthier-Villars), 1goa.

(*) Die *Poincaresche Theorie des Gleichgewichts (Annalen der K. Sternwarte,
Miinchen, Bd 111, 1898).

(*) Sur la stabilité de l'équilibre des figures pyriformes affectées par une masse
fluide en rotation (Phil. Trans. of the Royal Soc. of London, vol. 198, 5gor).

(*) Scientific Papers, by Sir George Howard Darwin. Cambridge University Press, 1g10.

(*) On Jacobi's figure of equilibrium for a rotating mass of liquid (Proc. Roy. Soc.,
t. XLI, 1887; Sc. Pap., t. III, n° 8),
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piriforme. Le premier (') expose la facon dont I'auteur considére les fonctions
de Lamé, sujet sur lequel nous reviendrons. Dans le second (?), Darwin
applique sa méthode au calcul des axes du Jacobien critique correspondant  la
figure piriforme, et donne pour la premiére fois les dimensions exactes, avec
des figures, de cette surface en premiére approximation. Enfin le troisiéme
Mémoire (*) aborde la question de la stabilité. Se reconnaissant trop peu au
courant des fonctions de Weierstrass pour pouvoir suivre la méthode indiquée
par Poincaré dans les Philosophical Transactions, Darwin reprend avec ses
notations la marche suivie par Poincaré et déduit de son calcul que la figure
piriforme est stable : du moins il lui parait impossible que le résidu non calculé
de la série puisse changer le résultat. A la suite des travaux de M. Liapounov
concluant a linstabilité de la figure, Darwin a refait tous ses calculs et a
indiqué (*) en 19o8 qu'il tenait toujours son résultat pour exact.

Il y avait donc la une question en litige. M. Ladislav Bénés a essayé de la
résoudre, sans toutefois y parvenir d’une fagon définitive (). 1l a effectué tous
les calculs du Mémoire de Poincaré, partant exactement des formules de
I'auteur : mais il n’est pas arrivé a la solution complete pour laquelle il aurait
fallu pousser les calculs beaucoup plus loin. Néanmoins, d’apres I'allure des
premiers résultats, il semble possible d’affirmer que la figure piriforme est
instable et de considérer ainsi la question comme tranchée.

Travaux divers.

Au groupe de Poincaré se rattache le Mémoire déja eité de Schwarzschild
qui d’ailleurs, sauf le point que nous avons signalé et une intéressante discus-
sion des propriétés des coefficients de stabilité, n’apporte rien de trés nouveau
sur les figures dont nous parlons, et s’étend plutdt sur les problemes d’Edouard

Roche. -
Le travail de M. Globa-Mikhailenko (*), quoique en dehors de la question,

(Y) Ellipsoidal harmonic analysis (Phil. Trans. of R. S., vol. 197, 19o1; Sc. Pap.,
t. 11, n° 10). '

(2) On the pear-shaped figure of equilibrium for a rotating mass of liguid (Phil.
Trans., vol. 198, 1gor1; Sc. Pap., t. 111, n° 11).

(®) Thestability of the pear-shaped figure of equilibrium, etc. (Phil. Trans., vol. 200,
1902; Sc. Pap., t. 111, n° 12). )

(*) Further consideration of the stability, etc. (Phil. Trans., vol. 208, 19o8; Sec.
Pap., t. 111, n° 12).

(*) Ueber das Vorzeichen des Poincareschen Ausdruckes fiir die Stabilitiit des bir-
nenformigen Figur einer rotierenden Flissigkeitmasse (Astron. Nachr., t. 186,
n° 4439, 1910).

(°) Sur quelques nouvelles figures d’équilibre d’une masse fluide en rotation (Thése
de doctorat, Paris, 1916).
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y est intimement lié par I'emploi qu’y fait I'auteur de la méthode de Poincaré.
Son objet est la recherche des figures d’équilibre infiniment voisines d'un
cylindre elliptique ; les résultats obtenus avaient déja été établis, en suivant
une autre voie, par M. J.-H. Jeans (*).

Les travaux de M. Liapounov.

M. Liapounov a publié sur la question un grand nombre de Mémoires qui,
malgré leur intérét, sont encore peu connus en France. On nous excusera donc
de nous y arréter quelque peu.

Ainsi que M. Liapounov le dit lui-méme, c’est vers 1883 que, sur 'invitation
de Tchebychev, il a commencé a étudier les figures ellipsoidales d’équilibre
d’un fluide en rotation. La question suivante avait été proposée par Tche-
bychev a divers savants russes : « Etant donné qu'on peut passer, pour
certaines valeurs de la vitesse angulaire, de la série des figures d’équilibre
représentées par les ellipsoides de Maclaurin a la série représentée par les
ellipsoides de Jacobi, existe-t-il d’autres séries de figures d’équilibre auxquelles
on pourrait passer & partir des figures ellipsoidales ? »

Les études que M. Liapounov entreprit sur la question le conduisirent a
publier, en 1884, un important Mémoire, constituant ce que nous nommerions
la thése de I'auteur, et que les universités russes appellent dissertation. 11 ne
semble pas que ce travail, intitulé : Sur la stabilité des figures ellipsoidales
d’un liguide animé d’un mouvement de rotation, et écrit en langue russe, ait
été connu hors de Russie, autrement que par une courte Notice de Radau dans
le Bulletin astronomique, jusqu’a ce que M. Davaux en ait donné une traduc-
tion francaise (), parue en 1904, avec des notes et quelques corrections de
I’auteur. N1 Poincaré ni Darwin n’en ont eu connaissance; et ce travail con-
tient cependant quelques-unes des propositions du Mémoire des Acta, quelque-
fois méme traitées d’une facon plus compléte (*). AJa fin de I'Ouvrage l'auteur,
suivant I'usage russe, énonce quelques résultats sans démonstration. Or 1’un
de ces résultats est formulé de la facon suivante :

(') Philos. Trans. of the Roy. Soc., 1go3. Voir également, de ce méme auteur,
The motion of tidally distorted masses (Memoirs of the Roy. Astr. Soc., vol, LXII,
part I, 1917).

(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, mars 1904.

(3) Ainsi, dans le Mémoire des Acta, Poincaré a démontré que les équations

R;S, _ R,S, . Ro,aso,s
3 7 5 T 4

avaient une solution, mais non qu’elles n’en avaient qu'une seule : la démonstration de ce
derniér point est donnée dans le travail de M. Liapounov,
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« Etant donné un entier n quelconque, surpassant 2, on peut trouver
n 3 . . . o . ° .

E.; -+ 2 surfaces algébriques infiniment voisines de celles des figures ellipsoi-

dales d’équilibre, et vérifiant, a une premiére approximation, la condition
d’équilibre. Parmi les figures délimitées par ces surfaces, une est infiniment

voisine d'un ellipsoide de Jacobi, et les E,; -+ 1 autres sont infiniment voisines

des ellipsoides de Maclaurin. »

M. Liapounov a donc connu dés cette époque 'existence des figures infini-
ment voisines des ellipsoides d’équilibre : mais il n’a pas cherché & tirer parti
du résultat qu’il avait entrevu, et a méme complétement abandonné le pro-
bléme aprés avoir donné ce simple énoncé. Vingt ans plus tard, a la suite des
travaux de Poincaré, il a repris la question, en cherchant a la résoudre sans
s’arréter a la premiére ou a la deuxieme approximation; les résultats qu’il a
obtenus sont exposés dans un grand travail, composé de quatre Parties publiées
a des dates différentes, et que nous analyserons plus loin. Mais auparavant,
I'auteur a publié un sommaire de ses recherches ('), qui est d’'une importance
capitale, en ce qu il expose la méthode suivie et les notations employées,
indique les principaux résultats et permet d’aborder avec plus de facilité la
lecture un peu ardue du grand Mémoire. La méthode de M. Liapounov se
présente de la fagon suivante :

L’axe des z étant I’axe de rotation, ’équation du probléme s’écrit
U + Q(22+ y?) = const.,

U et Q étant, a des facteurs constants prés, le potermel et le carré de la vitesse
angulaire.

L’ellipsoide a partir duquel on veut chercher de nouvelles figures d’équilibre
a pour équation
.Z'2 + y?
prr g9

z2
4+ ==
P
ou
2 =1/p + 1 sinf cos¢,
=\/p + ¢sinBsind,

3'=/p cosl,

ot 'on suppose ¢ <1, le ¢as g = 1 correspondant aux ellipsoides de Maclaurin.

(') Sur un probléme de Tchebychey (Mémoires de I’ Académie impériale des Sciences
de Saint-Pétersbourg, vol. XVII, n° 3, 1905). A partir de ce moment, tous les travaux de
Pauteur sur la question sont écrits en francais.
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Les coordonnées de la figure infiniment voisine sont mises sous la forme

x =\p+ {41 sinfcosd,
‘yi—~\/o+C+qsin9sinq’,

s = /s + Ccosh.

M. Liapounov développe alors la fonction inconnue { en série procédant sui-
vant les puissances entiéres de v ou de V1, n étant la différence entre les
valeurs de Q, correspondant a Dellipsoide et a la figure infiniment voisine.
Il annonce avoir prouvé la convergence de ces séries et avoir obtenu, relative-
ment & la question de la stabilité de la figure piriforme, un résultat en contra-

diction avec celui de Darwin. Les hypothéses faites sur la fonction { sont au
nombre de deux :

a. {reste inférieur & un nombre fixe suffisamment petit, S
b. Si{ estlavaleur de { au point 0’, ', et si 'on pose

cosfcost’ + sinf sin b cos (¢ — ¢) = cosg,

la valeur absolue du rapport

-t
sin &
2

reste inférieure & un nombre fixe suffisamment petit 3,.

Voici & présent, briévement analysé, le contenu du Mémoire fonda-
mental (*) :

La premiére Partie, portant le sous-titre : Ktude générale du probléme,
n’est que le developpement des principes dont le Probléeme de Tchebychey est
le résumé, avec cependant de notables améliorations. L’ auteur y expose en
partlcuher la théorie des fonctions de Lamé.

Nous ne nous occuperons pas de la deuxiéme Partie (Figures derivées des
ellipsoides de Maclaurin), puisque complétement en dehors de notre sujet.
Disons seulement que le probléme y est résolu dans toute sa généralité, y com-
pris la question de la stabilité pour toute figure de ce type, quel que soit son
ordre.

La troisieme Partie (Figures dérivées des ellipsoides de Jacobi) est d'un

(M) Sur les figures d’équilibre peu différentes des ellipsoides d’une masse liquide
homogéne douée d’'un mouvement de rotation (Saint-Pétershourg, imprimerie de I'Aca-
démie impériale des Sciences) : 17 Partie, 1906; 2° Partie, 19og; 3¢ Partie, 1912 4¢ Partie,
1914.
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grand intérét, bien que 'auteur s’excuse de n'y pas apporter de conclusions
générales. Elle débute par une étude des équations qui définissent les ellip-
soides de bifurcation, avec une méthode de résolution numérique de ces équa-
tions, sur laquelle nous insisterons particuliérement dans le cours de ce travail.
L’existence et la stabilité des figures sont ensuite discutées, mais la complica-
tion des formules est telle que I'auteur a dtt se borner a 'examen des cas parti-
culiers les plus simples les ﬁgures définies par 2 = 3.et n =4, ainsi que les
surfaces trés allongées & trois plans de symétrie, pour lesquelles les fonctions
de Lamé peuvent étre remplacées par des fonctions de Bessel. Les calculs de
M. Liapounov, comme nous I'avons déja dit, concluent a linstabilité de la
figure piriforme, mais & la stabilité de 'une des deux figures correspondant
an=4.

- Dans la quatrieme Partie (Nouvelles formules pour la recherche des
Jfigures d'équilibre), 'auteur reprend sa théorie dés le début, en adoptant
pour les coordonnées de la surface la forme

z=\1+1 \/o—l—. sm@cos«!),
y:\/l—}—Z\/p-i—qsmOsm}!a, ;
Z\:\/I—Q—Z\/‘;COSQ, ‘

ce qui lui permet de parfaire certains résultats de la deuxiéme Partie.

En méme temps qu’il publiait cet Ouvrage, M. Liapounov donnait divers
travaux connexes : en 1908, un Mémoire (') dans lequel il reprend, avec de
nouvelles méthodes, quelques points de sa thése, et obtient des résultats déja
donnés par Poincaré dans les Philosophical Transactions; en 1909, une
Note (?) ou, revenant aux hypothéses que nous avons indiquées ci-dessus, il
démontre qu'il n’existe pas de figures d’equﬂlbre vérifiant I'hypothése a, mais
non 'hypothése 0, et que par conséquent les conclusions de ses premiers tra-
vaux sont valables sans aucune réserve.

Enfin une Note (®), parue en 1916 et ol les équations de la surface sont
présentées sous diverses formes, contenant toujours une série, prouve que
M. Liapounov n’a pas cessé de s’'intéresser a la question.

On voit par cet exposé 'importance des travaux du géométre russe sur le
sujet; toute étude nouvelle sur les figures d’équilibre des fluides ne peut que

(1) Probléme de minimum dans une question de stabilité des figures d’équilibre
d’une masse fluide en rotation (Mémoires de 1’Académie impériale des Sciences de
Saint-Pétersbourg, vol. XXII, ne 5, 19o8).

(2) Sur une classe de /’"ures d’équilibre d’'un liguide en rotation (Annales de UEcole
Normale supérieure, 3¢ série, t. XXVI, 1909).

(®) Sur les équations qui appartiennent abzx surfaces des figures d’équilibre dérivées

des ellipsoides d’un liqguide homogéne en rotation (Bulletin de I’ Académie zmpenale '

des Sciences de Petrograd, 1916).
H.
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s’inspirer de ses méthodes; malheureusement, beaucoup de questions intéres-
santes ont été laissées de c6té par lui, et la plupart de ses formules semblent
susceptibles de grandes simplifications.

Notations. Fonctions de Lamé.

L’usage de notations trés différentes rend difficiles la lecture de ces divers
travaux et la comparaison de cesrésultats. Nous allons indiquer trés briévement
les principales notations des différents auteurs, pms celles que nous comptons
employer dans la suite de ce Mémoire, en insistant particuliérement sur la
question, capitale dans la théorie qui nous occupe, des fonctions de Lamé :

1° Poincaré rapporte les coordonnées elliptiques ¢, u, v & un ellipsoide de
référence dont les axes sont o, b et ¢; le Jacobien critique est défini par le para-
métre p; la surface infiniment voisine, par I’épaisseur ¢, positive ou négative,
de la couche distribuée sur la surface du Jacobien critique. La fonction de
Laplace est mise sous la forme d’un produit de Lamé, R(¢) M(p.) N(v); a coté
de R on considére la fonction de Lamé de seconde espéce S. La fonction R(p)
satisfait a ’équation différentielle

4R , dR
(pr=0%) (p*— ) oz +p(2p?— b2— ) go = [n(n+1)p* — B]R.

Pour distinguer entre elles les fonctions de Lamé des différents types, Poin-
caré a recours a trois indices; une fonction s’écrira R}, avec la signification
suivante des indices : n est le degré de R;

K ala valeur 1 si R est un polynome entier en g,

» 2 » multiplié par /o2 — b2,
» 3 » multiplié par \/92—— c?,
» 4 » multiplié par /p*— b2 /p2 — c2.

Enfin ¢ est choisi de telle sorte que R, ; devienne, pour b = ¢, égal 4 un fac-
teur constant pres a
d/
( ) d n+z(° - b2)"

en vertu de la relation qui lie les fonctions de Lamé aux fonctions sphériques
générales.

Ce mode de définition des fonctions de Lamé par trois indices (') est théori-

(') C’est aussi la notation employée par Schwarzschild.
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quement parfait; pratiquement, il est un peu compliqué; et Poincaré 'aban-
donne aussitot aprés I'avoir posé en principe; il désigne simplement les fonc-
tions de Lamé par R,, R,, ..., le choix des indices étant laissé au hasard. Il en
résulte une grande complication; et un méme symbole désigne parfois, dans
les Acta, dans les Philosophical Transactions et dans les Figures d’équi-
libre, trois fonctions de Lamé différentes. A part cet inconvénient, les nota-
tions de Poincaré sont dans leur ensemble remarquablement simples et claires;
elles sont d'une symétrie parfaite (') et conformes a l'usage général. On peut
leur adresser le reproche d’étre un peu compliquées pour le calcul.

2° M. Liapounov, comme nous I'avons vu, met 1’équation du Jacobien eri-
tique sous la forme
x? 2 22
Y —_— =1,

P+‘+P+9 P

avec ¢ < 1. Nous avons vu également de quelle fagon il présente les équations
de la surface de Poincaré. Les deux notations suivantes sont d’un usage COU-
rant dans tous ses Mémoires :

A(P)‘=\/9(9+l)(°+q),
' I ® do
= zpfp A

La fonction de Lamé est désignée par le symbole E,,,,( ¢); m en est I'ordre,
et I’équation de Lamé s’écrit

d [, dEN .
4A3§<Ad_p) —[@—l‘-m(m—i—l)p]h:o.

§, qui est inférieur & 2/m, est défini comme il suit; on pose p = z*:’
Si E(x) est de la forme Polynome en «, on aura

am—s=o0 (moed4);
' Si E(x) est de la forme yx* + ¢ < Polyn., on aﬁra
am—s=1 (mod 4);
Si E(x) est de 1a forme \/-;ET!-_IX Polyn., on aura

2Mm — §=2 (mod 4);

(*) Surtout dans le Mémoire des Philosophical Transactions, ou les axes de I’ellipsoide -
de référence sont désignés par a, b, ¢ au lieudeo, b et c.
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Si E(x) estde la forme v(2?+ 1) (2*+ ¢) < Polyn., on aura
a2m—s=3  (mod}4).

Lorsque m est grand, il peut y avoir ambiguité; mais on n’a guére alors &
considérer qu'une seule fonction de Lamé de chaque ordre.
Les fonctions de seconde espéce s’écrivent F,, ;(¢). Les coefficients de stabi-
lité, qui sont '
1 ~ 1
gEl ,0 F, ,0 ™

— m,sFm 59
2m 1 ?
sont désignés par le symbole ‘1, . La fonction E, qui y figure est de la
forme
(p+hi) (p =+ ha)...
ou
,\/m(9+hl)(€+h2)--'-

Les notations de M. Liapounov ontl’avantage de se préter aux calculs numé-
riques avec une grande souplesse; elles ont I'inconvénient de détruire com-
plétement la symétrie et, ce qui est plus grave, '’homogénéité des formules.

3° La symétrie est également abandonnée de parti pris par Darwin, qui con-
sidére méme la forme habituelle des produits de Lamé comme impropre au
calcul. Le cas d'un ellipsoide de révolution conduisant &4 une fonction de
Laplace de la forme

sin
P(w) Pi() 7 o,

les P étant les fonctions sphériques générales, de degré i et d’ordre s, Darwin
cherche 4 mettre le produit de Laplace pour 'ellipsoide & trois axes inégaux
sous une forme analogue. Partant d’un ellipsoide de référence dont il désigne

les axes par & \/i—j——g, k, 0, il introduit trois coordonnées v, i, ¢ et considére
les fonctions suivantes :

a. Des fonctions de p. et v, désignées soit par P, soit par P;, suivant que ce
sont des polynomes en 3, ou de tels polynomes multipliés par le radical

yo 1B
1—8

v —1

(ou le méme radical en ). Les coefficients de ces polynomes sont des fonctions
sphériques ordinaires de . ou v. Ainsi la fonction P,, qui définit la surface piri-
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forme, s’écrira
I
Pi()+ 5 BRI

b. Des fonctions de ¢ désignées par & ou S, siZ et s sont de méme parité,
et exprimées par des polynomes en 3 ou le coefficient de % est cos(s =2k) ¢
ousin(s == 2k)g. Si i et s sont de parités différentes, on est conduita des poly--
nomes analogues, mais multipliés par y1 — § cos 2 ¢, et les fonctions résultantes
sont désignées par C; ou S;.

La fonction de Laplace sera le produit de deux fonctions semblables de w
et v, et de 'une quelconque des fonctions de ¢ : donc en tout huit solutions.

De plus, a coté des fonctions P et P s’'introduisent des fonctions de seconde
espéce, @] et Q;, que 'on met sous la forme de séries infinies en §, dont les
coefficients sont les fonctions sphériques de seconde espéce.

- On a peine a reconnaitre sous cette forme les fonctions de Lamé, et il est
bien difficile de s’assimiler cette méthode, malgré lesavantages qu’elle présente
peut-étre pour les calculs ultérieurs. Remarquons qu’elle conduit & 'introduc-
tion des intégrales elliptiques de Legendre.

Dans ses deux derniers Mémoires, Darwin change un peu ses notations ini-
tiales : il désigne les axes de I'ellipsoide de référence par cosy, 1— k*siny et 1,

' I . .
et les coordonnées p. et v par ——— et sinf. Avec ces notations, on a
ksind

P.— 1—q? sin’a!;’

sin%¢

g étant une fonction de k, d’ailleurs trés compliquée. .
- Ajoutons que les coefficients de stabilité sont désignés par &, ou K;.
Enfin Darwin, dans ses calculs numeériques, fait toujoursle volume des Jaco-

biens égal & 4 3 Les axes A, B, C d’un Jacobien sont alors donnés, en fonction

des éléments p et ¢ de M. Liapounov, par les formules

.

s ? B P4 Cr— 21

YD) T Ve(e 1) " Velp+q)

4° Nous emploierons, dans ce Mémoire, les notations de Poincaré, en les
modifiant légérement.

a. L’axe de rotation sera pris pour axe des z.
b. Les axes de I’ellipsoide de référence seront a, b, o.
c. Le Jacobien critique sera défini par le paramétre p; ses axes seromt
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désignés par A, B, G, avec A < B < C, et ABC =1. On aura denc

o =G, 0 — b= B, Ver—a?=A.
d. Nous désignerons les fonctions de Lamé, solutions de I'équation
(p*—a®)(p*— 8*)y" — (2p*— b*—a*)py' =[n(n+1)p* — Bly,

par le symbole R, ;, » étant I'ordre et s défini comme il suit :
Si R est un polynomeen p,

s=o(mod4);
si R est un polynome multiplié par yp* — 42,

s=1 (mod4);
si R est un polynome multiplié par \/p*— a2,

s =2 (mod4);

si R est un polynome multiplié par y(p* — a*)(p* — b*),
s =3 (mod4),

avec s < 2n. Il pourra y avoir ambiguité dans certains cas : nous affecterons
alors la plus petite valeur de s au polynome ayant les plus petites racines.

Les fonctions de Lamé que nous aurons a considérer seront toutes du type R
Nous les écrirons, si n est pair,

n,4ie

(p2— ai)(p?—22).. .,
et si n est impair
9(92 —_ 11)(92 — az). .oy

les o étant tous inférieurs a b2.
La concordance entre les «; et les 2; de M. Liapounov est

Ajoutons que nous traiterons certaines questions avec les notations de
M. Liapounov, sans les modifier.

Afin d’illustrer ce que nous venons de dire sur les fonctions de Lamé, nous
donnons un Tableau indiquant les diverses notations pour les fonctions des
ordres o, 1, 2 et pour les plus importantes des ordres 3 et 4. La premiére
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colonne donne la valeur de ces fonctions; les trois suivantes, les symboles
employés par Poincaré dans les Acta, les Figures d’équilibre et les Philoso-
phical Transactions; enfin les trois derniéres indiquent les notations de
Darwin, de M. Liapounov, et celles dont il sera fait usage dans ce travail.

. Présent

Valeur des fonctions. Acta.  Fig.équil. Ph. Tr. Darwin. Liapounov. travail.
S PN SERRERERE R, R, P Eo,o Ro,o
\/pzf— 17 2 R‘,”, R;. R, P! E, , Ry,
VP — B v R, ' ‘E, Ry,
Pevereeann Veereteeea S Rs vl ’El,ﬂ R1,0
TS T N Ry - R, R, EH Esu - Roy
p*— oy (> oa)eecnn jo‘,‘fz Ry R, P, | D Ry,
Vipr—82)(p2—a?). ..o ' R, i P2 E,, R, ;
p\/p?— bi.... e N e e Rg R, r E, ;s R, 4
pVor—a e PRI R; P E,, R,
pV(pP—b)(p—ath. i ' R, P; Ry
p(pz—-oc),(a<b2)a.‘...f‘..t. RSJ‘,)B R0,3 RS 3’3 ,R?70
(p*— “1)(92‘7‘ ay), (‘11; oy << b?). ‘R, ¥, R,

CHAPITRE I

LES BIFURCATIONS DES - ELLIPSOIDES DE JACOBI.

La premiére question qui se pose au sujet des surfaces de Poincaré est la
détermination des éléments de ces surfaces, c’est-a-dire des axes du Jacobien
critique correspondant, ou des quantités p, a, b, ainsi que des «. Nous avons
vu qu’entre ces inconnues p, @, b existaient les deux équations de Poincaré

R,.S R, S
(ﬂ,) 1,23 1,2 — 2v,15 2,4’

,R|,2 54,2 - Rn,osu,o
(2) 3 T on41’

avec, comme troisiéme condition, la valeur donnée du volume. Darwin a résolu
ces équations pour » = 3; M. Liapounov a donné une méthode générale pour
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leur résolution et I’a appliquée & la surface de Poincaré d’ordre 4. Clest cette
méthode que nous nous proppsons de reprendre, de compléter et de simplifier.
Traduite avec nos notations, voici de quelle facon elle se présente :

a. On commence par s’affranchir de la condition de volume, en fixant a, par
exemple en faisant @ = 1; on reviendra ensuite par une simple proportion aux
. 47
axes du Jacobien ayant le volume 5
b. A toute valeur approchée g, de ¢ correspond une valeur approchée b, de b
qu’on peut calculer au moyen del’équation (1). On cherche alors, par des essais
successifs, quel doit étre ¢, pour que I’équation (2) soit satisfaite par p, et b,.
Si deux valeurs g, et g, donnent a 'expression

R|,2 81,2 Rn,osn,o
) 3 T an4a

des signes différents, la vraie valeur p sera comprise entre p, et p,, et b entre b,
et b,. L’application de la méthode comporte donc trois stades :

1° La recherche d'une solution approchée pour ¢. Sur ce point, que nous
étudierons tout & I’heure, M. Liapounov n’a donné aucun renseignement.

2° Le calcul de b par I'équation (1), ¢ étant donné. Ici la méthode de M. Lia-
pounov est remarquablement pratique : nous ne la modifierons pas et n’en par-
lerons méme pas dans ce Chapitre; nous 'exposerons plus tard, en 'appliquant
a la recherche des éléments de la surface de Poincaré d'ordre 5.

3° Le calcul de 'expression (3). Observons que la deuxiéme partie du calcul

a déja donné la valeur de = R, ,S, , : il suffit'donc de calculer ——— R, ,S,,.
A
3ooErh an -1 MmO

La formule de réduction qu’a donnée M. Liapounov est d'une grande compli-
cation et conduit & des calculs trés ardus. Nous allons donner une formule de
réduction beaucoup plus simple, et nous la traduirons ensuite avecles notations
de M. Liapounov.

Recherche d’une solution approchée.

A mesure qu’on avance dans la série des valeurs de n, le Jacobien tend de
plus en plus a s’approcher de la forme de révolution;si I'on consulte le Tableau,
dressé par Darwin, donnant les axes de divers Jacobiens, on constate qu’a
partir de C = 3, les axes A et B sont égaux a o, 1 prés. On obtiendra donc des
résultats approchés satisfaisants en faisant A et B, ou @ et ) égaux, c’est-a-dire
en assimilant le Jacobien & un ellipsoide de révolution ('). Celarevient, avec les
notations de M. Liapounov, a faire ¢ = o.

(*) Cette méthode d’approximation a été proposée par Darwin, mais il n’en dit qu’un
mot et ne la développe pas.
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Des deux équations de Poincaré il ne subsiste que la seconde; voyons ce
qu’elle devient. A la fonction de Lamé R, , se substitue la fonction adjointe de
- S,

Legendre, P} = yr*—1; & la fonction de seconde espéce —= 2 se substitue la
fonction adjointe de deuxiéme espéce

ot r
Q= Vri—i +2\/ llogr-—-—x

La premiére partie de I’expression devient donc

r+l'

——r+—;-(r‘~’—1)log

Quant a la deuxiéme partie, comme les fonctions R, , ne contiennent pas de
radical, elles se transforment en polynomes de Legendre d’ordre n, et les fonc-

tions W Sue dev1ennent les fonctions de Legendre de seconde espéce, Q,.

L’équation de Poincaré deviendra donc

_,+_(;-—1)log -—Pn( ") Qn (7).

Si I'on applique ce procédé au cas n =3, cas trés défavorable puisque c’est le
premier, on trouve comme valeurs approchees des axes

C=1,79; A=B=o,77,

les vraies valeurs étant
C=1,88;  A=o0,65; B=o0,81,

la moyenne de ces deux derniers nombres étant o,73.
~ Dans le cas n = 4, nous trouvons comme valeurs approchées

C=2,33; A=B=o0,63,
alors qﬁe lqs vraies valeurs sont
:—_—-2,36; Az:O,ﬁo; B=0,69,

la moyenne de ces deux derniers nombres étant 0,655. On sera donc certain,
a partir de n =5, de trouver des nombres dont la premiére décimale sera
sirement exacte.

H. 3
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Cas ou » est trés grand.

Lorsque n est trés grand, le calcul devient trés compliqué, par suite de la
forme de moins en moins simple que prennent P, et Q,. Comme il ne s’agit
toujours que de rechercher une solution approchée, on simplifiera beaucoup le
calcul en remplacant P, et Q, par des expressions approchées pour n grand.

On connait la valeur approchée de P,, lorsque n est trés grand, donnée par

Laplace, ‘
=y ]+ 7]

di
Qn(Z):Pn(Z)£ (t2——1)[P,,<t)]?

on arrive également & la valeur approximative

= gy v o]

Nous aurons donc

Par la formule

: : \  cos(2n+1)8
Pu(2) Qu(s) = — T?(lﬁﬁ%
6 étant défini par ‘

chb=z..
On pourra encore écrire \‘
17 cos(an—41)b

Pn<z>Qn(Z):—"‘/§:—I on 41

et 'équation approchée deviendra

cos(2n—+1)h
- 2n —+ 1

ZV———"z—l [_ r4 - (ra__;)logr+ l],
avec
Che =7r.

La résolution de cette equatlon ne sera plus blen compliquée; on se servira

" utilement des Tables de fonctions hyperboliques publiées par I'Institut Smith-
sonien de Washington.

Expression de la fonction de Legendre de seconde espéce.

Revenons au cas ordinaire. L’équation que nous avons & résoudre pour
obtenir une solution ‘approchée contient la fonction de seconde espéce Q,, qui,
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sous forme d’intégrale, §’écrit

' , ® de o
Qu(3) =Pu(z) / CEDIADIE

et peut étre mise sous la forme

Qn(z) =+ Pn(Z)log

_fn—i (z),

ol f,—, est un polynome de degré n —1. Diverses expressions de ce polynome
ont été données; la plupart contiennent les polynomes de Legendre de degrés
inférieurs a n. Ainsi, la formule de Christoffel est

2n —1 an—5 2n —(
P”‘*'<Z> -+ m Pn_:((z)—l— Y

Sooi(3) = s (3) ey

r.n 5(n—2)

celle de Schiifli et Hermite est

i=n

f/li( )*—2 Pn z( l-[.()

i=1

Toutes ces expressions sont compliquées, et la formation par ce moyen du
polynome f,—,, donc de Q,, est longue et fastidieuse. Nous allons démontrer
que f,—, est susceptible d’une forme beaucoup plus simple, et pour cela intro-
duire le polynome B,(z), de degré inférieur & n, dépendantde P, par l'identité

(1) Au(5) Pu(3) + By(2) P (3) =1,

A, étant un polynome de degré inférieur & n — 1.
Nous commencerons par démontrer la propriété suivante :

Entre deux polynomes B correspondant a deux polynomes de Legendre de
degrés consécutifs existe la relation de récurrence

(2) Po_i(2)B.(5) — Pu(5)B,

Le premier membre est un polynome en s de degré 27 — 2 : nous allons
démontrer qu'il s’annule pour 2n — 1 valeurs de z, a savoir les n racines «,,
Gy vy Oy, de Po(2) et les » —1 racines B,y By ..y B,y de P,y (5). Onaen
effet, d’apres (1),

By (o) = P—(‘a—)
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Pour z = a;, 'expression (2) deviendra donc

n |(“—t) :
Pn(al) n ;

“elle est nulle d’aprés 'une des formules de récurrence des fonctions de
Legendre, -
(z2—1)P () =nzP,(5) — nP,_(3).

De méme, pour une racine {3, on aura

R i

et 'expression (2) devient

Pu(f) | Br—1.
e v + ;
P,,_,(@i) o n

elle est également nulle, en vertu de la formule de récurrence déja citée, et de
la suivante :
ZPL(Z) P, (z)=nP.(3),
d’ou I'on tire en effet
(52—1)P, ,(2) — nP,(3) =nzP,_,(3).

Dans la formule (2), qui se trouve ainsi demontree faisons alors z=1 : sachant .
que P,(1) = 1, nous en tirons

Bu (1) =B._ «( )
.et, comme B,(z) =1,
‘ : B 2(1 )_. I.
De méme, faisant z = — 1, et nous souvenant que P,(— 1) = ('—- 1)”, nous

obtenons

Bu(— 1) = (— 1)+

Ceci pose considérons Qn sous forme d’mtegrale et écrivons, la varlable d’mte—
gration étant ¢,

Qn(z) v___/m AnPn“}“BuPIn' d¢

P.(z) P, 1

Intégrons par parties le terme contenant P, ; nous obtenons

g Q,,(Z) . B"(z) N A, + B:, _ 2tB, dt .
(5) P,(z) = (32—1)P,(3) +_/; [ P, (t*—l)P,;] 21
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De I'identité (1) nous dérivons

(4) ' A,P,+A,P,+B,P,+ B, P, =o,

A.+B, A, B,P]
L A

Soient a,, a,, ..., a, lesracines de P,, et b,, b,, ..., b,—, celles de P/. On
sait que les racines de ces deux polynomes sont toutes simples. Nous écrirons,
par décomposition en éléments simples,

i=n—l

P, P”(b ) T— b

B, (a)Pi(a) N Ba(bi) 1
PP Z[P (@ F (z—a,)+2 Pa(b) 5 — b

donc, les sommes portant sur les & se détruisant en vertu de (4),

Autr B 2 By(a)Py(as) _©
P, [Pr(a) P 5 —a:

Or nous tirons de ’équation différentielle de Legendre la relation suivante :

@) sar
P (@) ai—1’

1

donc 7

.

_Sﬂ 2a:B,(a;) I ‘
(a-_‘)Pn(al> 4-——-((, '

Considérons alors la fraction rationnelle

2zB,(z)
(2 —1)Pa(z)

et décomposons-la en éléments simples; nous obtenons, en tenant compte des
résultats que nous avons établis sur B,(1) et B,(— 1),

22B,(3) '~ 2a;B.(a;) 1 4 1. 1
(B )P(2) e (@Z— 1P (@) 5 —a;  5—1 . z41t
i=1
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d’otr
A,+B

' 2zB, 1 L

P,  (#—=0)P, i+1 -1

Le premier membre est justement 1’e1kpressmn entre crochets dans l'inté-
grale figurant dans la formule (3), et par conséquent nous obtenons en inté-
grant,

Qn(z) _ B, (3) N I] s oz

Po(3) = (s2—1)Py(3) S fem1 ' —1

ou 7
JE 2P, (5) — B.(z)
7...;[ ’52,_._1 i

Qu(z) = —Pn( ) lo

Clest 14 une expression trés simple de Q,, et nous voyons que

for(5)= Enl8) —Ba(2),

32—

En utilisant la formule de récurrence que nous avons établie pour la fonction B,
nous trouvons la formule de récurrence pour f :

Sr1(3)Pui(3) = fu2(2) Pu(z) = =

Au moyen de cette formule, il sera possible de donner & f,—, la forme
suivante : :

1 0 0O 0 o o o 1
‘ 1
—. Py P, o o o 0 o -

. 2 .
. v
i o —P; P, o o ... o () =

fa;‘-aA(z-) :.‘_.)___l_____.. : ’ T 3 ,

PPy P, . e ee el wua . . .
, , . ‘ :

Q o O o0 o —Ppy Pp o, —

— 1
I
) o o 0 o0 o — P, —
n

le déterminant contenant n llgnes En le simplifiant & Paide de la formule de
récurrence liant trois polynomes de Legendre consécutifs, nous obtiendrons f£,_,
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sous la forme trés simple d'un déterminant & (n—1) lignes :

3 2 o o o . o
2 "5z 3 ) ) .. -0
o 3 Tz 4+ 0o ... o
I 5
fn 1(5)—-"‘7 [} o 4 9% 75_‘ (o] '
o o o 5 113 o
o o ‘o o o .., (2rn—1)3

. Signalons également les foi‘mules suivantes, aisées a établ‘ir, donnant les
polynomes A, et B,, sous forme de determmants, le premier a (n — 2) hgnes, '
le second & (n — 1) lignes (') :

5z o o o .

) ‘ 4 7z 3 o

. : 2 . N
-An(z):—.m o 5 9% o ’

o o 6 1z 5 ..,

2 2 0 o0, o0

) s 5z 3 o o

L : ) .

Bn(z‘):;z_‘! Q. "5 4 o

o o o 4 gé 5 .

Le calcul des éléments approchés des Jacobiens critiques sera beaucoup sim-
plifié par ’emploi de ces formules.

Réduction de la fonétion de Lamé de seconde espéce.

Nous avons vu que, pour le calcul des éléments exacts, il faut calculer,
entre autres termes, ’expression

1 o
—R,, 5
2R A1, n,0 - n,Q3

et par conséquent la fonction de Lamé de seconde espéce, d’ordre n, liée 3 R,

(') La seconde de ces expressions nous a été communiquée par M. Whittaker, profes-
seur a 'Université d’'Edimbourg, 4 la suite d'un échange de vues sur la question,
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par la formule
‘ dt

3=(an+ ',)Pﬂ[ NG

Les fonctions R,,, que nous avons 4 considérer étant des polynomes"eln e, nous
pouvons chercher & appliquer & la fonction S, , le procédé de réduction qui
nous a réussi pour la fonction de Legendre de seconde espece.

D’une fagon générale, considérons une fonction de Lamé du type R, ,;, ¢’est-
a-dire un polynome en ¢, et la fonction de seconde espece correspondante
- Nous les désignerons par R et S, supprimant momentanément les indices pour
simplifier I'écriture. Soient ,, a,, &,, ... les racines de R, o compris s'il y a lieu.-
Nous poserons

W(p)=v(p*—a?) (p*— 67).
L’équation de Lamé s’écrivant alors
W2R! + WW'R' —[n(n +1)p2+ K]R =0,
nous avons la relation o

R (a) _ Wi(mi) -
R (a) = W(a)

D’ailleurs
_ S [T ode
(2n +nHR A REW’

~ la variable d’intégration étant ¢.

Introduisons les polynomes A et B, de degrés respectivement mferleurs aux
degrés de R’ et R, et définis par Iidentité

(1) AR + BR/==1.

= (R

ou, aprés une intégration par parties,

Ecrivons alors

S B . /dt (A+B  BW
GrnroR EW ) WTR  TRW

La décomposition en éléments simples, jointe aux propriétés exprimées par
I'identité obtenue en dérivant I'identité (1), nous donne '

A+B B(a,)R" () 1
R __2 R'?(a;) po—ay
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=2 Wi

et, par conséquent,
A + B

a;) W' (o)

25

DE POINCARE.

I '

(o) R (af) p— o’

!

Sinous décomposons en éléments simples I’expression T » qul est une
fraction rationnelle, nous obtenons
W'B_l[B(a) ' B(—a) 1 B(b) 1 B(—b) 1
WR 7 2[R(a)p—a R(~—a)p+a_ R(b) p—b  R(—b)p+b
(o) W' () 1
+2 W(ocl )R/ (%) o———a,
\ . A+ B . ) ’
Nous en tirons la valeur de 7 et, portant dans l'intégrale a calculer,
nous pouvons écrire
s B dt[ B(a) 1 B(—a) 1
(ecn+nDR T RW 52 ) W| R(at—a  R(—a)t+a-
B(b) 1 B(—b) 1
TRE) =6 TR(—6) i+6]

Or, si n est pair, R ne contient que des termes de degrés patrs en p, et B ne
contient que des termes de degrés impairs. Si 2 est impair, c’est le contraire.

Dans les deux cas, ona

B(a) _ _ B(za)
R(«) T R(=a)
B(—b) __ B(b)
R(=2) " R(®)
Par conséquent
S B B(a) 1 _ B 1
(2n+1)R ~ RW R(a) W 1 — g2 R(6) VVt-—‘—b2
Mais rappelons-nous que
31,2:\/92_a27

Rii=vp?— b2

Par conséquent

dt I S,

W 2—a® 3R,
' dt v Sy,

W2 —b> " 3R’



26 PIERRE HUMBERT.

d’ou la formule de réduction suivante, donnant S, ,; en fonction de S, , et S, ,
'Sn,u(P) _ Bn,ki(P) a Bnbt(a> S, 2(9) R (P)
e a5 3 Rl Y

_ b B,.(6) Sia(e)
- R,.(0) ‘/O- bann<P)

L’application de cette formule nécessite donc le calcul de S, et S, ,. Or,
dans le cas qui nous occupe, nous avous vu qu’avant de passer a la deuxiéme
équation de Poincaré on avait dii considérer la premiére équation, et par
conséquent calculer les fonctions S, , et S, ,. Ce qui serait utile actuellement,
ce serait donc une formule de réduction donnant S,, en fonction de S,,
et S, ,; nous allons la rechercher tout a I'heure. La formule que nous venons
d’établir n’est donc d’aucune utilité pratique pour nous; nous I’avons donnée
néanmoins, d’abord a cause de sa simplicité; ensuite parce qu’elle est valable,
que n soit pair ou impair, & 'inverse des formules que nous établirons ulté-
rieurement; enfin parce qu’elle sera peut-étre utile dans d’autres théories.

Avant d’abandonner cette expression, signalons I’élégante formule qu’on en
tire en faisant n =1:
Si. Si Si e _ 3

2

R, "R, "R, R,

5

Afin de faire connaitre quelque peu les méthodes de Darwin, nous allons
transcrire cette formule avec ses notations, et la démontrer directement en
utilisant les expressions qu'il a données pour les fonctions de Lamé.

En nous reportant au Tableau de concordance de I'Introduction, et en nous
souvenant que les fonctions de seconde espéce introduites par Darwin différent

. I .. v
des fonctions S par le facteur >7 e’ hous écrirons notre formule

(O QD.' Qi 1
”l mi P§

Or, d’aprés Darwin,

I
¥ =y
.V 1—K2sin2J
Pi= Ksing
cotd
Pi=

Quant aux fonctions de seconde espéce, Darwin, posant

_/iTK,
A= \/1 — K2sin2¢,
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donne leurs valeurs sous la forme suivante :

K i |-
P = (- GE) N
K A2 S N
_ ( I p 1 g smz!;cosQ:))

VO =m—f ot~ ®m
P, Q; =Kcozd (K,2Atangq; K’2E>
ay,
E et F sont des intégrales elliptiques, du type de Legendre, [ AdY et n
De plus, -
A cosq;
2
Pi T Ks sm3t{.a
Portant dans notre formule, nous trouvons
3 sind eagsd
(KF —KE) + E KF — & singedsy)
K2 A
K3 Ks sins.(!,,
+ <K—»“a“g*”‘ K_E> =K feost
 Lestermesen F dispai‘éissent; quanta E, il a pour coefficient
K K@ —K(r—K)+K-—-Ks _
R Chal i KT, |
11 vient donc, en divisant par K2,
Atangd — 2 sind cosy=K/2 T sin’¢
, Y T3 T Acosd
ou
2 — cos?Y = (1 — K2) sin?¢,
C. Q. F. D.

,l-— K2sin2d —cos?y = (1 — K2) sin2¢.

Nouvelle formule de réduction. :
Cas de n pair. '

Cherchons donc i obtenir une formule de réduction mtrodmsant les fonc—
tions déja calculées, c’est-a-dire les produits

__Rl.QSh‘.’
M"—'E—
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et
Rz,a S2,| .

N= 3

9 1 1 4 hd d P h |3 d . L l
D’aprés la premieére équation de Poincaré, ces deux expressions sont égales.
Lorsque n est pair, on a

Rpo=(p*—ai) (p* — 22). .+

Posons p? =r, et prenons désormais r comme variable. -R,,, considéré
comme fonction de 7, satisfait alors a I'équation différentielle

r(r—=62)(r—a?)y" + é(fir—2 —2b2r—a2atr+a2b?)y’

i_i_[n(n—i—l)r—i—K]y:o.
Si nous posons R

F(r)y=yr(r—b)(r—a*),

nous aurons

r—a? ° dt __r(r—282) ) dt
M=N-= > [ (t—a’)F(t)— 2 [m

2n -1 '
n,o( )— y no( )f F(t) R;

Tout ce qui suit s’applique dailleurs & toute fonction S, ,; quand 7 est pair.
De I’équation de Lamé nous tirons

et

0 Plag R,
F () R (o)

Comme nous I'avons fait plus haut, introduisons les polynomes A et B par

I'identité fondamentale :
AR +BR' =1.

Nous allons commencer par démontrer une propriété du polynome B, dont
nous aurons a faire usage dans la suite.
Ecrivons, par décomposition en éléments simples,

B(r) _ B(o) o' B(a) T
7R(7) ~ rRio) 2. R (o) 7 — a2

mais, d’apres I'identité fondamentale,

B(a)= ﬁ; |
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B(r) B(o) I I
R(r) — rR(o) Z w R (a) r—oy
Multiplions les deux membres par r et faisons tendre r vers Iinfini :

observons que le degré de B est inférieur a celui de r et par conséquent que le
premier membre tendra vers zéro. Nous obtenons

B(o) 1
R (o) _Z R ()
Le méme procédé nous permettra d’écrire
B(b?)
R(%?) 2 (o — b2 R (o)
B(a?) _
R(a?) —Z (ai__a2)R'2(a,~)‘

Or la relation (1), que nous avons tirée de I’équation de Lamé, peut s'écrire

donc

1 I ‘ 1 . R”(a)
o—t;+a,~—bz—'—a,<—a2—' R/(d,)

Multipliant par R'*(«;) au dénominateur et sommant, nous obtenons

B(o) . B(e?)  B(a®) _ LCHN
R(o) " R(bY) " R(a) R ()

somme qui est nulle, comme étant la somme des résidus de la décomposition
e . . . I
en éléments simples de la fraction rationnelle Ry

Nous pouvons donc écrire la formule

Blo)  B(b) , Bla)_
) R(o) * R(5%) * R(a) ~

c’est celle que nous voulions obtenir.
Ceci posé, nous écrirons

(3) S AR+BR dt B + A-{-B’__lf_’)(j_t.
(an+1)R Rz F  3FR R RF) T

D’autre part,

A+B’ B(a)R'(2) B(a)F'(a;) 1
2 R2(a) (r—o) R (o) F(o) 7=t
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Si nous décomposons en ses éléments simples la fraction rationnelle
L BOOF()F(r)
R(r)F(r)
nous trouverons
B(a)F'(@) 1 B(r)F(r)
R(w)F(a) r—a  R(r)F(r)

1[1 B(o) 1 B(6?) 1 B(a?)
5 [7 Ro) T r—BR(&)  r—a R(a=)]’

Portons ces expressions dans (3) et tenons compte de la formule (2); nous
pourrons écrire

s B
(2n+1)R 2FR

i fdey Bla)F 3 B(a) b [B(#*) B(o)
+ZfF %‘f R(a®) F ti—a R(a2)+ t(t—0b%) [R(b2)— R(O)] ’

ce qui donne

S B B(a?) 3 B(a?), _b*[B(4) B(o)
GrEOR— aFR * [FR(«) "3 R(an) L+ 2 |R(2%) (o)]N'

Faisant N = M ; nous verrons alors, en remontant par un calcul inverse, que
le coefficient de M est

1 B(a?) ' BF A4+ B

>R(@) F _RF T TR

Nous avons ainsi obtenu une expression de S en fonction de M, quantité déja
connue. Si nous portons cette expression dans la seconde équation de Poincaré,
dont le premier membre, c’est-a-dire le coefficient de stabilité d’ordre n, est

. . RS
U(r)__M_znﬂ--l’
nous obtenons
Cw B(a>) F'R* A BRF . BR  B(a?) R
C(’)“M[‘“LQRW) F ' F ‘AR’BR]‘ZF‘W?’

la quantité entre crochets se simplifie en vertu de I'identité fondamentale, et
si nous posons
B(r)

r = F(r)‘ﬂ(r)a
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nous pourrons écrire

e(r)y=— O LMEE T+ 1(r)].

C’est la une expression trés simple pour le coefficient de stabilité. En la
transcrivant avec les notations de M. Liapounov, nous verrons combien la-

formule donnée par cet auteur est compllquee en comparaison. Mais nous
allons traiter auparavant le cas de » impair.

Cas de n impair.
Dans ce cas, plﬁs compliqué, nous avons
Rujo(o) =p(p* — o) (o* —az).o oy
et, en prenant encore pour variable p* =r,
R(r)y=yr(r—o)(r—as)....
Nous poserons B
R(r)= V7V (r)
et nous reprendrons la notation |
F(r)=yr(r =) (r —a).

L’équation de Lamé nous donnera les relations

Wiia) ot Fla)

W/(ai)_‘ o; - F(a)

Nous introduirons alors les deux polynomes A (r) et B (r), de degrésrespec- -
tivement inférieurs a ceux de ¥ et W', tels que

AW (r)+ B(r)w (r)=1.

Nous écrirons alors

Av' 4+ B di
(2n+1)R . t‘l“l* w2 T’

ou, aprés une intégration par parties,.

(milm___rgp (M_z__gg)dt
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NOUS pOSCI‘OHS momentanément
f(=F(ry=r(r—a?)(r—>b?).

Afin de faire apparaitre les termes qu1 figurent dans 'intégrale, nous décom-
poserons en éléments simples I’expression

iﬁf’ . iﬁ(o)f’.»
rwf r¥o)f

On a, en remarquant qu’il y a une racine double, 7 =0, d’oi une compli-
cation plus grande que dans le cas précédent,

By N Blfiw) v By o B o Bo)
rv f oW (o) f(a) r—a;  a*W(a?)r—a®  b62W(b2)r—b62  r:¥(o)

LB 1 Bo)f(o) _ Blo)W (o)
r‘I"(o) 2 rW(o)f'(o) r¥2(o)

et

Bo)f' _ B(o) 1 Bo)f'(o) , B(o) 1 Bo) 1
rW(o)f  r*W(o) 2r¥(o)f'(o) a*¥W(o)r—a* b2W(o)r—b*

Nous en tirerons

Ziwf)f'(«i) By By Be) o B o
o, W (o) f o) r—a; r¥f  rW¥(o)f a*¥W(a®)r—a® b2W(b2)r— b2
(o) iﬁ(o)w'<o)+ By 1 Bo) 1
T rW(o) r¥:(o) = aW(o)r—a? b2W(o) r—b?

Les relations que nous avons tirées de I’équation de Lamé nous permettent
d’écrire d’autre part

B (o I ~ B (s o B 1
Z <(){f((“z)"*—°ﬂz—_ Z -’f(z‘P)q;az) l-—a,— 2 ﬂu(’ga),)r_———a;

La décomposition en éléments simples nous permet d’ailleurs d’écrire la
relation suivante :

By O B(a) V() Bry B (o)W (o)
r‘If\I”_Z o, W72 (o) r—ai+ B W (Bi) r— I"F(o)}l"’(o)’
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les 3; étant les racines de ¥”, ainsi que

B Bia) Bo)  Bo) Bo)¥ (o)
;2_11)'——21‘?11”(15) 1'—ai+r2‘lf(o)+r‘b”(o)— r‘i"'—’(o) '

D’ailleurs

B (8:) "(B) 1
BV () (r— Ry Zwm ) r— B

AN XE) W)
P e BV (B0) r— B W (o)

et

Toutes ces relations nous permettent d’écrire

Z Bapfla) 1 2Bw  Bo)¥ (o) 2’ B B
o W' (o) f (o) r—a; rww’ ¥ (o) ¥'(0) r2w r2W (o)
iﬁ/(o ﬂ( o) ¥ (o) Al A (o)

+e r¥(o) r¥2(o) _21"F’+2r‘F’(o)

ou enfin, aprés réductions, en tenant compte de 1'identité fondamentale,

2 iﬁ‘?(ai)f’(w) 1 _23—1—%’ 1] ) 33(0) 2
o W (o) f(ai) r—o; rw ry W (o) ¥ (o)

Comparant alors les deux expressions que nous avons trouvées pour cette
somme et reprenant la notation F, en nous souvenant que

S _F
| 7
nous obtenons la relation
A B B B
() 2 rr 2w T ?FWE
e ,Bo) By B(o) +E(o)\1ﬂ(o)

TPy CFW(o) CrW(o)F  r¥(o) " r¥io)

. iﬁ(aQ) 1 iﬁ(lﬂ) 1 23(0) oL %(0) L
a?W¥W(a?)r—at bW r—b6  a*¥(o)r—a* b*W(o)r—>b*

Nous avons au premier membre I'expression qui figure dans l'intégrale que
nous voulons réduire. En y portant cette valeur et en effectuant une intégration
H. 5
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par parties; nous trouvons

2S B B (o)
Gr+nR_ CFUF  FW(o)F

“dt 2 B (a2) 1 Bo2)y 1
+£ T%“[upﬁ@) T W (@) t—ar Wb (—b?

B (o) 1 B (o) f B (0) B (o) ¥/ (0)
a*W¥(o) —a b2W(o) t—b* W (o) tW2(o) ]

-+

Nous sxmphﬁerons I’expression entre crochets en nous servant de la for-
mule (1) ci-dessus. Multiplions par r les deux membres de cette égalité, et
faisons ensuite 7 infini. Nous obtenons

2 iﬁ"((») iﬁ(())‘l”(o) B (o) B (0) B (a?) B (b2 _
(2) W2(o)  W(o) 02 (o) + a*W(o) + 02W(o) a*W(a?) b2W(b?)

C’est cette.formule qui va jouer ici le réle que jouait, pour 7 pair, la formule

B(o) B(b2) B(a?)

Ro) TR T R@)

Afin de simplifier I'écriture, posons pour un instant

o W)  B(o)W(o) _

Wilo) Y(o) W2 (o)
Bo) = Blay _
~a*W (o) arW(az)
B (o) B (2)

-—=n.

bW (o) bW (b?)
La formule (2) s’écrira alors
(3) l+m-4n=o,

et Pexpression figurant entre crochets sous le signe d’intégration s’écrira

+ t—a? + t — b2

l m n
4

ce qui, en se servant de (3), pourra étre mis sous la forme

m b

;i_’az m( +*Z"+4~a)+iﬁt_~—-)<n~l)
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ou »
3 m 1 b2

IS ol iy ey o Al

En portant cette valeur dans I'intégrale, nous ferons apparaitre les quantités
M et N, et nous obtiendrons

S . B B (o) tm 3 m L) b2
(2n+1)R_r‘IfF_rW(o)FT;—F—F;r——a?M’*—zr(r )(nh—l)N

Comme M = N, I'expression qui multiplie M est

-+ —

r—b%

3 m L b .
;r—a“"_*—‘_z.r(r—bz)(n—_ )_mF+

rr—a
ce qui est égal, d’aprés (1), a

JAB B By B(o) %(o) F B(a) F
TW PRV T CrUE TR (o) T iU (o) F T @ V(ay) F

Le coefficient de stabilité étant

RS M \/— wS

C(r)__M-—-
2n +1 ] 2n+1

nous aurons, en portant dans cette expression la valéur trouvée pour S et
posant
b [B(ax)  B(o) g_%(o)
2q? [11)' (a?) W (o) ] r¥  rW¥(o)
R2 (I

=T,

()= — UMK (I (F) 4 T ()],

C’est la méme expression que dans le cas n pair; mais la fonction II n’a plus la

A . . . oy o, o v . B . y s
méme signification : le réle qui était joué par la fonction R est joué ici par la
fonction

B(r) Bo)
r¥(r) rw¥o)

Il serait également possible d’obtenir une form ule de réduction analogue et
d’apparence plus 51mple, en introduisant le polynome

‘-I’(l‘):\/l'R(l)

et en considérant les deux polynomes A et B associés 4 ®. Mais il est inutile-
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d’insister sur ce point, puisque l'on serait conduit au fond a des calculs plus
compliqués, le degré de @ étant supérieur d’une unité a celui de W'. Nous nous
en tiendrons donc a la formule que nous venons de donner.

Remarques générales sur les fonctions de Lamaé.

Ainsi que nous ’avons dit au début, ces formules sont spécialement adaptées
au cas actuel, c'est-a-dire au cas ou l'on connait les fonctions S, , et S, ,. Nous
ferons remarquer que, suivant les besoins, on pourrait introduire d’autres
fonctions S. Revenons en effet au cas ol n est pair : nous étions arrivés a la
relation

S __ B 1 [de[B(o) 1 B(b2) 1 B(a>) 1 T
(2n+I)R*zFR_Z/F[R(o)7+R(b2) r——b2+R(a2) r-az]

Telle qu’elle est écrite, cette formule est une formule de réductionde S, ,;
aux trois fonctions S d’ordre 1, S,,, S,, et S,,. En nous servant de la
relation

B(o)  B(b)  B(a2)
R(o) " R(b?) " R(a?)

= 0,

nous avons conduit le calcul de facon & faire apparaitre S,, et avons eu la
formule cherchée en fonction de S, , et S, ,. En suivant une marche paralléle,
nous aurions pu obtenir une formule de réduction aux fonctions S, , et S, ,,
ou S,, et S,,. Ces relations, inutiles ici, pourraient peut-étre trouver leur
application dans d’autres problémes.

De méme, dans le cas de » impair, nous avons obtenu la formule

(2n +1)R — FWF rW(o)k + s ) F

e T

S B Bo) “dt(l‘ m n )

N\

ou .
o2 Blo)  B(o)W(o)
— W(o) (o) w2 (o)
_B) B(a)
=T T E (@)
L B(o)  B(e2)

T bW (0) bW (6?)’

formule qui, en tenant compte de la relation
l4+m+n= o,

permet de la méme maniére la réduction soit aux trois fonctions S d’ordre 1,
soit & une fonction S d’ordre 1 combinée avec une fonction S d’ordre 2.
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Enfin, on peut trés facilement étendre la méthode que nous venons de donner
a des fonctions de Lamé d’un type autre que celui qui figure dans les équations

de Poincaré. Ainsi considérons la fonction S associée 4 une fonction R de la
forme ‘

R=yp*—a*P(p),
P étant un polynome en p*. Nous poserons encore p? = r et
R(r)=yr—a*¥(r).

Les équations de condition seront

w (a;} 1 F'(ar}
v (@)~ w—a*  F ()

On introduira les polynomes A et 3 dépendant de W et W, et 'on suivra
pour la réduction une marche absolument paralléle 4 celle que nous avons
suivie précédemment, quand nous avons traité le cas de n impair; mais les
fractions rationnelles que nous aurons a considérer admettront, au denoml-
nateur, @* comme racine double. On arrivera a la formule

s B B (a2) de[ 1 _
Grtr R~ (r—a)¥F  (r—a))¥(@F @ 2 /F[afaf“?"‘z_w]

avec

! = 2 %’ (a?) %(a- ‘If’(a2)

‘I”(az) U (a?) W2 (a?)
_ Bo) B ,
atW(o) a*¥(a?)
B(a2) B(b2)

n =

(B —a)¥(a?)  (BF—a)¥ (5%
En tenant compte de la relation
l4+m4n=o, .
nous réduirons de la méme maniére S i une fonction d’ordre 1 et une fonction
d’ordre 2.

Une fonction S associée & une fonction R du type

R=yp?—0*P(g*)=Vr—b2¥(r)
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admettra une formule de réduction tout & fait analogue

S N B B(82) v [dt { L m, ]
(2n+1)R “(r—bz)\w'(,v_bﬁ')IIf(bz)F“Z/f—‘[z—m Tt t—at

avec

. 2 B (b2) iﬂ(b?)‘lﬂ(b?)’

T W) YY) W2 (52)

me B(0) _ Ber)
L*W(o) bW (b)

N Bt B(a2)

(@>— )W (b?) ~ (a*— )V (a2)
et '
l+m+n=o.

Ajoutons, sans insister davantage, que I'on peut obtenir ainsi des formules de
réduction pour les fonctions des divers autres types. La fonction S associé &

R=yoi— 02 P(p) =ryr —B2W(r),

par exemple, se traitera de la méme fagon, en introduisant des fractions ration-
nelles ayant deux racines doubles au dénominateur.

- Passage aux notations de M. Liapounov.
Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que la premiére équation de
Poincaré avait été préalablement résolue par fa méthode de M. Liapounov.

’ oy l{ " y
,Cette méthode donne le moyen de calculer la quantité AF, étant posé, comme
nous I'avons déja signalé,

A=Vpe(p+1)(p+9q)
F» Aodp
"= “f 23

A est par conséquent ce que nous avons appelé I, et R 'n’est autre chose que
p q q PP > q

ce que nous avons désigné par M. Nos résultats s’écrivent alors de la facon
suivante :

1° Cas de n pair. — Le coefficient de stabilité pourra &tre mis sous la forme

E2 (o) : .
Too=— D [2RA (5) W' (p) + 1 (p)],
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avee

A(p)(p) =

2 (o) * E(p)’
B étant le polynome de degré inférieur a celui de E, défini par I'identité
AE + BE' =1,
A étant un polynome de degré inférieur & celui de E'.
2° Cas de n impair. — Nous avons, dans ce cas,
o E=Ve+1(p+h)(p+hy)...
et nous poserons

E:\/O—{—I\F.

Nous considérerons alors les polynomes A et B associés & ¥ et ¥, et nous
obtiendrons

Ty — 2 ( [+RA e VI (o) + 1 (p)],
avec
L1 B (o) iﬁi(—l) %(P) %("_’)
MP)H(P)—E[WO)“ w(_m]+(p+1)‘1f(e,>'_(9+r)‘1’(—')'

Ilconvient de présenter ces expressions sous une forme un peu différente, plus
. . ‘ ... R
propre au calcul. M. Liapounov, en effet, mettant en évidence la quantité A—,

qui est déja calculée, considére, non plus T,, ;, mais une expression égale a T,,,‘,,,
a un facteur positif preés, et qui, par conséquent, a le méme signe que T, et
s’annule avec lui. C’est cette expression, qui joue un réle fondamental dans le
calcul des axes du Jacobien, qu’il désigne par le symbole

L)

Nous trouvons pour J la valeur suivante :

avec, pour n pair,

et, pour n impair,

[iB(o)_iB(_l)]+ B B(—1) .
V(o) W(—=n)f +n¥e) (+rn¥1
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Identité avec les formules de M. Liapounov.

M. Liapounov présente la quantité J sous la forme suivante :

y= A

L

avec les significations, pour le cas » pair,

E . S | :
K=E<p>[P+g—+g( Lo )E],

Lot o q)*p E
L—par B LSO

p_ N7 L E(p) !
P—Z 2/1,'(1-—h-)(h-—q) o+ h; B2 (—hy)

&= 4(]2 3 F’2(—h

~iq Z (1—hi )<h~—~q)E”<— i)

Dans le cas n impair, on a, en posant

@ (p)=veo+1E(p),

avece

<n—q>¢'2<— T O X s e R
l—h,

9= zq<x~q><b’°< Aqu-—q)W—h)

L ala méme expression que dans le cas pair.

Il est inutile de faire remarquer a quel point ces formules sont plus comph-
quées que celles que nous avonsindiquées. Méme pour le casle plus simple, n=4,
M. Liapounov est conduit a de trés longs calculs pour exprimer les sommes
figurant dans K et dans L, et il est obligé, pour les simplifier, de faire appel
aux équations de condition tirées de I'équation de Lamé. Dans les formules que
nous proposons, la seule difficulté réside dans la formation du polynome B
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(ou B), qui d’ailleurs se déduit de E et de E’ par-des opérations rationnelles,
et sans que 1’on ait besoin de connaitre les racines de E.

Etant donnée la profonde différence de forme qui existe entre les formules de
M. Liapounov et les notres, il est nécessaire de prouver qu’elles sont iden-
tiques. Nous allons partir des formules de M. Liapounov, et les simplifier
par l'introduction du polynome B associé¢ a E et E'. Commencons par le cas
de » pair.

Cherchons a exprimer les sommes figurant dans K. Par décomposition en
éléments simples, nous avons

B(s)  _ _B(o) _ B(—1)
e+ DE@  gpE(0) T (=) (p + ) E(D)
+ B(—gq)

9(¢—=1)(p+9)E(—9q)
: B(— /) I
+ 2 I e B ho) o+ hi

Comme, d’aprés I'identité fondamentale, on a

I

B(= ) = Fr—py

la somme qui figure dans cette relation n’est autre que 2P.
Ecrivons de méme

(.) B(o)
cE(p) ~ sE(0) zkh”(—-h)(o—q—h)

En multipliant les deux membres par p, et faisant tendre p vers l’mﬁnl nous

obtenons
Z B(o)’
h; E'2 (— h;) E (o)
d’oti
y— 3 B(o)
® " 4q E(o)

Le méme procédé nous donnera

Z ! _ (= . Bl=g)
(t—hi) (hi—q) E* (= he) — (g —1) E(=1) (—9Eq)
¢ce qui nous permet d’écrire

__ B(=1 B(—gq)
g_4q(q—l)E(—-l)+Aq(l——q‘)E(—q)
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Portons ces valeurs dans I'expression de K, en tenant compte de la décom-
position v
1 I I I

ET g T ga—nG+g)

nous obtenons

Ka2 1 B(p) _l.B(O)
B3 E() TG E()

N [4<9+1)1(1~q) * 4(é+q>lq(q— .)][EEE;

B(—1)  B(—q)]
+m—o+m—w]

Il est facile de voir que le second crochet est nul; on le démontrerait a partir
des équations de condition tirées de I’équation de Lamé :

T, S )
e =g T =1 CF(—h) .

en suivant exactement la marche que nous avons suivie plus haut pour dé-

montrer la formule
B(o) B(b?) B(a?)

R(o) " R(2%) ' R(a®) "
Nous obtenons donc enfin
K A2 ! B(lo)_i_l B(o)
E2 72 E(p) 4 E(o)

ou .
L
Ka:=2E2(5) H(s).

Passons maintenant & I’expression L.
Nous écrirons

o oE2) 3 B(o) o=t __[Bl=y Bl=al,

Or

q—l o I _ 1
(e+1(e+q) p+1 p+gq

En tenant compte de cette identité, ainsi que de

B(o) , B(—1)  B(—g)
E(o) "E(n T E(—g)

:0,
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nous aurons

L——p+PE2§ §["+p-‘m+p;q] |
Pi[ihe, By b))

Par les procédés de décomposition en elements simples que nous avons deJa si
souvent employés, et en utilisant les équations de condition, nous trouverons’

B_Ai_IB(o:)_ 1 B(-—-‘I)_'_ 1 B(—¢) A4 P
"EAT pE(0) e+ B(—n)  prgB(—q) T E
Donc . L E2‘I B(o) A’ BA/ A+ B
=P e S EG) Y TEA T T E

ou

| K
L:p[l—l—HE?K'—AE—}—B’E].

Mais, en remarquant que ‘
1 — AE = BE'
et que

B'E — BE/= E H,
nous obtiendrons -

d’oti enfin
L 1 (A’ H’)
_.::—:2‘0 /———- )

ce qui est exactement la formule & laquelle nous étions arrivés directement.
Passons maintenant au cas » impair.
Nous calculerons les sommes d’une facon analogue, mais il faudra considérer
des fractions rationnelles ayant la racine double p = — 1 au dénominateur.
Nous trouverons ainsi

dtos =l

(et .
o B—qp  B(=»
A vl e e R e o |
' _ B(—)w(—n) B—1y 2 ]
L N =D Ze)



44 PIERRE HUMBERT.

En nous servant de I’identité

1 I . 1
(1A gp  glg—12(p+y
I 1

T =06 +F @0+ g—0 G+

nous mettrons aisément K sous la forme suivante :

K B B B—1)  Bo

ﬁ—2(p+l)A2‘F_2(P—|—1)A211f(——1)\_—4A2‘P’(—1) 442 (o)

+[4(q—1)<9+1) _4q(q—l)<9+q)]
x[iﬁ«») B~y  B—)W(—y

V(o) W(—1) B W2 (—1) 2 2
2 (=1 _ (=9) (—1) i
TWE) W () (!I—I)‘V(—9)+(q'~—l)‘1’(——')]

On démontrera sans difficulté, a partir des équations de condition, que le
second crochet est nul, et 'on obtiendra par conséquent

KA2— éE2H;

Une marche analogue permettra de calculer L. On trouvera.

L—p_  Kaw i [iﬁ iﬁ(—l)]_ﬂ+i}3f

R A [ v

ou

LZP[HE2 AKI+%\F'-—‘ ifinr] + (9 i o E2 [% — 3((: 3]

Or, comme nous avons

H =

. 1 [ij_iﬁ(—l)] Bo By
G+ |w W= (p+nw2"’

nous pourrons écrire
: AI .
L=;E: [HK — H’J,

d’ott

ce qui est bien la formule voulue.
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Applications.

A titre d’exemples, indiquons les résultats qu’on obtient pour les deux cas
les plus simples :

- 1° n= 3. — Nous écrirons alors, avec M. Liapounov,

E(s) =vp+1(p+1),
W(p)=p+ h
Donc

Bp)=1

avec. o
’ IF(O):.}L,l w(—l):h—’
Nous avons donc

H . I < 1 i ) + 1 1 .
Te2\k h—1) T ) +h) (0=
ce qui, aprés réduction au méme dénominateur et simplifications, devient-.

He o+ 3h
T oh(1—h)(p+ R)

et par conséquent
H 2h

H™ " (p+u)(e+3h)

d’ou

L [l_}_ I + I n 4h
T8 T Ty (P+h)(9+3h)]

C’est bien le résultat auquel est parvenu M. Liapounov, aprés un assez long
calcul, et qu’il présente sous la forme suivante :

(p4r)(p+3h)

J= .
h £ _"_) R)(e+3h
o+ (1 ek G+ 3
2° n=4. — Ecrivant dans ce cas, toujours suivant les notations employées

par M. Liapounov,
E=p2+sp+r
nous aurons '

B— 20+ S

—se—4r
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d’ou
1 s 20+ .
H= 2 s2—4r + (s*—4r)(p>+sp+r)
Nous en tirons
H 4r 2r(s2—4r)
H = SsE+a2rFE E(sE+2rE')

et enfin

1 [ 1 1 4r(2E +s2—4r)
3"9[5 Trri T era E(sE+2rE) ]

expression qui se préterait un peu mieux au calcul que celle qu'a employée
M. Liapounov.

Nous verrons, dans les Chapitres suivants, deux exemples complets de
l'application de la méthode de M. Liapounov, modifiée par I’emploi de nos
formules, au calcul des éléments des Jacobiens critiques correspondant aux
surfaces de Poincaré d’ordres 5 et 6.

CHAPITRE II.

LA SURFACE DE POINCARE D ORDRE 3.

Aprés avoir recherché d’une facon générale les éléments des surfaces de
Poincaré, nous allons en étudier quelques-unes en particulier. Aux valeurs
n =o0, 1 et 2 du paramétre de ’équation de Lamé ne correspondent pas de sur-
faces de Poincaré : la premiére qu’on rencontre est donc la surface de Poincaré
‘d’ordre 3; c’est celle & qui Darwin a donné le nom de pear-shaped figure, et
qui est devenue classique sous le nom de figure piriforme ou piroide. Nous
allons présenter quelques observations sur la forme de cette surface.

La figure qu’a donnée Poincaré dans les Acta est bien connue. Elle a été
reproduite dans les Figures d’équilibre, ainsi que dans le Mémoire de
Schwarzschild. Elle affecte, en effet, la forme d’une poire, avec des inflexions
nettement accusées. Mais elle ne repose sur aucun calcul, et lorsque Darwin,
aprés avoir calculé les axes du Jacobien critique, fait a son tour le dessin des
sections de la surface par ses plans de symétrie, il trouve une forme bien diffé-
rente, beaucoup plus allongée, convexe et plutét ovoide que piriforme. Ces
deux schémas, celui de Darwin comme celui de Poincaré, ne tiennent compte
que de la premiére approximation. Ultérieurement, Darwin a donné une nou-
velle figure, en poussant jusqu’a la deuxiéme approximation; et la forme de la
surface s’écarte encore beaucoup plus de la forme proposée par Poincaré.

Les résultats de Darwin relatifs & la premiére approximation appellent
quelques remarques.
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Son dessin a été fait en donnant, 4 la quantité ¢ qui figure dans la définition de
la surface, une valeur arbitraire. Nous sommes alors en droit de nous demander
si, en donnant a ¢ quelque autre valeur, on n’obtiendrait pas une surface dont
la section par ses plans de symétrie présentit des inflexions, rappelant par con-
sequent le schéma de Poincaré. Nous allons démontrer de facon rlgoureuse que
c’est impossible et que la surface piriforme, définie au point de vue mécanique
et considérée en premiére approximation, est toujours convexe.

Propriétés et équations de la surface.

Nous allons commencer par résumer les propriétés déja connues de cette
surface.

Les axes du Jacobien critique (en supposant toujours son volume égal a % 'n:)

sont, d’aprés Darwin,
C=1,885827;

B =0,814975;
A =0,650659.

M. Liapounov, par un calcul plus précis, a corrigé quelque peu ces nombres.
Des résultats qu'il obtient,
0,135165 < » < 0,1351750
0,056908 < g < 0,076913,
il déduit
1,885627 << C << 1,885652,
0,8153031 < B< 0,815040,
0,650674 < A < 0,650698.

Dans la suite de ce Chapitre, comme il s’agit de comparer les résultats de
Darwin a ceux de Poincaré, nous prendrons les nombres de Darwin, quoique
légérement erronés, et nous adopterons les valeurs

C=1,8858;

B=o0,81%0;

A = o0,6507.
Nous en déduirons

a=3,1327;

b*=2,8919.
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La surface de Poincaré d’ordre 3 est définie par le déplacement normal

{=¢ 1\13,0(}*)1\13,0(\’)
V(e — CG) (2 —C2)

a partir du point y., v du Jacobien critique (déterminé par p = C).
Les fonctions M,, et N,, sont les fonctions de Lamé conjuguées de la
fonction
R o= p(p>—a),

ou « est inférieur a b%; ou, en explicitant cette constante a,

R3,o:p[p2—%(a2+ b*) +:;: \/4a"'—7a2b2+4b4]'

On a d’ailleurs
o= 1,8000.

Les deux plans des zx et des yz sont des plans de symétrie.

L’intersection de la surface et de I'ellipsoide dont elle dérive se compose de
Iellipse principale, section de cet ellipsoide par le plan des xy, et de deux
lignes de courbure de I'ellipsoide, définies par

y:_“*:\/o_t.

Nous rappelons que c’est ’axe des = qui est ’axe de rotation.

Cherchons a présent les équations de la surface

Les coordonnées d’un point de I'ellipsoide étant x, y, z, et les coordonnées
du point correspondant (') de la surface de Poincaré étant X, Y, Z, nous

pouvons écrire
1

z z2 y? z2\ 2
X=‘Z‘+K—2<<Kz +'§;;+-C—4> )

2 2 g2\ 2
Y=J’+-By—2c<ﬁ +%;+E;> 2

z x? y? 52 2
“Z="'+a‘2§(ﬁ "‘F"’@) '

La fonction ¢, exprimée en fonction des coordonnées x, ¥, z, a d’ailleurs pour

(*) Nous disons qu'un point P d’une surface de Poincaré est le correspondant d’un
point Q du Jacobien quand il est situé sur la normale en Q a D'ellipsoide, a la distance ¢.
‘
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valeur
1

2 y? 22 ! 22 2 22\ ®
Y — JRS— _— < —_
"‘—Ez<a-—a2+7_—b2+a l) A"+B4+C‘>

Si nous représentons I'ellipsoide au moyen des coordonnées elliptiques . et v,
comme on a

A )(f2—a2)
=AY =Ry
(W—b‘)(‘l'~b2)
(Ar—B2)(C:— By’

on mettra les équations de la surface piriforme sous la forme suivante :

_ (p*—a*)(v*—a?)
PEM o=

~w (W —a)(v*—a) y—-
A\/(Bl N (G AR (B — ) (v — )‘/(” N »

N o G )
LIV
o (w2

B\/(Az——B})(CZ—— B2) (H‘:_ Cz) (v2 C2) \/( 2 b2) (vi— b2?),

w (pr—o)(v2—a)
Z=C +c b = (=)

Cette forme, qui peut étre utile & 1'occasion, ne serait pas satisfaisante pour

le but que nous nous proposons. Il sera préférable d’introduire lesangles ¢ et {,
tels que

z = A cospcosy,
y = Bcosgsing,
3z = Gsing.

On écrira alors

X = Avcosocosy + BCClcoseo COS'.!JP

Nhﬂ MI—l

Y = Bcoso sind + CACcoso smq;P

Z = Csing + AB{sino P ’,
avee

P =B2C2 cos?¢ cos2y + A2C2 cos?o sin2¢ + A2B2sin%¢
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: 2 2, 2 c0s20 sin? 2 <ina . 1
écesin?<A*coszgocos ;/_‘_ B2 cos? ¢ sin d'J—i— CGsin?¢ -—-I)P ;.

o — a? o — b2 a

Discussion de l'équation des points d’inflection.

Considérons la section de la surface piriforme par un de ses plans de symé-

trie. Soit, par exemple, le plan des zy. Les équations de la courbe s’obtiendront
en faisant cos = o; on aura donc

1
Y =B coso + G, cosp( (2 cos?p + B2 sinZg) *

1
Z = Csing 4 BE; sing(C2 cos?¢ + B2 sin2cp)_’,
avec )

. a— C2 . . -1
o= Cc sino m (b2 sin2 ¢ — a) (G2 cos?e + B2sin%g) 2.
Nous écrirons
Y = Bcoso—nCGcoso @,
Z = Csing — 7B sinp ®@,
avec
® =sino(b2sin2p — a) (b2 sin?¢@ — G271,

Le coefficient n est égal & ¢ multiplié par un facteur constant. Avant de

former I’équation des points d'inflexion, cherchons si 'on peut dire quelque
chose sur la grandeur de 7.

s 1 . . ™ N .
Considérons Iaspect de la section entre les points ¢ = — = c’est-a-dire le
sommet A de Dellipse principale, et sing = — ?d, c’est-a-dire un point de

rencontre P avec cette ellipse. Représentons lellipse en ponctué, et la section
du piroide en trait plein.
Fig. 1.

...........
......

o)
I
.o

Bl ————

Remarquons que, le point P étant fixe, la longueur AN est indépendante
de x; la distance AM au contraire dépend de v, étant égale a

Bn(br—a)(b>— C2)~t.

Lorsque n augmente, le point M tend par conséquent & se rapprocher de N;
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des valeurs convenables de v auraient méme pour effet de faire passer M entre
N et O; la surface aurait alors un rentrant sur 'axe des z, ce qui, au point de
vue mécanique, ne peut évidemment pas se concevoir. Cette idée avait déja
été esquissée par Darwin ('), lorsque, construisant la section du piroide pour
une valeur partlcuhere de ¢, il regrettait de ne pouvoir exagérer cette valeur,
ce qui aurait pu étre intéressant pour donner une idée de I’évolution de la
surface.

Cela va nous conduire & une limite pour v. Si nous traduisons en effet en
nombres 'inégalité
AM << AN,

nous trouvons
7 < 0,2228.

Il est d’ailleurs inutile de faire remarquer que c’est une limite trés supé--
. . . . . . T
rieure. Nous ferons remarquer aussi qu’il suffit de faire varier ¢ de o a 5

on n’obtient ainsi qu’'un quart de la section; mais d’une part cette section est
symeétrique par rapport a4 'axe des z; et d’autre part, on peut considérer le

second quart comme correspondant & o <o < g, avec v négatif. Nous don-
nerons donc a v des valeurs tant positives que négatives.
Formons & présent I’équation des points d’inflexion, c’est-a-dire
Y7 7Y
Nous trouvons
YZ'— 7Y =BC —n[(2C2— b)) ® + b%sino cosao‘P; +(b2sin%p — (C2) @'
+ 12BC(20'2 + ®2 — BI").

Cette expression se compose donc de trois termes :

° Le terme constant BC, dont la valeur est 1,537;
2° Un terme contenant 1?* en facteur; il serait facile de voir qu'’il est toujours
petit et positif; nous le négligerons;
3° Un terme contenant v en facteur. Si nous posons b?sin’¢ = ¢, nous
écrirons le coefficient de — 7 sous la forme suivante :

J(t)= -l]; ‘(—;‘/—(_%23; [—-263-!—7(]2!2—*—&(——11(]" +3C2a) '
’ 3C2(C2a— 2b2a+2b2C2)].

(1) « It is impossible to construct an exaggerated figure, for if we do so the blunt end
acquires a dimple, which is absurd. »
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Calculons f7(¢).

Si nous désignons le polynome entre crochets par
> 4+ mt2 4 nt + p,
la dérivée f'(¢) s’annulera avec le polynome
—glth - 3(7C2l—m) + 2(5C*m — 5n) +¢(3C2n — 3p) + C2p
Dans l'intervalle considéré, c’est-a-dire
o< t<T b2

il n’y a qu'une racine, voisine de Z=o0,4, et correspondant 2 un maximum
pour f(¢); d’autre part, /() est toujours positif.

Le cas le plus défavorable serait donc celui ou f(7) serait maximum, et
ou v serait également maximum. Or dans ce cas, le calcul donne

log. maximum de f=0,81671;
log. maximum de = 1—,34796

et par conséquent
Maximum de 1 f = 1,464.

Comme nous avons BC =1,537, la différence entre BC ety f est 0,073,
quantité positive. Il n’y a donc pas d’inflexion, et nous pouvons conclure par
ce théoréme général :

« Quel que soit e, la surface de Poincaré d’ordre 3, considérée en premiére
approximation et définie au point de vue mécanique, esl toujours convexe. »

Remarques géométriques.

Si I'on veut construire la section par un de ses plans principaux, le plan
des xz par exemple, de la figure piriforme, il faut fixer une valeur de ¢ et tracer
la courbe par points. Nous allons présenter quelques remarques géométriques,
qui faciliteront cette construction et permettront d’effectucr le tracé avec
autant d’exactitude que possible.

Dans le plan des xz, les coordonnées d’un point de la figure piriforme seront
données par

X =Acoso + CHsinog cos o,
Z=Csing - AH sin?p,
avec Gt . ‘
(l -0 o
H= C —a? fsm ©

]
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Remarquons que la constante n n’a pas la méme valeur que dans le para-
graphe précédent.
Pour simplifier les énoncés, nous appellerons :

Sommets de la figure, les deux points situés sur I'axe des z, définis par
™

= =+ -

Pseudo-sommets, les deux points situés sur 1’axe des x, qui coincident avec

les sommets du petit axe de l'ellipse principale; ils correspondent & ¢ =0
et =1;

Points fondamentaux, les points de rencontre, autres que les pseudo-

sommets, avec I'ellipse principale. Ils sont définis par sin®¢ = ai

Considérons deux points fondamentaux symétriques par rapport au petit axe
de Dellipse, et définis par les arguments ¢, et — ¢,. Les coefficients angulaires
des tangentes & la section en ces deux points seront

Ccosoy(C2— a?sin?0y) + 27 a2 A sin’ 9, cos o,
— A sing, (G2 — a?sin? ¢y) + 27 a2 C sin®g, cos? o,

m —=

et

Ccosoy (G2 —a?sin?p,) —2n,aA sin’o, cos ©
0 1) 0 0

Asmwo(C’——a sin%o,) + 2ma? Csm-wocos-" -

Si I'on calcule alors 'angle V que font entre elles ces deux tangentes, on
constate que les termes contenant 7 se trouvent étre en facteurs communs au
numérateur et au dénominateur, et l’on obtient

2 ACsing, coso,

tang V =

9 B - )
G2 cos2o, — A2sin20,
[} [}

d’oti la premiére de nos remarques :

Quelle que soit la valeur que ’on donne & ¢, les tangentes en deux points
fondamentaux symétriques par rapport a ’axe des = font entre elles un angle
constant, et égal, ce qui est évident, a 'angle que font entre elles les tangentes
a I'ellipse en ces deux points (cas correspondant a ¢ = o).

Signalons également la propriété suivante, dont la démonstration est aisée :

La perpendiculaire abaissée d’un sommet sur la tangente en l'un des
pseudo-sommets passe par un point fire.
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Il y a quatre points de cette espéce, dont les coordonnées sont

On pourrait en donner une construction géométrique assez simple.
Quelques remarques peuvent étre faites aussi sur le centre de courbure en

un pseudo-sommet. Les coordonnées du centre de courbure K au pseudo-
sommet ¢ = o sont

Ce (C* +710£2
x=A— — s/
A C'H-272a2
. -na C4+-'l2a?
FTET X G ranial

Le lieu de K est donc une cubique unicursale. 3i I'on transporte 1’origine au
pseudo-sommet, 1'axe des x étant pris pour axe polaire, on voit que cette
cubique se déduit, par la combinaison

P=p1+p2
des deux courbes
C?  cosw
0y = —_—
v 2A 1+ sin2w
et
C2
Qg == — —F——)
' 2 A cosw

qui sont, la premiére une ellipse passant par le pseudo-sommet, et la seconde
une droite tangente a cette ellipse. Le centre de courbure K se déduit d’ailleurs

du centre de courbure o de l'ellipse par la construction simple suivante, dont la
démonstration est évidente :

Menons en A la tangente AT et la normale AN a la section, la tangente A®

Fig. 2.

a l'ellipse, et par w la paralléle 4 A®; AT coupe cette droite en D : menons DE
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perpendiculaire 8 AD, jusqu’a sa rencontre Eavec A®. La droite Ew coupe AN
au point cherché K.

Nous énoncerons enfin la remarque suivante :

Le lieu des points de la section o la tangente est paralléle a la tangente
au point correspondant de Uellipse se compose des normales & Uellipse aux

points définis par

sing = == 2—‘(; \/3C2——C\/9C2——8a,

et du grand axe de Uellipse, solution évidente.

Dimensions des sections.

Pour compléter ce Chapitre, qui est en quelque sorte une monographie de la
surface piriforme, nous donnons les valeurs des axes et les coordonnées des

Fig. 3. — Surface de Poincaré, d’ordre 3.

Section par le plan des yz.

Section par le plan des zy.

points fondamentaux des sections par les deux plans de symétrie. Neus partons
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cette fois des résultats exacts de M. Liapounov; il y aura donc une trés légére
différence avec les nombres donnés par Darwin.

Azxes du Jacobien critique :

A = 0,6506%;
B= 0,8!503;
C=1,8856;
d’ou
a*=3,13213;
b2 =2,89123,
et
o =1,79983.
Section par le plan des xz. — Coordonnées des points fondamentaux :
x = 0,42438;
z = 1,42935.
Section par le plan des yz. — Coordonnées des points fondamentaux :
¥ =0,50066;
3 = 1,47786,

et, dans chaque section, les symétriques par rapport aux axes.

Nous donnons en outre, dans la figure 3, les sections, par les trois plans de
coordonnées, du Jacobien critique et de la surface de Poincaré. Cette figure
est, & trés peu prés, la reproduction de celle qu’a donnée Darwin ().

’

CHAPITRE III.

LES SURFACES DE POINCARL D’ORDRE 4.

Les éléments du Jacobien critique correspondant a n = 4 ont été calculés par
M. Liapounov, qui a donné les nombres suivants :

0,0709 < p < 0,0710,
0,02355 << ¢ <C 0,02362.

(*) Sc. Pap.,t. 11, p. 314.
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Pour la fonction de Lamé
E(p) = +s5p +r,

M. Liapounov trouve
1,15340 < s << 1,15343,

0,23702 < 1 << 0,23705.
1]

En prenant toujours le volume du Jacobien égal a 4 %:’ nous déduisons de

ces nombres les valeurs suivantes :

.C=12,3556;
B = 0,6998;
A = 0,6066,

et
a*=>5,1912;

b2 = 5,05¢4.

Si, conformément & nos notations, nous écrivons la fonction de Lamé sous

la forme
R =(p*—ay)(p*—02),

nous calculerons facilement a, et «,. Ces deux quantités, et la constante K de
I'équation de Lamé, satisfont aux équations
K(ay+ o) =4(a2+ 02) (o0 + a,) — 200,02 + 4a? b2,
K= 16(a2+b2)r—14(°ﬂ4+d2), '
2a2b2(ay + 0y) = Ko a,.

On en tirera a, + «, par I’équation du troisiéme degré
49z — o8(a® + b2 ) x* + 4z [12(a* + b%) +13a2b?] — 48a*b*(a*+ b)) =o

dont on devra prendre la racine comprise entre o et 20*; puis on calcu-
lera a,a,, d’ou «, et «,, inférieurs a 4%. On vérifiera ces calculs au moyen des
résultats de M. Liapounov. Nous avons signalé en effet que, entre les a, et
les /,, existait la relation

o, =a*(1—h,).

Nous trouvons, dans le cas actuel,

o, = 3,7879;
ae = 0,5905.

Poincaré a indiqué que le déplacement normal & partir du Jacobien critique
H. 8
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est en premiére approximation

C=¢ Ma,o(ﬁ}-) N0 (v) s
\/(}LQ—C”)(Vz __G:)

ee qui s’exprime en fonction des coordonnées cartésiennes par la formule

$2 . 2 52
C:e(a -+ Y —i—-————l)
1

_4
? r: 2N\ (2L 2N
X(a2_az+a2_bz+a§ I><A‘TB4+C*

On voit de suite qu’il y a deux surfaces de Poincaré d’ordre 4 : la pre-
miére, que nous appellerons surface positive, correspond a des valeurs posi-
tives de ¢; la seconde, surface ne’gative, est définie par les valeurs négatives
de e (*).

On trouve dans les Figures d’équilibre un schéma de la surface positive,
ne reposant sur aucun calcul; M. Liapounov, quoique ayant calculé les élé-
ments de ces surfaces, ne parle pas de leur forme et ne donne aucune figure.
Nous nous proposons d’étudier la forme des surfaces de Poincaré d’ordre 4,
considérées en premiére approximation.

Notons que les six sommets de la surface positive (c’est-a-dire les points
situés sur les axes de symétrie) sont tous extérieurs au Jacobien critique,
tandis que ceux de la surface négative sont tous intérieurs a cet ellipsoide.

Citons enfin les résultats de M. Liapounov sur la stabilité de ces figures :
d’aprés cet auteur, la surface négative est stable, la surface positive instable.

KEquations des surfaces. Points fondamentaux.

Les équations des surfaces de Poincaré d’ordre 4, en fonction des coor-
données elliptiques sur I'ellipsoide, w et v, sont données par

A,/ —a?) (v —a)
/¥~.A\/ (B2—-—A2)(\Cz—'A2)

+ A\/(Bz—A;) T (i”—-a.)(?ﬁ.;:——(;z))é:z:oazgﬁ_aa) ’\/(HQ_Cﬁ) a3,
Y=by/ =
"By W—Be”) (C—BY) = A_a’(ﬁr?—— bi E::T:'ﬁ))(w—%) V=03 (=07,
= Sl e

(') A toute valeur paire de n correspondent ainsi deux surfaces de Poincaré distinctes,
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En fonction des angles ¢ et {, on aura

s

X = A cosgcosy +— BCZ cosocosdy P 2
_1
Y =Bcosg sind + ACCcosgsind P 2,
_1
Z = Csino + AB{sinoP 2,
avec N
P=B2C2cos?¢cos?y 4+ A2C2 cos*¢ sin?¢ + A2B2sin%o
et

1

oy —a? oy — b2 o,

-5 [ A2cos?ocosdy  B2cos?osin?d  C2sinZo
{=P ! e -+ —1

(A2cos2tp cos2d B2 cos?osin? C2sin2o )
—_—1 ).

oy — a? oy — b2 o

Les deux surfaces coupent l’ellipsoide critique suivant quatre lignes de
courbure de cet ellipsoide, définies par

v::i‘/z ’

v:_'i‘\/;;.

et

Considérons la section des surfaces par les plans des xz et des yz. Il sera
facile de calculer les coordonnées des points de rencontre communs des deux
sections avec l’ellipse principale. Ce sont les points que nous avons appelés
Sfondamentaux.

On trouve ainsi :

Section par le plan des £z. — Premier point fondamental :
sing, = 0,8559;
z, =0,3137;
3, = 2,0161.

Deuxiéme point foridamental :

sino, = 0,3379;
Z, = 0,5708;

5y = 0,7961,

et les symétriques de chacun de ces points par rapport aux axes des « et des z.

I'une positive. I'autre négative Au contraire, pour une valeur impaire de 7, il ny a
qu'une suiface de Poincare, un changement de signe pour’e se traduisant simplement par
une symétrie par rapport au plan des xy.
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Section par le plan des yz. — Premier p(;int fondamental :

sing) == 0,8652;
' .

¥, =0,3508;

5, = 2,0335.

Deuxiéme point fondamental :

sinwy, = 0,3416;
¥y =0,6506;
5y = 0,8047,

, et les symétriques de chacun de ces points par rapport aux axes des y et des z.

Existence de points d’inflexion.

Il sera facile, avec ces données, de construire la section de chacune de ces
deux surfaces par un de leurs plans de symétrie. Dans le plan des xz, par
exemple, on a

X = A cosy + CH coso,
7 = Gsinp + AHsino,

H=r1n(a’sin?¢p — a,) (a*sin®¢ — as ) (G* — a*sin?¢)~*,

n étant égal a ¢ a un facteur constant prés. On donnera & v une valeur arbi-
traire, petite, et 'on construira la courbe par points. Or si l'on fait cette
construction, on s'apercoit que, méme pour de trés petites valeurs de v, par
exemple n = 0,02, la section semble présenter des inflexions, alors que, méme
pour des valeurs beaucoup plus grandes de v, la surface piriforme n’en pré-
sentait pas

" On pourrait former la quantité

X7 — X"

comme nous I'avons fait pour la surface d’ordre 3, et chercher son signe : mais
ce serait un calcul trés compliqué. Nous nous contenterons de prouver que,
pour certaines valeurs de v, certains points de la section sont des points
d’inflexion.

Quelles remarques peut-on faire sur la grandeur de v ? Dans le cas on 7 est
positif, nous ne pouvons rien dire, smon que v doit étre petil; mais nous ne
pouvons pas fixer de limite superleure 7 en nous fondant sur des considéra-
tions mécaniques. Dans le cas ot v est négatif, au contraire, en faisant un rai-
sonnement identique & celul que nous avons fait pour la surface d’ordre 3,
nous pouvons assigner comme limite inférieure a » la valeur — 0,032.
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Formons I’équation des inflexions en un des points fondamentaux. Au point

S . . o
défini par sin?¢ — —, on aura
a2

X7 —7X"=AC— C—,zvla [ea(@®—as) (2a— C24- 3oy ) —4 (a2 —2a5) (aa— o)) (C*— )]
— 2

(@— ) ()2
+8ACa, (C“"—a:)2 A

Cette expression s’annule pour vy} = 0,028. Donc, méme pour cette trés faible
valeur de v, nous pouvons affirmer qu’il y a des inflexions. De méme, pour la
' . . t 9 Ao . 9e .
surface négative, le point fondamental sin?*¢ = —z estun point d’inflexion pour
n = — 0,028.

Nous pouvons donc conclure en disant que les sections des surfaces de

Fig. 4. — Surface de Poincaré positive, d’ordre 4.

!
Section par le plan des zy.

Poincaré d’ordre 4 sont susceptibles d’avoir des inflexions, et nous tracerons
ces sections en conséquence.
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Les figures que nous donnons sont & la méme échelle que celle de la surface
d’ordre 3. La comparaison du profil exact de la surface positive avec le schéma

Fig. 5. — Surface de Poincaré négative, d’ordre 4.

Section par le plan des zy.

de Poincaré montre que le Jacobien critique est beaucoup plus allongé qu’il ne
le supposait, et que les points fondamentaux ne sont pas disposés de la méme
facon. Néanmoins l'allure générale de la section n’est pas trop inexacte, et en

tout cas ce schéma se rapproche beaucoup plus de la réalité que celui de ]a sur-
face d’ordre 3.

CHAPITRE IV.

LA SURFACE DE POINCARE D’ORDRE 5.

M. Llapounov n’a apphque sa méthode générale de calcul des éléments du
Jacobien critique qu’aux deux cas n =3 et n = 4. Nous allons dans ce Chapitre
calculer les éléments du Jacobien critique correspondant a la surface de
Poincaré d’ordre 5. Ainsi que nous I'avons dit ailleurs, nous emploierons, pour
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la premiére partie du calcul (celle qui est relative a la premiére équation de
Poincaré), le procédé de M. Liapounov, sans modification. Nous allons donc
commencer par exposer briévement cette méthode, dans ses parties essentielles.
Le deuxiéme stade du calcul, relatif a la deuxi¢éme équation de Poincaré, sera
traité avec les nouvelles formules que nous avons établies au Chapitre I de ce
travail. Tout ce qui va suivre sera donc écrit avec les notations de M. Lia-
pounov.

La premiére équation de Poincaré.

Cette équation s’écrit
. 1 - 1
'12,3: §E1,ol‘|,o— ,TE2,3F2,3: 0.
< J
On a posé

1

L1 “ dt
R::*;E""l””_ipf tA(2)
e

et
‘ . ® dt
Q=B Fay= ;<9+1><P+q)~fp (e+1)(t+q)a(e)

L’équation considérée est donc

'R—Q=o.

Voici de quelle fagon M. Liapounov la transforme de fagon & rendre sa réso-
lution possible : nous entendons par ce mot de résolution le calcul de ¢, a
partir de cette équation, ou ’on se donne p.

Posant

22 =

o~

et

q —_
p+gq

)

on peut mettre R et Q sous la forme suivante :

\/z—i—-lR"‘ 1 2 ds ’
e - A \/p+z2 \/1—)\(1——52)

q ! shdz
L4+1Q=(p+1) ry 5"
° , (e [1=2(—a)]

On développera alors les intégrales suivant les puissances croissantes de A, qui
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est toujours inférieur a 1, et ’on obtiendra alors les développements suivants :
] ) PP

AR_a L I.3a)2 1.3.5 T
?_ "+Ea' +2./; 2\_*_2.4.6613\—*—-'“’
AQ 3 3.5 ,, 357 .
=t go S b

avec

1 1 . 2Ilz2d
a,,:(p—\—l)z /‘(l—z)__,j,
A (o +3%)

3 "(1—z2)rzh ds
b,,:(p+1)2f <——)—_E—
o (pt+=2)?

L’équation devient alors
3
a,— b+ (la.—— §-b,) A+ —-(
2 2 2

Avec les notations suivantes

i~

M. Liapounov I'écrit

3 3.5
f()\):[0+ ;ll)\_*—m/_’)‘ﬂ_'“"“

Les coefficients a, et b, se calculent aisément au moyen de formules de récur-
rence. On a tout d’abord

! L s 1+Ve+1
@y=~(prt-1)— 5 ¢Vp +1log

)

%'o

boy=(p+1)(3ap,—1)

Puis, en partant de I'identité

_;i_z [53 (, — za)n+| (9 —+ :z)_%]

_ (2n-+3)(1 —;2)lz+4__(zn+ 2)(1—~z2)"zzdz _ (= zz)"i‘ i ds
(p+32) (p+2%)*
_(en+4) (=22 —(on+1)(1—352)" (1 — g2

s2ds—(p+1)
(p—+2%) (p+5%)

L
s s dz,
I
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on obtient les formules

2n+lz , 1 b
2/1—*1/4L"—I—2n—}—4 ™

bpp=(p+1)[(2n4+5)an—(2n+2)a,].

Apypy =

On calculera donc, p étant donné, les a, et b, jusqu’a un certain rang, puis on
en déduira c et les /,; on formera ensuite ’équation

SO

dont il s’agit de trouver la racine A. Comme f(A) est une fonction croissante

de A, si A, est un nombre arbitraire inférieur a 1, la racine sera toujours com-
. C . . . . .
prise entre A, et}(—)—)- On pourra ainsi resserrer les limites de la racine cher-
N0

chée autant qu’on le voudra. Ce procédé simple donne de trés bons résultats.
A une fois connu, on en déduira ¢ et A—- Le probléme sera entiérement

. \ ) v .
résolu, et il n’y aura plus qu’a passer au calcul de la seconde équation.

Conduite générale du calcul.

Ceci posé, examinons la marche du calcul avec son application au cas qui
nous occupe. Comme nous 'avons dit au Chapitre I, nous commencons par
chercher une solution approximative, devant nous servir de point de départ

pour les calculs de précision. Nous avons donc recours aux fonctions de
Legendre.

Pour n =5, le polynome de Legendre est

3z 2 0 o
f( 1 2 55 3 é)
i (5) = i, 5 os 4 )

o o 4 93

T

en utilisant la formule que nous avons établie, c’est-a-dire

.63 4o 8
=22 =
fi=gs =g
On formera ainsi aisément |'équation approchée.
H.
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Si g, est alors la valeur de p déduite de cette équation, on calculera les
nombres a,, b,, I, de M. Laapounov par les formules

'+\/Po+’

——
\/Po

1 1 —r——
ao:;(90+l)—;90\/90+1105

by = (po+1)(3a,—1),

¢ = a,— b,,
@ = ao—l{i—bo’
bi=(po-1)(5a1—2a),
ly :ib‘_iﬁ‘.,

2

‘et ainsi de suite, avec

20—+ 1 I

2z+4a1+ 2z+4b[’

b= (po+ 1 [(2t+5) @y — (20 +2)a,]

(21—4-/1)b¢-—a,
Ly =71 .

Appy =

21

Puis on calculera A, comme nous I'avons dit, par I'équation

C
M=oy
et 'on en déduira ¢ par la formule
1N
7=7%
Enfin on formera
%I—{:ao—l—éa,)\—}—%%ag)\*A— -;——Bﬂias)\“—i—....

Il faudra alors passer a la seconde partie du calcul, c’est-a-dire 4 la formation
de J. Il faut calculer d’abord la fonction de Lamé correspondante :

E(p)=ve+ (et sp+1)=vo+1(p+h)(p+hs)

Cherchons & exprimer s et r de facon simple. Les équations de eondition
tirées de I’équation de Lamé s’écrivent
1 3 + 1 . 4
[ Yol yom Rl Yy
1 3 1 4
Fs + ho—1 + ha—q ih*‘hz'
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De ces deux équations, comme A, + h,=s et k, h,=r, nous tirerons d’une
part
sq
12q +8—gs

et d’autre part
27s*— 652 (1og + 7) +4s5(8¢*+ 179+ 4)—89(3g+ 2) =o.

Cette équation du troisiéme degré permet de calculer s en fonction de g. On
devra en prendre la plus grande racine; sil’on fait ¢ = o, I’équation devient
\

275% — 42524165 = o,

. 8 .
dont les racines sont o, §et 5 La racine s que nous cherchons est donc celle
qui se réduit a 5 pour ¢ = o. On pourra alors la développer suivant les puis-
sances croissantes de ¢, et écrire

10

5
gs=8+5q7|— 3 q*+ ...

Ce développement permettra de calculer aisément s, en fonction de g. On en
déduira ensuite r par la formule indiquée ci-dessus (‘). Tout est prét alors
pour le calcul de J. Voyons quelle est sa forme.

Nous avons dit que I'on avait

1 2 A’ aH'
7=elT

_1[Bo) B(—») By  B(—n
H*E[‘WO)—‘F(—O]+(9+1>‘I’(9) (¢ +1)W(—1)

avec

Dans le cas actuel, nous aurons

V(p) =p+sp+r,
U(—1)=1 —s —+r,
V(o)

|
N

(') Dans cette analyse, nous avons suivi une marche parallélea celle de M. Liapounov
dans le cas n = 4.



68 PIERRE HUMBERT.

et
B (p) =2°+43,
B(—n=g—7
B (0) 252—:?'

D’autre part, nous écrirons

W B B B (p) W (o
G+0T()  G+0¥@e) (p+nW

)
°)
avec ,
Y (p) =20 +s,
B )=
Enfin on se souviendra que
A!

ZX:

I 1
crg g

_|_..

o=

Avec ces formules, le calcul de J ne présentera aucune difficulté. On formera
alors la quantité
AR 5,

P
dont le signe fixera la position de la valeur de départ g, par rapport a la valeur
exacte p, par la régle suivante :

AR
T—J>0’ o= 0

AR
‘—‘o———J<O, . 90<P.

\

Une fois ce calcul fait, on partira d’une nouvelle valeur de p convenablement
choisie, de facon a trouver deux limites, aussi voisines que possible, entre
lesquelles se trouve la valeur exacte.

Indiquons & présent les résultats que cette méthode nous a donnés.

Le calcul approché nous a montré que p devait étre voisin de 0,03. Nous
avons été conduit ensuite a essayer la valeur 0,029o0.

Nous avons trouvé alors, pour ¢ = 0,02900 :

ay=0,47816;
by=0,44709;
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a,=0,23131;
b, =0,20603;
a2==0,14999;
by=o0,12772;
as;=0,10971;
b3 =0,08999;
ay=0,08579;
b,=0,06798;
@, = 0,07000;

b; = 0,05355;

d’ou
¢ =0,03107;
ly=10,19339;
ly=o0,12215;
ly=0,08670;
l3=0,06555;
l,=o0,051g0
et enfin ’
A =0,13958;
g = 0,004705;
d’ou
A
AR o do548
?
et
s =0,39159;
r=o0,12847;
d’ou
J=o0,49420
et enfin

éE — J =+ o0,00128.

P

Par conséquent on a
0 < 0,02900.

Nous avons essay¢ alors la valeur ¢ = 0,02895, et trouvé

ay=0,47818;
by=0,44713;
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a;=0,23133;
b, =0,20609;

Ay = 0,13001};

by =0,12836;

a3; = 0,10980;

b3 = 0,09069;
a, = 0,08593;
by =0,06875;
as=0,05013;
b, =0,05458;
d’ou
¢ =0,03105;
ly=0,19347;
ly=0,12295;
ly=10,03750;
l3==0,06660;
l,=0,05302
et
A =o0,13936;
q = 0,004688;
d’ou
AR .
— = 07/!9347;
e
s =0,89152;
r=o0,12846
et
J=o0,50150;
d’otu enfin
é?.E —J= —o0,00603,
c’est-a-dire
¢ > o0,02895.

Nous avons donc deux limites, supérieure et inférieure, pour pj; il n’est pas .
possible de pousser plus loin, sans faire le calcul avec beaucoup plus de déci-
males. Nous nous en tiendrons donc 14, et nous écrirons

0,02895 < p < 0,02900,
0,004688 << ¢ << 0,004705,
0,89152 <s < 0,891d9,
0,12846 <r <<1,12847.
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Equations et forme de la surface.

Nous passerons alors a nos notations ordinaires, par les formules que nous
avons indiquées dans 'Introduction, et nous aurons

3,2047 < C < 3,2066,
0,598 < B < 0,5800,
0,5378 << A << 0,3380.

En remarquant que p ne doit pas différer beaucoup de 0,02899, valeur obtenue
par interpolation, nous adopterons pour les axes du Jacobien critique les
valeurs

A:075379;
B =o0,5799;
C=3,205,

qui peuvent étre considérées comme exactes 4 une unité prés de I'ordre du
dernier chiffre écrit.
Nous en déduisons
a*=q,q828;
b* =9,9358,

et, la fonction de Lamé s’écrivant

nous aurons
2= 2,887;

a,=8,1759.

La surface de Poincaré d’ordre 5 sera définie, en premiére approximation,
par le déplacement normal
C=-¢ M; o({«’-)Ns o(V) ,
Vi(p2—C2)(2—C2)

et 'on obtiendra ses équations par les formules ordinaires

avec
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Pour achever de déterminer la surface, calculons les coordonnées des points
fondamentaux de ses sections par les deux plans de symétrie, comme nous
I’avons fait pour la surface d’ordre 4. Nous trouvons :

Section par le plan des xz. — Premier point fondamental :
Z,=0,229;

%y =2,Q01.

Deuxiéme point fondamental :
Zy=—= 0, 453 3

5y = 1,723,

Section par le plan des yz. — Premier point fondam ental :

,
Y1=0,247;

7 =12,907.
Deuxiéme point fondamental :

¥a=0,491;

z,=1,728.

Il faut y ajouter, outre les symétriques de chacun de ces points par rapport aux
axes du Jacobien, les sommets du petit axe de I'ellipse principale. L'intersection
de la surface avec le Jacobien critique se compose en effet de la petite ellipse
principale, z = o, et des quatre lignes de courbure définies par

v =y,

v = /a,.

La section par le plan des yz est donc fort peu différente de la section par le
plan des zx, ce qui n’est pas étonnant, puisque, & mesure que 7~ grandit, on
obtient des surfaces qui se rapprochent de plus en plus de la forme de révo-
lution.

Ces sections sont représentées ( fig. 6), avec la méme échelle que pour les
surfaces d’ordres 3 et 4. On voit que le Jacobien critique est trés allongé; et il
semble probable qu’il y ait des inflexions, méme pour de trés petites valeurs
de c.

Signalons les propriétés géométriques suivantes, extensions de celles que
nous avons données pour la surface de Poincaré d’ordre 3 :

1° En deux points fondamentaux symétriques par rapport au petit axe de
Iellipse, les tangentes a la section font entre elles, quel que soit ¢, un angle
constant, égal a l'angle des tangentes & I'ellipse en ces points. Ce résultat

s'étend d’ailleurs a toute surface de Poincaré d’ordre impair;
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2° La copstruction, donnée pour n=3, du centre de courbure en un pseudo-

Fig. 6. — Surface de Poincare, d’ordre 5.

- o o e

|
|

Section par le plan des zz. Section par le plan des yz.

sommet, subsiste sans modification pour le cas n=>5, et d’ailleurs pour
n impair quelconque.

CHAPITRE V.

LES SURFACES DE POINCARE D'ORDRE 6.

Afin de voir de quelle facon s’appliquent nos formules lorsque n est pair,
nous allons examiner le cas n =6 et chercher a calculer les éléments du
Jacobien critique. Nous nous contenterons d’ailleurs d’une précision beaucoup

H. 1o
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moindre que dans le cas précédent. Comme au Chapitre I'V, nous emploierons
les notations de M. Liapounov. La premiére partie du calcul, c’est-a-dire la

détermination des quantités ¢ et A —, ne présente rien de nouveau : elle se fait
Q

)
en effet exactement de la méme maniére, que 7 soit pair ou impair. Passons a

la deuxiéme partie, le calcul de J. Il faut commencer par former les poly-
nomes I et B.

Posons
E(p)=(p+h)(p+he)(o+hs)=p3+sp2+wo+ 1.

Cherchons a en exprimer les coefficients. Les équations de condition,
déduites de I’équation de Lamé, s’écriront

1 1 " T 4 4 4

Fo T hi—t " hi—q  ha—h, " hy—h,’
1 1 i 4 4

@ V7 T T =g T ik h— Ty
1 1 1 4 4

PSRy vl v Rl Yy WAL Yoy Y

En multipliant la premiére de ces equatlons par (b, —1)(h, — q),
deuxiéme par (%, — 1) (h, — ¢), la troisiéme par (h, —1)(hy — q), et aJou—
tant, nous rappelant que

hy+hy+ hy=s;

hyhy+hihy+ hyh; =,

hyhohy=r,
nous obtenons
3s—6—6qg+ ir? =129 + 12 — 8s;
d’ou
(1) r= -

18(q +1)—115

Revenant aux équations (I), et multipliant la premiére par 4, (h, — 1)(h, —q),
les deux autres par les quantités analogues et ajoutant, nous obtenons

(2) 18w =11s2—10(¢+1)s—9gq.

Enfin, muluphant la premiére des equauons (D) par h,— g, la deuxiéme
par h, — ¢, la troisiéme par %, — ¢ et ajoutant, nous arrivons a I’équation

(3) 21724 19rs —20re — 18/ —2¢wr—¢ws+wviqg+wg+2gsr—3gr=o.

En éliminant 7 et @ entre ces trois derniéres équations, on obtiendrait une
équation du sixiéme degré a laquelle doit satisfaire s; mais ce calcul serait trés
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compliqueé. Nous procéderons de la facon suivante : cherchons a développer s,
w et r suivant les puissances croissantes de ¢g. Comme g est certainement trés
petit, nous négligerons les termes en ¢*, et nous écrirons

s = $§; + S2q7
o= ®; + ®29,
r=ry—+ rsq.

Remarquous alors que, sil’on fait ¢ = o, le polynome de Lamé E se confond
avec le polynome de Legendre d’ordre 6. Avec les notations ordinaires, ce
polynome s’écrit

Pe(z)= 4_18_(69356—945z"+3t5z-’——15)

ou, avec les notations de M. Liapounov, comme z? =g + 1,

23157+ 37802 4+ 1685 416,
ce qui nous donne

18
Sy = —>
11
8
Wy = —)
11
L)
=3
D’autre part, I’équation (1) s’écrira
qo + ¢ ®,

Mg = 18 + 18 — (18 +11g5,)

ou, en faisant ¢ = o,
Wy
ry = —m—m—m,
! 18 — 118,
d’ott nous tirons

et, par conséquent,

~

5
11s=18+l—-q.
2

Cette formule donne le moyen de calculer s connaissant g. On en déduira
ensuite w par I’équation (2), ot 'on continuera a négliger ¢*; puis on aura r
par (1), qui s’écrira plus simplement
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Une fois le polynome E formé, il ne reste plus qu’a former B. On y arrivera
soit par les opérations du plus grand commun diviseur entre E et E', soit en
écrivant I'identité fondamentale sous la forme

(atgp 4+ a4) (P2 +spt+—wp+7) ~(Boe?+Bio+P2)(3p24-2s5p+w) =1

et égalant les coefficients des mémes puissances de p dans les deux membres.
En éliminant les «, on obtiendra les équations

. o} I
s@0—~3‘$,+,—ﬂ2:;,

®s s
2wPy— 28P + (\—;—— 3> (‘32:;,

2

3rBo— ’3@44—(7 ———23)@2=—1:;

d’ot on tirera
b6 — 2¢2

@o—— P

— 83—
TS 28 gr

@42———13—-—-3

8, = — $?*w + 42— 318
2 P

avec
P=4s¥r —18wsr — wis? — fwd + 2772,

Afin de simplifier un peu le calcul, nous poserons

by=60w — 252,

bi=rnws —2s3—qgr,

by= — $’w + fw2— 3rs;
nous aurons done

po: ﬂ)
[3]
et
P=wb, — 2rb, 4~ gr:—mwrs.

Tout est connu alors pour le calcul de J : nous avons

B(o) B(¢) 1 b boe2-+bye+ b,
3 vl D22 0y b -
2 E(o)+E(p) z[—’r+ Plgd 4 sg2t+wo+4r)
et
e 2byp + b, (bop?+big+ b2)(3p2+ 250 +w)

Plot +spitmptr) P(pl g2+ mp 1)
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ét nous savons que

] a2 A H
i=¢(r—m)

Forme des surfaces d’ordre 6.

Nous avons effectué le calcul ci-dessus; sans entrer dans les détails de 'opé-
ration, indiquons seulement les conclusions que nous en avons tirées : g, cer-

Fig 7. — Surfaces de Poincare, d’ordre 6 (section par le plan des zz).

i
i
]
i

Surface negative. Surface positive.

tainement compris entre 0,019 et 0,021, est extrémement voisin de 0,020.
C’est cette valeur que nous adopterons.
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Nous avons alors

s =1,638;
® = 0,726;
r = 0,069

2

Passant 4 nos notations, nous trouvons, pour le Jacobien critique corres-
pondant & n = 6, les axes

A =o0,51;

B =0,54;
d’ou

a?=12,09;

br=12,q6.

De I’équation.

p3+sp2+mp+r-—_~0
nous tirons :
hy=0,131;

hy=o0,555;

hs;=0,920;
d’ou ,

oy =11,28;

A= 3749;

a3 = 1,04

Nous pouvons alors, comme nous ’avons fait pour les surfaces précédentes,

calculer les coordonnées des points fondamentaux de la section par le plan
des zz; nous aurons :

Premier point fondamental :

Zy=0,18;
zy=3,39.

Deuxi¢me point fondamental :
Z,=0,38;
3y =2,37.

Troisiéme point fondamental :
Z3=o0, 49 3
Z3 = 1,03.

La section par le plan des yz serait trés peu différente.
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Nous donnons, dessinées & la méme échelle que dans les Chapitres précé-

dents, les sections par le plan des &z des deux surfaces de Poincaré d’ordre 6,
positive et négative.

CHAPITRE VL.

LES SURFACES DE POINCARE AU POINT DE VUE GEOMETRIQUE.

Une théorie compléte des surfaces de Poincaré considérées au point de vue
geometrique serait trés ardue, en raison de la complication des équations de ces
surfaces. Comme nous I'avons vu, en effet, les coordonnées de la gurface

d_’OPdre 3, qui est la plus simple, ont, écrites en fonction des coordonngeg ellip-
tiques suy J'ellipsoide, la forme suivante :

/2 —a?) (P —a?)

(B2 — A%y (C2—Az)
—+ E{JJI (P"z_‘d-)
AV (B =AY (G —A%) (=)

X%A\/

Y= /(202 (2 —b2)
- (AZ—B?) (Cz— B?)

i (2= ) (2 — 2)

TRV B (G —B7) (=0 (P C) Viw =07 (v — &),

C oy ¥ (W) (—a)
VL2l = ) (= L)

7 =

La forme |5 plus simple s’obtient en introduisant les fonctions elliptiques, Nous
définissons la fonction pu par ses racines

2a2— b?
ey = ———).
1 5 ’/’,t-é.:\
< 5,ad0TE B,
25— a? S ‘“\é\\\
Q= —a ey >
\M/?, Panhe are ;
a? -+ b2 Ny, o
O3 — — 3 \\rf"‘lﬁ'j“,n?& m’;’;\i‘:"/
ja s P
et nous Posons
. a2+ b2
pu = P. -_ 3 >
. a?—+ b2
pv =9y —

3 2
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ce qui nous donne

ur—at=pu— e, vi—a’=pv—rey,
put—b2=pu —e,, v:— b= pyv—e,,
w? = pu—es, v? = pv —e;.

Introduisons la notation habituelle

ddouz\/‘pu—ea'.

Nous pourrons alors mettre les coordonnées d'un point de la surface piriforme
sous la forme suivante :

A

:\/(32——A2)(C‘2_A2)dmudwv
+A\/(B2~Ai)(cz_Az)d,oudmvo‘muo‘mv(;;f;i—ct;g:g:::E}_))y
=\/(C2—-B2I;(A2_B2>d“udv2°v
T RTI GEO  —y

—_ G 2 2 (d ou_‘d)(dsov—'a‘)
Z_Ezdaoud:,ov—i— de udss, (dzou———CF)(diov—(P).

Il ne faut pas oublier que, dans ces formules, a, b et C ne sont pas arbitraires;
ces trois quantités sont liées par les équations de Poincaré. Quant & «, il ne
dépend que de @ et b : c’est la plus petite racine de I'équation

—4qa(a’+ b))+ 3a2b*=o.

¢ est une constante arbitraire; nous pouvons, en nous affranchissant un peu du
strict point de vue mécanique, supposer qu ‘elle est quelconque et non plus

- seulement petite; nous définirons ainsi une infinité de piroides formant une
famille.

Ombilics des surfaces de Poincaré.

La représentation de la figure piriforme au moyen des fonctions de Weier-
strass est celle qui permet le mieux de rechercher les propriétés géomeétriques
générales de cette surface. Malheureusement, méme sous cette forme, l'ex-
pression des coordonnées est encore bien peu simple; et il ne faut pas espérer
obtenir beaucoup de résultats intéressants.
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Les fonctions les'plus élémentaires des coordonnées, par etemple les coeffi-
cients du plan tangent au point «, ¢, sont d’une grande complication. On peut
néanmoins les former aisément pour les points ot {= o, c’est-a-dire le long des
lignes d'intersection avec I'ellipsoide, ce qui introduit une grande simplification
dans les calculs. On constate alors que, ni le long de la petite ellipse principale,
ni le long de la ligne v = = y/a, le piroide et ellipsoide ne se coupent sous un
angle constant. Ces lignes, qui sont des lignes de courbure pour Iellipsoide, n’en
sont donc pas ponr Je piroide.

L’examen de P'expression des coordonnées nous conduit néanmoins a un
résultat intéressant. Si nous formons les dérivées partielles, par rapport a u et o,
de X, Y et Z, en nous souvenant que

diit-o‘)nu =—0y,ud,u,
nous constaterons que chacune de ces six dérivées partielles contient en facteur
soit @,, u, s0it s, ¢. Elles s’annulent donc toutes ensemble POUr &'y u=7=,,0 =o,
et les points ainsi définis sont dés lors des ombilics [pour la surface piriforme.
Or ces points, qui sont définis égalément, sur I'ellipsoide, par p2 = v* = b2, sont
les ombilics de Uellipsoide. Dot le théoréme :

Les points correspondant aux ombilics de Uellipsoide sont des ombilics
pour le piroide.

Nous ferons remarquer que ce théoréme est vrai pour toute surface de Poin-
caré, quel que soit son ordre. Une surface de Poincaré quelconque est en effet
représentée au moyen des fonctions o par les formules

i A 3
X = s s Sioudi,vH(u, ),
VB An (Cras T ST A Gy e e 9)

B €
Y= Gon U Gao ¢ — Sao e G299 H(u, ¢),
VB (G By O T BBy (e )

, G €
(7 :a—bd30u5309+ Cab

dso e Syov H(u, v),

avec, si la surface esy d’ordre pair, n = 2p,

(a2 u—ay). .. (S u—ap) (o, v —ay)...(3,v—ap)
H — 2_30 30 P 30 k 3
) (@ —C2) (@0 — ) ’

et, si elle est d’ordre impair, n=2p + 1,

(Sl — o). .. (SFpe—2p) (33,9 — ). .. (3]0 —ap)
(dgou - C2>(d§ov - C‘ﬂ)
H. 184

H(u, v)=ga50ud,,0
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Les six dérivées partielles contiennent encore en facteur soit &', , soit &, ¢,
et les points correspondant aux ombilics de I'ellipsoide sont donc encore des
ombilics pour toutes ces surfaces.

Si donc I'on considére la famille de piroides obtenue en donnant a e des
valeurs quelconques, le lieu des ombilics de ces surfaces se compose des nor-
males au Jacobien critique en ses ombilics. Ces droites ne sont pas normales a
tous les piroides, ce qui prouve (en vertu d’'un théoréme de Maurice Levy) que
ces surfaces ne font pas partie d'un systéme triple orthogonal.

Vu et approuvé :
Paris, le 8 mars 1918,
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