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PREMIÈRE THÈSE.

GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE
VECTORIELLE.

INTRODUCTION.

Le calcul vectoriel, qui est employé couramment, sous des formes
variées, dans les recherches relatives à la physique mathématique, a
reçu également des applications dans le domaine delà géométrie diffé-
rentielle. Dans le livre Introduction à la Géométrie différentielle suivant
la méthode de H. Grassmann, M. Burali-Forti a fait une application
étendue du calcul géométrique k l'étude des courbes gauches et des
surfaces réglées. Il a donné aussi quelques indications sur une appli-
cation possible de la même méthode à la théorie des surfaces. S'enga-
geant dans cette voie, M. Fehr a fait un exposé de la théorie des sur-
faces selon la. méthode de Gauss, en faisant usage des notations du
calcul vectoriel ( i ) . Enfin, la plupart des traités de calcul vectoriel
publiés depuis une vingtaine d'années contiennent des exemples de
l'application qui peut être faite de ce calcul à la géométrie. C'est ainsi
que, dans le livre Vector analysis contenant un exposé de la méthode
de Gibbs, M. Wilson a appliqué ce calcul à l'étude de différentes ques-
tions de la théorie des surfaces, notamment à celles des lignes asymp-
totiques et des lignes géodésiques.

Application de la méthode vectorielle de G?*assmann à la Géométrie infinitésimale.
E.



J'ai cherché, dans le présent travail, à appliquer ces méthodes à
l'étude d'un champ vectoriel quelconque. La notion fondamentale dont
j'ai fait un usage systématique est celle de la dérivée d'un vecteur
fonction de point, prise dans les différentes directions d'un plan ou
de l'espace. Comme l'ont montré, entre autres, MM. Burali-Forti et
Marco-Longo, la dérivée est une fonction linéaire du vecteur qui
caractérise la direction de différentiation. On pourrait donc se servir
dans cette étude des méthodes spéciales créées par ces auteurs pour les
recherches concernant les « homographies vectorielles ». Il est cepen-
dant facile — et c'est ce qui a été fait ci-après — de développer une
étude de géométrie différentielIe à l'aide des notions du calcul vecto-
riel élémentaire, les symboles des homographies n'apportant guère de
simplification dans ce genre de questions.

J'ai donné tout d'abord un résumé succinct des notions et des sym-
boles du calcul vectoriel dont je fais usage. Ces symboles sont presque
identiques à ceux adoptés dans l'ouvrage de M. J.-G. Coffin : Calcul
vectoriel, traduction et notations françaises par M. Alex. Véronnet.
Toutefois, il m'a semblé avantageux, du moins pour les applications
géométriques, de conserver parmi les nombreux éléments géomé-
triques introduits par Grassmann un élément superficiel — le « bivec-
teur » — analogue à l'élément linéaire, le vecteur. Le nom de bivecteur
ayant été appliqué par différents auteurs à des éléments tout à fait
dissemblables, j:ai préféré donner k l'élément superficiel un autre
nom, celui de rotateur, qui me semble bien caractériser sa nature.

Dans le calcul différentiel, je fais usage de l'opérateur V (le « nabla »
d'IIamilton). On reproche à ce symbole de ne pouvoir être défini qu'à
l'aide d'un système de coordonnées, auxiliaire dont le calcul vectoriel
a la prétention de se passer. Pourtant la notion de dérivée d'une fonc-
tion de point dans une direction permet de définir cet opérateur a
l'aide de trois directions quelconques, fixes ou variables, de l'espace.
La dépendance d'un système de coordonnées n'est donc pas plus
grande pour cet opérateur que pour les invariants lif I2, I3 introduits
par MM. Burali-Forti et Marco-Longo et dont le premier sert, par
exemple, à la définition de la divergence d'un vecteur. L'opérateur Y
est incontestablement d'un emploi très commode dans le calcul diffé-
rentiel ; il s'adapte étroitement aux propriétés des fonctions de point.
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Avant d'aborder l'étude d'un champ vectoriel proprement dit, j'ai
donné des exemples de l'application du calcul vectoriel à la théorie
des courbes gauches et des surfaces réglées. Quelques-uns de ces
exemples me semblent nouveaux. Cet exposé m'a permis, en- outre,
d'introduire un certain nombre de notations qui trouvent leur emploi
dans la théorie du champ vectoriel.

En ce qui concerne cette théorie, j'ai développé d'abord les pro-
priétés des dérivées d'un vecteur prises dans les différentes directions
d'un plan. Lorsque ces dérivées sont parallèles à ce même plan — plan
tautologue — on détermine très facilement certaines directions qui se
distinguent par des propriétés spéciales et qui sont en rapport étroit
avec les directions particulières envisagées dans la théorie des
surfaces.

Passant ensuite à l'étude des dérivées prises dans les différentes
directions de l'espace, j'ai montré comment les propriétés d'une homo-
graphie établie entre deux gerbes de droites et de plans se rattachent
aux propriétés élémentaires d'un certain ellipsoïde qui caractérise
['.homographie. Ce rapprochement ne me semble pas avoir été fait
jusqu'ici.

Après avoir examiné succinctement les cas de dégénérescence de
l'homographie, j'ai envisagé plus en détail les propriétés d'un champ
vectoriel unitaire, qui est celui qui, au point de vue géométrique, offre
le plus d'intérêt. Les propositions concernant un plan tautologue
s'appliquent immédiatement au plan perpendiculaire à un tel champ.
On peut considérer les courbes dont les tangentes sont contenues dans
ce plan comme des trajectoires orthogonales d'une congruence de
courbes. Les propriétés de ces trajectoires ont fait l'objet d'une étude
approfondie de M. Rogers. J'ai montré, après lui, comment les for-
mules de Meunier, d'Euler et de Bonnet s'appliquent à ces courbes
sous une forme généralisée, et comment on peut définir la courbure
principale et la torsion principale dans un plan tautologue.

En supposant le champ vectoriel constant dans la direction du
champ, j'ai fait une application de l'étude précédente à la théorie des
congruences de droites, et j'ai déterminé notamment la variation de la
courbure et de la torsion principales le long d'une droite de la
congruence.



Envisageant ensuite la courbure tangenlielle des trajectoires ortho-
gonales d'un champ unitaire quelconque, j'ai établi pour ces courbes
des formules qui peuvent être considérées comme une généralisation
des formules de Godazzi. J'ai évalué enfin les dérivées secondes d'un
vecteur perpendiculaire à une famille de surfaces; à l'aide des pro-
jections orthogonales de ce vecteur, on est conduit à la formule
de Laguerre et à une formule analogue, signalée par Darboux, relative
à la dérivée de la torsion géodésique. Dans un dernier paragraphe j'ai
exposé comment un certain nombre de propriétés classiques des
courbes tracées sur une surface peuvent être étendues, avec, parfois,
de légères modifications, aux trajectoires orthogonales d'un champ
vectoriel quelconque.

I. — Algèbre vectorielle.

Je donne ci-après un résumé des éléments du calcul vectoriel dont
il sera fait usage.

Ün vecteur est une grandeur géométrique formée par la réunion des
trois notions élémentaires : longueur (ou module), direction et sens
linéaire. Une direction (ou une ligne droite) affectée d'un sens sera dite
pointée. Des vecteurs, ou des droites pointées, seront dits directement
parallèles s'ils ont même direction et même sens, inversement parallèles
s'ils ont même direction mais des sens opposés.

Les lettres majuscules A, B, etc. désigneront des vecteurs. Le
nombre réel (positif ou négatif) qui détermine la longueur de A et son
sens par rapport à une direction pointée pax^allèle k A sera dit la
mesure algébrique de A relative a cette direction.

Le sens de rotation, dans un faisceau de plans, est concordant avec
le sens linéaire de Taxe du faisceau, lorsqu'un observateur, traversé
par l'axe dans le sens des pieds à la tête, voit les plans tourner, dans
leur rotation positive, de droite à gauche.

Un plan sur lequel a été fixé un sens de rotation positif sera dit
rotatif.

Un rotateur est une grandeur géométrique formée par la réunion des
trois notions élémentaires : aire ou mesure (module), orientation et
sens de rotation. Des rotateurs, ou des plans rotatifs, seront dits direc-



tentent parallèles s'ils ont même orientation et même sens, inverse-
ment parallèles s'ils ont même orientation mais des sens opposés.

Les lettres minuscules a, b, etc. désigneront des rotateurs. Le
nombre qui détermine la mesure du rotateur a et son sens par rapport
à une orientation rotative parallèle à a sera dit la mesure algébrique
de a relative à cette orientation.

Soient a et (3 deux plans rotatifs non parallèles» r la droite inter-
section de ces plans. L'angle (a, jî), formé par ces plans, est l'angle
dont il faut faire tourner le plan a dans le faisceau r pour qu'il coïn-
cide avec [J en orientation et en sens. Cet angle est compris entre
o et TC. L'angle formé par deux rotateurs a et b est égal à l'angle formé
par deux plans rotatifs directement parallèles à a et à b respecti-
vement.

Le sens de rotation fixé sur un plan p détermine un sens de rota-
tion concordant dans tout faisceau de plans dont Taxe est perpendicu-
laire à p, et par conséquent un sens linéaire concordant sur toute
droite perpendiculaire à p. L'angle formé par une droite pointée et un
plan rotatif sera considéré comme positif ou négatif, selon que la droite
forme un angle aigu ou obtus avec la normale du plan affectée d'un
sens linéaire concordant avec le sens de rotation fixé sur le plan.

L'angle formé par un vecteur A et un rotateur u est égal à l'angle

formé par une droite pointée a et un plan rotatif u directement paral-

lèles à A et à u respectivement. Cet angle est compris entre — - et

-+--. A sera dit directement perpendiculaire au quand l'angle (A, u)

est égal k -h -t inversement perpendiculaire à u quand cet angle est

égal à - ~.
Si un vecteur A est directement perpendiculaire a un rotateur u de

même module que A, je dirai que A est Xorthogonal de u, et u Yortho-
gonaldvh, et j'écrirai

A ~ u ; u = A.

L'opération qui permet de déduire A de u, et réciproquement, sera dite
opération orthogonale.

L'addition des vecteurs (qui s'opère comme l'addition géométrique



des segments) est commutative et associative. La somme de deux
rotateurs a et b est définie par la formule

a -t- b = a -+- b .

L'addition des rotateurs suit donc les mêmes règles de calcul que
l'addition des vecteurs. L'opération orthogonale est distiïbutive par
rapport à l'addition, n étant un nombre quelconque, on pose, en
outre,

Soient À et B deux vecteurs parallèles à un certain plan p. Attribuons
à p le sens de la rotation, inférieure à deux angles droits, qui ferait
coïncider, en direction et en sens, une droite pointée OA, directement
parallèle à A, avec une droite pointée OB, directement parallèle à B.
Traçons dans le plan -p un parallélogramme OACB dont cfeux côtés
adjacents OA et OB aient même longueur, même direction et même
sens que les vecteurs A et B respectivement. Le produit AB de ces deux
vecteurs est un rotateur u qui a même orientation et même sens que
le plan p et dont le module est égal à Taire du parallélogramme OACB.
On a donc :

mod u — mod A modBsin (A, B).

La multiplication de deux vecteurs est distributive par rapport à Tad-
dilion; cette opération n'est pas commutative. Si Ton change Tordre
des deux facteurs, le produit change de signe.

Le produit de deux rotateurs a et b est défini par la formule

Ce produit est donc un vecteur P parallèle k la direction commune aux
rotateurs a et b. Son module est donné par l'expression

mod P = mod a mod b sin (a, b).

L'opération orthogonale est distributive par rapport à la multiplication
de deux vecteurs ou de deux rotateurs.

Soient OA, OB, OC trois droite? pointées formant un trièdre. Le
sens de ce trièdre sera considéré comme positif, si la droite OC forme
un angle positif avec le plan rotatif OAB, comme négatif dans le cas
contraire.
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Le produit d'un rotateur u et d'un vecteur A est un nombre k défini
par l'expression

£ — modu motl Asin(u, A).
J'écrirai

h: = uA = Au.
Soient A? B, C trois vecteurs quelconques. Le produit ABC représente

le nombre, produit du rotateur AB et du vecteur G. Ce produit est
positif si les trois vecteurs sont directement parallèles aux arêtes d'un
trièdre de sens positif; il est négatif dans le cas contraire. Enfin le
produit est nul si les trois vecteurs sont coplanaires. Le produit de
trois vecteurs suit les règles exprimées par les formules :

ABC = A(BC) = BCA = CAB = - BAC ̂ — AGB =— CBA.

Le produit abc est défini de la même manière :

= (ab)c,

et ce produit suit les mêmes règles de calcul. L'opération orthogonale
est distributive par rapport à ces produits.

Le produit scalaire de deux vecteurs A et B est le produit de l'un par
l'orthogonale de l'autre. C'est donc un nombre p défini par l'ex-
pression

p = AB~modAraodBcos(A, B)~BA.

Si A = B, l'angle (A, B) est nul et l'on a

AA — mod2A.

On convient d'écrire
AÂ~A2.

Le produit scalaire q de deux rotateurs est défini de la même
manière :

q — ab = ba — mod a mod bcos(a, b)
et Ton pose

aa = a 2 = mod2a.

S'il s'agit de produits de plus de trois vecteurs, il est nécessaire de
préciser comment les facteurs doivent être groupés. Ainsi, les produits

ABCD, AB.CD, A.BCD



désignent trois vecteurs généralement différents. Lamème observation
s'applique aux produits formés, par exemple, de deux vecteurs et
d'un rotateur. Ces produits composés suivent certaines règles decalcul
contenues dans les formules ci-après :

(i) AB.u^Au.B — Bu.A,
(?) u.AB=—uA.B -t-uB.A,

uv.A = uA.v~vA.u,
A.uv = — Au.v -i- Av.u.

Si Ton développe le produit AB.CD d'abord selon la formule ( i ) ,
ensuite selon le formule (2), on trouve les deux expressions

AB.CD =ACD.B— BCD.A,
AB.CD =:— ABC.D-+-ABD.C.

Il en résulte que quatre vecteurs quelconques A, B? C? D sont liés par
la relation

— BCD.A-h CDA.B —DAB.C H-ABC.D = 0 .

Si les vecteurs A, B, G ne sont ni nuls ni coplanaires, on peut donc
exprimer le vecteur D, quel qu'il soit, sous la forme

DBC DCA DAB
D A + B H C

On appelle système réciproque du système A, B, G le système des
trois vecteurs Ào, Bo, Co, défini s" comme suit:

BC. B jÇÂ . c S

A l'aide de ce système, on peut exprimer le vecteur D sous l'une ou
l'autre des formes :

D = A0D. A -h B0D.B + CÖ~D.C ;
(3) D = AD.A, +BD.-B0 + CD.C0.

Le seul système réciproque à lui-même est un système de trois
vecteurs-unité parallèles chacun à Tune des arêtes d'un trièdre trirec-
tangle. Si le trièdre a le sens positif, on désigne souvent ces vecteurs-
unité par les symboles I5 J? K,
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U, V, W étant trois vecteurs-unité directement parallèles aux arêtes
d'un trièdre trirectangle de sens positif, et LL, Lv, Lw étant trois vec-
teurs quelconques satisfaisant aux relations

IVW = LWV; LNVU=:Li:W; LuV=rLvÜ,

on déduit de ce qui précède les formules suivantes :

(4)

(5)
LvÛ.LuV) = VWLc + WULy + UVLW.

II. — Fonctions de point.

Soit <p un nombre, fonction de point dans une certaine région de
l'espace et possédant en tous les points de cette région des dérivées
continues et finies. Ce nombre définit une famille de surfaces de niveau,
et la dérivée de <p a, en tout point P> sa plus grande valeur (positive)
dans la direction de la normale à la surface de niveau, cette normale
étant comptée comme positive dans le sens qui correspond à un
accroissement de <p. Soit N le vecteur-unité directement parallèle à
cette normale. Je désigne par -*-' la dérivée de o dans la direction
pointée de N, le symbole 0 indiquant une différentiation dans une
certaine direction.

La dérivée de o dans la direction V d'un vecteur-unité V quelconque
est alors donnée par l'expression

Le gradient du nombre 9 est un vecteur G directement parallèle à N et
dont le module est égal à -̂ ~ :

oN

Ce vecteur est, en général, une fonction de point ne dépendant que du
E. 2
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nombre o. On le désigne par le symbole

V étant l'opérateur Hamiltonien d'un usage courant dans le calcul
vectoriel. On définit généralement ce symbole par la relation

v = i + J -
doc o

les points de l'espace étant rapportés à un système de coordonnées
rectangulaires. A l'aide de ce symbole, la relation (i) peut s'écrire

Il peut être utile d'exprimer l'opérateur V à l'aide d'un système de
coordonnées obliques. On y parvient comme suit : Soit R un vecteur
de même mesure, direction et sens que le segment OP reliant l'origine
des coordonnées 0 à un point variable P. R est le rayon vecteur du
point P. Si les coordonnées sont rectangulaires, le vecteur R s'exprime
comme suit :

Il est clair, d'après ce qui précède, que, A étant un vecteur quel-
conque, le symbole AVcp désigne la dérivée de <p dans la direction A
de A, multipliée par mod A :

inod A. —• —

On exprime la même quantité sous la forme (AT)<p? le symbole AV
désignant une différentiation dans la direction pointée de A, suivie
d'une multiplication par mod A.

Supposons maintenant le rayon vecteur R défini à l'aide de trois
vecteurs de référence quelconques, non coplanaires, A, B, C :

(2) R = £A-hYîB4-ÇC.

Le nombre <p peut être considéré comme fonction des trois variables
indépendantes Ç, YJ, £. Soient alors Pf et P2 deux points, R, etR2 leurs
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rayons vecteurs définis par les expressions

R2=r£2A-h

Supposons £2 >> £< et désignons par <p, et cp2 les valeurs de ç auxpoints
P̂  et P2. Le vecteur P du segment P< P2 est donné par l'expression

On a donc
modP = (| s —£1) mod A.

L'accroissement moyen de ç par unité de longueur dans la direction
du vecteur A est égal à

£ 2 — - t t n i o d A

II en résulte que la dérivée -^ s'exprime comme suit :

ôcp 1 dcp
3Â~ mod A 5 | '

ce qui donne

On trouve de même

D'après la formule (3, § I), le gradient de ç peut être exprimé sous
la forme suivante :

Ö o H - BV9.B0+ CV9.C0,

ou bien, en vertu des relations précédentes,

_ do K do do „

L'opérateur V prend donc la forme

(3) V = A O | H - B O A + C O | .

Il y à encore intérêt à exprimer V à l'aide des dérivées prises dans
trois directions. Soit donc 0, P, Q un système de trois vecteurs-unité,
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non coplanaires, fixes ou variables. Désignons par O0, Po, Qole système
réciproque du premier. Nous trouvons alors l'expression suivante :

Si, en particulier, le système 0, P, Q est réciproque à lui-même, le
symbole V prend évidemment la forme

Ce même symbole permet d'exprimer la dérivée (prise dans une
certaine direction) d'un vecteur, fonction de point. Soit V un vecteur
fonction de point. Sa dérivée dans la direction U d'un vecteur-unité U
est donnée par l'expression

Supposons le vecteur V défini comme suit :

V=(^I-f- rvJ-h*--K.

La divergence de V est donnée habituellement sous la forme

ûx ()y uz

En employant l'opérateur T, on écrit

divV = VV—.TV.

Si les points de l'espace sont définis par un rayon vecteur donné
sous la forme (2) et le vecteur V par l'expression

V=/?A-+-?B-t-rC,

il suffit d'appliquer l'expression (3) de T pour voir que

T TT ~TF àp ôq Or
divV — TV = ~~r -\~ -p + -T= •d% a-a (K

Enfin, la formule (4) permet encore d'écrire
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Dans le cas où le vecteur V est le gradient d'un nombre cp, la diver-
gence de V peut s'écrire comme suit :

divV = V V = v". Vo = ( v v ) o = V*©.

Si © est défini à l'aide de coordonnées rectangulaires, cette expression
prend la forme

^ ^2 à2

^^r2 ày* dz%

Le curl d'un vecteur V est défini habituellement comme suit :

z dx J \ dx ây )

Si l'on applique la formule (4), l'expression du curl prend la forme

En ce qui concerne les règles de calcul applicables à l'opérateur V,
il suffit de remarquer que cet opérateur peut être traité comme un
vecteur ordinaire sous les réserves suivantes :

i° En raison des opérations différentielles symbolisées par V, il
n'est pas permis de changer, dans un produit, Tordre des facteurs
relativement à V, du moins en ce qui concerne les facteurs variables
sur lesquels doivent porter les opérations de différentiation.

2° Si V s'applique à une fonction de plusieurs grandeurs variables,
on peut subdiviser l'opération symbolisée par V en une somme de plu-
sieurs autres opérations dans chacune desquelles V ne s'applique qu'à
une seule des grandeurs variables. Je désignerai par V(Ç) ou.TU) un
opérateur ne s'appliquant qu'au nombre o ou au vecteur A (ainsi
qu'aux fonctions de ces grandeurs).

IJL — Dérivées d'ordre supérieur.

Afin de développer quelques formules relatives aux dérivées du
second ordre d'un nombre ou d'un vecteur, fonctions de points, j'envi-
sage d'abord un nombre © et deux vecteurs-unité U et V. Ces grandeurs
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sont supposées continues et ayant des dérivées continues et finies en
tous les points de la région. Il est clair, par exemple, que la

dérivée ^> qui est fonction de o et de U, est aussi une fonction de

point. Je désigne par
a2

la dérivée de j ~ dans la direction V. Ce nombre diffère, en général,

du nombre

_

La dérivée ^ Jy peut s'exprimer comme suit :

Le symbole W doit être appliqué aussi bien au vecteur U qu'au
nombre ç. On peut donc écrire

ou bien

Le premier terme du second membre représente deux différentiations
faites successivement dans les deux directions U et V supposées cons-
tantes. Je désigne ce terme par ÇuY. Le second terme représente la

dérivée de cp, prise dans la direction du vecteur^* multipliée par le

module de ce dernier vecteur. On a ainsi la relation

En changeant Tordre des différentiations, on obtient de même

II est évident que, dans le terme ©uV, Tordre des différentiations est
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indifférent, puisque les directions U et V sont considérées comme
constantes. On a, par conséquent,

as9 Ô29 / Ô U = \ {$v~\ __ /OU av

Ainsi, les deux dérivées secondes qui figurent au premier membre

sont égales si le vecteur -^ — -FÎT est nul ou bien s'il est perpendicu-

laire à Vç, c'est-à-dire parallèle au plan tangent à la surface de niveau,

ce qui n'est pas le cas en général.
Posons maintenant dans la formule (i)

ce qui donne

À l'aide de la notation

(
on peut donc écrire

Le premier terme du second membre désigne une différentiation,
répétée deux fois, dans la direction U supposée constante. Quant au

second terme, il s'annule si -̂ y est nul (c'est-à-dire si Ü est constant

dans sa direction) ou bien si ce vecteur est parallèle au plan tangent

à la surface de niveau. La dérivée TTÎ est toujours perpendiculaire au

vecteur unité U, ce qui nous permet de remarquer, en passant,

que Trj est certainement parallèle au plan tangent, si U est égal au

vecteur N, directement parallèle a la normale à la surface de niveau.
On a donc toujours

Des observations analogues s'appliquent aux dérivées d'un vec-
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teur S, fonction de point. On peut écrire

On a de même
O" ö

Mais
S // , c"

UV övi'j

et par conséquent

(3 ) * S Ô 2 S

Dans le cas où le vecteur S n'a de dérivée nulle dans aucune direc-
tion, le second membre de cette relation ne peut s'annuler que si

* SU 3V

Dans le cas contraire, ledit membre s'annule encore si le vecteur L est
parallèle à une direction d'invariabilité de S.

En posant
V:=:U;

on déduit de la relation (2)

Soient 0, P, Q trois vecteurs-unité directement parallèles aux arêtes
d'un trièdre trirectangle de sens positif. Formons la somme

z = (OT) 2 S + (pv)2 S + CQV)2 S.

On peut écrire cette somme comme suit :

ou bien

et, d'après la formule [(3), § 1 ],

( 5 ) (0T) 2 S + (PT)2S4-
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Le symbole V2S représente ainsi (comme pour les nombres) la
somme de trois dérivées de la forme (0V)2S prises dans trois direc-
tions trirectangles, chacune de ces dérivées étant obtenue par denx
différentiations successives dans la même direction supposée cons-
tante.

IV. — Application à la théorie des courbes gauches.

Pour les applications à la théorie des courbes gauches, jeme servirai
des notations adoptées par M. Burali-Forti dans son Ouvrage Introduc-
tion à la Géométrie différentielle suivant la méthode de H. Grassmann.
Je désignerai ainsi par T, N, B trois vecteurs-unité parallèles respecti-
vement à la tangente, à la normale principale et à la binormale d'une
courbe et ayant chacun le même sens que la droite correspondante.
Pour abréger, j'appellerai ces vecteurs le tangent, le normal principal
et le binormal de la courbe. Les rayons de courbure et de torsion seron t
désignés par p et T respectivement, l'arc de la courbe par s.

On sait que la vitesse instantanée du trièdre principal relatif à une
courbe se compose d'une vitesse de translation dans le sens de la tan-
gente (vitesse dont la mesure peut être prise pour unité), d'une vitesse
de rotation autour de la binormale (la mesure de cette vitesse est alors

égale à - j et d'une vitesse de rotation autour de la tangente (cette vi-

tesse a pour mesure — -

A côté de ce trièdre principal, je vais considérer un trièdre secon-
daire dont la première arête coïncide avec la normale principale, la
troisième avec la droite rectifiante, la seconde arête étant perpendicu:

laire aux deux autres. Ce trièdre secondaire ayant également le sens
positif, il suffit de fixer le sens delà droite rectifiante pour que les trois
axes soient parfaitement définis. Je fixe le sens sur la droite rectifiante
de telle sorte que cette droite forme un angle aigu avec la binormale
positive. Quant à la seconde arête du trièdre secondaire, elle se trouve
dans le plan rectifiant; le plan rectifiant — et, par conséquent, l'un et
l'autre trièdre — a une rotation nulle autour de cette droite, qui est
perpendiculaire à la droite rectifiante, axe instantané de rotation dudit

E. 3
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plan. J'appellerai donc cette droite la droite irrotationmïle de la
courbe.

Je désigne par E etF deux vecteurs-unité directement parallèles à la
droite irrotationnelle et à la droite rectifiante respectivement. Soit ô
l'angle formé par la droite rectifiante et la tangente. Cet angle, compté
à partir de la droite rectifiante dans le sens positif du plan rectifiant,
est compris entre o et u. On a alors les relations suivantes qui per-
mettent de passer d'un trièdre à l'autre :

E = — T sin 0-h B cos 0,
F— Tcosö-hBs inÖ,

T - - — E sin 6 -h F cos (
B = E cos 9 -+- F sin (

Je désigne'enfin |par 4 le nombre» toujours positif, qui mesure la

courbure totale de la courbe :

R* ~~ "p + ^ '

L'angle 6 satisfait aux relations

sin 8 — — > cos d— , tang 6 —
? T P

11 est aisé de voir que la vitesse instantanée du trièdre secondaire se
compose d'une vitesse de translation égale à celle du trièdre principal,

d'une vitesse de rotation de la mesure ^ autour de la droite rectifiante

et d'une vitesse de rotation de la mesure — -r- autour de la normale
as

principale. Si Ton pose, pour plus de symétrie,

ds - T '

on en conclut, d'après la méthode exposée par Darboux, que les vec-
teurs qui caractérisent le trièdre secondaire satisfont aux relations

dN _j^ dE _ 1 1 f / F _ i p

ds ~ R ; ~dï —~ R W ~ T * ; dï" ~ T b#

Gomme on le voit, ces formules sont entièrement analogues aux for-
mules de Frenet.
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Par la considération du trièdre secondaire, on réalise une simplifica-
tion notable dans beaucoup de problèmes relatifs aux courbes gauches.
Ainsi, la plupart des courbes qu'on étudie habituellement dans leurs
rapports avec une courbe donnée — développées et développantes,
lieu des centres des sphères osculatrices, arête de rebroussementdela
surface rectifiante, lignes géodésiques de la surface rectifiante, de la
surface polaire, etc., — présentent cette particularité qu'un de leurs
trièdres reste constamment parallèle à un des deux trièdr.es relatifs à
la courbe donnée. Le parallélisme de deux axes de rotation permet de
conclure à l'égalité des vitesses de rotation correspondantes ; on déduit
ainsi immédiatement deux ou plusieurs relations entre les courbures
des deux courbes envisagées.

Je me propose de montrer par quelques exemples les avantages de
cette méthode. En employant les notations ci-dessus mentionnées, je
désignerai par des indices ce qui se rapporte a l'une ou à l'autre des
courbes envisagées. 11 y à lieu de remarquer que, si Ton choisit comme
unité la vitesse de translation du trièdre principal d'une courbe CM la
vitesse de translation relative à une seconde courbe C2 aura pour

mesure ~py et les différentes vitesses de rotation relatives àlacourbeC2dsx

se trouveront multipliées par ce même facteur.
Gomme premier exemple, je vais traiter le problème classique résolu

par Bertrand : Déterminer une courbe G, dont la normale principale
soit en même temps la normale principale d'une seconde courbe C2.
Soient P< et P2 les deux points qui décrivent les courbes C< et C2, R, et
R2 les rayons vecteurs de ces points rapportés à une origine arbitraire.
On a alors la relation

(i) R2~R l+aN1,

le nombre a désignant la longueur du segment P,P2, mesurée dans le
sens de la normale principale de G,. En différentiant cette relation par
rapport à Tare st de la courbe Gn on trouve

v ' " dsx dst \ p

T2 doit être perpendiculaire à N<, ce qui exige que le nombre a soit
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constant. T2, T, et B, sont alors coplanaires et Ton peut écrire

(3) T2— Bjcoscp 4-TjSin cp,

en désignant par <p l'angle (B,, T2).
Pour que la normale principale de C2 coïncide avec celle de Cn il

faut et il suffit que la dérivée de T2 soit parallèle a No ou bien, d'après
la relation (3), que l'angle 9 soit constant. Cette condition est équiva-
lente à la suivante : le rapport entre les coefficients des vecteurs T, et
B, figurant dans la relation (2) doit être constant. On trouve ainsi
comme condition la relation linéaire bien connue entre la courbure et
torsion de la courbe C,.

Pour déterminer les relations qui existent entre les éléments des
courbes Ci et Ga, on peut procéder comme suit. La coïncidence des
normales principales entraîne le parallélisme des deux plans recti-
fiants, d'où l'on conclut au parallélisme des axes instantanés de rota-
tion de ces plans, c'est-à-dire des droites rectifiantes des deux courbes.
Ces deux droites ont nécessairement le même sens, puisque la vitesse
de rotation autour de chacune d'elles est positive. On a donc la rela-
tion

(4) F ^ F , .

En désignant par £ l'unité positive ou négative selon que les nor-
males principales de C, et cle C2 ont même sens ou des sens opposés,
on a, en outre,

(5) N 2 = c N t

et, de ces deux relations, on déduit

(6) Es=eE!.

Soit par une diflerentiation des formules (4) et (5), soit en remar-
quant que les vitesses de rotation autour des axes parallèles sont
égales, on déduit les deux formules

Le nombre a étant constant, le résultat delà differentiation de Péqua-



tion (i) peut encore s'éerire sous la forme

T ds* - T _u a v
T I * ; ' - T ' 4 7 R ; E I '

En multipliant successivement les termes de cette relation par eE2 et
par F2 et en tenant compte des relations (4) et (6), on déduit

— £ sin y2 -H1 ~ — sm 6 j + — ,
dsi \\x

COS 02 "T- — COS öj .

Si, en vertu de (7), on remplace dans ces relations c~~ par ~, on
peut écrire le système suivant, qui est symétrique par l'apport aux
deux courbes et qui contient toutes les relations qui relient leurs dif-
férents éléments :

dsi ds*

(8)

R t cos 0 ! = R 2 cos 02,

sin 9j — sR 3 s in Ö 2 = a.

De ces relations on pourrait d'ailleurs déduire la condition à laquelle
doivent satisfaire les éléments de C, en éliminant les quantités R2, (h

A ds.->et ~>
dsx

On peut remarquer que les quatre équations (8) ont une significa-
tion géométrique très simple, qui permettrait de les établir a priori^
sans calcul, comme condition du problème. En passant des éléments
R et 0 aux éléments p et T, on trouve, en effet,

pi

Cette quantité est égale, on le sait, à la distance entre le point P< et le
point central de la normale principale. De même

Ri cos 0x — — :!—^; •



Changée de signe, cette expression est égale au paramètre de distribu-
tion de la surface des normales principales.

La première des équations (8) exprime que les vitesses de rotation
autour des droites rectifiantes des courbes G, et C2 sont égaies, ou
encore que l'angle élémentaire formé par deux normales principales,
infiniment voisines, de C est égal au même angle relatif à G2. La seconde
équation indique que les vitesses de rotation autour de la normale
principale commune sont égales, ou encore que l'angle formé par les
deux tangentes de C! etdeC2 reste constant tout le long des courbes. La
troisième exprime que le paramètre de distribution de la surface des
normales principales est le même, qu'il soit évalué à l'aide des élé-
ments de Tune ou de l'autre courbe. Enfin, la quatrième équation
indique que la différence algébrique entre les distances de chacun des
points P4 et P2 au point central de la normale principale est constante
et égale a la longueur du segment P ^ .

La seconde des relations (8) peut s'écrire

(9) 91=e9l + x,

/, désignant l'angle constant formé par les tangentes.
Du système (8) on déduirait très aisément toutes les formules clas-

siques de la théorie des courbes de Bertrand. Jemeborne à en signaler
une que je crois nouvelle. Si des deux dernières équations (8), jointes
à l'équation (9), on élimine les angles ô< et ô2, on trouve

R2
t + R2 _ 2 R, R2 cos x — a1.

De cette formule on peut déduire une construction géométrique très
simple du rayon de courbure totale R2? les quantités R,, x et a étant
supposées connues.

La méthode exposée ci-dessus permettrait de résoudre aisément le
problème suivant : Trouver une courbe G, telle que les axes centraux
de C, soient les normales principales d'une seconde courbe C2. On peut
remarquer que l'axe central coïncide avec la droite de plus courte dis-
tance entre deux normales principales infiniment voisines etque, réci-
proquement, la normale principale est la droite de plus courte distance
entre deux axes centraux infiniment voisins. Il en résulte que la nor-
male principale de la courbe C< est aussi axe central de C2. Le para-
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mètre de distribution de la surface des axes centraux d'une courbe
gauche peut être exprimé sous la forme

dO

II suffit alors de remarquer que, Taxe central étant parallèle à la droite
rectifiante, la vitesse de rotation autour de la normale principale de
chacune des courbes est égale à la vitesse de rotation autour de la droite
rectifiante de l'autre. Enexprimant cette égalité et en évaluant, à l'aide
des éléments de Tune et de l'autre courbe, le paramètre de distribution
de la surface des axes centraux et celui de la surface des normales
principales, on trouve le système suivant clans lequel £1 et £2 désignent
l'unité positive ou négative :

-^- (Rs sin 02) = - Ra cos Bu

-T^- (R4 sin 00 — — R2cos 02.

En éliminant les éléments de Tune des courbes, on trouve notam-
ment que la courbe cherchée doit satisfaire a la condition suivante :

— f c— / cos 6 ds j col (x — e f ^r
• d§

c et y. désignant deux constantes d'intégration (*).
Je vais étudier maintenant le problème suivant : le point de

rebroussement du plan de la courbure totale peut-il se trouver sur la
droite irrotâtionnelle ?

On sait que le plan de la courbure totale est perpendiculaire à la
droite rectifiante; il contient donc la normale principale et la droite
irrotationnelle. Sa droite caractéristique (qui est l'axe instantané de
rotation de ce plan) est parallèle à la normale principale, la rotation
autour de la droite irrotâtionnelle étant nulle. Il s'agit donc de

(!) Il serait aisé de démontrer que cette condition nécessaire est aussi suffisante. Je
laisse de côté cette démonstration, le problème présentant bien peu d'intérêt.



trouver, sur la droite irrotationnelle, un point décrivant une courbe
dont la tangente soit parallèle à la normale principale de la courbe
donnée.

Le rayon vecteur d'un point situé sur la droite irrotationnelle, à la
distance z du point P o est défini par l'expression

On en déduit, par une différentiation,

Les points situés sur la droite caractéristique du plan de la courbure
totale ont leurs tangentes parallèles a ce plan. Le point d'intersection
de cette droite caractéristique et de la droite irrotationnelle est donc
défini par la condition

T2Ï\=:O.

En multipliant par F1 les termes de l'équation (10), on déduit ainsi

(11) O — COSÖj— Z -j-1»

asx

ce qui donne pour la distance z la valeur
(12) z — T.cosO,.

Si le tangent T2 est parallèle au normal principal N, on doit avoir, en
outre,

Multipliant les termes de l'équation (10) par E<, on déduit

ds1

La condition cherchée peut donc s'écrire sous la forme

ou bien
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soit encore
2T1sin01=cos01 -j~;

on en déduit, par une intégration,

et, par une seconde intégration, on trouve finalement

taug0!=: — — = ast-h b,
pi

a et b désignant des constantes.
Si Ton tient compte des relations ( n ) et (12), l'équation (10) prend

la forme

II résulte de cette relation que T2 et N< ont même sens ou des sens
opposés selon que z est négatif ou positif. En désignant par £ l'unité
positive ou négative, on peut écrire

Le tangent T2 étant parallèle au normal principal NM le plan normal
de C2 est parallèle au plan rectifiant de C, et coïncide donc avec ce
plan. La droite rectifiante de C, coïncide ainsi avec la droite polaire
de C2, la courbe C, est le lieu des centres de courbure de C2 et la
droite irrotationnelle de C, est en même temps normale principale
de Co.

Le trièdre principal de C2 étant parallèle au trièdre secondaire
de C4, l'égalité des vitesses de rotation autour des axes parallèles
permet d'écrire

ds.2 dsx ds2 _,(

En vertu de la formule (i3), ces relations peuvent s'écrire

E. 4
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ou bien

Comme dernier exemple, je vais déterminer les conditions auxquelles
doivent satisfaire les éléments d'une courbe C, pour que la ligne de
striction de la surface engendrée par les normales principales de C4

soit en même temps une ligne asymptotique de cette surface.
On sait que le plan tangent à la surface des normales principales au

point central P2 de la génératrice est le plan central de la courbe,
lequel est perpendiculaire à la droite irrotationnelle. La tangente de
la courbe C2? ligne de striction de la surface envisagée, est donc per-
pendiculaire à la droite irrotationnelle de Cf; G2 est une ligne asympto-
tique si sa normale principale est contenue dans le plan tangent à la
surface, c'est-à-dire si cette normale principale est perpendiculaire
elle aussi à la droite irrotationnelle de C<.

En désignant pour le moment par q la distance entre le point P, et
le point P2, nous pouvons écrire comme suit le rayon vecteur de P2 :

Une différentiation nous donne

et une seconde différentiation

Ni H~ fp- .
J 1

Si nous remarquons que les vecteurs T2, N1 et F! sont tous les trois
perpendiculaires à E o nous trouvons, en multipliant les termes de

cette dernière équation par E o

pa \d$J 2 1~"Wîdsl~ Ri ~ds[ *

La normale principale de C2 est perpendiculaire à la droite irrotation-
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nelle de Co si le second membre de cette équation est nul. En inté-
grant l'équation différentielle ainsi formée et en désignant par a% une
constante d'intégration (nécessairement positive), nous trouvons

La condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction de
la surface des normales principales soit en même temps une ligne
asymptotique sur cette surface est donc que la distance entre le
point P, et .le point central de la normale principale soit proportion-
nelle à la racine carrée du rayon de courbure totale de la courbe.

En substituant à q sa valeur R, sinô<, on trouve que cette condition
peut encore s'exprimer sous la forme suivante :

i = a2 ,

et, si Ton passe aux éléments p et i , on déduit

On peut comparer cette équation a l'équation caractéristique, donnée
par Mannheim, des courbes dont la normale principale est la binor-
male d'une seconde courbe. Ces deux équations ne diffèrent que par
l'exposant du second membre de l'équation (i4)> lequel, dans le cas
des courbes de Mannheim, est égal à l'unité.

Dans le cas qui nous occupe, la ligne de striction jouit d'une pro-
priété curieuse. On sait, en effet, que la droite caractéristique du plan
central passe par le point central de la normale principale et par le
point de rebroussement de la droite rectifiante. Ce plan central coïn-
cide, dans notre cas, avec le plan osculateur de la courbe C2. Sa droite
caractéristique est donc la tangente de la courbe C2 et le point P2 est,
par conséquent, le point de rebroussement de ladite droite caractéris-
tique. Si l'on appelle courbe rectifiante d'une courbe C quelconque
l'arête de rebroussement sur la surface rectifiante de C, on voit,
d'autre part, que le plan central de la courbe C est en même temps le
plan rectifiant de la courbe rectifiante C' de C, et l'arête de rebrousse-
ment de la surface, enveloppe des plans centraux, est donc la courbe
rectifiante de C'. Il s'ensuit que, dans le cas étudié, la ligne de strie-
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tion C2 de la surface des normales principales de C< est aussi la
courbe rectifiante de C', courbe rectifiante elle-même de la courbe
donnée C,.

V. — Application à la théorie des surfaces réglées.

Il est facile de développer la théorie des surfaces réglées à l'aide
des méthodes du calcul vectoriel. Je vais me borner à déduire cer-
taines propositions élémentaires dont je ferai ensuite quelques appli-
cations.

Soient P un point variable et R son rayon lecteur. Si R est fonction
de deux variables indépendantes u et v, le point P décrit une surface
lorsque u et 9 varient. Le plan tangent à cette surface est parallèle au
rotateur -3— y-- Ceci rappelé, je désigne par P un rayon vecteur fonc-
tion d'une seule variable. Quand P varie, le point P décrit une cer-
taine courbe C dans l'espace. Je suppose qu'en chaque point de cette
courbe se trouve défini un vecteur unité Q. Envisageons un point L
défini par le rayon vecteur

L = P-h*Q,

t désignant un nombre variable. Admettons pour plus de simplicité
que P et Q soient fonctions de l'arc s de la directrice C. Lorsque s et 1
varient, le point L décrit une surface réglée. Le plan tangent à cette
surface est parallèle au rotateur

La condition pour que ce rotateur ait une orientation constante tout
le long d'une génératrice de la surface est qu'il reste parallèle à sa
dérivée par rapport à t, c'est-à-dire que

an
u — = o.

relation qui peut s'écrire
(TQ —*QQ').QQ' = TQ.QQ' = o

ou bien

(2) TQQ'=o.
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Si cette condition est satisfaite, la surface est développable. La rela-
tion (2) exprime que Q' est nul (Q est alors constant et la surface est
cylindrique) ou bien que ce vecteur est coplanaire à T et Q.

Q' est perpendiculaire à Q (qui est un vecteur-unité). Dans le cas
particulier où la directrice est une trajectoire orthogonale des généra-
trices, Q est perpendiculaire, en chaque point, au tangent T, et la sur-
face est développable si Q' est parallèle à T. Ainsi, des normales
menées par les différents points d'une courbe C engendrent une
surface développable, si la dérivée du A^ecteur-unité parallèle à la
normale est parallèle à la tangente de la courbe C.

Soient Q1 et Q2 deux vecteurs-unité perpendiculaires tous les deux
au tangent T et parallèles chacun aux génératrices d'une surface
développable. Les dérivées de Q< et de Q2 sont donc parallèles à T
et perpendiculaires à la fois à Q, et à Q2. On a, par conséquent, les
relations

d'où Ton déduit par une addition

(3) i

Il en résulte que

relation qui contient la proposition bien connue : Les génératrices cle
deux surfaces développables, se rencontrant le long d'une trajectoire
orthogonale commune, forment entre elles un angle constant. Réci-
proquement, de la relation (4) on déduit la relation (3), et si l'un des
termes de son premier membre est nul, l'autre l'est aussi. Si, par

exemple, 0,0^ est nul, il en résulte que Q'2 est perpendiculaire à la
fois à Q, et à Q2, et parallèle par conséquent à T. La surface dont les
génératrices sont parallèles à Q2 engendrent donc une surface déve-
loppable.

Dans le cas d'une surface développable, on peut déterminer comme
suit le point de rebroussement de la génératrice. Il suffît de choisir
pour le nombre t une fonction de s telle que la tangente de la courbe
décrite par le point ainsi défini coïncide avec la génératrice. Cette
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tangente est parallèle au vecteur

§=*-«••«•£«.
lequel est coplanaire aux vecteurs T et Q, le nombre TQÛ' étant nul
par hypothèse. En désignant par « et (3 deux nombres convenables,
on peut donc écrire

Si l'on multiplie par Q' les termes de cette relation, on déduit

TQ'-h*(Q')s=«TQ:'

et Ton aura a = o, k condition de déterminer / par la formule

. IQ')2

Supposons maintenant que la surface soit gauche. La relation (i)
peut s'écrire

Il en résulte que le plan asymptotique, tangent à la surface au
point t = <x>, est parallèle au rotateur QQ'. Le plan central, perpendi-
culaire au plan asymptotique, est donc parallèle au rotateur Q' et
perpendiculaire au vecteur Q?.

Le point central, qui est le point de contact du plan central avec la
surface, peut être déterminé comme suit. La valeur ts correspondant
au point central doit satisfaire k la relation

(5) TQ —*,QQ' = —/>Q"',

jp_désignant un nombre convenable. En multipliant les termes de cette
relation d'abord par Q', ensuite par T, on trouve

D _ T Q
1 ( Q ' ) 2 > * ~ ( Q ' ) 2 '

La courbe directrice C est donc ligne de striction sur la surface, si la
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dérivée Q' est perpendiculaire au tangent T tout le long de la courbe.
C'est ce qui résulte encore de la remarque, faite plus haut, que le plan
central est perpendiculaire au vecteur Q\

Supposons que la directrice soit la ligne de striction. Le plan tan-
gent au .point central est caractérisé, d'après (5), par le rotateur

uo = — />CP.

A une distance k quelconque du point central le plan tangent est
caractérisé par le rotateur

Le vecteur uou définit le sens dans lequel tourne le plan tangent à la
surface quand on avance sur la génératrice. La valeur de ce vecteur
s'obtient comme suit :

On a> d'autre part,

On voit que le sens de rotation du plan tangent autour de la géné-
ratrice concorde avec le sens linéaire défini par /rû, si le nombre JE? est
positif. Ces sens sont, au contraire, discordants, si p est négatif.
Désignons par S l'angle (u0, u). On a

Le nombre p est donc égal au paramètre de distribution de la surface.
A l'aide des formules qui précèdent on peut démontrer très simple-

ment les propositions suivantes concernant deux surfaces réglées qui
se rencontrent le long de leur ligne de striction commune : Si les
paramètres de distribution ont même valeur sur les génératrices qui
se rencontrent, celles-ci se coupent sous un angle constant. Si les
génératrices se rencontrent sous un angle constant, les deux surfaces
ont même paramètre de distribution, à condition qu'elles ne soient
pas tangentes Tune à l'autre le long de leur courbe commune.

Soient Q, et û2 deux v&cteurs-unité caractérisant les génératrices
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des surfaces. On a alors la formule

Si la courbe commune est ligne de striction sur les deux surfaces,
on a, d'autre part, d'après (5),

et, par conséquent,

Donc, si pn= p2, l'angle (Qo Qa) est constant. Si cet angle est constant
sans que les vecteurs T, Q<, Q2 soient coplanaires, on en déduit que

Comme application, je me propose de déterminer, sur une surface
réglée, les lignes conjuguées des trajectoires orthogonales des géné-
ratrices. Le plan tangent à la surface le long d'une de ces lignes
conjuguées a, en chaque point, une caractéristique parallèle à la tra-
jectoire orthogonale des génératrices et perpendiculaire par consé-
quent à la génératrice elle-même. Je suppose la surface rapportée à la
ligne de striction comme directrice. Dans ces conditions, le plan tan-
gent à la surface en un point quelconque est parallèle au rotateur

Il s'agit de déterminer t en fonction de s de façon que la caracté-
ristique du plan tangent soit perpendiculaire a Q. Cette caractéristique
est parallèle au vecteur u-^- Nous déduisons

et, par conséquent,
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La condition pour que ce vecteur soit perpendiculaire à Q s'exprime
donc comme suit :

(6) />WQ' + P^(Q0 8 - ' ^ (QO s + ' s QQ'Q '=o .

L'intégrale de cette équation différentielle donnera la famille de
courbes cherchée. Divisons les termes de l'équation (6) par/>2(Q')2 et
posons

.QQ'Q' _dk
(Q')« ~ ds'

Cette équation peut alors s'écrire

dl

et nous trouvons son intégrale générale sous la forme

Ic — X ) ,

k désignant une constante d'intégration. En remplaçant X par sa
valeur, on obtient

(7)

Je vais démontrer quelques propositions concernant ces courbes
que j'appellerai'pour abréger les courbes I. La formule (7) fait voir
que l'angle formé par les plans tangents à la surface en les points où
une même génératrice rencontre deux courbes I quelconques reste
constant tout le long de ces courbes. On en conclut, en particulier,
que, si un point Pi décrit une courbe I, le point P2, conjugué de P o

par rapport au point central de la génératrice, décrit une seconde
courbe I, le plan tangent en P2 étant perpendiculaire au plan tangent
enP, .

En second lieu, on peut remarquer que la courbure moyenne de la
surface s'annule aux points où une courbe I coupe la génératrice sous
un angle droit. En effet, en un tel point, la direction perpendiculaire
à la génératrice rectiligne est conjuguée à elle-même; elle est donc
une direction asymptotique de la surface. La seconde direction asymp-
totique — celle de la génératrice rectiligne — est perpendiculaire à la
première, ce qui prouve que les deux rayons de courbure principaux

E. . * 5
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sont égaux et de signes contraires. La courbure moyenne est donc
nulle. Chaque fois qu'une ligne tracée sur une surface réglée possède
deux des propriétés suivantes : être une trajectoire orthogonale des
génératrices, une ligne asymptotique, une ligne I, elle possède donc
la troisième* et la surface est formée des normales principales de cette
ligne.

Si le nombre QQ'Q" est nul tout le long de la directrice, on en con-
clut que le vecteur Q est constamment parallèle à un plan fixe, et la
surface est par conséquent à plan directeur. L'expression (7) prend
alors la forme

i —ƒ> tang/r .

On en conclut : la ligne de striction d'une surface réglée est une
courbe I, si la surface est à plan directeur.

On déduit, en outre, que chaque ligne I conserve une distance fixe
de la ligne de striction, si la surface est à plan directeur et à para-
mètre de distribution constant.

Je ferai encore la remarque suivante : Une surface réglée peut être
considérée comme engendrée par les droites irrotationnelles d'une
courbe tracée sur elle, si parmi les lignes I il en existe une qui
soit en même temps une ligne géodésique de la surface. En effet, le
plan tangent à la surface le long d'une ligne géodésique se confond
avec le plan rectifiant de cette ligne; la droite caractéristique du plan
tangent est la droite rectifiante de la ligne géodésique. Si cette
droite rectifiante est perpendiculaire aux génératrices rectilignes,
celles-ci coïncident donc avec les droites irrotationnclles de la ligne
géodésique. On voit ainsi qu'une surface réglée quelconque ne peut
pas être considérée comme une surface de droites irrotationnelles,
car, en général, aucune des courbes I définies plus haut n'est en
même temps une ligne géodésique de la surface.

On peut aisément généraliser l'expression (7) en l'étendant au cas
où la surface se trouve rapportée a une directrice quelconque. Dési-
gnons à cet effet par s l'arc de la ligne de striction, par cr Tare de la
directrice. On a alors les relations

ds ~ da ds > y ~~ da* \ds) ^ dû
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et, par conséquent,

(Q' ) 2

de

Si Ton désigne par q la distance d'un point de la directrice au point
central de la génératrice, on trouve ainsi l'expression

/

dQ ^ Q

y d(j d<j%

\da)

do

Cette expression prend une forme particulièrement simple, s'il
s'agit de la surface des normales principales d'une courbe C. On a,
dans ce cas,

ƒ>=—Rcosfl; Q~N;
da da ) R2'

IV de R2 RT '
On en déduit que

i r dB

da
R3 T '

et les courbes I se trouvent ainsi définies par l'expression

/ Q \ • T* ' 1 ••"* f\ * / t . r<. \. 31 II /l

= Rsinô —Rcos9tang(/-H- Ö) = cos A* sin/c

La directrice, qui est une ligne asymptotique et une trajectoire
orthogonale, est aussi une ligne I; elle correspond à la valeur zéro de la

constante k. Pour k = - on trouve
2

Ainsi, le lieu des centres de courbure de la courbe C est une ligne 1
sur la surface des normales principales. C'est ce qui résulte d'ailleurs
de la remarque que le centre de courbure est le conjugué du point
correspondant de la directrice.
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Svil existe une ligne I dont tous les points sont à une distance fixe
de la directrice, cette ligne est nécessairement une trajectoire ortho-
gonale des génératrices. Elle est donc aussi une ligne asymptotique,
c'est-à-dire les normales principales de la directrice sont en même
temps les normales principales d'une seconde courbe, et la directrice
est une courbe de Bertrand. C'est ce qui résulte d'ailleurs de la forme
de l'expression (8), la fraction figurant au dernier membre ne pou-
vant être une constante que si les éléments de la directrice satisfont à
l'équation caractéristique des courbes de Bertrand.

La ligne de striction est en même temps une ligne I, si la surface
des normales principales est à plan directeur, c'est-à-dire si la
directrice est une hélice.

Un calcul analogue permet de déterminer les courbes I tracées sur
la surface des droites irrotationnelles d'une courbe donnée. On trouve

n COS/v
t — COSÖ-cos/c sin/c

On remarquera l'analogie entre cette expression et la formule (8),

les éléments p et T étant remplacés par les éléments R et T. La direc-

trice correspond à la valeur - de la constante k. A la valeur k = o

correspond une courbe définie par la coordonnée

D'après une remarque faite au paragraphe IV le point ainsi défini se
trouve à l'intersection de la droite irrotationnelle et de la droite
caractéristique du plan de la courbure totale. Il est le conjugué du
point correspondant de la directrice.

Pour déterminer dans quelles conditions la ligne de striction est
une ligne I, il suffit de remarquer que le nombre QQ'Q" peut se mettre
sous la forme

Ce nombre est donc nul : i° si

T ~~ ds
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c'est-à-dire si la directrice est une hélice; rz° si

d_

ou bien

(9) li — z= const.

En remarquant que le trièdre principal d'une courbe C, est parallèle
au trièdre secondaire d'une développée C2 de C, et que les vitesses de
rotation autour des axes parallèles sont égales, on peut écrire

ds2 ds{ . dsx

II en résulte que
R 4 _ p.

L'équation (9) caractérise donc les développées des hélices. En
résumé, la ligne de striction de la surface des droites irrotationnelles
d'une courbe C est une ligne I sur cette surface, si la courbe C est une
hélice ou la développée d'une hélice.

VI, — Dérivées d'un vecteur dans les différentes directions
d'un plan.

Afin d'étudier la géométrie différentielle d'un champ vectoriel, je
vais examiner les dérivées d'un vecteur, fonction de point, prises dans
les différentes directions de l'espace. Soit L un vecteur, fonction de
point continue, défini dans une certaine région de J'espace et possé-
dant en chaque point de cette région des dérivées continues et finies
dans toutes les directions. En un point déterminé P la dérivée de L
prise dans la direction d'un vecteur unité U peut être considérée comme
fonction de ce vecteur U. Posons

On sait que Ly est une fonction vectorielle linéaire deU, c'est-à-dire
que la correspondance entre ces vecteurs est une homographie. Si FOB
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considère deux gerbes de droites ayant pour sommets les points À,
et A2 respectivement et que Ton fasse correspondre à chaque droite M,
de A, dont la dh^ectionU est prise comme direction de différentiation,
la droite u2 de AL> parallèle à la dérivée Lü? on établit une homographie
entre les deux gerbes. A des droites ui9 vi9 wh, contenues dans un
même plan passant par A ,̂ correspondent des droites u2, p2, w2, conte-
nues dans un plan passant par A.,. A chaque plan de la gerbe A, cor-
respond ainsi un plan de la gerbe A2.

En raison de l'importance que présente, au point de vue des applU
cations géométriques, la correspondance entre des vecteurs-unilé
coplanaires et les dérivées de L prises dans les directions de ces vec-
teurs, je vais examiner pour commencer cette correspondance, qui est
equivalente à la relation entre deux faisceaux de droites homo-
graphiques.

Soient U et V deux vecteurs-unité parallèles à un certain plan a, Ly

et Lv les dérivées correspondantes, lesquelles sont parallèles à un cer-
tain planta'. Tout autre vecteur unité S du plan a peut être exprimé
sous la forme

(i) S=z5 K U+J v V

su et sv étant des nombres convenablement déterminés. La dérivée Ls

prise dans la direction de S est alors donnée par l'expression

(.2 ) L, = S t . L = ^ U V . L + svVX . L = suU H- 5VLV.

Ls est parallèle au plan a'. En outre, si Lc était parallèle à Lv il en serait
de même de toutes les dérivées prises dans les différentes directions du
plan a. L'homographie serait dégénérée, et il existerait un certain
vecteur T du plan a donnant naissance à une dérivée L̂  nulle. Je sup-
poserai par la suite que l'homographie est propre, c'est-à-dire que les
dérivées prises dans deux directions différentes ne sont pas parallèles.

Pour représenter les différentes dérivées prises dans les directions
du plan a, on peut procéder comme suit. Menons à partir du point P
un segment PP* dont le vecteur égale Ls. Lorsque le vecteur S tourne
dans le plan a, le segment PPtÇ varie en direction et en longueur et son
extrémité P, décrit une courbe que j'appellerai Vindicatrice des dérivées
de L relative au plan a.
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II résulte de la formule (2) que cette courbe est une ellipse tracée
dans le plan a' et ayant le point P comme centre. Si Ton choisit ce
point comme origine d'un système d'axes de coordonnées obliques
\xi y) parallèles à Lu et à Lv respectivement, les coordonnées du
point ¥s par rapport k ces axes sont données par les expressions

x —z su itll \ y ^^ sv cir

lu et /„ désignant les modules des vecteurs LL et Lv. Portant dans la
relation (1) les valeurs de su et de sv déduites de ces formules et éle-
vant au carré les deux membres de la relation ainsi obtenue, on trouve
l'équation de l'indicatrice

Si, on particulier, U est perpendiculaire â V, cette équation prend la
forme

Les axes de coordonnées sont dans ce cas des diamètres conjugués
de l'ellipse. Réciproquement, si les dérivées de L prises dans deux
directions U et V sont parallèles à deux diamètres conjugués de l'indi-
catrice, les directions de différentiation sont rectangulaires.

Il existe, en particulier, deux directions rectangulaires O et P telles
que les dérivées prises dans ces directions sont parallèles aux direc-
tions 0' et P' des axes principaux de l'indicatrice. Je dirai que 0 et P
sont les directions principales de différentiation du plan a, 0' et P' les
directions principales dérivées.

Si l'on connaît les dérivées Lö et Lv prises dans deux directions rec-
tangulaires U et V, la longueur / de chacun des demi-axes principaux
de l'indicatrice se trouve déterminée par l'équation

L'angle a que la direction principale de différentiation forme avec U
est donné par l'expression
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La valeur de a est indéterminée dans le seul cas où Ly et Lv ont même
module et des directions rectangulaires. Il est clair que, dans ce cas,
toutes les dérivées prises dans les différentes directions du plan a ont
même module. L'indicatrice des dérivées est un cercle.

Envisageons deux faisceaux homographiques Ai et A2 ayant leur
sommet commun au point P et situés l'un dans un plan a, l'autre dans
un plan a'. L'homographie est définie à l'aide de trois droites w4, v„ wK

du faisceau A, auxquelles correspondent les trois droites M2, P2, W2 du
faisceau A2. Désignons par Ui? Vo W1 ; U2, V2, W. six vecteurs-unité
parallèles respectivement à ces six directions. Choisissons deux vec-
teurs Lv et Lw parallèles à V2 et à W2 respectivement

p et q étant des nombres à déterminer.
Le vecteur U, étant coplanaire à V, et W1? il existe deux nombres v

et w tels que
U, = P V 1 + MP'WI.

Posons, en outre,
Ltî = pv V2 -

Les trois vecteurs U2, V2? W2 étant coplanaires, il existe trois
nombres ni9 n.2, nz (définis a un facteur près) tels que

Le vecteur Lu est donc parallèle à U2 si les nombres p et q sont déter-
minés par les relations

II en résulte que toute homographie établie entre deux faisceaux A4

et A2 définit dans le plan a' de A2 une ellipse E2 (dont les axes sont
déterminés à un facteur de proportionnalité près). Elle définit donc,
de même, une ellipse E, tracée dans le plan a de Af9 et si l'on effectue
les mêmes calculs que ci-dessus, on voit que les axes principaux de E,
ont des longueurs inversement proportionnelles k celles des axes
de E2. Si aux directions fK et gK du faisceau A< correspondent les
directions / 2 et g2 du faisceau A2, les diamètres de l'ellipse E2 parai-
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lèles à / 2 et à g2 respectivement sont inversement proportionnels
aux diamètres de l'ellipse E,, parallèles à ƒ, et à g\ respecti-
vement.

Les dérivées du vecteur L prises dans deux directions rectangulaires
du faisceau A, sont parallèles à deux diamètres conjugués de E2. 1' est
clair que, si deux dérivées de L sont perpendiculaires l'une à l'autre,
les directions de différentiation sont parallèles à deux diamètres con-
jugués de l'ellipse E,. Si à deux directions de différentintion rectangu-
laires O et P correspondent deux dérivées perpendiculaires Tune à
l'autre, les directions O et P sont les directions principales de
différentiation, parallèles aux axes principaux de E,, et les dérivées
prises dans ces directions sont parallèles aux axes principaux
de E2, c'est-à-dire leurs directions sont les directions principales
dérivées.

Envisageons le cas où l'homographie serait une égalité. Il faut alors
qu'à deux directions rectangulaires quelconques de A, correspondent
deux directions rectangulaires de A2, ce qui n'est possible que si
l'indicatrice des dérivées est un cercle. Le cercle Eâ, tracé dans le plan
du faisceau A2Î correspond alors à un cercle E,, tracé dans le plan
de À,.

Réciproquement, si les ellipses E, et E2 sont des cei^cles, l'homo-
graphie établie entre les faisceaux A, et A2 est une égalité.

VII. — Dérivées d'un vecteur dans un plan tautologue.

Si aux différentes directions d'un plan p correspondent des dérivées
du vecteur L parallèles à ce même plan, le plan p est dit tautologue.
Les deux faisceaux A, et A2 envisagés au paragraphe VI sont alors
confondus. Soient 0 et P deux vecteurs-unité parallèles aux directions
principales de différentiation. Désignons par L, et L> les dérivées de L
prises dans les directions pointées de 0 et de P. Fixons sur le plan p
un sens de rotation tel que le rotateur OP ait le sens positif, et dési-
gnons par ç l'angle, compris entre o et TC, dont il faut faire tourner le
vecteur 0, dans le sens positif du plan, pour qu'il devienne parallèle

E. 6



(directement ou inversement) au vecteur L, è On peut donc écrire

{ Li = /i( Ocoso-h P sino),
( L2 :=/2(—0 sine? + Pcoso),

les nombres l{ et L étant positifs ou négatifs. Ces nombres ont même
signe ou des signes contraires, selon que le rotateur L(L2 a le sens
positif ou le sens négatif, c'est-à-dire selon que l'homographie est
directe ou inverse.

On sait qu'une homographie (non identique) établie dans un faisceau
de droites comporte deux éléments doubles, lesquels peuvent être soit
réels et distincts, soit réels et confondus, soit tous les deux imagi-
naires. Un élément double correspond ici à une direction de différent
tiation S telle que la dérivée de L prise dans cette direction est paral-
lèle à S. Une telle direction est dite tautologue. Pour déterminer les
directions tatitologues du plan p, choisissons un vecteur-unité S défini
par l'expression

S — cos#0 -H sinœt*.

S est parallèle k une direction tautologue, si l'on a la relation

-̂ r — cosaLi -+- sinaL2= cS,

a désignant la mesure algébrique de la dérivée -™ par rapport à la

direction pointée de S.
La condition pour que l'angle a caractérise une direction tautologue

peut donc s'écrire

(s) . cos a Lj-h sinaL2 — tr(cosaO H- sin«P).

En multipliant les termes de cette équation par 0 et P successivement,
et en tenant compte des relations (1), nous trouvons

( cosa(ll cosep — (j) — sina./2 stn© ~ o,

( cos a. li sincp -+-• sina(/2 cos© — a) — o.

On en déduit que le nombre a et l'angle a sont déterminés par les



équations suivantes :

(4) G'1— <TCOS<p(/t-h f2) -h / j / 2 = O ,

(5) tang2a— langa -^—-cot© -h y- = o.

Ces équations ont toutes les deux, soit deux racines réelles dis-
tinctes, soit une racine double, soit deux racines imaginaires, selon
que le nombre

est positif, nul ou négatif. Dans le cas où lK et l2 ont des signes con-
traires (c'est-à-dire si l'homographie est inverse), les directions tauto-
logues sont toujours réelles.

En désignant par a, et a2 les deux racines de l'équation (5), on
déduit

tai)g(o£i-h «2) = ' i 2cot<p : ( i— J-) — — cote?,

soit

(6) «1-4- «s=<p H I-/.-7T-; — — = - i - H - 7 + / r - ,
1 2 2 2 4 2

2

/c étant égal à o ou à 1. Les bissectrices (toujours réelles) des deux
directions tautologues forment donc des angles de 45° avec les bissec-
trices des angles formés par chacune des directions principales de
différentiadon et par la direction principale dérivée correspondante.

L'angle a0 formé par les deux directions tautologues est donné par
l'expression

En particulier, l'homographie est parabolique (les éléments doubles
confondus) si

La seule direction tautologue (qui est à considérer comme deux direc-
tions tautologues confondues) forme avec O l'angle a défini par
l'expression
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On en déduit que

lang(« —o)=±

et, par conséquent,
9 T. , 7 7

t x = z = - i — h - - ? — H / : —5
24 2

formule qui résulte encore de (6) si l'on y-pose/

ax ™ o£2 —
 a*

Le nombre a a la valeur

Pour que l'équation (2) soit satisfaite par plus de deux valeurs de a,
il faut qu'on ait à la fois

Li=ï70, L2=aP.

Ces équations indiquent que L, est parallèle à 0, L2 à P et que L, et L2

ont même module. L'indicatrice des dérivées est alors un cercle et
l'homographie est une identité.

Considérons le cas où l'indicatrice serait un cercle et désignons par S
un vecteur-unité quelconque, par T un vecteur-unité déduit de S par
une rotation de 900 dans le sens positif. Les dérivées Ls et LT prises
dans les directions de; ces vecteurs ont même module /, ce qui permet
'd'écrire

L s = *(Scos^-4-Ts i rnJ / ) , LT — l($ cos/ . 4- T s i n y j .

Pour que le module d'une dérivée prise dans une autre direction
quelconque du plan soit égal à /. il faut que Ls soit perpendiculaire
à LT. Les angles ^ et ̂  doivent ainsi satisfaire à l'une ou à l'autre des
conditions

_ _ , _ _ 7t ^ ( ___ 71

A '» ~ ~ 2 ' ' 2 *

Dans le premier cas, l'homographie est directe : elle est une égalité.
Il n'y a aucune direction tautoJogue réelle, à moins que l'égalité ne
soit une identité, c'est-à-dire que toutes les directions du plan ne
soient tautologues.

Dans le second cas, l'homographie est inverse : elle est une symétrie.
L'équation (5), dans laquelle l{ et L ont alors même valeur absolue,
mais des signes contraires, fait voir que les deux directions tauto-



logues sont rectangulaires (le produit des deux racines de tanga étant
égal à — i). Nous convenons, dans ce cas, de considérer ces directions
tautologues comme les directions principales de différentiation. Ce
qui précède permet de conclure :

Si dans un plan p il. y a plus de deux directions tautologues, toutes
les directions du plan sont tautologues. S'il y a seulement deux direc-
tions tautologues, ces directions sont rectangulaires dans le seul cas
où elles coïncident avec les directions principales de différentiation.

La condition nécessaire et suffisante pour que, dans un plan fauto-
logue p, il existe deux directions tautologues rectangulaires est que le
curl du vecteur L soit nul ou parallèle au plan p. En effet, choisissons
un système trirectangle composé des deux direction s de différentiation
principales O et P et d'une troisième direction U perpendiculaire au
plan p. Le curl du vecteur L peut alors être exprimé comme suit :

(7) cürlI^Ü^H-Ojg+P^p-

U étant perpendiculaire à p, le premier terme du second membre
désigne un vecteur qui est nul ou parallèle à p. Si le plan p contient
deux directions tautologues rectangulaires (parallèles, d'après ce qui
précède, a O et à P), chacun des deux derniers termes est nul. La
condition énoncée est donc nécessaire. Supposons maintenant que
curlL soit parallèle à p. 11 en résulte que la somme des deux derniers
termes de l'équation (7) représente un vecteur nul ou parallèle à p.
Or, le plan étant tautologue, chacun des termes de cette somme est
nul ou perpendiculaire à p. Leur somme est donc nécessairement
nulle,

Si l'on pose

on déduit de l'équation (8)

(9) «i=Pi-

D'autre part, ^ étant perpendiculaire ^ T Ô ' on a



ou bien, en vertu de la relation (9),

,3i(ai+?
Si

%il on résulte que %TT est parallèle à 0, L à P. O et P sont donc deux

directions tautologues et rectangulaires. Si

cette relation, jointe a (9), montre que les deux vecteurs -^ et ^ ont
même module et que l'homographie est inverse. Elle est donc une
symétrie, et nous avons déjà vu qu'il existe alors deux directions
tautologues rectangulaires. La proposition est ainsi démontrée.

Dans le cas envisagé, on peut déduire des formules plus simples
relatives à l'indicatrice des dérivées. Je vais examiner ce cas, qui pré-
sente un intérêt particulier pour les applications à la théorie des
surfaces. Soient U et V deux vecteurs-unité quelconques du plan p.
Les dérivées LL et Lv, prises dans les directions de ces vecteurs, satis-
font à la relation

(10) VLL=ULV .

En ellcl,
VU = V.ÜT.L — ÜV.V.L + ÏÏ.VV.L.

Mais
ÜV.V.L = UVTL = UV curlL = o.

Donc

Supposons d'abord que les directions U et Y soient rectangulaires.
Un vecteur-unité S quelconque du plan peut s'exprimer sous la forme

(11) S = Ucos2r-i-VsinS.

La dérivée Lb satisfait aux deux relations

(12) SLu=r:ULb1 SL; = VLS.

En remarquant que les directions des axes principaux de l'indicatrice
sont des directions tautologues, on voit que S est parallèle à un axe
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principal, si Ton a

a désignant la mesure algébrique de Ls, égale, en valeur absolue, à la
longueur du demi-axe principal correspondant. En substituant cette
expression de Ls dans les relations (12), on trouve

ou bien, en vertu de ( n ) ,

ULu cosSr + VLo sinSr = g- cos^.

UL\ cosS'-H VLvsin2r — o- si i

Éliminant & entre ces deux relations, on trouve que le nombre <y ost
déterminé par l'équation

04) ^ -

Effectuons la transformation

et substituons cette expression dans l'équation (i4)« Désignons par M
un vecteur unité directement perpendiculaire au plan p, c'est-à-dire
au rotateur UV,

M=DV.
On a alors les formules

VLv^MULy, LuL,.V.Û^— ML,jLv.

L'équation (iZj) prend ainsi la forme

a1— cr(ttULy— MVLt;) H- HLLLv=o.

En introduisant un dénominateur MUV, égal à 1, on peut encore
écrire

MUIn - MVLr MLu U
(I<>) a~~a Mûv—^Ivïînr^0-

II est aisé de voir que les deux coefficients qui représentent la
somme et le produit des racines a, et a*2 sont des invariants, quels que
soient les vecteurs U et V, rectangulaires ou non. On s'en rend compte
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en substituant à U et à V deux vecteurs-unité choisis arbitrairement. Par
analogie avec les expressions employées dans la théorie des surfaces,
je dirai que le coefficient de G représente la courbure moyenne du
champ dans le plan p, et le terme indépendant de a la courbure totale
du champ dans ce plan; j'étendrai ces dénominations à un plan tauto-
logue quelconque. Remarquons que la courbure totale est positive ou
négative, selon que les deux rotateurs UV et L'rLv ont même sens ou
des sens opposés, c'est-à-dire selon que l'homographie est directe
ou inverse. Désignant par H et K les deux courbures, on peut écrire
l'équation (T5 ) SOUS |a forme

Si des équations (i3) on élimine le nombres, on trouve, pour déter-
miner l'angle S, l'expression suivante :

. ÏÏLt—VLy MULv + MVL,
COt 2:7 m — z= ^TfTi

aVLr aMTILr

Cette expression peut encore s'écrire

2VMLi: MULv - MVLr _ ÛLr H
cota2r=z

2MULr 2MULC.MUV

Si Ton désigne par Y) l'angle (U, L r), on voit que la première fraction
du dernier membre est égale à cotvj. On trouve ainsi

2MULr

Cette expression de Sr est indépendante du choix du vecteur V(le
nombre H étant un invariant). On voit, en particulier, que si H est nul
Jes directions principales sont les bissectrices des angles formés par
chacun des vecteurs du plan et par la dérivée prise dans sa direction.
D'ailleurs, dans ce cas, les deux racines a< et o-2 sont égales, mais de
signes contraires; l'indicatrice des dérivées est un cercle, la courbure
totale est négative et l'homographie est une symétrie-

Dans son Mémoire sur la théorie générale des lignes tracées sur une
surface quelconque, Ph. Gilbert a défini la flexion d'une surface
suivant une direction. La flexion est égale au module de la dérivée



da vecteur-unité normal à la surface, dérivée prise dans la direction
envisagée. Étendant cette notion à un champ vectoriel quelconque, on
peut appeler flexion du champ dans une certaine direction le module
de la dérivée prise dans cette direction.

Par analogie avec une expression employée quelquefois dans la
théorie des surfaces, on peut appeler direction caractéristique d'un
plan tautologue quelconque une direction dans laquelle le carré de la
flexion du champ est égal à la valeur absolue de la courbure totale
dans le plan. Pour déterminer les directions caractéristiques, on peut
poser

S = Ocosy -4-, Psiny,

d'où Ton déduit que

(16) Ls = Li cos y ~h L> &iny

et que

L?=*îcos*y -t-/|sin*y.

L'angle y définit une direction caractéristique si l'on a

l\ cos2y + ^ s i n 2 y = £/1/2,

l'unité £ ayant môme signe que la courbure totale dans le plan. Cette
équation peut s'écrire

2( g y ) = l\ + l\ laiig2y,

ce qui donne
iaug2y = £ - ,

h

Un voit, en particulier, que, si dans un plan tautologue les deux
directions tautologues sont confondues, elles coïncident avec l'une
des directions caractéristiques. D'autre part si, dans un plan à cour-
bure totale négative; les directions principales de différentiation sont
les bissectrices des directions tautologues, c'est-à-dire si

tangaj -h tang«2= o,

celles-ci coïncident avec les deux directions caractéristiques du plan.
D'après la formule (5), ce cas se produit si cotcp = o, c'est-k-dire si
chacune des directions principales de différentiation est perpendicu-

E. 7
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Jaire à la direction dérivée correspondante. Les mesures algébriques a,
et <r2 sont alors égales, mais de signes contraires.

Évaluons l'angle p- que, dans le cas général, le vecteur Ls défini
par (16) forme avec la direction 0. On trouve

LSP = lx cosy slncp -H l2sïny coso,

1^0 ~ /, cos y cos cp — /2 siny sine?;

d'où l'on déduit que
t a n . li tangy -h L tangy

ö ' /, —/2 tang cp tang y

En résolvant cette équation par rapport à tangy, on trouve

(17) langy = j - tang(fx —<p).

Désignons par u l'angle (S, Ls), c'est-à-dire posons

j = F- — y = (F ~ 9) ~ (7 — ?)•
On a donc

Si la courbure totale dans le plan est positive, tangy et tang(p. — cp)

ont toujours même signe. Donc, si y est compris entre o et-? a est

compris entre 9 et cp -h - et u est compris entre 9 — - et 9 ~\ Cher-

chons les maxima et minima de l'angle u. On les détermine en posant

ou bien

dy '
soit, d'après (17),

1 ix 1

y L COS2(JUL — o)

ou bien

~ — cob2y[i H- tang2(fA — o)] = cos2y( ] -h ~ Ung3y ) = cos2y H- -r|sin2y,
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soit enfin

( F 8 ) hU—l\ cos2-/ + /|sin2y.

C'est l'équation qui détermine les directions caractéristiques dans un
plan à courbure totale positive. C'est donc dans ces directions que la
dérivée atteint sa plus grande ou sa plus petite élongation de la direc-
tion de différentiation. Si la courbure totale dans le plan est négative,
l'équation (18) n'a pas de racine réelle en y; il n'y a donc pas de maxi-
mum ni de minimum de l'angle u; ce qui est d'ailleurs évident,
puisque, la direction de différentiation tournant dans un certain sens
dans le plan, la direction de la dérivée tourne en sens inverse.

Les directions caractéristiques d'un plan à courbure totale positive
sont définies par les angles

On en déduit les valeurs correspondantes um de l'angle u

t a n g J j B = £(*,-*,) + a langTl/g».
e(*i — h) tang«p4-2v/Ma

En particulier, si u m = o, les directions tautologues coïncident.
Je me propose de déterminer maintenant, dans un plan tauto-

logue p, une direction U telle que la dérivée de L prise dans cette
direction soit perpendiculaire à U. Soit U un vecteur-unité défini par
l'expression

Umcos(30 + sin(3P.

La dérivée de L dans cette direction a la valeur suivante :

L Ü ~ cospiia-h sin(3L2,

ou bien, en vertu des formules (i),

(19) L u = JtCospCOcosç -h Psin<p) -+- / 2s in(3(— Osincp H - P C O S © ) .

Si Lö est perpendiculaire a U, on peut écrire

(20) Lu=+(—Osiu(3-+-Pcos|3),

4> étant un nombre égal, en valeur absolue, amodLut



Des relations (19) et (20), on déduit

cos(3./icoso —sin(3(/2sincp — ^ ) = o ,
/i sin© — iL) -h sin(3. /2cos<p = 0 .

Le nombre ^ et l'angle (3 sont donc déterminés par les équations sui-
vantes :

(21) é2— il/sin<p(*1+ / 2 ) -h lxL2-=io}

(22) lang2(3 -f- tangP ^ * tango? + 7 ^ 0 .

Ces équations ont toutes les deux soit deux racines réelles dis-
tinctes, soit une racine double, soit deux racines imaginaires, selon
que le nombre

est positif, nul ou négatif.
Les deux directions définies par l'équation (22) seront dites les

directions asymptotiques du plan p. Si l'homographie est inverse, les
directions asymptotiques sont toujours réelles. En désignant par (̂
et [32 les deux racines de l'équation (22), on déduit

tangtpt-hpo)— LZ_Etang(p: (1 — -±\

soit
(23) P. + P ^ Ç + AT:; êi±És = ï +

k étant égal à o ou à 1.
Les bissectrices (toujours réelles) des deux directions asympto-

tiques sont donc en même temps les bissectrices des angles formés
par chacune des directions principales de différentiation et par la
direction principale dérivée correspondante.

L'angle (30 formé par les deux directions asymptotiques est donné
par l'expression

__ tang(3a —tangfc __ \/(/, — /8)
8 tang* y — /Wi 4

En particulier, les directions asymptotiques sont confondues, si
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La seule direction asymptotique forme avec 0 l'angle $ défini par
l'expression

On en déduit

lang((3-?)=±: \J^
et par conséquent

r 2 2

formule qui résulte encore de (23) si l'on y pose

? , = ? , = p.

La direction asymptotique unique coïncide donc avec Tune des direc-
tions caractéristiques du plan. On voit d'ailleurs que, dans ce cas,

valeur qui définit une direction caractéristique.
D'autre part, si, dans un plan à courbure totale négative, les direc-

tions principales de différentiation sont les bissectrices des directions
asymptotiques, c'est-à-dire si

tang(3j-

celles-ci coïncident avec les deux directions caractéristiques du plan.
D'après la formule (22), ce cas se produit si tangcp = o, c'est-à-dire
si les directions principales de différentiation coïncident avec les
directions principales dérivées correspondantes, autrement dit, si
elles sont tautologues. Les mesures algébriques tyK et (^2 sont alors
égales, mais de signes contraires, comme cela résulte de (21).

En se reportant aux formules (5) et (22), on voit que les directions
tautologues et les directions asymptotiques sont toutes imaginaires, si
l'angle <p satisfait aux inégalités suivantes :

Ces conditions ne sont compatibles que si



— 54 —

ce qui exige que le rapport entre les nombres lK et /2 soit enfermé
entre les limites suivantes :

3 -H 2 \li > — > 3 — 2 \/Q..

En particulier, les deux directions tautologues sont confondues
ainsi que les deux directions asymptotiques, si

tang2© — i; -̂  — 3 ± i \fî.

Je vais encore examiner le cas déjà signalé où les directions princi-
pales de différentiation sont tautologues. On a, dans ce cas,

Un vecteur S étant exprimé sous la forme

S ~ 0 cosy -h P siny,

la dérivée Ls a pour valeur

Ls= ^cosyO -H /2sinyP.

L'angle [x que Ls,forme avec 0 est donné par l'expression

h

laquelle peut se déduire de (17) si Ton y pose <p — o*
Supposons d'abord ii et l2 positifs tous les deux ; tang[x a même

signe que tang-y. La direction de la dérivée et la direction de différen-
tiation se trouvent dans le même quadrant déterminé par les axes
principaux de l'indicatrice, et si y est aigu, [/. est plus grand ou plus
petit que y, selon qüe L est plus grand ou plus petit que lK. Suppo-
sons, en second lieu, que les- nombres lA et L aient des signes con-
traires; tang [A a donc le signe contraire de tangy; la direction de
différentiation et la dérivée correspondante se trouvent dans deux
quadrants séparés par une direction principale* Soit/2, par exemple,
le nombre négatif. L, est alors directement parallèle à 0, tandis que
L2 est inversement parallèle à P. Lorsque le vecteur S tourne dans
un sens déterminé à partir de la position 0, la dérivée Ls tourne en
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sens inverse. Ls est perpendiculaire à S, si

tangy tang;j. = — i,
c'est-à-dire si

(24)

conformément aux résultats obtenus plus haut.
Soient U un vecteur unité quelconque du plan p et M le vecteur-

unité directement perpendiculaire à p. On dit que la direction du vec-
teur MLC (perpendiculaire à 1 )̂ est conjuguée de la direction U de U.
Soit V un vecteur unité directement parallèle à ML̂ . V étant perpendi-
culaire à la dérivée Lo, il résulte de la formule (zo) que U est perpen-
diculaire à LY. La direction U est donc conjuguée à la direction V.
Attribuons un sens à la direction conjuguée de U, le sens du vec-
teur MLC, et posons

On en déduit

(25) MLu.MLv=—

Mais
MLiT. ML\ — M. MLu Ly.

En portant cette expression dans la relation (23) et en multipliant les
termes des deux membres par M, on trouve

MLyL
ou bien

Si le vecteur V est directement parallèle à la direction conjuguée
de U ( X > o ) , U est directement parallèle à la direction conjuguée
deV(v>o)dans le cas où la courbure totale est négative. Si cette
courbure est positive, U est inversement parallèle à la direction con-
juguée de V.

La dérivée prise dans une direction asymptotique étant perpendicu-
laire à la direction de differentiatie»n, il en résulte qu'une direction
asymptotique est conjuguée à elle-même. Les deux directions asymp-
totiques, définies par les deux valeurs (24) de tangy, diffèrent cepen-



dant lorsqu'on tient compte des sens. Supposons toujours /, positif et
envisageons la direction asymptotique pour laquelle y est compris

entre o et -• L'angle «-(= 0, Ls) est négatif et plus petit que - en

valeur absolue. Il en résulte que MLS est directement parallèle à S. Au
contraire, pour la seconde direction asymptotique, y est compris

entre - et - , i/. entre — T: et — - > et le vecteur MLS est donc inverse-
ment parallèle à S. Pour cette direction asymptotique, les deux direc-
tions conjuguées sont confondues, mais par sens opposés.

VIII. — Dérivées d'un vecteur dans les différentes directions
de l'espace.

Je vais examiner maintenant l'homographie établie entre les diffé-
rentes directions de l'espace, considérées comme des directions de
différentiation et les directions des dérivées correspondantes. Cette
homographie sera supposée propre : à trois directions de différentia-
tion non eoplaiïaires correspondront trois dérivées non eoplanaires,
et la dérivée de L n'est nulle dans aucune direction de l'espace.

Soient alors U;V,W trois vecteurs-unité non coplanaires, L't,LwLNX

les dérivées prises dans ces directions et Tun vecteur-unité défini par
l'expression

T= /MU-H/UV+^W,

k\> k.17 kz désignant trois nombres. La dérivée de L, prise dans la
direction de T? est donnée par la formule

( 0 LT=: /qLo ~h £2Lv+ A-3L\\-

Menons à partir du point P un segment PPT correspondant à chaque
direction T, le vecteur de ce segment étant égal à Lr. L'ensemble des
extrémités PT de ces segments engendre une surface que j'appellerai
l'indicatrice des dérivées de L au point P. Il résulte de la formule (i)
que cette surface est un ellipsoïde. Dans son livre, Vectoranatysis,
M. Valentiner a attiré l'attention sur cet ellipsoïde. Je vais montrer
plus loin les rapports étroits qui existent entre les propriétés de cet
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ellipsoïde et la nature de l'homographie établie entre deux gerbes de
droites ot de plans.

Supposons, pour plus de simplicité, que les vecteurs U,V,Wforment
un système trirectangle. Si Ton choisit le point P comme origine de
trois a\es de coordonnées obliques (a?, y, z), parallèles à L(, L ,̂ Lŝ ,
respectivement, les coordonnées du point P,, par rapport à ces axes,
sont données par les nombres

/„, /,, et lw désignant les modules des dérivées Lo LN, L̂ N. T étant un
vecteur-unité on a, d'autre part,

d'où Ton déduit l'équation de l'indicatrice sous la forme

(2) 7T + 7T + J7=>-

II est évident que l'indicatrice des dérivées relative à un plan a est
constituée par l'ellipse, intersection entre cet ellipsoïde et le plan a'
des dérivées prises dans les différentes directions du plan a.

La forme de l'équation (2) fait voir que l'ellipsoïde est rapporté à
des axes formés par trois diamètres conjugués de l'indicatrice. Réci-
proquement, on voit sans peine que si les dérivées de L, prises dans
trois directions U, V, W, sont parallèles à trois diamètres conjugués
de l'indicatrice, les directions U, V, W forment un système trirec-
tangle.

11 existe, en particulier, trois directions trirectangles 0, P, Q, telles
que les dérivées prises dans ces directions sont parallèles aux direc-
tions 0', P', Q' des axes principaux de l'ellipsoïde. Les directions
0, P, Q seront dites les directions principales de diffèrentiation du
champ, 0 \ P' Q' les directions principales dé?*ivées. A l'aide des trois
dérivées L ,̂ L ,̂ LNV, prises dans trois directions trirectangles, on peut
déterminer les cosinus directeurs a, p, y de chacune des directions
principales de diffèrentiation. Ces nombres sont définis par le système

a(Lf ~ P) -h f3LuL\ -hyL^Li = 0 ,
(3(Lî /*)-h ylrvLu = 0 ,
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Le nombre /représentela longueur du demi-axe principal de l'indi-
catrice correspondant à la direction envisagée. Il est déterminé par la
formule bien connue :

/ 6 - /'-(Lg -+- U + Lfc) + /<L7wV LTWH- L T L 7 ) - (Lu LvL^ )2= o.

Par un raisonnement analogue à celui exposé à propos des dérivées
parallèles à un plan, on peut montrer qu'une homographie quelconque
établie entre deux gerbes de droites A, et A2 définit (à un facteur près)
un ellipsoïde H2 équivalent à l'indicatrice des dérivées envisagée ci-
dessus, ayant comme centre le sommet de la gerbe A2. Il est évident
que l'on peut construire de même un ellipsoïde H, ayant pour centre
le sommet de la gerbe À,. Les longueurs des axes de H, sont inverse-
ment proportionnelles à celles des axes de H2 et la même proportion-
nalité inverse existe entre tous les diamètres qui se correspondent
dans les deux ellipsoïdes.

Les dérivées du vecteur L prises dans trois directions trirectangles
de A< sont parallèles à trois diamètres conjugués de 1I2. Réciproque-
ment, si les directions de difïérentiation sont parallèles à trois dia-
mètres conjugués de H,, les dérivées forment un système trirectangle.
Les trois directions de différentiation et les trois dérivées correspon-
dantes ne peuvent former deux systèmes trirectangles que si les pre-
mières sont parallèles aux axes principaux de fL (directions principales
de différentiation), auquel cas les dérivées sont parallèles aux axes
principaux de H2 (directions principales dérivées).

J'ai exposé plus haut certaines relations concernant les directions
faisant partie de deux faisceaux de droites qui se correspondent. Il est
clair que l'homographie établie dans la gerbe permet de développer
des relations analogues relatives à deux faisceaux de plans qui se cor-
respondent.

Soit Lu la dérivée de L, prise dans la direction d'un certain vec-
teur U. A chaque plan passant par un axe u, parallèle à U, correspond
un plan passant par un axe u', parallèle à Ly. Je vais examiner l'homo-
graphie qui fait correspondre le faisceau u! au faisceau u. A cet effet,
je choisis deux vecteurs-unité, V et W, formant avec U un système tri-
rectangle. Au plan p,, parallèle au rotateur UV? correspond le plan p'v,
parallèle au rotateur LyLy ; de même au plan pw, parallèle à UW, cor-
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respond lejplan p'w, parallèle à LÖLW. Les trois vecteurs Lt, Lv, Lw

sont parallèles à trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde SL.
Soit S un vecteur défini par la relation

S~Vcos^4- WsinS.

La dérivée Ls peut s'écrire
(3) Ls=LvcosSr-t- Lwsin2r.

Au plan pJf parallèle à US, correspond le plan p'A, parallèle k LÖLS;
LJJ et Ls sont parallèles à deux diamètres conjugués de ce plan,
puisque S est perpendiculaire à U.

Multiplions par 7iLr les termes de la relation (3). Il vient

(4) 7CLÜLS= 7rLuLvCOs3"-hTuLuLw sinSr.

L'ellipse, intersection entre le plan ptï' et l'ellipsoïde H3, aune super-
ficie égale à TC modLtLv De même, les modules des rotateurs LÖLV et
L0L^ sont proportionnels aux aires des sections faites par les plans
pi et pf

w. D'après la formule (4), chaque plan ps' du faisceau M' est
ainsi défini quant à son orientation et quant à la mesure de son inter-
section avec l'ellipsoïde par une somme de deux termes dont chacun
exprime la mesure et l'orientation des sections faites par les plans pv

et p^, multipliés, l'un par cos&, l'autre par sin£, £ étant l'angle que
le plan p, forme avec p„. L'analogie avec l'homographie entre deux
faisceaux de droites ressort ainsi de façon parfaite. La longueur des
diamètres conjugués de l'ellipse se trouve remplacée par la superficie
des sections des plans conjugués.

On peut en déduire qu'il existe, dans le faisceau w, deux plans
rectangulaires a et p auxquels correspondent deux plans rectangu-
laires de u'. Par analogie avec les formules établies pour les faisceaux
de droites, on conclut que ces deux plans a et [i forment, avec pp, des
angles donnés par la formule

L\ —

En particulier, l'homographie ne peut être une égalité que si tous
les rotateurs L̂ Lg ont même module, quel que soit le vecteur S, per-
pendiculaire à U.
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IX. — Directions tautologues et plans tautologues.
Champs irrotationnels.

On sait que toute homographie dans une gerbe comporte trois
droites doubles (dont une au moins réelle) et trois plans doubles
(dont un au moins réel). Ces éléments doubles correspondent à ce
que Ton appelle des directions tautologues et des plans tautologues.
Je vais maintenant déterminer ces éléments doubles. Soient O, P, Q
trois vecteurs-unilé parallMes aux directions principales de différen-
tiation, L,, L2, L3 les dérivées de L dans ces directions. Si le vecteur S,
défini par l'expression

S = aO -h (3P -H y Q,

est parallèle à une direction tautologue, on doit avoir

En multipliant par 0, P, Q successivement, on trouve les relations :

( «(inO — a)-f- (3 L20 +y L30 = o ,
(0 s a L̂ P +3(L 2 P-f f ) + y LjP = o,

a L,Q + (3 L,Q + y(L 3 Q — < r ) = o.

Le nombre G- est ainsi déterminé par l'équation

HQ — a, L2Ö, L3Ö

('•O —cr, L3P

L'équation (2) qui, étant du troisième degré en a, a au moins une
racine réelle, fait connaître le module et le sens de la dérivée de L
dans la direction lautologue S. Le système (1) détermine ensuite la
direction tautologue correspondant à chacune des racines cr. Si le sys-
tème (1) est satisfait par plus de trois séries de valeurs différentes
de a, p, y? ^ es^ satisfait par une infinité de valeurs de ces quantités.
S'il y a plus de trois directions tautologues dans un champ, il y en a
donc une infinité : c'est une propriété bien connue de l'homographie.
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Je vais déterminer maintenant l'orientation des plans tautologues
au point P. Soit u un rotateur-unité parallèle à un plan tautologue. Il
peut être exprimé comme suit :

(3) u = AÖ-hjuiPH-vQ,

X, [x, v étant les cosinus directeurs de la normale du plan par rapport
aux directions principales de difïerentiation. Par hypothèse, la dérivée
de L prise dans une direction quelconque parallèle à u est elle-même
parallèle au. Je choisis alors trois directions dont les cosinus direc-
teurs ont respectivement les valeurs suivantes :

Ces directions sont toutes parallèles à u. En écrivant que la dérivée
de L dans chacune de ces directions est parallèle à u,on obtient le sys-
tème de trois équations que voici :

(4)
u(v

L

Multiplions les termes de la seconde des relations (4) par — v, ceux
de la troisième par pi, et additionnons ensuite membre à membre.
Il vient

Introduisons la notation

(o) Lr~^Li- i - ^L24- vLo

et remplaçons f/.2 -h v3 par i — X2. Nous trouvons

(6) u(L, — ALT)~o.

Un calcul analogue nous donne

(7)
(8) u(L,-vL,)=o.

Posons



et remplaçons dans les produits uL1; uL2, uL3 le rotateur u par l'ex-
pression (3). Les équations (6), (7) et (8) peuvent alors s'écrire

(9) > L 2 ö

I^P + v L,Q = 0 ,

(L2P — 5 ) + y L2Q = o,

L,P -+-v(L3Q — 5 ) = o.

La quantité G est ainsi déterminée par l'équation

( 1 0 )

L . O - S , L,P, L,Q

L2Ö, L2P — r-, L2Q

L,Ö, L,P, LjQ —G

— o.

L'équation {io) faisant connaître trois valeurs de G, dont une au
moins réelle, le système (9) détermine ensuite l'orientation des plans
tautologues.

Remarquons que l'équation (10) est identique à (2). On a donc

Le vecteur L, défini par (5) est la dérivée de L dans la direction per-
pendiculaire au plan tautologue. s est égal à la mesure algébrique de
la projection de L, sur la direction de différentiation. Si l'on fait cor-
respondre à la direction tautologue définie par la valeur CT1 de crie plan
tautologue défini par la valeur G, égale à a-,, on peut donc conclure ce
qui suit :

La projection sur la normale d'un plan tautologue de la dérivée
de L, prise dans la direction de cette normale, a même mesure algé-
brique que la dérivée de L prise dans la direction tautologue corres-
pondante.

On voit en outre que, s'il y a dans le champ trois directions tauto-
logues réelles, il y a aussi trois plans tautologues réels; il va de soi
que ces plans contiennent chacun deux des directions tautologues.
Ces conclusions résultent d'ailleurs immédiatement de la considéra-
tion de l'homographie dans la gerbe.

Examinons en quel cas un plan tautologue peut être perpendicu-
laire à une direction tautologue. Dans le plan tautologue, il existe
deux directions rectangulaires U et V telles que les dérivées prises
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dans ces directions sont également rectangulaires. La direction tauto-
logue W étant perpendiculaire au plan tautologue, on a ainsi un sys-
tème de directions de différentiation trirectangle donnant naissance
à trois dérivées qui forment également un système trirectangle. Il en
résulte que la direction tautologue W estime direction principale et,
par conséquent, le plan tautologue un plan principal de l'indicatrice
des dérivées.

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe au point P
trois directions tautologues formant un système trirectangle est que
le curl du vecteur L soit nul en ce point. Si les directions tautologues
sont trirectangles, elles coïncident avec les directions principales de
différentiation. On peut exprimer curl L comme suit :

Les directions principales de différentiation étant tautologues. chacun
des trois termes du dernier membre de cette relation est nul. La con-
dition est donc nécessaire. Supposons, réciproquement, que curlL
soit nul. Il existe dans le champ une direction tautologue U. Choisis-
sons comme directions de différentiation la direction U et deux
autres directions quelconques, V et W formant avec U un système tri-
rectangle. Nous pouvons alors exprimer curlL sous la forme :

curl L ~ ULL -+- VLA -

Le premier terme du second membre est nul, U étant une direction
tautologue. Mais curlL est nul. On a donc

VLy+WLw-O.

En multipliant les termes de cette équation d'abord par W, ensuite
par V, on voit que les dérivées LN et Lu sont coplanaires à V et W. Le
plan p, perpendiculaire à U, est donc un plan tautologue et U est une
direction principale de l'indicatrice. D'autre part, curlL étant nul, il
existe dans le plan tautologue p, d'après ce qui a été démontré au
paragraphe VII, deux directions tautologues rectangulaires. C'est ce
qui achève la démonstration.

Un champ vectoriel es! dit irrotationnel lorsque le curl du vecteur L
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est nul en tous les points du champ. L'homographie envisagée est
dans ce cas une dilatation. Les champs irrotationnels jouissent de pro-
priétés analogues à celles exposées au paragraphe VII à propos des
plans tautologues parallèles à curlL. On voit d'abord que la démons-
tration de la formule

donnée dans ce paragraphe reste valable, U et V représentant ici deux
vecteurs-unité quelconques de l'espace. Cette formule permet de
déterminer, très simplement, les axes principaux de l'indicatrice des
dérivées. Soient U, V, W trois vecteurs-unité quelconques formant un
système trirectangle et S un vecteur-unité défini par l'expression

Les directions tautologues coïncidant avec les directions principales
de l'indicatrice, S est parallèle à une de ces directions, si Ton a

et le raisonnement exposé au début do ce paragraphe permet de déter-
miner a par l'équation

LL U — a.

L,V,

L.W,

. LVU,

LVV - u,.

LvW,

LwU

LWV

L w W -

En développant ce déterminant et en tenant compte des formules (4)
et (5) du paragraphe I, on trouve

<73- ffs(VWL, -h WULN H- UVLW)

-+- (7(ULVL>\ -h VLwIn H- WLi Lv) — In LVLM = o,

ou bien, en introduisant un dénominateur UVW égal à i,

, VWLL,H-WULv-i UVL^
{iï) °' * u v w

ULy Lw -h VLW Lu + Win U LuLyLw __

-*-* uvw uvw ^ ° '
Les coefficients qui figurent dans cette équation sont les trois inva-
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riants I,, I2, I3 de l'homographie, définis par MM. Burali-Forti
et Marco-Longo. lis gardent la même valeur, quels que soient les trois
vecteurs U, V, W. On peut donc supprimer la condition d'orthogona-
lïté imposée tout d'abord à ces vecteurs.

Par une extension de la terminologie employée dans la théorie des
surfaces, on peut dire que l'invariant I, représente la courbure
moyenne du champ vectoriel. A l'aide du système réciproque de U,
V, W, on peut écrire ce coefficient comme suit :

I, est donc égal a la divergence du vecteur L.
De même, le coefficient

T

peut être pris comme mesure de la com'bure totale spatiale du champ.
On pourrait donner au coefficient l2 le nom de courbure mixte du
champ. J'étendrai ces dénominations à un champ quelconque, irrota-
tionnel ou non.

Supposons que, dans un champ quelconque, les trois vecteurs U,
V, W soient directement parallèles aux arêtes d'un trièdre de sens
positif. Le nombre I3 est alors positif ou négatif selon qu'un trièdre,
dont les arêtes sont directement parallèles à LL, LN, Lw respective-
ment, a le sens positif ou le sens négatif. Si, en particulier, les
vecteurs U, V, W sont parallèles aux trois directions tautologues du
champ, et que Ton désigne par <JO cr2, c3 les mesures algébriques des
dérivées de L dans ces trois directions, on voit que

I3 —

Soit U un vecteur-unité parallèle à une direction tautologuo. Je
dirai que cette direction est de première ou de seconde espèce, selon
que la dérivée LL est directement ou inversemont parallèle k U.
Soient V et W deux vecteurs-unité non coplanaires à U. Les deux rota-
teurs UV et UW définissent deux plans rotatifs a et [3 du faisceau de
plans u dont Taxe est parallèle à U. Aux plans a et (î correspondent, en
vertu de l'homographie dans le faisceau, deux autres-plans a' et jî'
directement parallèles à ULV et à ULV> respectivement. Il est évident

E. G
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que riiomographie dans le faisceau u est directe on inverse, selon que
les nombres UVW et UL^L^ ont même signe ou des signes contraires.
On en conclut que, dans un faisceau tautologuo de première espèce,
l'homographie est directe ou inverse, selon que la courbure totale du
champ est positive ou négative, tandis que, dans un faisceau de
seconde espèce, l'homographie est directe si la courbure totale est
négative, inverse dans le cas contraire.

On peut distinguer, de même, deux espèces de plans tautologues.
Soit a un plan tautologue sur lequel a été fixé un sens de rotation
arbitraire. Choisissons un vecteur unité U non parallèle à a. Le plan
tautologue a sera dit de première ou de seconde espèce, selon que les
angles (U, a) et (LM a) ont même signe ou des signes contraires. On
voit sans peine que, dans un plaa tautologue de première espèce,
l'homographie est directe ou inverse selon que la courbure totale (spa-
tiale) du £hamp est positive ou négative. Dans un plan tautologue de
seconde espèce, c'est le contraire qui a lieu.

X. — Homologie dans une gerbe.

Si l'homographie définie dans une gerbe comporte plus de trois élé-
ments doubles, elle en comporte une infinité : elle est alors une homo-
logie. On sait que dans toute homologie il existe un plan dont toutes
les droites sont des droites doubles, et une droite, axe d'un faisceau
dont tous les plans sont des plans doubles. Le champ vectoriel que
nous avons à examiner comporte donc un plan dont toutes les direc-
tions sont tautologues — je dirai qu'un tel plan est parfait — et une
direction parallèle à Taxe d'un faisceau composé de plans tautologues.
Cette direction (ou la droite, axe du faisceau) sera dite parfaite.

La correspondance établie par l'homologie dans le plan parfait est
une identité. D'après une remarque faite au paragraphe VI, il faut
donc que l'indicatrice des dérivées relatives à ce plan soit un cercle.
Il en résulte que le plan parfait coïncide avec l'une des sections cen-
trales circulaires de l'ellipsoïde H2, laquelle se trouve confondue avec
l'une des sections circulaires de Ht. Tout ellipsoïde ayant deux sec-
tions centrales circulaires réelles, on voit que l'homologie peut être
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engendrée de deux manières différentes, selon que l'une ou l'autre dus
sections circulaires de H2 coïncide avec la section de H, à laquelle elle
correspond. Dans une homologie, la disposition réciproque des direc-
tions principales de différentiation et des directions principales déri-
vées, ainsi que la direction et l'orientation des éléments parfaits, se
trouventainsi complètement définies par les axes de l'ellipsoïde H2.

On sait que les deux sections circulaires passent par l'axe principal
moyen de l'ellipsoïde; le demi-axe principal est égal au rayon de la
section circulaire. Ladite section constituant, d'autre part, un plan
parfait, ilen résulte que l'axe principal moyen de IJ 1 coïncide avec
l'axe principal moyen de H2. Les plans principaux perpendiculaires à
ces axes coïncident donc également et constituent, par conséquent, un
plan tautologue z. Ce plan tautologue contient une droite tautologue wo

intersection entre iz et la section circulaire parfaite. Le plan TI contient
donc une seconde droite tautologue «â (laquelle, clans un cas particu-
lier, peut coïncider avec M,). La droite u% est une droite parfaite. En
efïet, si elle coïncide avec ui9 tout plan passant par uK contient deux
directions tautologues confondues et est, par conséquent, lui-même
tautologue. Si u2 est distincte de u{, tout plan p passant par u2 ren-
contre la section circulaire parfaite selon une droite qui est nécessai-
rement tautologue. Le plan p contient donc deux directions tauto-
logues; il est tautologue. Tous les plans passant par u2 sont donc
tautologues et la droite u2 est parfaite.

L'homographie produite dans le faisceau de plans dont l'axe est la
droite u2 est une identité. D'après une remarque faite à la fin du para-
graphe VIII, on peut donc conclure que les sections faites dans l'ellip-
soïde par les différents plans du faisceau u2 ont toutes la même aire.
Cette conclusion étant vraie pour les deux homologies réalisables, on
voit que tout ellipsoïde comporte deux diamètres réels, généralement
distincts, situés dans Je plan principal perpendiculaire à l'axe princi-
pal moyen, et qui sont les axes de deux faisceaux de plans découpant
dans l'ellipsoïde des sections d'une aire constante. On peut remarquer
l'analogie qui existe entre ces axes des sections égales et les plans des
diamètres égaux (sections circulaires).

On sait, d'ailleurs, qu'une homographie entre deux gerbes quel-
conques A, et À2 comporte toujours doux faisceaux de droites at et bi
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dans A< auxquels correspondent dans A2 deux faisceaux de droites a.2
et b2 égaux à aK et à bx respectivement. D'après ce qui vient d'être dit, il
est évident que ces faisceaux de droites coïncident avec les sections
circulaires des ellipsoïdes H4 ctËL. L'homographie comporte également
deux faisceaux de plans a, et p, dans A, auxquels correspondent dans A2

deux faisceaux de plans a2 et p2 égaux à a, et à p,, respectivement.
Les axes de ces faisceaux sont précisément les axes des sections égales
des ellipsoïdes.

Je vais examiner l'homographie produite par l'homoiogie dans le
plan TC perpendiculaire aux axes principaux moyens des ellipsoïdes, et
je déterminerai ainsi la direction des axes des sections égales. Le
plan ir contient les directions principales de différentiation Q et O et
les axes principaux parallèles à Lft et à L(. On peut donc écrire

L i = À 3 ( Q c o s 9 + 0 s t n © ) , L t — > i ( — Q s i n © H - 0 c o s a » ) .

Posons, en outre,

Désignons par %Çi et L les angles que les directions tautologues du

plan T: forment avec le vecteur ^- L3. Les angles que ces directions

forment avec Q sont donc <f H- Ç, et: o 4- Z>.
Les équations [(3), (/J) et (5), § VII] déterminent les nombres a^

et eu ainsi que les angles a, et a, relatifs aux directions tautologues. Il
y a lieu de poser clans ces formules

Une des racines, o-̂  par exemple, doit être égale à \2 ; il en résulte
que la seconde racine cr2 est donnée par l'expression

L'angle ç doit donc satisfaire k la condition

En portant ces valeurs de op, decr, etdeff2 dans les équations |(3), § VJI],
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on déduit

lang a2 —tang (cp + £,) = ± y i / y f — p ;
/] y

d'où il résulte que

Les angles 'C, défînisseut l'orientation des sections circulaires, les
angles 'C2 la direction des axes des sections égales. Ces angles sont
nécessairement réels, puisque X* est compris entre X* et \].

On voit, en particulier, que l'homologie peut être « spéciale » (la
droite parfaite contenue dans le plan parfait), si la racine o\2 est égale
à ffo c'est-à-dire à X2. La condition pour qu'il en soit ainsi est
donc que

Les axes des sections égales sont donc contenus dans les sections cir-
culaires si la longueur de Taxe principal moyen de l'ellipsoïde est la
moyenne géométrique des longueurs des deux autres axes.

L'homographie dans le plan r, est alors parabolique.
De même que tout ellipsoïde comporte, en plus des sections cen-

trales circulaires réelles, quatre sections centrales circulaires imagi-
naires, il comporte aussi quatre diamètres imaginaires, axes de sec-
tions égales. Ces quatre diamètres sont situés, deux par deux, dansles
deux autres plans principaux et si l'on détermine les directions des
six axes de sections égales, on constate qu'ils sont contenus trois par
trois dans quatre plans imaginaires passant par le centre. On peut dire
ainsi que les axes des sections égales sont les arêtes d'un quadrilatère
complet dans la gerbe, quadrilatère formé par quatre plans imagi-
naires orientés symétriquement par rapport aux axes principaux.
Les plans principaux de l'ellipsoïde sont les plans diagonaux de ce
quadrilatère.

Le plan parfait et la droite parfaite sont de première espèce, si la
courbure totale du champ est positive; de seconde espèce, si cette cour-
bure est négative.
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Si l'ellipsoïde, indicatrice des dérivées, est de révolution, seule la
direction principale parallèle à Taxe de révolution se trouve définie.
Les deux autres directions principales de l'indicatrice, ainsi que les
directions principales de différentiation auxquelles elles correspon-
dent, sont indéterminées. Une homologie ne peut être engendrée que
par la coïncidence des deux plans principaux des ellipsoïdes H, et H2

qui sont perpendiculaires à Taxe de révolution.
Enfin, si l'indicatrice est une sphère, les directions principales de

différentiation et les directions principales dérivées sont toutes indé-
terminées. Il y a cependant, en tous les cas, une direction tautologue
réelle U, qui peut être choisie comme une des directions principales.
Le plan p perpendiculaire à U est évidemment un plan tautologue. Si
l'homographie dans ce plan est directe, il n'y a généralement aucune
autre direction tautologue que U. L'homographie dans la gerbe est une
égalité équivalente à une rotation d'un certain angle cp autour de l'axe
parallèle à U, et se composant avec une symétrie par rapport au plan p
dans le cas où la direction tautologue U est de seconde espèce. Si
l'angle <p est égal k o ou au, l'homographie est une homologie, le plan p
étant parfait. Si l'homographie dans le plan p est inverse, ce plan
comporte deux directions tautologues rectangulaires Y et W dont Tune
est de première et l'autre de seconde espèce. Une de ces directinos,
soit Y, est donc de même espèce que U et le plan parallèle à U et à V
est un plan parfait. L'homographie est une homologie.

Dans toute homologie, le plan parfait est perpendiculaire à la direc-
tion parfaite. Si les directions (tautologues) du plan parfait sont de
première espèce, l'homologie est une identité ou une symétrie par rap-
port au plan parfait selon que celui-ci est de première ou de seconde
espèce, c'est-à-dire selon que la courbure totale est positive ou néga-
tive. Si les directions du plan parfait sont de seconde espèce, l'homo-
logie est une symétrie par rapport à la direction parfaite ou une symé-
trie par rapport au sommet delà gerbe, selon que la courbure totale
est positive ou négative.
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XI. — Champs vectoriels à dérivées nulles.

Jusqu'ici, j'ai admis que le vecteur L n'a de dérivée nulle dans
aucune direction. Je me propose d'examiner maintenant le cas où une
ou plusieurs des dérivées s'annuleraient. Il est d'abord évident que si
les dérivées de L, prises dans trois directions non coplanaires, sont
nulles toutes les trois, la dérivée est nulle dans n'importe quelle
direction.

Supposons donc que les dérivées soient nulles dans deux directions
différentes V et W, ces directions étant ainsi des directions d'invaria-
bilité du vecteur L. Soit p le plan passant par le point P et parallèle
à V et à W. La dérivée de L est alors nulle dan-s toutes les directions
du plan p. Désignons par U un vecteur-unité perpendiculaire ~à p. On
voit de suite que la dérivée prise dans une direction quelconque non
parallèle à p est parallèle à la dérivée LLT prise dans la direction de U.
En effet, V et W étant deux vecteurs rectangulaires du plan p, tout
vecteur-unité S peut être exprimé sous la forme

S = aU-i-{3V-
et il en résulte que

a étant toujours plus petit que i (si S est différent de U), on constate,
en outre, que modLs est plus petit que modLo. La direction O du vec-
teur Lr est une direction tautologue, et elle est la seule, exception faite
des directions du plan p.

On peut dire que, dans ce cas, l'indicatrice des dérivées est un
segment de droite ayant pour centre le point P et pour extrémités
deux points P€ et P'(I tels que les vecteurs des segments PPt et PPu
sont égaux à LLT et à — Lr respectivement. L'ellipsoïde H2 s'est con-
tracté sur un de ses axes principaux. Réciproquement, dans l'ellip-
soïde Ei deux axes principaux ont une longueur infinie; cet ellipsoïde
s'est donc transformé en deux plans, parallèles au plan p-et équidis-
tants de p.

La courbure totale et la courbure mixte du champ sont évidemment
nulles. La courbure moyenne est nulle, elle aussi, dans le cas où Lu est



parallèle au plan p. Le champ est irrotationnel si LL est parallèle à U,
c'est-à-dire si l'indicatrice des dérivées est perpendiculaire au plan p.

Supposons enfin qu'il existe, au point P, une seule direction d'inva-
riabilité de L. La courbure totale du champ ost toujours nulle. Inver-
sement, si cette courbure est nulle, les dérivées LL, Ly, L^ sont copla-
naires, quelles que soient les directions U, V, W. On en conclut qu'il
existe une direction dans laquelle la dérivée est nulle. Considérons
trois vecteurs-unité U, V, W formant un système trirectangle, U étant
parallèle à la direction d'invariabilité. Désignons par p le plan des
vecteurs V et W. Les dérivées Lv et Lw ne sont pas parallèles (sans
quoi il existerait dans p une direction d'invariabilité, contrairement à
l'hypothèse). Ces dérivées définissent donc un certain plan p', et il est
évident que toutes les dérivées de L sont parallèles à ce plan p'.

Soit S un vecteur-unité défini par la relation

a n'étant ni nul ni égal à i. S détermine avec U un plan qui coupe p
selon une droite t. La dérivée Ls est alors parallèle à la dérivée LT prise
dans la direction de t, et Ton a en outre

mocîLs< modLT;

niod Ls diminue au furet à mesure que a augmente en valeur absolue
et s'annule pour a = ± i. Les dérivées prises dans les directions ^-du
plan p ont donc chacune un module maximum par rapport aux
dérivées prises dans les directions du plan déterminé par it et U.

L'indicatrice E_> des dérivées prises dans les différentes directions
du plan p est une ellipse tracée dans le plan p'. Il est aisé de voir que
l'indicatrice des dérivées prises dans les directions d'un plan a- quel-
conque, ne contenant pas U, est une ellipse, tangente intérieurement
à l'ellipse K2 et dont les points de contact avec E2 sont les extrémités
du diamètre parallèle à la dérivée prise dans la direction commune
aux plans p et a. Quant aux plans passant par U, leur indicatrice est
un segment de droite égal au diamètre parallèle à la dérivée prise dans
l'intersection de chacun de ces plans et du plan p. On peut donc dire
que l'indicatrice des dérivées du champ est formée par l'espace super-
ficiel compris à l'intérieur de l'ellipse E2.



Dans l'ellipsoïde H^ un axe principal (parallèle à la direction d'in-
variabilité U) a une longueur infinie. Cel ellipsoïde s'est donc trans-
formé en un cylindre elliptique dont les deux autres axes principaux
se trouvent dans le plan p. La section droite E< du cylindre Ht corres-
pond à l'ellipse E2.

Le plan p' est un plan tautologue, et les propositions énoncées plus»
haut concernant les propriétés d'un plan tautologue restent évidem-
ment valables pour le plan p'.

11 peut arriver, en particulier, que la direction d'invariabilité U soit
parallèle au plan p' des dérivées de L. Dans ce cas, l'homographie
dans p' est dégénérée. L'indicatrice\ies dérivées relative au plan p' est
un segment de droite, parallèle à la dérivée prise dans la direction Y
du plan p'qui est perpendiculaire k U. La condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'il en soit ainsi est que la courbure mixte du champ soit
nulle également. En effet, la dérivée Lb étant nulle, les deux derniers
termes de l'expression de la courbure mixte [voir la relation (i i), § IX]
sont nuls, et cette courbure a la valeur

UL, L»
ÜVW *

Ce terme est nul si le vecteur U est parallèle au rotateur LNLW. Réci-
proquement, si ce terme est nul, on peut conclure : ou bien que U est
parallèle à LVLN\ (c'est le cas envisagé), ou bien que Lv est parallèle
à L^ (ou que l'un d'eux est nul), ce qui exigerait l'existence d'une
seconde direction d'invariabilité différente de U.

Il y a un cas particulièrement important où le vecteur L possède une
direction d'invariabilité : c'est celui oùson module est constant. On
peut supposer ce module égal à l'unité; le champ sera dit alors un
champ unitaire. Je désignerai par M le vecteur d'un champ unitaire.
Les dérivées d'un vecteur à module constant étant toutes perpendicu-
laires à ce vecteur, on voit que le plan tautologue p' des dérivées de M
est perpendiculaire k M.

Supposons tout d'abord qu'en chaque point du champ la direction
d'invariabilité soit parallèle à M. Ce vecteur ne change donc pas quand
on s'éloigne de P dans la direction de M; autrement dit, M est constant
tout le long d'une droite passant par P. Le champ vectoriel est ainsi
représenté par une congruence de droites.

E. io
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II pent arriver, d'autre part, que le plan tautoiogue p' soit parallèle
k curlM. M, qui est perpendiculaire à p', est donc" perpendiculaire à
son curl. On sait que lorsqu'un vecleur est constamment perpendicu-
laire a son curl, il est perpendiculaire à une famille de surfaces. Le
vecteur-unité M représente donc la normale d'une famille de surfaces,
et les diverses propositions relatives à ce cas exposées au para-
graphe VII s'appliquent ainsi à la théorie des surfaces. Par exemple, la
proposition bien connue relative aux directions tautologues rectangu-
laires peut s'énoncer comme suit : La condition nécessaire et suffi-
sante pour que, dans tout plan tautoiogue d'un champ unitaire, il
existe deux directions tautologues rectangulaires, est que le vecteur
soit perpendiculaire à une famille de surfaces.

On voit aisément que, quelle que soit la direction d'invariabilité
du vecteur-unité M, la courbure mixte du champ est égale à la cour-
bure totale dans le plan tautoiogue p' perpendiculaire à M.

Si la direction d'invariabilité est parallèle à M, l'indicatrice des
dérivées de M relative au plan tautoiogue constitue le pourtour de
l'indicatrice des dérivées dans l'espace. S'il s'agit d'un vecteur per-
pendiculaire à une famille de surfaces, l'indicatrice des dérivées rela-
tive au plan tautoiogue est tangente intérieurement au pourtour de
l'indicatrice des dérivées dans l'espace, lequel pourtour est déterminé
par les dérivées prises dans les directions du plan p perpendiculaire
à la direction d'invariabilité de M. La courbure totale de la surface,
qui est égale à la courbure totale dans le plan tautoiogue, est égale
à la courbure mixte du champ. Cette courbure s'annule si la direction
d'invariabilité U est parallèle au plan tautoiogue p'. Dans ce cas, la
formule [(10), § VIIJ montre que la dérivée de M dans une autre
direction quelconque du plan p' est perpendiculaire à U; la surface
est développable. Quant à la courbure moyenne de la surface, elle est
égale à la courbure moyenne du champ et par conséquent à la diver-
gence du vecteur M.

Les rajons de courbure principaux de la surface sont les inverses des
mesures algébriques des dérivées de M dans les directions principales
de différentiation, lesquelles directions coïncident évidemment avec
les directions principales de la surface. Le signe de chaque rayon
de courbure principal est positif ou négatif, selon que la direction
tautoiogue correspondante est de première ou de seconde espèce.
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On voit que, si les deux directions tautologues sont de première
espèce, la normale tend à s'incliner en avant quand on avance sur la
surface clans une de ces directions. L'homographie étant directe, la
dérivée dans n'importe quelle direction forme un angle aigu avec la
direction de différentiation. La surface est donc située tout entière
d'un même côté du plan tangent.

Si, au contraire, une direction tautologue est de première et l'autre
de seconde espèce, la normale tend à s'incliner tantôt en avant, tantôt
en arrière, et la surface est située de part et d'autre du plan tangent.
Les directions asymptotiques séparent les secteurs dans lesquels la
dérivée et la direction de différentiation forment un angle aigu de
ceux où cet angle est obtus; c'est donc dans ces directions que la sur-
face traverse le plan tangent.

Il a été remarqué, au paragraphe Vil, que la direction asymptotique

qui forme un angle compris entre o et - avec la direction principale

tautologue de première espèce est directement parallèle à sa direction
conjuguée, tandis que celle pour laquelle cet angle est compris

entre - et % est inversement parallèle à sa direction conjuguée. Dans

le premier cas, le plan tangent tend donc a tourner dans le sens positif
quand on avance dans la direction asymptotique (sens de rotation
concordant avec le sens linéaire du déplacement); dans le second cas,
le plan tangent tend à tourner clans le sens négatif.

Rappelons que la torsion d'une courbe gauche est négative ou posi-
tive, selon que le plan oscillateur tend a tourner dans le sens positif
ou dans le sens négatif quand on avance dans la direction de la tan-
gente. Pour une ligne asymptotique tracée sur une surface, le plan
osculateur coïncide avec le plan tangent à la surface. Il en résulte que
l'on peut distinguer comme suit le signe de la torsion des deux lignes
asymptotiques se rencontrant en un point de la surface. Un observa-
teur, debout sur le plan tangent à la surface et regardant dans la
direction principale dans laquelle la surface s'incurve au-dessous du
plan tangent (direction tautologue de première espèce), voit à sa gauche
la ligne asymptotique dont la torsion est négative, à sa droite celle
dont la torsion est positive. On voit aisément que cette distinction est
indépendante du côté du plan sur lequel est placé l'observateur.
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XÏI. — Théorèmes de Meunier et d'Euler généralisés.
Indicatrice des courbures.

Envisageons dans un champ vectoriel une trajectoire isogonale F du
champ, c'est-à-dire une courbe dont la tangente forme un angle cons-
tant avec la direction du champ. Il est évident que les éléments de
cette courbe sont indépendants du module du vecteur défini dans le
champ. Pour l'étude de ces éléments, on peut donc admettre que le
champ est unitaire. En désignant par M ce vecteur-unité, par T le tan-
gent de la courbe F, on a tout le long de F la relation

MT = const.

Par une différentiation dans la direction du tangent T, on trouve

Désignons par w l'angle (M, N) que le normal principal de F forme
avec M. Il vient

O 2 2 ï = - T =

Le second membre de cette relation ne dépend que du vecteur M et de
la direction de T. Il en résulte que le rayon de courbure de toute
courbe isogonale passant en un point P parallèlemnt à une direction
donnée est proportionnel au cosinus de l'angle oblique que le normal
principal forme avec la direction du champ. Si l'angle o> était droit, le
membre gauche de la relation (i) serait nul. TMT serait donc nul éga-
lement et le rayon de courbure p ne serait pas déterminé par l'équa-
tion (i) .

Supposons, en particulier, que la courbe F soit une trajectoire
orthogonale du champ. Sa tangente, perpendiculaire à M, est alors
parallèle au plan tautologue. Attribuons au plan normal de F un sens
de rotation concordant avec le sens linéaire delà tangente et comptons
l'angle o> dans le sens positif à partir de la direction pointée de M. On
peut alors exprimer le normal principal et le binormal de F par les
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relations suivantes :
\ N = Mcosco -h TM sinco,

/ B = ~~ Msinco 4-TM costó.

Si le normal principal de F est parallèle à M, on a

cosoo = ± i.

Dans ce cas, on convient d'attribuer un signe au rayon de courbure
de F, le considérant comme négatif si N est directement parallèle à M,
comme positif dans le cas contraire. En désignant par r le rayon de
courbure d'une courbe dont le normal principal est parallèle à la
direction du champ, nous avons alors la relation

(3) j . = T M T

et, par conséquent,
COSO) ï

p r

Le théorème de Meunier reste donc valable pour les trajectoires
orthogonales d'un champ vectoriel quelconque. Le nombre - repré-
sente ce qu'on appelle la courbure normale de la courbe. 11 résulte de
la formule (3) que ce nombre est nul pour les directions asymp-
totiques.

Afin de déterminer la variation du rayon de courbure r dans les
différentes directions du plan tautologue, je vais évaluer le second
membre de la relation (3). Je pose à cet effet :

— m MÎ = mA (OCOSQ + Psin<p),

-̂ — ~ M2 = m2 (— 0 sin'f 4- P cos©)-

En désignant par & l'angle que le tangent T forme avec la direction
principale de différentiation 0, on peut écrire

On a donc

(4) MT— M
= 0{mt cosepeos^ — 7w2sin<p sin^r) H-P(/wt siii9co$3'4- /»2cososinSr),
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d'où il résulte que

T(5) - = TMT— cos9 (m t cos2S" -h /w2sin23r) H- {mv — m2) sino sinS" cos 5.

Les valeurs — et— de la courbure normale, relatives aux directions

principales de différentiation, sont donc données parles expressions

(6) T =:m 1 coso ; —=m2cos©.

A l'aide de ces quantités on peut écrire la formule (5) comme suit :

, , J cos2r sinSr / \ i \
(7) - = ! h tango

r ro rp \ r o T p J

De la relation (7) on déduit que le maximum et le minimum de la

courbure » sont fournis par des directions caractérisées par un angle &

tel que
tang aS — tangcp,

ce qui donne les deux valeurs suivantes de & :

e. _ < ? . a. _ 9 , *
,JX — — . J9 — 1 »

2 " 2 2

D'après une remarque faite au paragraphe VII, les directions définies
par ces angles sont les bissectrices des directions asymptotiques. Les
valeurs de la courbure normale dans ces directions sont les suivantes :

(8) — = — --Hcoscp =: — = hcoscp "
v J r\ 1 T 2 r 2 2 T 2

ou bien
t <p cp J n o

— = m. cos2 nu sin2 — ; — = — m* sin2 - -h m* cos2 - •
/ ' ! 2 2 ' / ' 2 2 - 2

On peut appeler ces courbures les courbures principales relatives au
plan tautologue. En introduisant ces quantités, on peut écrire la for-
mule (5) sous la forme

(9) i^lco
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Cette relation est analogue, comme on le voit, à la formule cTKuler,
qui correspond au cas particulier où <p = o. Gomme dans le cas des
surfaces, on peut interpréter la formule ^9) à l'aide d'une indicatrice,
que j'appellerai Y indicatrice des courbures, et qui est analogue à l'indi-
catrice de Dupin. Si Ton envisage l'homographie qui fait correspondre
aux différentes directions du plan tautologue les dérivées de M prises
dans ces directions, l'indicatrice des courbures est ce qu'on appelle
une indicatrice de l'homographie. Les axes principaux de cette indi-
catrice sont les bissectrices des angles que chaque direction principale
de différentiation forme avec la direction principale dérivée corres-
pondante.

L'indicatrice des courbures est une ellipse ou une hyperbole, selon
que les courbures — et — ont même signe ou des signes contraires,
c'est-à-dire d'après (8) selon que le nombre

cos29 (m1 -h m2y — {mi — ni2)
2

est positif ou négatif, ou bien, ce qui revient'au même, selon que le
nombre

2 — {m{ — m2)
1 tang2 9

est positif ou négatif. En effet, si ce nombre est négatif, il existe dans
le plan deux directions asymptotiques réelles; la courbure normale
étant nulle dans ces directions, le nombre r est infini.

On peut remarquer que, contrairement à ce qui a lieu pour les sur-
faces, l'indicatrice des courbures peut être une hyperbole même dans
le cas où l'homographie est directe.

Si, en particulier, l'angle o égale -> les formules (8) montrent que

les courbures principales ont même valeur absolue, mais des signes
contraires. L'indicatrice des courbures est une hyperbole équilatérale.
L'équation (5) prend alors la forme

- — [m1 — nu) sin& cos^-

Envisageons une direction tautologue S du plan. La dérivée de M
dans cette direction est donnée par la formule
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d'où il résulte que

La formule (3) prend ainsi la forme

Pour une direction tautologue, la courbure normale est donc égale en
valeur absolue au module de la dérivée de M, c'est-à-dire à la flexion
du champ dans cette direction.

XIII. — Théorème de Bonnet généralisé.

Des formules [(2), § XIIJ on déduit les relations suivantes valables
pour toute trajectoire orthogonale du champ :

NM—cosco; BM — —sinw.

Par une différentiation de ces relations dans la direction de la tangente
à la courbe, on déduit

_ i-Tl - -BM 4- NSfr = - sinw ̂ £,
p T as

- H M -h BMT = — cosw - r - •
T as

Si, dans ces relations, on substitue à N et à B leurs valeurs tirées des
mêmes relations (2) et que Ton remarque que M est perpendiculaire
à T et à MT, on obtient

sin co . „.,-,-• . doy
4 - s i n c o T M M T = — s i n w —-?

z ds

cos tu «•»»«» dw
h coswTHMr = —cos&j-r-

7 as

('es formules donnent d'une façon concordante, et quelle que soit la
valeur de l'angle (o,
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M. Rogers a donné au membre gauche de cette relation le nom de tor-
sion normale de la trajectoire. L'inverse de ce nombre sera dit le rayon
de torsion normal et désigné par t. Le membre droit de la relation (i)
ne dépend que de M et de la direction T; il représente la mesure algé-
brique de la projection de la dérivée MT sur la direction pointée du
plan tautologuc perpendiculaire àT et formant avec M et T un système
trirectangle de sens positif. 11 en résulte que toutes les trajectoires
orthogonales du champ dont les tangentes sont parallèles à une même
direction ont la même torsion normale.

Je vais évaluer maintenant le membre droit de la relation ( i) . En
employant les mêmes notations qu'au paragraphe précédent, on voit
que

( 2) - = MTMT — sin9(/w1cos22r -t- /??2&in22r) — (mx — m2)
€

Les valeurs — et — de la torsion normale relative aux directions prin-

cipales de différentiation sont donc données par les expressions

i 1
— =r mt sin 9 \ — = *n2 sin 9.
£0 ' £p

A l'aide de ces quantités, on peut écrire la formule (2) comme suit :

j cos2Sr s in 2 ^ (\ i .
7 = — ' H ; ( — ) COt<? !
t lo C n

Si l'on détermine l'angle & pour lequel la torsion normale passe par un
maximum ou un minimum, on trouve les deux valeurs suivantes :

D'après une remarque faite au paragraphe VII, les directions définies
par ces angles sont les bissectrices des directions tautologues. Dans
ces dernières directions la torsion normale est évidemment nulle.

Si dans la relation (2) on porte les valeurs &< et &2, on trouve les
valeurs suivantes de la torsion normale :

(3) _ ~ _ ! i
^ 2

E. 11



On peut appeler ces nombres" les torsions principales relatives au
plan tautologue. En introduisant ces quantités on peut écrire la for-
mule (2) sous la forme

(4) ^ i- cos* (* - 2 + «) + 1 sin* ( & _ £ + * ) .

Si M est perpendiculaire à une famille de surfaces, c'est-à-dire si
o = o, la formule (2) se réduit à la suivante

— — ( m2 — ;«i ) siu 3r cos Sr,

qui est la formule de Bonnet.
Dans le cas général, la formule (4) présente une grande analogie

avec la formule d'Euler, et est susceptible d'une interprétation sem-
blable. Elle permet de construire une indicatrice des torsions, qui est
une conique analogue à l'indicatrice de Dupin. Dans la cas des sur-
faces, cette indicatrice est une hyperbole équilatérale.

Les axes principaux de l'indicatrice des torsions forment, avec la
direction principale de différenliation 0, les angles &,, S2, définis ci-
dessus. Il en résulte que les directions principales de cette indicatrice
et les directions principales de l'indicatrice des courbures sont les
bissectrices les unes des autres. Les axes principaux de l'indicatrice
des torsions coïncident avec les directions principales de différentia-
tion, dans le cas où l'angle <p est droit.

On voit aisément que l'indicatrice des torsions est une ellipse ou
une hyperbole, selon que les directions tautologues du plan sont ima-
ginaires ou réelles. En effet, dans une direction tautologue, - est nul

et le nombre t est donc infini.
Dans une direction asymptotique la torsion normale est égale, en

valeur absolue, au module de la dérivée cle M, c'est-à-dire à la flexion
du champ dans cette direction, la dérivée étant perpendiculaire à la
direction de différentiation.

domine application, je vais déterminer la torsion normale (ou géo-
désique) de la ligne de striction d'une surface réglée. Soient û un
vecteur-unité, parallèle à la génératrice, T le tangent de la ligne cle
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striction et yj l'angle (T, Q). On peut donc poser

(5) M ^

d'où l'on déduit

TQ
sinnj sinrj p

et, par conséquent,

MTMT— - A - T Q . T . ^ - f-NQ + TQ7

siriY] sin*o \ p

sm2Y) L "

Mais

et, par conséquent,

D'autre part,
TNQ = — TQN ™ — sinyjMN = — sim? cos co.

On trouve ainsi

MTMT = . , ( - sin2ï) H sinyjcosvîcosw ] = ' -+. C0SC0 cotv].
Sin2Yî \p p J P p

La torsion géodésique de la ligne de striction se trouve ainsi exprimée
sous la forme suivante :

I <&O l COSGt)
(6) - + -7- = » H cotvi.v ' 7 ds p p

Envisageons la surface réglée conjuguée de la surface donnée et
désignons, par les indices J et 2, ce qui se rapporte à l'une et à l'autre
de ces surfaces. Pour que le vecteur M, défini par la formule (5 ) , con-
serve le même sens pour la seconde surface que pour la premiere, on
doit poser

^ 7 :

c'est-à-dire
Î=—tang?),.
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La formule (6) , appliquée a l'une et à l'autre surface, peut donc
s'écrire

i dùi i cos to
ds pv p

6?C*> I COS 6J
__ j , _ ^

T ds p2 p

On en déduit

COtYJi,

tang Th

r aw i \ / i I \ COS2tü

ds pj p2

Cette formule exprime ainsi le paramètre de distribution de la seconde
surface k l'aide de celui de la première et des éléments de la ligne de
striction.

P. Serret a montré que les deux paramètres de distribution sont
égaux si la ligne de striction est en même temps une ligne asymp-
totique sur les surfaces. D'ailleurs, dans ce cas, le paramètre de dis-
tribution est égal au rayon de torsion de la ligne de striction, comme
le montre la formule (6). De la relation (7) on déduit réciproquement
que si les deux paramètres pi et/?2 sont égaux, la ligne de striction est-
en même temps une ligne asymptotique. En effet, dans ce cas, les
deux membres de la relation (7) ont des signes contraires. Il sont
donc nuls tous les deux et l'on a

COS&) = O.

Une proposition établie au paragraphe V permet de résoudre aisé-
ment le problème suivant : Déterminer toutes les surfaces réglées
qui admettent comme ligne de striction une courbe donnée G et dont
le paramètre de distribution est égal au»rayon de torsion de G. En
effet, les génératrices d'une telle surface doivent former un angle
constant avec la binormale de G, sans se trouver, toutefois, dans le
plan rectifiant de G. Si l'on désigne par a, (3, y [es cosinus directeurs
de la génératrice cherchée, par rapport aux axes du trièdrë principal,
on doit donc avoir

(8) oci+pi + y ^ r ; y = consl.; ^ = ^

Cette dernière équation exprime la condition pour que la courbe G
soit la ligne de striction de la surface cherchée. La solution (2 = o est
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à écarter d'après ce qui précède, et Ton trouve, en intégrant le sys-
tème (8) :

— & s i n ( m ± / ~ ) î P ~ ± bcob (m ± / — ) ;

m et b désignant deux constantes.
Si la ligne de btriction est en même temps une ligne de courbure,

la formule (7) se réduit à la suivante :

cos^co i
o2 / 2

r étant le rayon de courbure principal correspondant à la ligne de
striction.

XIV. — Surfaces réglées dont les génératrices sont parallèles
à la direction du champ.

Soit G une trajectoire orthogonale d'un champ vectoriel unitaire.
Menons par chaque point de G une droite parallèle à la direction

du champ en ce point. L'ensemble de ces droites engendre une sur-
face réglée que j'appellerai, pour abréger, la normalie relative à la
courbe G. Je vais déterminer les éléments de ces surfaces a l'aide des
dérivées du vecteur M, défini dans le champ. Ces éléments étant indé-
pendants de la valeur de M en les points extérieurs à la courbe G, on
peut supposer que AI est constant dans sa direction.

Évaluons d'abord, en un point du champ, la valeur de la courbure
totale Kr de la normalie. Si T est le tangent de la courbe C, le vecteur-
unité normal à cette surface peut être représenté par l'expression TM.
Le nombre Kc est alors défini comme suit :

\dTM

= (-TNM.M-MTMi.T

La dérivée de TM, dans la direction de la génératrice (qui est une
direction asymptotique de la normalie), est perpendiculaire à cette
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génératrice. On a donc

(0

et, par conséquent,

Mais, d'après la formule f(io), § VIIJ,

d'où il résulte que

La courbure totale de la normalie est donc égale, en valeur absolue,
au carré de la torsion normale de la trajectoire. En particulier, Kc est
nulle et la normalie est développable, si la trajectoire est parallèle, en
chaque point, à une direction tautologue du plan. La valeur absolue
de Kc atteint un maximum ou un minimum en même temps que la
torsion normale, c'est-à-dire dans les directions des axes principaux
de l'indicatrice des torsions.

Évaluons maintenant la courbure moyenne Hc de la normalie. Nous
trouvons

Le premier terme du second membre est nul, d'après (i). Il vient
ainsi

Hc = T « f = M T « = IlITM = -5iHiî.
ó 1 o l p p

Par une extension de la terminologie en usage dans la théorie des
surfaces, on peut donc dire que la courbure moyenne de la normalie
est égale, en valeur absolue, à la courbure géodésique ou tangentielle
de la trajectoire.

Déterminons la distance g entre un point de la trajectoire et le point
centî al de la génératrice de la normalie. Cette distance peut être
exprimée comme suit :

TMr
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Elle est donc égale au quotient, changé de signe* de la courbure nor-
male de la trajectoire par le carré de la flexion du champ dans sa
direction. En tenant compte des formules [(4) et (5), § XII], on peut
écrire

Introduisons, à la place de l'angle S, l'angle v que la dérivée Mr forme
avec la direction principale dérivée, lequel angle est défini par la
relation

(o) taug^ = —- tangv.

11 vient
*/ — ! /7i!Sinvsin(© -*- v) -h m2cosvcos(cp -h v) j .

11% i ni 2 '

On voit sans peine que cette expression passe par un maximum ou un
minimum pour les deux valeurs suivantes de v

(4) vl = - - ; * = " 7 '

Les directions caractérisées par ces angles sont celles des axes princi-
paux de l'indicatrice des courbures.

En désignant par q\ et r/2 les valeurs extrêmes de q, on obtient

(5) (ix = — siu' - — — cos2 - : q%=. — sin2 — cos2 - •
m2 2 771 i 2 m, 2 m2 2

Si l'on introduit l'angle £ que la dérivée M.r forme avec l'axe principal
de l'indicatrice des courbures, c'est-à-dire si l'on pose

o
-
2

la distance q peut s'écrire

ff — ( sin2scos2 - — cob2£sin2 2 ) L (cos2ccos2^ — sin2£sin- -
/?z2 \ 2 2/ ^i \ 2 2

ou bien

ce qui est la formule d'Hamilton. Les directions de différentiation qui



correspondent aux valeurs extrêmes de </, sont caractérisées par les
angles *(, et l2 qui, d'après (3) et (4), ont les valeurs suivantes :

J'appellerai ces directions les directions horogênes du plan. L'angle l0,
formé par elles, satisfait k la relation

(7)

Lorsque la direction de la trajectoire orthogonale envisagée tourne
dans le plan tautologue, le point central, relatif aux différentes nor-
malies, se déplace sur la génératrice. Il atteint ses positions extrêmes
dans les directions horogènes, définies par "Çi et (2. Les plans centraux
relatifs aux deux normalies correspondant à ces directions sont per-
pendiculaires aux dérivées Mf, c'est-à-dire aux directions définies par
v4 et v2; ils sont donc perpendiculaires aux axes principaux de l'indi-
catrice des courbures.

Des équations (5) on déduit
i J

1 J m2 mx

Le segment de la génératrice parcouru par le point central — je l'ap-
pellerai le segment central — a donc une longueur indépendante de
l'angle m. Le milieu de ce segment, qui est dit le milieu de la géné-
ratrice, est défini par la distance

fi —_

2 \ml

Déterminons les points centraux correspondant aux deux directions
principales de différentiation. En posant, dans l'expression (2), S = o

et S = - on obtient
2

COS O (%\ COS9

mj ; J V 2 I m*

Comme on le voit, le milieu de ces deux points coïncide avec le milieu
de la génératice. Déterminons, de même, les points centraux corres-
pondant aux directions tautologues. Les normalies relatives à ces
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directions sont cléveloppables et les points en question sont donc les
points de rebroussement de leurs génératrices. On a

Ms=orS; q= — -j | | -=— -*

Les directions tautologues étant définies par les angles a, et a2

(voir § VII) on trouve ainsi

(3)

Le milieu de ces deux points est déterminé par la distance

et, d'aprèb la formule [(4), § VIT],

coscp
g m = —

__ / i

Ce point coïncide, lui aussi, avec le milieu de la génératrice.
11 est évident que, si la trajectoire orthogonale est parallèle à une

direction asymptotique, le point central correspondant se trouve sur
la trajectoire, puisque dans une telle direction le nombre TMr est nul.

Je vais évaluer maintenant le paramètre de distribution d'une nor-
malie. Ce paramètre est défini par le nombre

^___ TMMT_ MTMT
(MT)2 (MT)"

II est donc égal au quotient de la torsion normale de la trajectoire
par le carré de la flexion du champ dans sa direction. En tenant
compte des formules f (4), § XII] et [(2), § XIIIJ on peut écrire

' -h niiy sin5!?) — ( m* — m2) COSCÖ sin& cos S"

Introduisons, à la place de l'angle S, l'angle X que la dérivée Mr forme
avec la direction principale dérivée, lequel angle est défini par la
relation

(10) tang£ ~ —itangAt

E. J2
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11 vient
p — j — mx sinAeos(<p -4-> ) -h m2cosAsin(cp H- X)\.

11X | /?Ï2

Cette expression passe par un maximum ou un minimum pour les
deux valeurs suivantes de \ :

(I) * * ^ t
Les directions caractérisées par ces angles sont celles des axes prin-
cipaux de l'indicatrice des torsions. En désignant par ph et p2 les
valeurs extrêmes dep on obtient

, v i i - f - s i n c p J i — s i n © i i -f- s i n C P i J — s î n ©
( 1 2 ) D t — 1 '-: / ; 2 — '- • £ ;

mj 2 m9 2 m2 2 mx i

2 in r 2(9 üV
2 + 4y 7iücos \ * 2 + 4 / '

ou bien

. 9 / P 7l\ , /
/?9= Sin4 - + 7 COS2 h 7

m2 v^ 4 / >"i \ 2 4

Si Ton introduit l'angle 6 que la dérivée MT forme avec l'axe principal
de l'indicatrice des torsions, c'est-à-dire si Ton pose

ï 4
Je paramètre/? peut s'écrire

Les directions de différentiation qui correspondent aux valeurs
extrêmes de p sont caractérisées parles angles YJ, etï]2qui d'après (IO)
et (ï ï) ont les valeurs suivantes :

ou bien
mx ï — sïno m, ï + stncp

° m2 COSCP m2 cos 9

J'appellerai ces directions les directions paramétriques du plan.



L'angle yj0 formé par elles satisfait à la relation

ï*/io=tang(ï31 — rt2) = —
m\ — m\ cos©

De cette formule et de la formule (7 ) on déduit que

tango?.

Les plans centraux relatifs aux directions paramétriques sont perpen-
diculaires aux axes principaux de l'indicatrice des torsions.

Des équations (12) on déduit

La valeur moyenne de p est définie par le nombre

+ )
i m%) 2

d'où il résulte que

Déterminons les valeurs des paramètres de distribution correspon-
dant aux deux directions principales de différentiation. En posant,

dans l'expression (9), S = o et £r= - on obtient

O(O) = I * pi -} =

La moyenne arithmétique de ces nombres est égale à la moyenne p0.
Déterminons encore les valeurs de p dans les directions asympto-
tiques. On a, dans une telle direction,

et, par conséquent,

Les directions asymptotiques étant définies par les angles (3< et (J2

(voir% VIT) on trouve ainsi
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La valeur moyennepm de ces paramètres est donnée par l'expression

et, d'après la formule [(21), § VIIJ,

i \ sino
1 ^

valeur qui est encore égale à la moyennep0.
Si la trajectoire orthogonale est parallèle à une direction tautologue,

le paramètre de distribution est évidemment nul, la normalie étant
développable.

Je vais encore évaluer la distance de la trajectoire orthogonale au
point central correspondant aux directions paramétriques y), et vja.
Les dérivées prises dans ces directions sont parallèles aux axes prin-
cipaux de Findicatrice des torsions et forment donc des angles de 45°
avec les axes principaux de l'indicatrice des courbures. Si clans la
formule d'Hamilton on pose

TT , . 3TT
s = — ou b i e n s •=. —.-?

4 4
on trouve

Les directions paramétriques qui fournissent les valeurs extrêmes du
paramètre de distribution donnent donc comme point central le
milieu de la génératrice. On démontre, de même, que les directions
horogènes qui fournissent les valeurs extrêmes de la distance q
donnent la valeur moyenne du paramètre de distribution.

Si le vecteur M est perpendiculaire à une famille de surface, l'angle o
est constamment nul, et les formules ci-dessus se trouvent notable-
ment simplifiées. Les directions horogènes ainsi que les directions
taulologues coïncident avec les directions principales de la surface
qui sont aussi les directions principales de l'indicatrice des courbures.
Les axes principaux de Findicatrice des torsions sont les bissectrices
des directions principales. Les directions paramétriques sont caracté-
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risées par les angles
;

Les nombres m{ et m2 représentent les courbures principales de la
surface. Les distances extrêmes qs et q2 sont égales aux rayons de
courbure principaux, changés de signe. Les valeurs extrêmes des
paramètres de distribution sont égales à la moitié de la différence
entre les rayons d^ courbure principaux. La valeur moyenne des para-
mètres de distribution est nulle.

XV. — Application aux congruences de droites.

Supposons que dans tout le champ la direction d'invariabilité du
vecteur M coïncide avec la direction du champ. Le vecteur M est donc
parallèle à une congriience de droites et Ton peut dire que le champ
vectoriel représente cette congruencc. Les normalies envisagées au
paragraphe précédent sont donc les surfaces réglées de la congruence.
Les directions tautologues sont celles qui donnent les surfaces déve-
loppables. Les directions asymptotiques fournissent les surfaces
réglées pour lesquelles la ligne de striclion passe par le point P envi-
sagé de la droite. Ces directions ne sont donc réelles que si le point P
se trouve à l'intérieur du segment central. Les directions principales
de clifférentiation fournissent deux surfaces réglées dont les plans
tangents au point P sont perpendiculaires l'un à l'autre et dont les
plans centraux sont également rectangulaires. Les directions horo-
gènes fournissent les surfaces dont la ligne de striction passe par les
points limites, les directions paramétriques celles dont la ligne de
striction passe par le milieu de la génératrice.

Je me propose maintenant d'étudier la variation des éléments intro-
duits ci-dessus lorsqu'on se déplace le long d'une droite de la
congruence. Pour simplifier les écritures je poserai

M,— — ( 0 cos o + P sin 9),

M2= — (— 0 sin o -1- Pcos<p),
n2
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l'angle © pouvant varier de zéro inclus a - exclus; les nombres ns ettu
pouvant être positifs ou négatifs.

Il est clair que la quantité

(1) D = — — « , — n%%

qui représente la longueur du segment central, est indépendante de
la position du point P sur la droite. 11 en est de même du nombre

. . sino

qui représente la valeur moyenne du paramètre de distribution. Enfin,
si le point P subit un déplacement m dans le sens du vecteur M, le
nombre

.coscp
2

qui représente la distance du point P au milieu de la droite, subit une
diminution de la quantité m. On a ainsi les trois équations diffé-
rentielles

, , d . s ù Z/ii-h/i-, . \ ù [nx-\-n% \
(2 ) - — { « ! — « 2 ) 1 = 0 ; -7— — - s m c p ) = o ; -r— cos 9 ) — i .

dm dni \ 2 ' / dm \ 2 T /

Si l'on désigne par o0, v<, v2 les valeurs au point P des trois quan-
tités <p, n j ? n2y les intégrales des équations (2) peuvent s'écrire sous
la forme

2 m
COL 9 = - COtcpoH r

Ces formules déterminent la variation des éléments cp, n,, n2 le long
de la droite. On en déduit, en particulier, que

, , v do 2sin<p ôtii dtu
( 4 ) _ - ! _ — _ T . . ^ — ^ — COSCO.

On peut évaluer, de même, la variation des vecteurs 0 et P, parallèles
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aux directions principales de différentiation. En désignant par S, etS2

deux vecteurs-unité parallèles aux axes principaux de l'indicatrice
courbures, on peut écrire :

Ö = Sj cos ï — S9 sia 3-,
2 - 2

P = SiSm-3- + S2cos^-

Les vecteurs S, etS2 sont constants le long de la droite/, ils sont, en
effet, parallèles aux plans principaux de la congruence. Des rela-
tions (5) on déduit donc par une différentiation :

àO f,*<® « ®\ L dy i do _
-— z= — Si Sin - -h Sa COS - - -—- = -r-i- P ,
gnx \ 2 2 / 2 ont 2 om

o „ . (Q\ I ào j do ~
cos - — S2 sm •?- ) - -r-i- = - -r-1- 0 ;

2 2 / 2 a?n 2 c w

ou bien, en vertu de (4)»

dO __ siay p< ^P _

Les formules (3) permettent de déterminer la valeur des différents
éléments au milieu de la droite. Ce point correspond à la coordonnée

Si l'on porte cette valeur de m dans la première des relations (3), on
trouve

cot<pc~o.

Ainsi, au milieu de la droite l'angle ç est droit. Les directions princi-
pales de différentiation sont donc en même temps des directions
asymptotiques et les deux surfaces de la congruence dont la ligne de
striction passe par le milieu de la droite se rencontrent, en ce point,
sous un angle droit.

Pour les valeurs u et v des nombres n^ et n%, au milieu de la droite
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on trouve, en vertu des formules (3) , ies expressions suivantes

v t — v2 . v , - f - v 2 .

Si Ton tient compte de la relation (i) ainsi que de la formule
[(i4)> § XIV], on peut écrire

- D
2,

Je vais préciser, comme suit, les notations adoptées. En considérant
le plan tautologue passant par le milieu de la droite je choisis comme
direction principale de différentiatîon O celle qui correspond à la
dérivée ayant le plus grand module. Je pose donc

D'autre part, je fixe un sens sur la droite (en changeant, au besoin, le
sens du vecteur M) de telle sorte que le nombre v soit positif, le
nombre u pouvant être positif ou négatif.

Au milieu de la droite, les différents éléments de la congruence
prennent alors les valeurs ci-après indiquées.

Les deux équations qui déterminent les directions tautologues et
les mesures algébriques des dérivées prises dans ces directions
prennent la forme suivante :

(6) t a n g 2 a n — — o; a2-+- —• = o.

L'angle a0, formé par les deux directions tautologues, est défini par
l'expression
, . 2 \l tlV 2
(7) iang«0 = ± — — —. ? .

Les directions tautologues sont donc réelles ou imaginaires selon
que u est négatif ou positif. Ainsi : la condition nécessaire et suffi-
sante pour que les surfaces développables de la congruence soient
réelles est que l'homographie soit inverse au milieu de la droite*

L'angle © étant égal à - , on se trouve d'ailleurs dans le cas signalé
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aux pages 49 et 5o : les directions tautologues coïncident avec les
directions caractéristiques du plan.

La formule [(5), § XII] qui détermine la courbure normale des
trajectoires orthogonales prend, au milieu de la droite, la forme

cos:?.
r \u v)

Les courbures principales ont les valeurs suivantes :

— = — " (
r2 % \u

ce qui permet d'écrire

relation dont la forme est analogue à celle de la formule de Bonnet.
La formule [(2), § XIII | prend la forme

r eos25" sin2Sr
L u v

et les rayons de torsion principaux sont donnés par les expressions

On peut donc écrire
1 do) cos s2r

—(— -— — -

équation dont la forme est analogue à celle de la formule d'Euler dans
le cas des surfaces.

D'après la formule |(5), § XIV|, les coordonnées des points limites
de la droite ont les valeurs

U V

Les directions horogèues sont définies par les angles

tangÇ,=i — ^ tangÇ23=~.

Les directions principales de différentiation sont donc les bissectrices
des directions horogènes.

E. i3



D'après la formule [(12), § XIVJ, les valeurs extrêmes du paramètre
de distribution sont les suivantes :

d'où il résulte que
u H- v

La formule (7) peut donc s'écrire

Les directions paramétriques sont confondues avec les directions
px'incipales de différentiation, car, d'après [(i3), §XIV],

tangvîl=o, langv)2=oo.

En résumé, on voit qu'au milieu de la droite les directions suivantes
sont confondues en une paire de directions rectangulaires : directions
principales de différentiation, directions principales dérivées, direc-
tions asymptotiques, axes principaux de l'indicatrice des torsions,
directions paramétriques.

Les relations (3) ci-dessus s'écrivent comme suit :

(8)
u — s?

rit •= h
2

2 m
col o — »

I r — U V I I-. :

/ / i 2 + ( « + P)% n2 = \ V4 m- 4- (H

De la première de ces relations on conclut que cotcp a même signe
que m, le dénominateur u -h v étant positif quel que soit le signe de u.
Ainsi, quand on s'éloigne du milieu dans le sens positif de la droite,
l'angle <p diminue et tend vers zéro pour /n=-hao . Par contre,
quand m passe de o à — oo, l'angle <p augmente et tend vers T:.

Les relations (8) permettent de déterminer la valeur des rayons de
courbure principaux et celle des rayons de torsion principaux en un
point quelconque de la droite. Si Ton remarque que sin<p est toujours
positif et que, par conséquent, cosep a même signe que cotcp, c'est-
à-dire que m, on peut écrire

cos a == -, sino —
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Des deux dernières relations (8) il résulte que

= m*-j- uv.

Les relations [(8), § XIIJ peuvent alors s'écrire

— ' - - J - -»- COS9 — - u
J\ nyn2\ i 2 J

j i / n*— n% nx -h n
+S

i\ n% ru\ 2 ' 2

d'où Ton déduit que

U V II V
m fil ^ _

De même, les formules |(3), §XflI] peuvent s'écrire

- — î 2- - | - s i n < p — 2 ) ,
1̂ w l Al2 \ 2 2 /

h sintp

On en déduit que

Le rapport -Centre les deux rayons de torsion principaux reste donc

constant et égal à - tout le long de la droite.

Je vais examiner maintenant les valeurs que prennent les éléments
de la congruence en les deux foyers F1 et F2 de la droite. Ces foyers
n'étant réels que si l'homographie est inverse au milieu de la droite,
je suppose que le nombre u est négatif. F1 et F2 sont caractérisés par

les valeurs — - et de la coordonnée m. Désignons par ç', n\, n2 ;

cp% n[9 n"2 les valeurs de cp, nt et n2 aux foyers F, et F2 respective-
ment. Soit F1 le foyer correspondant à la valeur
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De la première des relations (8) il résulte alors que

(9) cote/

d'où l'on déduit que
2 1/— tiv . , a -+- r

COSO ~
v — u ' v — a

Les deux dernières relations (8) donnent pour les nombres n{ et n1

les valeurs suivantes
n[ = o, nf

2 z=z v— u.

Ainsi au foyer F4 la dérivée de M devient infinie dans la direction
principale de différentiation O (laquelle, par hypothèse, est celle qui,
au milieu, donne le module maximum de la dérivée). La direction de
cette dérivée infinie est définie par l'angle ç'.

Pour déterminer les directions tautologues, on peut écrire la for-
mule [(5), § VIT] comme suit :

coVa — c o t a — colcp -\ = 0 ,
n2 ' nt

7ix étant nul au foyer F,, cette équation prend la forme

cot2a — cota cotcp;:=: o,

équation qui donne pour l'angle a les deux valeurs

La première direction tautoJogue Tx est donc parallèle à la direction
principale dérivée O', c'est-à-dire à la dérivée infinie M,. La seconde
direction tautologue ï2 coïncide avec la direction principale de diffé-
rentiation P. D'ailleurs, la comparaison des deux formules (7) et (9)
montre que

La formule f(4)> § VII | peut s'écrire

1 I f \

— cos©( ji\~\~ n2) 4- ti\ ft-, = o,
er- a '
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relation qui se réduit à la suivante

i i , ,
— n2 cos©7— o,
G" Ü

laquelle donne les deux racines

La racine a\ est relative à la surface dont l'arête de rebroussement
passe par le foyer F,. Elle correspond à l'angle a, = ©', caractérisant
la première direction tautologue. La racine a*!, est relative à la seconde
direction tautologue, parallèle à la direction principale de différen-
liation P.

De même, pour déterminer les directions asymptotiques et les
mesures algébriques des dérivées relatives a ces directions, on peut
écrire comme suit les formules [(21) et (22), § VII],

col2(3 + cot3 n%~n*tmgQ H- — = o,

-pj — jSin<p(n1H- n2)~\- n{?i,~o,

relations qui se réduisent aux suivantes :

cot2(3 -H cot(3 t ang9 '= o, -^ r

Elles fournissent les racines

iVinsi la première direction asymptotique coïncide avec la direction
principale de différentiation P; la mesure algébrique de la dérivée
prise dans cette direction est é^ale à ——:—7- La seconde direction
asymptotique est perpendiculaire a la direction principale dérivée 0'.
La dérivée prise dans cette direction est donc parallèle a 0' et son
module est infini.

Ce qui précède fait voir qu'au foyer F, la surface développable dont
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l'arête de rebroussement passe par F̂  est parallèle à la direction prin-
cipale dérivée 0'. La seconde direction tautologue est confondue avec
une des directions asymptotiques et avec la direction principale de
différentiation P. La dérivée p r̂ise dans cette direction est donc indé-
terminée : tantôt on trouve une dérivée parallèle à la direction prin-
cipale dérivée et dont ia mesure algébrique égale -V; tantôt une
dérivée parallèle à P (direction tautologue) et dont la mesure algé-
brique égale — ;; tantôt une dérivée perpendiculaire à P (direction

asymptotique) et dont la mesure algébrique égale -7—!—?- On peut

remarquer toutefois que toutes ces dérivées ont la même projection
sur la direction P'. Ainsi la dérivée prise clans la seconde direction
principale de différentiation P a une projection déterminée, égale

à -7- (— Ocosç'-h Psînç') sur la direction principale dérivée P', mais

sa projection sur la direction 0' est indéterminée. Dans toutes les
autres directions du plan, la dérivée est infinie et parallèle à 0'. On
en conclut que dans le voisinage du foyer F, toutes les droites de la
congruence, exception faite des génératrices de la surface dévelop-
pable SH dont l'arête de rebroussement passe par Fi9 se trouvent dans
la direction parallèle à la seconde surface développablc de la con-

gruence.
Les formules [(5), § XII et (2), § XIIIJ montrent que toutes les

trajectoires orthogonales du champ qui passent par le point h\ ont,
en ce point, une courbure normale et une torsion normale infinies,

excepté celles pour lesquelles l'angle S* égale -> c'est-à-dire dont la

tangente est parallèle à la direction principale de différentiation P.
Pour ces dernières, ces nombres sont indéterminés. De même, la
distance q entre le foyer F\ et le point central relatif aux surfaces de
la congruence est nulle dans toutes les directions, excepté dans la
direction P pour laquelle cette distance est indéterminée. JLes direc-
tions horogènes sont confondues et parallèles à la direction P. Le
paramètre de distribution est nul dans toutes les directions autres
que P et les directions paramétriques sont confondues, elles aussi,
avec la direction P.
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On peut remarquer qu'en tous les points situés entre le milieu de
la droite et le foyer F, le nombre nK est négatif, et l'homographie est
par conséquent inverse. En F]f le nombre n] s'annule, et en tout
point situé au delà de F,, ce nombre est positif et l'homographie est
directe. Il en résulte que, dans une congruence quelconque, l'homo-
graphie est directe en tous les points situés en dehors du segment
limité par les foyers. Si les foyers sont réels, l'homographie est
inverse rn les points situés à l'intérieur de ce segment. Aux foyers
mêmes l'homographie est dégénérée.

Si Ton examine les éléments relatifs au second foyer F2, on trouve
des résultats analogues. Pour m — — y — w, les nombres ©, ni et n2

prennent les valeurs suivantes :

„ 2 v '— uv • if u - i - v
coso =^— ? sm© — ;

' u — v ' t1 — u

Ainsi, c'est encore la dérivée prise dans la direction 0 qui devient
infinie au foyer Fa . Toutefois, l'angle <p" étant obtus, c'est maintenant
la direction tautologue T3 qui coïncide avec la direction principale
dérivée 0', tandis que la direction principale de différentiation P
coïncide avec la direction tautologue T\.

Pour déterminer la valeur des éléments de la congruence aux
points limites de la droite, il suffit de poser, dans les formules (8),

En désignant par cpe? N, et N2 les valeurs des nombres cp, n{ et n.2 en
ces points, on trouve

t42-\-v2 T̂ a—v /u2~hv2

- ; N2 — 1- 4/
2 2 y 2

On en déduit que

Si l'on détermine les directions asymptotiques en un point limite,
on voit que ces directions sont confondues.
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D'après une remarque faite page 53, on en conclut que la direction
asymptotique coïncide avec une des directions caractéristiques du
plan tautologue. Et, en effet, la mesure algébrique ty a la valeur

u 4- V

On sait en outre (voir § XII) que la direction as)mptotiquc unique
coïncide avec un des axes principaux de l'indicatrice des courbures.
Si nous choisissons, par exemple, le point limite correspondant ï\ une
valeur positive de m, nous avons

Pour la direction asymptotique, on trouve la valeur

tau£?j3=z. î-— - .

D'autre part,
oc i — cosov __ u — v 4- \/-2(u- ^- r2)

13 11 2f . ; -— — — }
2 Sincpe U -h (>

d'où il résulte que

Evaluons, d'après les formules f(6), §X1VJ, les angles caractérisant
les directions horogènes du plan. Nous trouvons

v2 ) 4 ^ / c — « 4 -
t a n g : = (

Ainsi, la direction horogèue H,, caractérisée par l'angle <Çi9 coïncide,
elle aussi, avec la direction asymptotique. La formule [(17), §VI1|
permet^ en effet, de vérifier que la dérivée prise dans la direction H,
forme, avec la direction principale de diiférentiation 0, un angle
égal à ™- La direction horogène H2, caractérisée par l'angle 'C29 fournit
une dérivée parallèle a la direction asymptotique. On voit enfin que
les angles Ç, et '(2 satisfont à la relation
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Le rayon de courbure principal t\ a pour valeur

/ * —

La courbure — est nulle, Taxe correspondant de l'indicatrice des

courbures étant parallèle à la direction asymptotique.
En tout point situé en dehors.du segment central, les directions

asymptotiques sont imaginaires. On peut donc conclure que, pour les
congruonccs dont les surfaces développables sont imaginaires, le rap-
port entre les modules des dérivées prises dans les directions princi-
pales de différentiation se trouve enfermé entre les limites indiquées
page 54 en tous les points extérieurs au segment central. Ces modules
étant l'un un maximum, l'autre un minimum parmi les modules des
dérivées du plan tautologuc, il en résulte que les mêmes limites
enferment le rapport entre les modules de deux dérivées quel-
conques de ce plan.

Je vais examiner maintenant en quels cas les deux directions Uuto-
logues peuvent être confondues. Si l'on se place au milieu de la
droite, on voit, d'après la formule (6), que les deux valeurs de a sont
égales si l'un des nombres u et 9 s'annule ou devient infini. Confor-
mément à l'hypothèse faite au sujet de ces nombres, il y a donc lieu
do distinguer les deux cas suivants :

1 ° u = o :

2° Ç = OC.

Dans le premier cas, a est infini et - est nul. Les deux foyers sont

donc venus se confondre au milieu de la droite. Les directions taulo-
logues sont confondues avec la direction principale de différen-
tiation P. La dérivée M, a un module infini. Les formules concernant
les différents éléments de la congruence se simplifient notablement.

Les points limites sont définis par les coordonnées ± -* Pour un

point P quelconque situé à la distance m du milieu, la courbure totale

dans le plan tautologue est égale a —2- Les deux courbures principales

E. 14
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sont données par les expressions

Pour les torsions principales, oti trouve

La seconde torsion principale est donc nulle tout le long de la droite.
En effet, dans l'indicatrice des torsions, Taxe principal correspondant
à cette torsion est confondu avec la direction tautologue. On peut

encore remarquer qu'aux points limites l'angle © est égal à j- ou a ~<

Les directions principales dérivées sont donc, en ces points, les bis-
sectrices des directions principales de difféi^entiation, et récipro-
quement.

Dans le cas où le nombre 9 est infini, il résulte des relations (8)
que cot<p reste nul, et le nombre /z2 infini tout le long de la droite. Le
vecteur M a, en chaque point de la droite, une dérivée nulle dans une
certaine direction fixe, qui est la direction P. La dérivée de M, dans
n'importe quelle direction d'un plan tautologue, est donc parallèle à la
direction d'invariabilité, laquelle est à considérer comme une direc-
tion tautologue. D'après la formule (6), le nombre a est nul et les
deux foyers confondus sont rejetés à l'infini. Le segment central s'est
étendu sur toute la droite et n'importe quel point peut être considéré
comme le milieu de la droite. Si ces conditions sont vérifiées en tous
les points du champ, les surfaces développables sont cylindriques : la
congruence est composée des génératrices d'une famille de cylindres.

Je vais encore examiner les deux cas particuliers où Ton aurait, au
milieu d'une droite de la congruence, soit u = ç, soit u = — 9.

Si u = p, les formules (8) prennent la forme

m ,—5 -
cotcp = — ; /ij = / i 2 = y/n 2 H-«-.

Il en résulte qu'en chaque point de la droite les dérivées M4 et M2 ont
même module. L'indicatrice des dérivées est un cercle. Les directions
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principales de ditïérentiation sont indéterminées. 11 n'y a pas de direc-
tions asymptotiques réelles, excepté au milieu de la droite, où toutes
les directions sont asymptotiques. Le segment central s'est contracté
en un seul point. La congruence est isotrope.

D'après la formule [(9), § XIV|, on voit qu'en chaque point le
paramètre de distribution est constant pour toutes les surfaces de la
congruence et a la valeur

a1

Les formules qui déterminent les angles caractérisant les directions
horogènes et les directions paramétriques donnent les valerus
suivantes :

r O % O TT 9 3îT 9

2 22' 4 2 42

Toutefois, dans le cas présent, ces directions sont indéterminées, et
les valeurs ci-dessus sont à considérer simplement comme des limites
vers lesquelles tendent les angles en question, lorsque w et ^ tendent
vers une même valeur.

Les rayons de courbure principaux ont les valeurs

et les rayons de torsion principaux les valeurs

tt~ t2— U -h — ;

nombres qui déterminent la courbure et la torsion normales dans une
direction quelconque.

Enfin, dans le cas où u = — p, il résulte, de la première des for-
mules (8), que

COtO = oc.

L'angle cp est donc nul et la congruence est perpendiculaire a une
famille de surfaces parallèles.

Les foyers de la droite coïncident avec les points limites. Les deux
dernières formules (8) se réduisent aux suivantes :

n, ~ u -i- m ;
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On a, en outre,
ni- m1

t* J=Z a — -— : t^ .rz —- u H- •—
u a

Au milieu de chaque droite de la congruencc, l'indicatrice des dérivées
est un cercle, et la valeur de çp en ce point est donc indéterminée.

Évaluons le curl du vecteur M définissant la congruence. On trouve

SVL „ ôM n ôM
gjj i n i F : = 0Ml + PM, = (/»!+m2

Ce vecteur ne peut s'annuler que si sine = o, c'est-à-dire si la con-
gruence est perpendiculaire à une famille de surfaces. Pour les autres
congruences, le module du curl passe par un maximum au milieu de
la droite, si l'homographie est directe en ce point. Il diminue et tend
vers zéro quand on s'éloigne infiniment dans un sens ou dans l'autre
de la droite. Si, au contraire, l'homographie est inverse au milieu, le
module du curl passe en ce point par un minimum. Il devient infini
aux foyers de la droite et diminue ensuite pour tendre vers zéro
comme dans le cas précédent.

XVï. — Courbure tangentiellc.

Reprenant l'étude d'un champ vectoriel unitaire quelconque, je
vais d'abord déterminer les dérivées des vecteurs-unité 0 et P dans les
directions de ces vecteurs. J'affecte des indices i et 2 tout ce qui se
rapporte aux directions principales de diflerentiation. On a alors

ô 0 - i - N • — - l N

o() ou ào oO pl

Mais, d'après les formules | ( a ) , § XII |, on peut écrire

(i) Nt — M COSW1+ OM s i u c o j ^ M cosûui — P &inw,.

D'autre part,

O cos© -h P s i n o ) = /nisino0'B -= « i j s i n cpM.
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On obtient ainsi
oP . _- sin«i -
— = — mt siu 9 M H 0.
ou pi

lin remarquant que

(2) TH2— M cosc^-h PM &in«2 = M COSW2H- 0 sin w2î

on déduit de la même manière

80 . . . shito^
-̂ -- = m, sincoM P.

Soit maintenant C une trajectoire orthogonale dont le tangent T
forme avec la direction principale de différentiation 0 un angle &

T = 0 cos^-f-P siuS.

Par une differentiation dans la direction du vecteur T, on déduit

- N ~ T V. T = (co&&0 V + siuSrP v) ( 0 cos.̂  4- P sinSr),

soit, en vertu des formules ci-dessus,

o = N H Nt--h sin.-J co^.^

— /«i&uicpMH ^-0 -h WaSiuoM
P»

s in2 S T , o d%
N 2 + ( — sinJcosSO -+• cos2^P)^ r .ou

O r

Remplacoiib, dans cette équation, les vecteurs N, et N2 par leurs
valeurs d'après (1) et (2), et le vecteur N par l'expression sui-
vante :

N = Mcosw -t-TMsiuo) =- Mcob&> — P binw co^xr -h 0 sinoj siu^.

Nous obtenons ainsi une équation linéaire contenant seulement les
trois vecteurs 0, P, M. Ces trois vecteurs n'étant pas coplanaires, la
somme des coefficients de chacun d'eux est nulle. On déduit ainsi les
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trois équations suivantes :

COS 63 COSWi COSto2 . , ^ , . . . r.

=z cos2.:?-! -sui2^" — (m1— m2) si no s m J cos J .
P Pi p2

sinw . ^ sincoi . ^ ^ sinco-> . 9r> • & /' ^ ̂  • *- ^ \
su) 3" = sin.^ c o s ^ -h -s in 2 ;? — SIM Sr COS^XTT -f- hin:7-^~ ?

p pi O2 \ OU 0P/

sitico -. sinco, „̂  sinw^ . ^ ^ r. / ^ ôSr . ^ o^\
— — COSS rr= COS-.^ SUl^COSSr-f - COS.^ C O S . ' — - -f- blll J ^ r r )•

p p! O2 \ OU 0 1 ' /

La première de ces relations esl équivalente à la relation d'Euler
généralisée [équation (5), § XII]. Les deux dernières déterminent,
d'une façon concordante, la courbure langentielle de la courbe C.

Si Ton désigne par G, et G21<3S courburestangentielles des courbes
parallèles aux directions principales de différentîation, et si l'on
remarque que le nombre

représente la dérivée de l'angle & dans la direction de la courbe C,
c'est-à-dire sa dérivée par rapport à Tare s de cette courbe, on peut
écrire comme suit la formule qui exprime la courbure tangenlielle
de C :

(3) = (jjcos J-f-(j2sm^ j-

Comme on le voit, cette formule est identique h celle qui donne la
courbure géodésique d'une courbe quelconque tracée sur une surface,
les nombres G1 et G2 désignant alors les courbures géodésiques des
lignes de courbure.

Dans le cas général, on peut déterminer les nombres G, et Go en
fonctions des éléments mA9 m., et <p, et de leurs dérivées prises dans
les directions principales de difïerentiation, ainsi que de la dérivée
de M prise dans la direction du champ. Je vais donc poser

Pour déterminer G, et G2, il faudra d'abord évaluer les dérivées
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On déduit

PT. M, = PT [ mx ( O cos o 4- P sin <p ) ]

= -j~ (0 coscp -h P sincp) + mi •—(—0 sino 4- P coscp)• —

m, sin<p
\ Pt

M
sinco2

P2
0 •

J
Le coefficient de M clans cette relation esLégaLà

COSW2\
/??! Slllffl /n2COS© •

' V ' Yl Z

Les nombres m2 cos o et — C0SGh représentent l'un et l'autre la cour-
bure normale d'une courbe parallèle à la direction P [voir formule (6),
§XII]. Le coefficient de M est donc nul et Ton peut écrire

âep . s inco>\
= 0 ( coscp-sp—-

_ / . omi+ P smo-^-H-

On trouve de même

m.2rt / . àm.2— 0 — sino -TT^ —
' ou

-, / â/w2
-H- P coso-^rr- —

\ ' oO

Evaluons encore le vecteur

30 £P v .

On en déduit que

5F ~

00

- ^ — mtcos<p

ou

m,sinco pi /

sinwl sinw, P.

Pi
(OcoscpH-Psincp) —

Pi

Mais, d'après la formule [(3), § III |,



En substituant dans cette relation les expressions ci-dessus et en éga-
lant les coefficients de 0 et de P qui figurent dans les deux membres
de la relation ainsi obtenue, on déduit les deux équations suivantes :

ômx . do . s in to
m s ni O H m s in©

ômx . do . s in to? . dm4

cosco - ^ - — m\ s ni O-^TT ~H m\ s in© -f- s m o -^
' o p ' oP ' p2 ' o()

do si n 6>.
-h m-> coscp V7T — /w2 coscp

, sinoji .
— jut sin o (m, 4- /n2 ) —- mi coscp — f- m2sinç>

-ôcp s in w2 ô/?i«
coscp ^ p — /n, coscp -—^ coscp -^~

s in 9 •—- — T??2 s in 9
pi

si n o) tm2) — m^ S1119 — — m2 cos 9

De ces deux équations on déduit les expressions des courbures tan-
i i

gentielles - et

/ , . sino>, ô?nl do
\ (nii — m*>) = ^ m2 -^-r
» Oi or o\J

( \ ) V . ' '

y x siu co2 0/^2 °© - N
f (/??i —/?1") — T̂̂ r + w i KK + s m o ( W i H- /?ÎI) (jUi s ino — a 2 coso ).
V p 2 ai) ÖJ' ' " . 1 - 1

Ces relations, jointes aux relations déjà démontrées,

J ' —— 7/z, c o s o ; ——- r=— /?z2 coso,
Pl ' i°2

déterminent complètement les angles co,, co2 et les rayons de courbure
p< et p2 en fonctions des éléments mif m2, o, de leurs dérivées dans
les directions principales de différentiation, ainsi que des nombres
pM et [x2.

Les équations (4) peuvent être considérées comme une générali-
sation des formules de Codazzi.

Si le champ est représenté par une congruencede droites, les termes
qui contiennent (JLI et (x2 disparaissent. Enfin, dans le cas où le vec-
teur M est perpendiculaire à une famille de surfaces, l'angle 9 et ses
dérivées sont nuls. Les nombres mi et m2 sont les inverses des rayons
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de courbure principaux r, et ra, et, en introduisant ces grandeurs, on
peut écrire les équations (/|) sous la forme suivante :

j sintOt / i Î \ i dr~\

( 5 ) ) p! \n~~' r\) ~ 7f ^ 7 '
1 sinw» / î J \ Ï d/\>

p2 \/"i z^/ ^ ^ i

Les dérivées dans les directions O et P peuvent, en effet, être rempla-
-cées-par les dérivées partielle^ prises par rapport aux arcs s, ets2 des
lignes de courbure. Joint aux équations

, ~ * C O S W t I m C O S W 2 _ _ I
\O ) - — . • • - y

Pi ' l Pi r±

le système (5) permet d'exprimer comme suit les rayons de courbure
p, et p. des lignes de courbure ainsi que les angles cof et co2 que les
plans rectifiants de ces courbes forment avec le plan tangent à la
surface :

±
P'i '1 ' 1 ( r i— l'tY \aSiJ * pi r\ r-{rl—r2y\ds

r* ôi\

A titre d'exemple, je vais examiner ci-dessous un problème relatif
aux congruences de droites non perpendiculaires k une famille de sur-
faces. Envisageons, au milieu U d'une droite de la congruence, une
surface réglée S( parallèle à la direction asymptotique O du plan tauto-
logue, les génératrices de S, étant parallèles à la direction du champ.
J'appellerai lignes des milieux la courbe intersection entre la surface S,
et la surface centrale de la congruence (lieu des milieux des droites).
La question à résoudre est la suivante : Dans quelles conditions la
ligne des milieux est-elle en même temps ligne de striction sur la sur-
face S,?

Sur la surface centrale, l'angle 9 est constant et égal à ~- La normale
à cette surface est donc parallèle au vecteur V<p et la direction de la
ligne des milieux est celle du vecteur

E. i3
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L'angle u que cette direction forme avec la direction O est donné par
l'expression

do
ÔO

tang a —— — .
do
dm

D'autre part, la ligne de striction de la surface S< forme avec la direc-
tion O un angle 9 qui peut être défini comme suit :

à / M l 0 \ d /cos(ïm,\ d /coso\
tang9 = — ra I -==5- ) = —ÏTT ( ^ — ^ - T T T 1 •

D OO \ Mj / oO \ /ŵ  / óO \ mx J
Mais

âco dm «
1 s in <p ̂ r + cos <p ^7=^

- / v ^ 1 s in <p ^ r
ö /cos <p\ __ T öO

oO \ mt / /nj

Au milieu de la droite, on a

C O S Q = O ; SILl Cp z =

et, par conséquent,
i do

La ligne des milieux est donc en même temps ligne de striction, si
l'on a

do i do do
ô() ml dO dm

On trouve ainsi les deux solutions suivantes :

do ^ âo
ô O ' dm ~~~ f*

Dans le premier cas, l'angle ü est nul. La ligne des milieux et la ligne
de striction se confondent avec la trajectoire orthogonale de la surface
au point II. La surface est donc engendrée par les binormales de ladite
trajectoire.

Pour déterminer la seconde solution, il suffit de remarquer que

2 mA ?7i2

(7)

On trouve donc

do
dm

sin o -

f7li _

m% 77i2

imx

u

m 2

m, + m-y
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c'est-à-dire

Cette relation exprime que la congruence est isotrope. Au milieu d'une
droite d'une telle congruence, toutes les surfaces sont parallèles à une
direction asymptotique. Pour toutes ces surfaces, la ligne des milieux
est donc en même temps ligne de striction. Le segment central étant
contracté en un point unique, cette solution est d'ailleurs évidente.

-Envisageons, en seûondiieurdans~queîtes eondftionsla même ligne
des milieux peut être une ligne asymptotique sur la surface S<. À cet
effet, il faut et il suffit que la dérivée du normal à cette surface prise
dans la direction de la ligne des milieux soit perpendiculaire à la
direction de la différentiation. Le normal de la surface S, est le vec-
teur P. La condition énoncée peut donc s'écrire comme suit :

(8) Û(UV)P = o.

Mais

dm

__ î <5cp do do
— " TTC ï— " ï—

d
" TTC ï — ï— ( — m i •*» ~1

2 ôO dm dm \ Pi

dm dm \^i ou p\ J

Soit, en vertu de la première des formules (4)»

LaoO /«i—w2 \ oP oO/J

mmt — m2\_

TTW « ào ,_ do

U V. P = m,-iM + T ^

\_ } dO ôP

L'équation (8) prend donc la forme

0.

ôO dm i\dm) mx— ^ 2 |_ oO ôP J
ou bien

© (?co ami do

é ^ 2

-= o

= o .

Soit, en vertu de (7),
_ <5cp âco <5cp h m* m* èm*
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Soit enfin
8<p 2 mxm^ ûmx 2
30 ~" ~~ m* (m t -hiw2) 3P ~~ /

Si la congruence satisfait à cette condition, on trouve, pour l'angle uf

la valeur suivante :
à® ô© 2 z^! m% ö / 1 \

XVII. — Dérivées secondes.

Je vais évaluer ci-après les dérivées secondes d'un vecteur-unité M
perpendiculaire à une famille de surfaces parallèles. D'après la for-
mule [(4)? § UI] le vecteur

peut être calculé comme suit

(0V)2M = G

Mais

et

pi pi r\ p\

On obtient donc
_ s i n w, / i J

et, en vertu de la première des formules f(5), § XVI |,

En remarquant que
M à f 1 \ 1
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on voit que Ton peut encore écrire

( O V ) ' M -

On trouve de même

Dans le cas envisagé, on a par hypothèse

HVTM™o.

En tenant compte de la formule f(5), § IIIj, on obtient ainsi

H désignant la courbure moyenne de la surface.
Si l'on projette ce vecteur sur la direction pointée de la normale à la

surface, on obtient un vecteur dont la mesure algébrique est définie
comme suit :

L'expression ~ -H —2 a été proposée par Casorati comme mesure de la
courbure d'une surface (courbure moyenne quadratique). Il est curieux
de constater que, dans son Livre Die Geometrie der Wirbelfelder, le
DvFoppl a proposé de considérer le vecteur V2L comme une mesure
de la courbure d'un champ vectoriel quelconque défini par le vec-
teur L.

Il reste encore à déterminer le vecteur

On trouve, à l'aide des formules du paragraphe XVI,

\rj p i si
1*10 P ** ^T\

sin on _ i sin (
OP = U ^ r . ' -+- P

öP ri p2 r2 p2

ou bien
mr. _ n B _
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Les formules qui précèdent, permettent d'évaluer la dérivée seconde
de M dans une direction quelconque. Soit T un vecteur défini par l'ex-
pression

T = 0 cos5~+-Psin3r.

Pour le vecteur (TV)2M on déduit l'expression suivante :

(TV)2 M = (cos Sr OV + sin 5 Pv)2)2

ou bien

(i) (TV)2M = cos22rV (—\ +sin23r v(-

La mesure algébrique de la projection de ce vecteur sur la normale
est donnée par l'expression

M (TT)2M == — cos2S- A - sin*£r -i = ~ Mf.

Projetons, d'autre part, le vecteur (TV)2M sur la direction du vec-
teur T et sur celle du vecteur MT? perpendiculaire à T. Nous trou-
vons

(2) T ( T V ) 2 M = COS32T4: (-) -*-3sin22rcos2r J , (
oO \f\J ou \ /

+ 3sinSrcos2^ -L (^ + sin32r A ( A
ôP \rij o¥ \ r 2

et

(3) M

ÔK)

sin3rcos23r A f-L ĵ +sin23rCos^ ^ f—V

Ces formules sont utiles lorsqu'il s'agit de déterminer la dérivée de
la courbure ou de la torsion d'une courbe tracée sur la surface. De la
formule



on déduit, en effet, par une différentiation dans la direction de T,

o ds f ch p x p x x

Si l'on substitue à N l'expression

N = — M cos co — MT sin co

que

il vient :

p2 ^ p ds pr

En substituant dans cette relation la valeur du membre droit donnée
par l'équation (2), on trouve la formule de Laguerre.

De même, une différentiation de la formule

faite dans la direction du vecteur T, donne le résultat suivant :

d

Le premier terme du second membre est nul, deux des vecteurs de ce
triple produit étant égaux. En remplaçant N par sa valeur, comme
ci-dessus, on déduit

Remarquons que, d'après la formule d'Euler,

4- —
r

et que l'on peut déduire MT(MTT)M en remplaçant dans cette expres-
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sion z par z -;- -• On obtient ainsi

CObO)
-7

d'où il résulte que

,fK d ( \ \ d2od 2 si no) cos M sinco
(4) U ) | + H
Dans la Théorie générale des surfaces, Darboux a donné une formule
dont le membre gauche concorde (a un signe près) avec l'expression
ci-dessus, et il a fait remarquer que le membre droit ne dépend que de
la direction T. En substituant au second membre l'expression (3), on
obtient une relation qui détermine la dérivée de la torsion géodc-
sique.

La connaissance du vecteur (TV)2M suffit ainsi pour déterminer les
quantités figurant dans la formule de Laguerre et dans la formule (4)
ci-dessus. Afin de représenter la variation de ce vecteur, lorsque T
varie dans le plan tangent à la surface, on peut tracer une indicatrice
des dérivées secondes, analogue à celle définie plus haut pour les
dérivées premières. La forme de cette indicatrice peut être déterminée
comme suit :

Le vecteur R du segment PPS, dont l'extrémité Ps décrit l'indicatrice,
est défini par la formule ( i) . Nous pouvons écrire

(5) R--

Si Ton pose

on obtient, d'après (.î) e( (i) ,

H- P(cos2^^1-h sin25e2+ 2 sinSrcos!^i/2) — M ( cos2^— ++ biirSr
\ ' î ' 2



Substituons k Sr l'angle a — 2&. Il vient

r> n / L -<- c o s a i — «
(6) R ^ 0 • ar2 2

_ i . -T- cos a i — cos a
p ( (; H i'2 + s i a a . /

2 2
t •+- cos a i — cos a

Introduisons un vecteur H indépendant de a et défini comme suit

Ce vecteur peut encore être exprimé sous la forme

[

2

On peut alors écrire la formule ((>) comme suit :

t— u2 . 1

2 J

H- M [ —r -
\f2 rl

i \ cas a

Cette expression fait voir que, quand a varie de o à 2TC (c'est-à-dire
quand S varie deoair), le point Ps décrit une ellipse ayant pour centre
le point P/, dont le rayon vecteur égale H.

On peut en tirer une première conclusion : le centre de l'indicatrice
des dérivées secondes se trouve sur la normale k la surface dans le
seul cas où la courbure moyenne de la surface est constante. En effet,
dans ce cas, le vecteur H est parallèle a M.

Le plan de l'indicatrice est généralement incliné sur le plan tangent
à la surface; ces deux plans sont parallèles dans le seul cas où

c'est-à-dire aux ombilics et aux points où la courbure moyenne
s'annule.



La projection Rt du vecteur R — H sur le plan tangent k la surface
est égal à

R — H — M - ( — 5- ) cos a.
•2 \ / 1 / - î y

Lorsque le vecteur T (formant avec 0 l'angle z)9 tourne dans le sens
positif du plan tangent, le vecteur R, tourne dans un sens déterminé.
Pour voir quel est ce sens, on peut poser

d'où l'on déduit que
T , T 5 = OPsiu(Sr2 —2r,).

Aux vecteurs T̂  et T2 correspondent les projections R, et R* du vec-
teur R — H. Ces projections sont définies par les formules :

R; — 0 ~x d~ cos2^j+ \\ sin2&j + P — — cos 2

Wf =- 0 — l — — - COS2^ 2H- ('1 sin 2^2 \ -h P ~ cos2^2H- «sshi22r2 .

Le rotaleur R̂ R" a donc pour valeur

il en résulte que la projection Retourne dans le sens positif ou dans le
sens négatif du plan langent, selon que le nombre

est positif ou négatif.
On peut remarquer, en particulier, que ce nombre est toujours

négatif, si la courbure moyenne est constante; car, dans ce cas,

Si le nombre A est nul, le rotateur R̂ RJ est nul, c'est-à-dire tous les
vecteurs R, sont parallèles. Le plan de l'indicatrice des dérivées
secondes est perpendiculaire au plan tangent à la surface, et la pro-
jection de cette indicatrice sur le plan tangent est un segment de



droite, ayant pour centre le point P* défini par le vocleur

K = O^^+P^^-(o5 + P^
'l 2 2 \ dû OP

On voit aisément que la longueur de ce segment est égale au double
du module de K.

XVIII. — Trajectoires orthogonales d'un champ vectoriel.

En commentant un Mémoire de M. Rogers sur les trajectoires ortho-
gonales d'une congruence de courbes, Darboux a montré comment on
peut rattacher les propriétés de ces trajectoires aux propriétés des
congruences de droites signalées par Hamilton et Kummer. Les for-
mules développés au paragraphe XIV expriment ces rapports. Dans le
cas où la congruence de courbes envisagée est une congruence de
droites, les formules du paragraphe XY permettent, en outre, de cal-
culer la variation des courbures normales et des torsions normales
des trajectoires en les différents points d'une droite de la con-
gruence.

Darboux a signalé diverses généralisations dont sont susceptibles
les définitions de certaines courbes tracées sur une surface, telles que
les lignes asymptotiques et les lignes de courbure. Il a mentionné
notamment les courbes de courbure normale nulle, les courbes de
plus grande et de plus petite courbure normale, les courbes de torsion
normale nulle, et y a ajouté les courbes de torsion normale maximum
et minimum. 11 résulte des remarques faites plus haut que, parmi les
trajectoires orthogonales d'un champ vectoriel quelconque, celles qui
sont parallèles soit aux directions principales do différentiation, soit
aux directions principales dérivées, soit aux directions tautologues,
soit aux directions horogènes, soit enfin aux axes principaux de l'indi-
catrice des courbures, peuvent toutes être considérées comme des
généralisations des lignes de courbure d'une surface. Parmi toutes ces
courbes, ce sont celles qui sont parallèles aux directions tautologues,
et que l'on peut appeler les lignes tautologues du champ, qui présentent
le plus d'analogie avec les lignes de courbure classiques. Je vais men-



tionner brièvement quelques-unes des propriétés de ces lignes tauto-
logues.

On a vu que les droites menées en les différents points d'une ligne
tautologue parallèlement à la direction du champ engendrent une
surface dcveloppable, ce qui permet de conclure que les théorèmes de
Joachimsthal ^'appliquent à un champ unitaire quelconque sous la
forme suivante : Si une courbe C est une ligne tautologue pour deux
champs vectoriels superposés, les directions de ces champs forment le
long de C un angle constant. Si une courbe C est une ligne tautologue
pour un champ vectoriel, elle est tautologue pour tout autre champ
vectoriel dont la direction, perpendiculaire à C, forme avec celle du
premier champ un angle constant le long de C.

D'autre part, en chaque point d'une ligne tautologue, le tangent es
parallèle à la dérivée du vecteur M dans la direction de la courbe, et le
nombre MTM, est donc nul. La torsion normale d'une ligne tauto-
logue est nulle. Réciproquement, toute trajectoire orthogonale dont
la torsion normale est nulle est une ligne tautologue. La ligne tauto-
logue est plane, si sa normale principale forme un angle constant avec
la direction du champ.

La courbure normale de la ligne tautologue est égale à la flexion du
champ dans la direction de cette courbe.

Le produit des courbures normales de deux lignes tautologues qui
se rencontrent en un point P est égal à la courbure totale dans le plan
tautologue passant par P. Si une ligne tautologue est parallèle à une
direction tautologue double, sa courbure normale est donc égale à la
racine carrée de la courbure totale dans le plan.

Les trajectoires orthogonales parallèles aux directions asympto-
tiques du plan tautologue — on peut les désigner sous le nom de lignes
asymptotiques du champ — présentent, de même, une grande analogie
avec les lignes asymptotiques d'une surface. La courbure normale
d'une ligne asymptotique est nulle en chaque point, puisque la dérivée
du secteur M dans la direction de la courbe est perpendiculaire à cette
direction. Si la ligne asymptotique n'est pas une droite, son plan
osculateur est donc perpendiculaire à la direction du champ, et sa
binormale est parallèle à cette direction. On trouve ainsi
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d'où l'on déduit, par une dilîérentiation,

La torsion normale d'une ligne asymptotique est égale k sa torsion, et
cette torsion est égale, en valeur absolue, à la flexion du champ clans
la direction de la courbe. Le produit des torsions de deux lignes
asymptotiques se rencontrant en un point P est égale, diaprés la for-
mule [(ai), § VTI], à la courbure totale dans le plan tautologue. Mais,
dans le cas général, les torsions de ces deux courbes n'ont pas la même
valeur absolue. Les deux racines de l'équation [(21), § VII] ont même
signe ou des signes contraires, selon que le produit /,/2 est positif ou
négatif. Il en résulte que deux lignes asymptotiques qui se rencontrent
en un point ont des torsions de même signe ou de signes contraires,
selon que l'homographie est directe ou inverse.

En dehors du cas des surfaces, une ligne asymptotique a encore une
torsion égale, en valeur absolue, à la racine carrée de la courbure
totale dans le plan, si les deux directions asymptotiques sont con-
fondues, cette direction étant alors une direction caractéristique du
plan.

Les courbes spécialement étudiées par M. Rogers sont celles dont
Ja normale principale est parallèle, en chaque point, à la direction du
champ (lignes géodésiques). On a, le long d'une telle courbe,

Par une différentiation, on en déduit

La dérivée du vecteur M dans la direction d'une ligne géodésique est
parallèle à la droite irrotationnelle de la courbe. La flexion du champ
dans une direction quelconque est égale à la courbure totale de la
ligne géodésique parallèle à cette direction. On déduit ainsi que la
courbure totale, dans un plan tautologue quelconque, est égale, en
valeur absolue, au carré de la courbure totale de la ligne géodésique
dirigée selon une direction caractéristique du plan.



Dans le cas des surfaces à courbure totale négative, ces directions
coïncident avec les directions asymptotiques. La courbure totale de la
surface est donc égale, en valeur absolue, au carré de la courbure
totale d'une ligne géodésique parallèle à une direction asymptotique.
Et, en effet, dans une telle direction, la ligne géodésiquo a une cour-
bure nulle ; sa courbure totale se confond avec la valeur absolue de sa
torsion, laquelle est égale à la torsion de la ligne asymptotique qui a
même direction. On retombe ainsi sur la formule d'Enneper.

De même que pour les surfaces, les lignes géodésiques d'un champ
quelconque ont une torsion normale égale à leur torsion. Cette torsion
est donc nulle, si la ligne géodésique est parallèle à une direction
tautologue. Les formules f(4) et (3), § XVII] font voir que, si une ligne
géodésique tracée sur une surface est parallèle en un point à une
direction principale, la dérivée de la torsion en ce point est égale à la
dérivée de la courbure principale de la surface relative à la même
direction, cette dérivée étant prise dans la seconde direction princi-
pale. En posant dans lesdites formules

w == o, Sr = o,
on trouve, en effet,

Si Ton tient compte des formules [(5) et (6 ) , §XVIJ, on peut encore
écrire :

d / i\ ( i i \ langui / i i \ / i i

ds\~) \rx i2j /', \ / ' t ' a / V Pï rl

l'unité £ ayant même signe que an^c°1; ce nombre est positif ou négatif

selon que la normale (positive) de la surface forme un angle aigu ou
obtus avec la binormale de la ligne de courbure parallèle à la direction
principale envisagée (O).

Pour une ligne géodésique d'un champ quelconque, la courbure
tangentielle est nulle. Si dans la formule f(3), § XVtj on annule le
premier membre, on trouve une équation différentielle définissant
l'angle 2r que la tangente de la ligne géodésique forme avec la direc-
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tion principale de différentiation O. Cette équation est de la forme

— - =z ( T l C0S.3" -L- ( T 2 S Ml*-',
as

G, et Ga désignant les courbures tangentielles des courbes parallèles
aux directions principales de différentiation. On voit que l'équation
ci-dessus est identique à celle qui détermine les lignes géodésiques
sur mie surface.

Va et approuvé :

Paris, le a5 février 1919.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DKS SCIENCES,

PAUL APPELL.

Va et permis d'imprimer :

Paris, le -2f5 février 1919.

LE VICK-RECTEUR DK L'ACADÉMIE DE P A R I S ,

L. POÏNCARÉ.





ERRATA,

Page 9, ligne 8, au lieu de — Li LyLw. lire = —

Page 9. ligne io, au lieu de — VWLr-f- WULv-*~ UVLw.

lire = ULyLvv -h VLwLu -+- WLtjLv-

Pri^e '̂ -2, litrne 6, cm lieu de G, lire G*.

Page 2^, ligno i> en remontant, au lieu de — t I —> lire — ƒ — •

Paa:c QO. liime io en remontant, a« lieu rfe Ô = À + - - i — , &>c 6 = X -h -î .
• ' 24 • a • 4

Page ioa, ligne i3, «M /icw rfe (— 0 costp'-h P sinç') , lire (— 0 sin<p'

Page 117, ligne 4, «« /««« ^ gp ( ^ j > lire ^ ( y ) '

Page 119, ligne 4, ft/' ^ e w ^ = — M ooso>, //><> = M cosw.




