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PREMIERE THESE.

GEOMETRIE INFINITESIMALE
VECTORIELLE.

INTRODUCTION.

Le calcul vectoriel, (ui est employé couramment, sous des formes
variées, dans les recherches relatives i la physique mathématique, a .
recu également des applications dans le domaine de la géométrie diflé-
rentielle. Dans le livre Introduction a la Géométrie différentielle suicant
la methode de H. Grassmann, M. Burali-Forti a fait une application
étendue du calcul géométrique a I'étude des courbes gauches et des
surfaces réglées. Il a donné aussi quelques indications sur unc appli-
cation possible de la méme méthode & la théorie des surfaces. S’enga-
geant dans cette voie, M. Fehr a fait un exposé de la théorie des sur-
faces selon la méthode de Gauss, en faisant usage des notations du
calcul vectoriel ('). Enfin, la plupart des traités de calcul vectoriel
publiés depuis une vingtaine d’années contiennent des exemples de
[’application qui peut étre faite de ce calcul & la géométrie. C’est ainsi
que, dans le livre Vector analysis contenant un exposé de la méthode
de Gibbs, M. Wilson aappliqué ce calcul & I'¢tude de différentes ques-
tions de la théorie des surfaces, notamment i celles des lignes asymp-
totiques et des lignes géodésiques.

(1) dpplication de la méthode vectorielle de Grassmann a la Géométrie infinitésimale.

E.
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Jai cherché, dans le présent travail, & appliquer ces méthodes a
I'étade d’un champ vectoriel quelconque. La notion fondamentale dont
j’ai fait un usage systématique est celle de la dérivée d'un vecteur
fonction de point, prise dans les différentes directions d’un plan ou
de Pespace. Comme 'ont montré, entre autres, MM. Burali-Forti et
Marco-Longo, la dérivée est une fonction linéaire du veeteur qui
caractérise la direction de différentiation. On pourrait donc se servir
dans cette étude des méthodes spéciales créées par ces auteurs pourles
recherches concernant les « homographies vectorielles ». Il est cepen-
dant facile -- et c’est ce qui a été fait ci-aprés — de développer une
¢tude de géométrie différentielle & I'aide des notions du calcul vecto-
riel élémentaire, les symboles des homographies n’apportant guére de
simplification dans ce genre de questions.

J’ai donné tout d’abord un résumé succinct des notions et des sym-
boles du calcul vectoriel dont je fais usage. Ces symboles sont presque
identiques & ceux adoptés dans Pouvrage de M. J.-G. Coffin : Calcul
vectoriel, traduction et notations francaises par M. Alex. Véronnet.
Toutefois, il m’a semblé avantageux, du moins pour les applications
géometriques, de conserver parmi les nombreux éléments géomé-
triques introduits par Grassmann un élément superficiel — le « bivec-
teur » — analogue a I’élément linéaire, levecteur. Le nom de bivecteur
ayant ¢té appliqué par différents auteurs a des éléments tout i fait
dissemblables, j'ai préféré donner a I’élément superficiel un autre
nom, celui de rotateur, qui me semble bien caractériser sa nature.

Dans le calcul différentiel, je fais usage de 'opérateurV (le « nabla »
d’Hamilton). On reproche & ce symbole de ne pouvoir étre défini (qu’a
laide d’un systéme de coordonnées, auxiliaire dont le calcul vectoriel
a la prétention de se passer. Pourtant la notion de dérivée d’une fone-
tion de point dans une direction permet de définir cet opérateur i
I’aide de trois directions quelconques, fixes ou variables, de I'espace.
La dépendance d’un systeme de coordonnées n’est donc pas plus
grande pour cet opérateur que pour les invariants 1,, I,, I, introduits
pac MM. Burali-Forti et Marco-Longo et dont le premier sert, par
exemple, ala définition de la divergence d’un vecteur. L’opérateur ¥
est incontestablement d’un emploi trés commode dans le calcul diffé-
rentiel; il s’adapte étroitement aux propriétés des fonctions de point.
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Avant d’aborder I'étude d’un champ vectoriel proprement dit, jai
donné des exemples de I'application du calcul vectoriel a la théorie
des courbes gauches et des surfaces réglées. Quelques-uns de ces
exemples me semblent nouveaux. Cet exposé m’a permis, en- outre,
d’introduire un certain nombre de notations qui trouvent leur emploi
dans la théorie du champ vectoriel.

En ce qui concerne cette théorie, j’ai développé d’abord les pro-
priétés des dérivées d'un vecteur prises dans les différentes directions
d’un plan. Lorsque ces dérivées sont paralléles & ce méme plan -— plan
tautologue — on détermine tres facilement certaines directions qui se
distinguent par des propriétés spéciales et qui sont en rapport étroit
avec les directions particulitres envisagées dans la théorie des
surfaces.

~Passant ensuite a I'étude des dérivées prises dans les différentes
directions del’espace, j’ai montré comment les propric¢tés d'une homo-
graphic établie entre deux gerbes de droites et de plans se rattachent
aux propriétés ¢lémentaires d'un certain ellipsoide qui caractérise
I’homographie. Ce rapprochement ne me semble pas avoir été fait
jusqu’ici.

Aprés avoir examiné succinctement les cas de dégénérescence de
’homographie, j’ai envisagé plus en détail les propriétés d’un champ
vectoriel unitaire, qui est celui qui, au point de vue géométrique, offre
le plus d’intérét. Les propositions concernant un plan tautologue
s’appliquent immédiatement au plan perpendiculaire & un tel ehamp.
On peut considérer les courbes dont les tangentes sont contenues dans
ce plan comme des trajectoires orthogonales d'une congruence de
courbes. Les propriétés de ces trajectoires ont fait 'objet d'unc étude
approfondie de M. Rogers. J’ai montré, aprés lui, comment les for-
mules de Meunier, d’Euler et de Bonnet s’appliquent a ces courbes
sous une forme généralisée, et comment on peut définir la courbure
principale et la torsion principale dans un plan tautologue.

En supposant le champ vectoricl constant dans la direction du
champ, j’ai fait une application de I'étude précédente i la théorie des
congruences de droites, et j’ai déterminé notamment la variation de la
courbure et de la torsion principales le long d’une droite de la
congruence.
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Envisageant ensuite la courbure tangentielle des trajectoires ortho-
gonales d’un champ unitaire quelconque, j'ai établi pour ces courbes
des formules qui peuvent étre considérées comme une généralisation
des formules de Codazzi. J’al évalué enfin les dérivées secondes d’un
vecteur perpendiculaire & une famille de surfaces; & 'aide des pro-
jections orthogonales de ce vecteur, on est conduit & la formule
de Laguerre et & une formule analogue, signalée par Darboux, relative
4 la dérivée de la torsion géodésique. Dans un dernier paragraphe j'ai
exposé comment un certain nombre de propriétés classiques des
courbes tracées sur une surface peuvent étre étendues, avec, parfois,
de légeres modifications, aux trajectoires orthogonales d’un champ
vectoriel quelconque.

I. — Algeébre vectorielle.

Je donue ci-aprés un résumé des éléments du caleul vectoriel dont
il sera fait usage. 4

Un vecteur est une grandeur géométrique formée par la réunion des
trois notions ¢lémentaires : longueur (ou module), direction et sens
linéaire. Une direction (ou une ligne droite) affectée d’un sens sera dite
potntée. Des vecteurs, ou des droites pointées, seront dits directement
paralleles s’ils ont méme direction et méme sens, inversement paratléles
s’ils ont méme direction mais des sens opposés.

Les lettres majuscules A, B, etc. désigneront des vecteurs. Le
nombre réel (positit ou négatif) qui détermine la longueur de A et son
sens par rapport a une direction pointée paralléle & A sera dit la
mesure algebrique de A relative & cette direction.

Le sens de rotation, dans un faisceau de plans, est concordant avec
le sens linéaire de I’axe du faisceau, lorsqu'un observateur, traversé
par Paxe dans le sens des pieds & la téte, voit les plans tourner, dans
leur rotation positive, de droite a gauche. 4

Un plan sur lequel a été fixé un sens de rotation positif sera dit
rolatif.

Un rotateur est une grandeur géométrique formée par laréuniondes
trois notions élémentaires : aire ou mesure (module), orientation et
sens de rotation. Des rotateurs, ou des plans rotatifs, seront dits direc-
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tement paralléles s’ils ont méme orientation et méme sens, inverse-
ment paralléles $’ils ont méme orientation mais des sens opposés.

Les lettres minuscules a, b, etc. désigneront des rotateurs. Le
nombre qui détermine la mesure du rotateur a et son sens par rapport
i une orientation rotative paralléle a a sera dit la mesure algébrique
de a relative a cette orientation.

Soient « et 3 deux plans rotatifs non paralléles, r la droite inter-
section de ces plans. L’angle (o, 3), formé par ces plans, est I'angle
dont il faut faire tourner le plan o dans le faisceau r pour qu’il coin-
cide avec B en orientation et en sens. Cet angle est compris entre
o et . L’angle formé par deux votateurs a et b est égal & I'angle formé
par deux plans rotatifs directement paralléles 2 a et & b respecti-
vement.

Le sens de votation fixé sur un plan p détermine un sens de rota-
tion concordant dans tout faisceau de plans dont I’axe est perpendicu-
laire a p, et par conséquent un sens linéaire concordant sur toute
droite perpendiculaire & g. L’angle formé par une droite pointée et un
plan rotatif sera considéré comme positif ou négatif, selon que la droite
forme un angle aigu ou obtus avec la normale du plan affectée d’un
sens linéaire concordant avec le sens de rotation fixé sur le plan.

L’angle formé par un vecteur A et un rotateur u est égal a I'angle
formé par une droite pointée a et un plan rotatif v directement paral-

leles a A et a u respectivement. Cet angle est compris entre — '; et
+ =+ A sera dit directement perpendiculaire a u quand l'angle (A. u)
, N ™ - . . . 1y
est égal & + -, inversement perpendiculaire 3 u quand cet angle est
2% <

.

égal & —

S|

Si un vecteur A est directement perpendiculaire & un rotateur u de
meéme module que A, je dirai que A est 'orthogonal de u, et u 'ortho-
gonal de A, et j’écrirai

A=u; u==A.

L’opération qui permet de déduire A de u,etréciproquement, sera dite
opération orthogonale.
I’addition des vecteurs (qui s’opére comme ’addition géométrique
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des segments) est commutative et associative. La somme de deux
rotateurs a et b est définie par la formule

a+b=—a-+b.

L’addition des rotateurs suit donc les mémes régles de calcul que
I'addition des vecteurs. L'opération orthogonale est distributive par
rapport a l'addition. n étant un nombre quelconque, on pose, en
outre,

n=—n.

Soient A et B deux vecteurs paralléles a un certain plan . Attribuons
a 7 le sens de la rotation, inférieure a deux angles droits, qui ferait
coincider, en direction et en sens, une droite pointée OA, directement
parallele a A, avec une droite pointée OB, directement paralléle & B.
Tracons dans le plan ¢ un parallélogramme OACB dont deux cotes
adjacents OA et OB aient méme longueur, méme direction et méme
sens que les vecteurs A et Brespectivement. Le produit AB de ces deux
vecteurs est un rotateur u qui a méme orientation et méme sens que
le plan p et dont le module est égal & I’aire du parallélogramme OACB.
On a donc: '
mod u = mod A mod Bsin (A, B).
La multiplication de deux vecteurs est distributive par rapport & Pad-
dition ; cette opération n’est pas commutative. Si I'on change l'ordre
des deux facteurs, le produit change de signe.

Le produit de deux rotateurs a et b est défini par la formule

ab :gl:).

Ce produit est donc un vecteur P paralléle a la direction commune aux
rotateurs a et b. Son module est donné par 'expression

mod P —=mod a mod bsin(a, b).

L’opération orthogonale est distributive parrapport & la multiplication
de deux vecteurs ou de deux rotateurs.

Soient OA, OB, OC trois droites pointées formant un triedre. Le
sens de ce triedre sera considéré comme positif, si la droite OC forme
un angle positif avec le plan rotatif OAB, comme négatit dans le cas
contraire.
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Le produit d’un rotateur u et d’un vecteur A est un nombre £ défini
par I'expression
k= mod umod Asin(u, A).
Fécrirai
k=ul = Au.

SoientA, B, C trois vecteurs quelconques. Le produit ABG représente
le nombre, produit du rotateur AB et du vecteur G. Ce produit est
positif si les trois vecteurs sont directement paralléles aux arétes d’un
triedre de sens positif; il est négatif dans le cas contraire. Enfin le
produit est nul si les trois vecteurs sont coplanaires. Le produit de
trois vecteurs suit les régles exprimées par les formules :

ABC = A(BC) —=BCA — CAB—=—BAC=— ACB —=— CBA.
Le produit abe est défini de la méme maniére :
abc =(ab)c,

et ce produit suit les mémes régles de calcul. L’opération orthogonale
est distributive par rapport a ces produits.

Le produit scalaire de deux vecteurs A et B est le produit de I'un par
Uorthogonale de l'autre. C’est donc un nombre p défini par l'ex-

pression
p = AB = mod A mod Bcos (A, B) = BA.

Si A =B, I'angle (A, B) est nul et 'on a

AA — mod?A.
On convient d’écrire
AA = A2
Le produit scalaire ¢ de deux rotateurs est défini de la méme
maniere :
g =abh =ba = mod a mod bcos(a, b)
et 'on pose :

aa —a’— mod®a.

S’il s’agit de produits de plus de trois veeteurs, il est nécessaire de
préciser comment les facteurs doivent étre groupés. Ainsi, les produits

ABC.D, AB.CD, A.BCD
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désignent trois vecteurs généralement différents. Laméme observation
sapplique aux produits” formés, par exemple, de deux vecteurs et
d’un rotateur. Ces produits composés suivent certaines régles de calcul
contenues dans les formules ci-apres :

(1) AB.u—Au.B — Bu.A,
(2) u.AB—=—uA.B + uB.A,
uv.A =uA.v—vA.u,
A uv=—Au.v -+ Av.u.

Sil’'on développe le produit AB.CD d’abord selon la formule (1),
ensuite sclon le formule (2), on trouve les deux expressions

AB.CD — ACD.B — BCD .A,
AB.CD —=— ABC.D + ABD.C.

I en résulte que quatre vecteurs quelconques A, B, G, D sont liés par
la relation
—BCD.A + CDA.B— DAB.C + ABC.D =o.

Si les vecteurs A, B, G ne sont ni nuls ni coplanaires, on peut donc
exprimer le vecteur D, quel qu’il soit, sous la forme
DBC DCA DAB

ABC BCA ¢

" On appelle systéme réciprogue du systeme A, B, C le systéeme des
trois vecteurs A,, B, G, définis comme suit:
BC | CA AB

Aoi_—_m’ B = Coz—m-

°~ ABC’
A l'aide de ce systéme, on peut exprimer le vecteur D sous l'une ou
Pautre des formes :

(3) D—AD.A, +BD.B, + CD.C,.

Le seul systéme réciproque a lui-méme est un systéme de trois
vecteurs-unité paralléles chacun a 'une des arétes d’un triédre trirec-
tangle. Si le triédre a le sens positif, on désigne souvent ces vecteurs-
unitépar les symboles 1, J, K.
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U, V, W étant trois vecteurs-unité directement paralleles aux arétes
d’un triedre trirectangle de sens positif, et L, Ly, Ly étant trois vec-
teurs quelconques satisfaisant aux relations

L\'W fand L\\»V; Lw ﬁ:I Ll;W; L[V = L\'—ﬁ.
on déduit de ce qui précéde les formules suivantes :

S LU LyW.LyV+ Ly V.LyU.L:W + Ly W.L,V.L, U
(4) " — (L U. Ly V. Ly W+ LyW.Ly U. LV + Ly V. LW . L,U)
? =z Ly Ly Lw;
3) ; LyV.LyW + L“-EI—V.LL;I_I +LyU.LiV— (LyV.I4 W + Ly W. Ly U
+LyU.L;V) = VWL + WULy + UVLy.

II. — Fonctions de point.

Soit  un nombre, fonction de point dans une certaine région de
Pespace et possédant en tous les points de cette région des dérivées
continues et finies. Ce nombre définit une famille de surfaces de niveau,
et la dérivée de o a, en tout point P, sa plus grande valeur (positive)
dans la dlI‘CCthH (].L la normale & la surface de niveau, cette normale
étant comptée comme positive dans le sens qui correspond a4 un
accroissement de ¢. Soit Nle vecteur-unité directement paralléle i

cette normale. Je désigne par -6—;' la dérivée de o dans la direction
pointée de N, le symbole ¢ indiquant une dlfferenllatlon dans une
certaine direction.

La dérivée de o dans la direction V d’un vecteur-unité Vquelconque
est alors donnée par l’expression

Q2

(1) i{ cos (v, N)_ O¢ Vﬁ.

Qs

Le gradient du nombre ¢ est un vecteur G directement parallele a N et

[eP] ’D
G

dont le module est égal a ~

Qv

09

G= 3N

Ce vecteur est, en général, une fonction de point ne dépendant que du
E. 2



nombre ¢. On le désigne par le symbole

G="V¥o,

V étant Popérateur Hamiltonien d’un usage courant dans le calcul
vectoriel. On définit généralement ce symbole par la relation

J J J
v—=1-2 = =
I +J()}'+K()z

dx ’
les points de I'espace étant rapportés & un systéme de coordonnées
rectangulaires. A 'aide de ce symbole, la relation (1) peut s’écrire

do =
5V ?

Il peut étre utile d’exprimer I'opérateur V a 'aide d’un systéeme de
coordonnées obliques. On y parvient comme suit : Soit R un vecteur
de méme mesure, direction et sens que le segment OP reliant’origine
des coordonnées O & un point variable P. R est le rayon vecteur du
point P. Si les coordonnées sont rectangulaires, le vecteur R s’exprime
comme suit :

R=2zI+yJ+ zK.
Il est clair, d’aprés ce qui précéde, que, A étant un vecteur quel-
conque, le symbole A‘Wg désigne la dérivée de ¢ dans la direction A
de A, multipliée par mod A :

Qs
-G

mod A.

=AVy.

Q2!
P

On exprime la méme quantité sous la forme (AV)g, le symbole AV
désignant une différentiation dans la direction pointée de A, suivie
d’une multiplication par mod A.

Supposons maintenant le rayon vecteur R défini & 'aide de trois
vecteurs de référence quelconques, non coplanaires, A, B, G :

(2) R —=¢A + B+ ZC.

Le nombre ¢ peut étre considéré comme fonction des trois variables
indépendantes &, v, {. Soient alors P, et P, deux points, R, et R, leurs
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rayons vecteurs définis par les expressions

R1:E1A+ ‘th -+ CIG)
RgZEgA_'—'nlB"{_{lc-

Supposons &, > &, et désignons par ¢, et ¢, les valeurs de ¢ aux points
P, et P,. Le vecteur P du segment P, P, est donné par ’expression
P=R,— PH:(E_,e—EJ)A-

On a done
mod P = (&, — £;) mod A.

L’accroissement moyen de ¢ par unité de longueur dans la direction
du vecteur A est égal &

Q2 — O I
&— & modA
. L., O . .
Il en résulte que la dérivée % s’exprime comme suit :
dp T (_)2
5A — modA 0%’

ce qui donne
% =mod A % =A¥s.

0t oA
On trouve de méme
Jo < do
L = — =GV
o BVo 5 CVo

D’aprés la formule (3, § I), le gradient de ¢ peut étre exprimé sous
la forme suivante : .
'Vo=AVy.A,+ BVy.B,+ CV0.C,,

ou bien, en vertu des relations précédentes,

do

d¢

— L 9%9g
V?_—JEAQ. %Bo—l—aico.
L’opérateur V prend donc la forme
.0 9 0
(3) V-A°d_§+B°51—;+c°d_c'

Il y a4 encore intérét & exprimer V & P'aide des dérivées prises dans
trois directions. Soit done 0, P, @ un systéeme de trois vecteurs-unité,
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non coplanaires, fixes ou variables. Désignons par 0,, P;, Q,le systéme
réciproque du premier. Nous trouvons alors l’expression suivante :
5= = = o
v?zov?'oo_‘—Pv?‘PO—i—QV:Q-QOT': 0'\() PD '\[) Qﬂa_(;)"
Si, en particulier, le systéeme 0, P, @ est véciproque & lui-meéme, le
symbole ¥ prend évidemment la forme
0

0
4 V=0 +Px5 + Q="
) 050 5P QoQ

Ce méme symbole permet d’exprimer la dérivée (prise dans une
certaine direction) d’un vecteur, fonction de point. Soit V un vecteur
fonction de point. Sa dérivée dans la direction U d’un vecteur-unité U

est donnée par I'expression
=(UV)V.

| oz
&l

Supposons le vecteur V défini comme suit :
V=, I+ ¢, 7+ ¢ K.
La divergence de V est donnée habituellement sous la forme

o vy Do, de:
V=~ "

En employant 'opérateur ¥, on écrit
divV =YV =7V.
Si les points de V'espace sont définis par un ravon vecteur donné
sous la forme (2) et le vecteur V par expression
V=pA+4gB-+rQ
il suffit d’appliquer expression (3) de V pour voir que

ap ()q or
divV = VV = 9% Ralretie ot
Enfin, la formule (4) permet encore d’écrire

=0V =3
divV = O —t—PO—P Q

Qs
<

G;
(v
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Dans le cas ou le vecteur V est le gradient d’'un nombre o, la diver-
gence de V peut s’écrire comme suit :

divV =V V =V.Vo=(VV)o =V2g.

Si ¢ est défini 4 'aide de coordonnées rectangulaires, cette expression
prend la forme
: o | % | P

divV =¥y —= 9= + o

Le curl d’un vecteur V est défini habituellement comme suit :

W =T=1(% 9 g (%= _ 9% %y _ 9P,
cle_VV_I(dy 05>—rJ<dz e +K(dx W)

Si I'on applique la formule (4), 'expression du curl prend la forme

oV oV oV
curIV_O% + P(BT’ -+ Qmw

En ce qui concerne les régles de calcul applicables & 'opérateur V,
il suffit de remarquer que cet opérateur peut étre traité comme un

vecteur ordinaire sous les réserves sulvantes :

1° En raison des opérations différentielles symbolisées par V, il
n’est pas permis de changer, dans un produit, 'ordre des facteurs
relativement a V, du moins en ce qui concerne les facteurs variables
sur lesquels doivent porter les opérations de différentiation.

2° 8i V s’applique & une fonction de plusieurs grandeurs variables,
on peut subdiviser I'opération symbolisée par ¥V en une somme de plu-
sieurs autres opérations dans chacune desquelles V ne s’applique qu’a
ane seule des grandeurs variables. Je désignerai par V, ou V,,, un

opérateur ne s’appliquant qu’au nombre o ou au vecteur A (ainsi
qu’aux fonctions de ces grandeurs).

IIT. — Dérivées d'ordre supérieur.

Afin de développer quelques formules relatives aux dérivées du
second ordre d’'un nombre ou d’un vecteur, fonctions de points, jenvi-
sage d’abord un nombre g et deux vecteurs-unité Uet V. Ces grandeurs
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sont supposées continues et ayant des dérivées continues et finies en
tous les points de la région. Il est clair, par exemple, que la

ok
dérivée —, qui est fonction de ¢ et de U, est aussi une fonction de

o 8 (oo
TSV — av \3U

la dérivée de dans la direction V. Ce nombre differe, en général,

6o 9 (99,
oVaoU — oU\dV

(rivap 00 X DI} o
La dérivée Stsv peut s’exprimer comme suit :

point. Je de51gne par

du nombre

0 _ v¥[(U¥
sty = VY L(UV)e].

Le symbole VV doit étre appliqué aussi bien au vecteur U qu’au
nombre o. On peut donc écrire

020

=V [(UV) o] + V¥, [(UF)0o]

UV
ou bien
d2¢ U
(1) 3U;V f))(Uv(?))“""(o\'v)

Le premier terme du second membre représente deux différentiations
faites successivement dans les deux directions U et V supposées cons-
tantes. Je désigne ce terme par guy. Le second terme représente la

dérivée de o, prise dans la direction du vecteur 63’ multipliée par le

module de ce dernier vectcur. On a ainsi la relation

e ., oU =
30V — fuv <W.v>""
En changeant I'ordre des différentiations, on obtient de méme
‘) o + ‘\v
av 6U o 6U ¢

Il est évident que, dans le terme ¢uy, Pordre des différentiations est
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indifférent, puisque les directions U et V sont considérées comme
constantes. On a, par conséquent,

S P9 (UFN,  (VF)e= (U V¥
500V~ aveU — (avv>‘? <8U V)e= <av 50) V9
Ainsi, les deux dérivées secondes qui figurent au premier membre

, . oU oV . . .
sont égales si le vecteur v — s est nul ou bien s'il est perpendicu-

Vo0
laire 4 Vo, ¢’est-a-dire paralléle au plan tangent a la surface de niveau,
ce qui n’est pas le cas en général.

Posons maintenant dans la formule (1)

V=10,
ce qui donne

[+24

: e 50 <
U?; =(U¥) (U¥p)) 0 + <6U V)‘P-

Oy

A l'aide de la notation

(U?(;)) (UF(?)‘)‘? =(UV)%,
on peut donc écrire

2

Qs

Vo.

(7]
& &

Le premicer terme du second membre désigne une différentiation,
répétée deux fois, dans la direction U supposée constante. Quant au

. . o0 Y .
sccond terme, il s’annule si sy est nul (c’est-a-dire si U est constant

dans sa direction) ou bien si ce vecteur est paralléle au plan tangent

; .U . Lo
a la surface de niveau. La dérivée = est toujours perpendiculaire au

oU
vecteur unité U, ce qui nous permet de remarquer, en passant,
olJ . \ . \
que 55 est certainement paralléle au plan tangent, si U est égal au

vecteur N, directement paralléle & la normale & la surface de niveau.
On a donc toujours

Des observations analogues s’appliquent aux dérivées d’un vec-
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teur S, fonction de point. On peut écrire

528 o N oU = U <
(2) (%O—V = Vv [(U¥)8] = (V¥4) (TV.4)S + <WV>S:SW"I‘ (EVV>S‘

On a de méme

Mais
Stv= S8y,
et par conséquent

58 28 [/0U  aV\g
(3) auav—m-[(a_v“m>vjs-

Dans le cas ol le vecteur S n’a de dérivée nulle dans aucune direc-
tion, le second membre de cette relation ne peut s’annuler que si

Dans le cas contraire, ledit membre s’annule encore si le veeteur L est
parall¢le a une direction d’invariabilité de S.
En posant
V=1,
on déduit de la relation (2)

028

y v v v )2 U <
) S = UT [(U9)s] = (v¥)s+ (57 7).

Soient 0, P, Q trois vecteurs-unité¢ directement paralléles aux avétes
d’un triedre trirectangle de sens positif. Formons la somme

7Z=(0V)’S + (Pv)’s + (QV)*s.
On peut écrirve cette sommme comme suit :
Z=[0(0V)V+P(PV)V+Q(QV)¥]s,
ou hien B B _
Z={[0(0F)+P(P¥)-+Q(Q¥)|¥ S8

et, d’apres la formule [(3), § 1],

(3) (0%)*s + (P¥)’S + (QF)*S = (YV)8 = ¥:5.



47 —

Le symbole V28 représente ainsi (comme pour les nombres) la
somme de trois dérivées de la forme (OV)*S prises dans trois direc-
tions trirectangles, chacune de ces dérivées étant obtenue par deux

différentiations successives dans la méme direction supposée cons-
tante.

IV. — Application a la théorie des courbes gauches.

Pour les applications a la théorie des courbes gauches, jeme servirai
des notations adoptées par M. Burali-Forti dans son Ouvrage /ntroduc-
tion a la Géométrie diflérentielle suivant la methode de H. Grassmann.
Je désignerai ainsi par T, N, B trois vecteurs-unité paralléles respecti-
vement a la tangente, 4 la normale principale et 2 la binormale d’une
courbe et ayant chacun le méme sens que la droite correspondante.
Pour abréger, j'appellerai ces vecteurs le tangent, le normal principal
et le binormal de la courbe. Les rayons de courbure et de torsion seront
désignés par p et 7 respectivement, 'arc de la courbe par s.

On sait que la vitesse instantanée du triédre principal relatif & une
courbe se compose d’unc vitesse de translation dans le sens de la tan-
gente (vitesse dont la mesure peut étre prise pour unité), d'une vitesse

de rotation autour de la binormale ( la mesure de cette vitesse estalors

, N . . . .
égale 4 5) et d’une vitesse de rotation autour de la tangente <cette Vi-

I
tesse a pour mesure —- —_)-

A coté de ce triedre principal, je vais considérer un triedre secon-
daire dont la premiére aréte coincide avec la normale principale, la
troisieme avec la droite rectifiante, la seconde aréte étant perpendicu-
laire aux deux autres. Ce triédre secondaire ayant également le sens
positif, il suffit de fixer le sens dela droite rectifiante pour que les trois
axes soient parfaitement définis. Je fixe le sens sur la droite rectifiante
de telle sorte que cette droite forme un angle aigu avec la binormale
positive. Quant i la seconde aréte du triedre secondaire, elle se trouve
dans le plan rectifiant; le plan rectifiant — et, par conséquent, I'un et
Pautre triedre — a une rotation nulle autour de cette droite, qui est

perpendiculaire & la droite rectifiante, axe instantané de rotation dudit
E. 3



— 18 —
plan. Jappellerai donc cette droite la droite irrotationnelle de la
courbe.

Je désigne par E etF deux vecteurs-unité directement paralleles 4 la
droite irrotationnelle et 4 la droite rectifiante respectivement. Soit 0
P’angle formé par la droite rectifiante et la tangente. Cet angle, compté
a partir de la droite rectifiante dans le sens positif du plan rectifiant,
est compris entre o et =. On a alors les relations suivantes qui per-
mettent de passer d’un triedre a 'autre :

E=--Tsinf+ Bcosb, T=-—Esinf+ Fcosb,
F—= Tcosf+ Bsinb, B—= Ecosf -+ Fsinf.

. e 1 . - o, . .
Je désigne enfin [par ; le nombre, toujours positif, qui mesure la

courbure totale de la courbe :

I_I+
R

Q|
wl =

L’angle 0 satisfait aux relations

. R R
sméz—o—a cosf=— —, tang § = —

oI

Il est aisé de voir que la vitesse instantanée du triédre secondaire se
compose d’une vitesse de translation égale a celle du triédre principal,

. . 1 . .
d’une vitesse de rotation de la mesure R autour de la droite rectifiante

, . . db
et d’'une vitesse de rotation de la mesure — 7 autour de la normale

principale. Sil'on pose, pour plus de symétrie,

db 1

ds — T’
on en conclut, d’aprés la méthode exposée par Darboux, que les vec-
teurs qui caractérisent le triedre secondaire satisfont aux relations

dN 1 . dB_ 1 I o dF 1
% —RY G ®RVTTH G TT

ds - R T E.

Comme on le voit, ces formules sont entiérement analogues aux for-
mules de Frenet.
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Par la considération du tricdre secondaire, onréalise une simplifica-
tion notable dans beaucoup de problémes relatifs aux courbes gauches.
Ainsi, la plupart des courbes qu’on étudie habituellement dans lears
rapports avec une courbe donnée — développées et développantes,
lieu des centres des spheres osculatrices, aréte de rebroussement de la
surface rectifiante, lignes géodésiques de la surface rectifiante, de la
surface polaire, etc., — présentent cette particularité qu’un de leurs
triédres reste constamment paralléle & un des deux triedres relatifs &
la courbe donnée. Le parallélisme de deux axes de rotation permet de
conclure a I’égalité des vitesses de rotation correspondantes; on déduit
ainsi immédiatement deux ou plusieurs relations entre les courbures
des deux courbes envisagées.

- Je me propose de montrer par quelques exemples les avantages de
cette méthode. En'employant les notations ci-dessus mentionnées, je
désignerai par des indices ce qui se rapporte 2 I'une ou a l'autre des
courbes envisagées. 1l y a lieu de remarquer que, sil’on choisit comme
unité la vitesse de translation du triédre principal-d’une courbe C,, la
vitesse de translation relative 4 une seconde courbe C, aura pour

ds, .o . . . .
mesure —-> et les différentes vitesses de rotation relatives a lacourbe C,
1

se trouveront multipliées par ce méme facteur.
Comme premier exemple, je vais traiter le probléme classiquerésolu
_par Bertrand : Déterminer une courbe G, dont la normale principale
soit en méme temps la normale principale d’une seconde courbe C,.
Soient P, et P, les deux points qui décrivent les courbes C, et C;, R, et
R, les rayons vecteurs de ces points rapportés a une origine arbitraire.
On a alors la relation

(1) R,=R,+ QNU

le nombre a désignant la longueur du segment P, P,, mesurée dans le
sens de la normale principale de C,. En différentiant cette relation par
rapport a 'arc s, de la courbe C,, on trouve

N

() T‘)a'h,_d_aN‘_,_T1 (,-ﬁ>_nlﬂ.

*ds, T ds 01 T

T, doit étre perpendiculaire a Ni, ce qui exige que le nombre a soit
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constant. T,, T, et B, sont alors coplanaires et I’on peut écrive.
(3) T;—=B,cos o + T,;sin o,

en désignant par ¢ I'angle (B,, T,). »

Pour que la normale principale de C, eoincide avec celle de C,, il
faut et il suffit que la dérivée de T, soit parallele & N,, ou bien, d’apres
la relation (3), que I’angle v soit constant. Cette condition est équiva-
lente a la sutvante : le rapport entre les coefficients des vecteurs T, et
B, figurant dans la relation (2) doit étre constant. On trouve ainsi
comme condition la relation linéaire bien connue entre la courbure et
torsion de la courbe C,.

Pour déterminer les relations qui existent entre les éléments des
courbes C, et C,, on peut procéder comme suit. La coincidence des
normales principales entraine le parallélisme des deux plans recti-
fiants, d’ou I’on conclut au parallélisme des axes instantanés de rota-
tion de ces plans, c’est-a-dire des droites rectifiantes des deux courbes.
Ces deux droites ont nécessairement le méme sens, puisque la vitesse
de rotation autour de chacune d’elles est positive. On a donc la rela-
tion

(%) F.=F,.

En désignant par e P'unité positive ou négative selon que les nor-
males principales de C, et de C, ont méme sens ou des sens opposés,
on a, en outre,

(5) N2: 3N1
ct, de ces deux relations, on déduit
(6) E,—¢E,.

Soit par une diftférentiation des formules (4) et (5), soit en remar-
quant que les vitesses de rvotation autour des axes paralléles sont
égales, on dédutt les deux formules

db, — ¢ dfy,
_ dsy, ds,
(/‘) R2 -— —R—l °

Le nombre « étant constant, le résultat de la différentiation de I'équa-



tion (1) peut encore s’éerire sous la forme
ds, a
*ds, R

En multipliant successivement les termes de cette relation par <E, et
par(F—2 et en tenant compte des relations (4) et (6), on déduit

ds, a
—esinf, — —=—sin ¥ 5
€sin Y, s, 1+ th
50, %2 — cos g
cos % ds, "
Si, en vertu de (7), on remplace dans ces relations L par R
’ 7 » Ol p d dSl p Rx’ '()Il

peul écrire le systéme suivant, qui est symétrique par rapport aux
deux courbes et qui contient toutes les relations qui relient leurs dif-
férents éléments :

(_lﬁ _ds,
s R R
(8) db, —edb,,

) R, cos 6,—= R, cos 5,
Rysin 9, —eRysin 8, = a.

De ces relations on pourrait d’ailleurs déduire la condition a laquelle
doivent satisfaire les éléments de C, en éliminant les quantités R,, 0,

ds,

(=2,
€ ds, .

On peut remarquer que les quatre équations (8) ont une significa-
tion géométrique trés simple, qui permettrait de les établir a priory,
sans calcul, comme condition du probléme. En passant des éléments
R et aux éléments o et 7, on trouve, en effet,

Cette quantité est égale, on le sait, a la distance entre le point P, et le
point central de la normale principale. De méme

v
PiTh

.

2
4

R,cos8b,=— 5
o i +T

-
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Changée de signe, cette expression est égale au parametre de distribu-
tion de la surface des normales principales.

La premiére des équations (8) exprime que les vitesses de rotation
autour des droites rectifiantes des courbes C, et C, sont égales, ou
encore que I'angle élémentaire formé par deux normales principales,
infiniment voisines, de Cest égal au méme angle relatif 4 C,. Laseconde
équation indique que les vitesses de rotation autour de la normale
principale commune soiit égales, ou encore que I'angle formé par les
deux tangentes de C, et de C, reste constant tout le long des courbes. La
troisiéme exprime que le parametre de distribution de la surface des
normales principales est le méme, qu’il soit évalué a l'aide des élé-
ments de 'une ou de 'autre courbe. Enfin, la quatriéme équation
indique que la différence algébrique entre les distances de chacun des
points P, et P, au point central de la normale principale est constante
et égale & la longueur du segment P, P,.

La seconde des relations (8) peut s’écrire

(9) Ho— 0, + %,

« désignant I'angle constant formé par les tangentes.

Du systeme (8) on déduirait trés aisément toutes les formules clas-
siques de la théorie des courbes de Bertrand. Je me borne & en signaler
une que je crois nouvelle. Si des deux derniéres équations (8), jointes
al'équation (9), on élimine les angles 6, et 6,, on trouve

R? + R —2 R;R,cos x = a2,

De cette formule on peut déduire une construction géométrique tres
simple du rayon de courbure totale Ry, les quantités R,, » et a étant
supposées connues.

La méthode exposée ci-dessus permettrait de résoudre aisément le
probléme suivant : Trouver une courbe C, telle que les axes centraux
de C, soient les normales principales d’une seconde courbe C,. On peut
remarquer que I’axe central coincide avec la droite de plus courte dis-
tance entre deux normales principales infiniment voisines et que, réci-
~ proquement, la normale principale est ladroite de plus courte distance
entre deux axes centraux infiniment voisins. Il en résulte que la nor-
male principale-de la courbe C, est aussi axe central de C,. Le para-
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métre de distribution de la surface des axes centraux d’une courbe

‘gauche peut étre exprimé sous la forme

d (Rsin §)
ALl

Il stuffit alors de remarquer que, I'axe central étant paralléle i la droite
rectifiante, la vitesse de rotation autour de la normale principale de
chacune des courbes est égale 4 la vitesse de rotation autour de la droite
rectifiante de I'autre. En exprimant cette égalité et en évaluant, a aide
des ¢léments de I'une et de 'autre courbe, le parametre de distribution
de la surface des axes centraux et celui de la surface des normales
principales, on trouve le systéme suivant dans lequel ¢, et ¢, désignent
'unité positive ou négative :

R,

= —¢di; N(%:—SQdeg’

ZZ% (Rg sin 62): _— R1 cos 9“

d—el(lhsmﬁl):—-ﬁgcosoi.

En éliminant les ¢léments de 'une des courbes, on trouve notam-
ment que la courbe cherchée doit satisfaire & la condition suivante :

i
W:(c—-fcos@ds)cot(x—e Cﬁ>,

c et x désignant deux constantes d’intégration (*).

Je vais étudier maintenant le probléme suivant : le point de
rechroussement du plan de la courbure totale peut-il se trouver sur la
droite irrotationnelle ?

On sait que le plan de la courbure totale est perpendiculaire & la
droite rectifiante; il contient donc la normale principale et la droite
irrotationnelle. Sa droite caractéristique (qui est 'axe instantané de
rotation de ce plan) est paralléele & la normale principale, la rotation
autour de la droite irrotationnelle étant nulle. Il s’agit donc de

(1) 11 serait aisé de démontrer que cette condition nécessaire est aussi suffisante. Je
laisse de coté cette démonstration, le probléme présentant bien peu d’intérét.
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trouver, sur la droite irrotationnelle, un point décrivant une courbe
dont la tangente soit parallele & la normale principale de la courbe
donnée.

Lesrayon vecteur d’un point situé sur la droite irrotationnelle, & la
distance z du point P,, est défini par 'expression

R2:R1+5E1.

On en déduit, par une différentiation,

dsy, dsz -3
(IO) TZ:{'S:-——TI_F‘T?IEl—-R—l'

db,

N1-—-3—d—5‘1

F,.

Les points situés sur la droite caractéristique du plan de la courbure
totale ont leurs tangentes paralléles a ce plan. Le point d’intersection
de cette droite caractéristique et de la droite irrotationnelle est donc
défini par la condition

Tngli o.
En multipliant par F, les termes de I'équation (10), on déduit ainsi

db
(11) o.—_cose‘——sdT:,

ce qui donne pour la distance = la valeur
(r2) =T, cos¥,.

Si le tangent T, est paralléle au normal principal N, on doit avoir, en
outre,

Tgﬁ—,—_— 0.
Multipliant les termes de ’équation (10) par E,, on déduit

0= —sind, + =—.
v ds,

La condition cherchée peut donc s’éerire sous la forme
) d
sinf,— — (T S
= (Tycosdy)
ou bien

e s
Ty sinf, = ZI(Q_ (Tycosb,),
1
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soit encore
JT
2T, sinf, = c0s 9, —L:
1 1 1 d@,’
on en déduit, par une intégration,

I
;F— = a 005391,
1

ct, par une seconde intégration, on trouve finalement

T .
taugh, = — — = as, + b,

-
e

a et b désignant des constantes.
Silon tient compte des relations (11) et (12), I’équation (10) prend
la forme
ds, s T T
T, = = — = Ny= - cosf, =+ N,= = N,.
2 dS‘, Rq 1 IH| 1 T i
Il résulte de cette relation que T, et N, ont méme sens ou des sens
opposés selon que z est négatif ou positif. En désignant par ¢ I'unité
positive ou négative, on peut écrire
ds,

(13) T=:N, 3

—.
Ty

Le tangent T, étant paralléle au normal principal N,, le plan normal
de C, est parallele au plan rectifiant de C, et coincide donc avec ce
plan. La droite rectifiante de C, coincide ainsi avec la droite polaire
de C,, la courbe C, est le lieu des centres de courbure de (., et Ia
droite irrotationnelle de C, est en mé¢me temps normale principale
de C,.

Le triédre principal de C; étant parallele au triedre secondaire
de C,, légalité des vitesses de rotation autour des axes paralléles
permet d’écrire -

ds, _ ds, ds

- ——_— 2 = db,.
02 R, ’ T2 !

En vertu de la formule (13), ces relations peuvent s’écrire

I T, — db, I

R,
o= — Ty=—eT co8f,== — = — -
.-). < 1 1 1 ) T 1 ds, -rl

D)=

—_—
e
EiN
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ou bien

pr=—

Wir@r =3 = e
a Ty Ta ds, [t+ (as,+ b)*]?

Comme dernier exemple, je vais déterminer les conditions auxquelles
doivent satisfaire les éléments d’une courbe C, pour que la ligne de
striction de la surface engendrée par les normales principales de C,
soit en méme temps une ligne asymptotique de cette surface.

On sait que le plan tangent & la surface des normales principales au
point central P, de la 'génératrice est le plan central de la courbe,
lequel est perpendiculaire a la droite irrotationnelle. La tangente de
" la courbe C,, ligne de striction de la surface envisagée, est donc per-
pendiculaire a la droite irrotationnelle de C,; C, est une ligne asympto-
tique si sa normale principale est contenue dans le plan tangent a la
surface, c’est-a-dire si cette normale principale est perpendiculaire
elle aussi & la droite irrotationnelle de C,.

En désignant pour le moment par ¢ la distance entre le point P, et
le point P,, nous pouvons écrire comme suit le rayon vecteur de P,

R2: Bq -+ qN{.)

Une différentiation nous donne

ds, d
Tg-t%;:T,—k &9 N1—|——E,

¢t une seconde différentiation
d’s, ds, o d’(/ 2 dg g dR,
T e <ds1> N““‘(o )N‘ (1{1 ds,  R? 'E)E’
q
R1<R1 N+ r F, >

Si nous remarquons que les vecteurs T,, N, et F, sont tous les trois
perpendiculaires a E,, nous trouvons, en multipliant les termes de

cette derniére équation par E,,

d.
32> NQE,._ 2 dyg q dR,

(5, Ry ds; R “ds,

La normale principale de C, est perpendiculaire a la droite irrotation-
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nelle de C,, si le second membre de cette équation est nul. En inté-
grant 'équation différentielle ainsi formée et en désignant par a* une
constante d’intégration (nécessairement positive), nous trouvons

¢*= a*R,.

La condition nécessaire et suffisante pour que la ligne de striction de
la surface des normales principales soit en méme temps une ligne
asymptotique sur cette surface est donc que la distance entre le
point P, et le point central de la normale principale soit proportion-
nelle & la racine carrée du rayon de courbure totale de la courbe.

En substituant a ¢ sa valeur R, sinf,, on trouve que cette condition
peut encore s’exprimer sous la forme suivante :

R;sin?8, = a2,

et, si I'on passe aux éléments p et 7, on déduit

4
A :<;>‘.
T ap

On peut comparer cette équation a I’équation caractéristique, donnée
par Mannheim, des courbes dont la normale principale est la binor-
male d'une seconde courbe. Ces deux équations ne different que par
Pexposant du second membre de I’équation (14), lequel, dans le cas
des courbes de Mannheim, est égal & I'unité. '

Dans le cas qui nous occupe, la ligne de striction jouit d’une pro-
priété curieuse. On sait, en effet, que la droite caractéristique du plan
central passe par le point central de la normale principale et par le
point de rebroussement de la droite rectifiante. Ce plan central coin-
cide, dans notre cas, avec le plan osculateur de la courbe C,. Sa droite
caractéristique est donc la tangente de la courbe C, et le point P, est,
par conséquent, le point de rebroussement de ladite droite caractéris-
tique. Si 'on appelle courbe rectifiante d’une courbe C quelconque
’aréte de rebroussement sur la surface rectifiante de C, on voit,
d’autre part, que le plan central de la courbe C est en méme temps le
plan rectifiant de la courbe rectifiante ¢’ de C, et I’aréte de rebrousse-
ment de la surface, enveloppe des plans centraux, est donc la courbe
rectifiante de C’. Il s’ensuit que, dans le cas étudié, la ligne de stric-

(14)

2l =
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tion G, de la surface des normales principales de C, est aussi la

courbe rectifiante de C’, courbe rectifiante elle-méme de la courbe
donnée C,.

V. — Application a la théorie des surfaces réglées.

I est facile de développer la théorie des surfaces réglées a l'aide
des méthodes du calcul vectoriel. Je vais me borner a déduire cer-
taines propositions élémentaires dont je ferai ensuite quelques appli-
cations.

Soient P un point variable et R son rayon %ecteur. Si R est fonction
de deux variables indépendantes « et ¢, le point P décrit une surface

lorsque u et v varient. Le plan tangent a cette surface est paralléle au
‘rotateur ZR 5, Gect rappelé, je désigne par P un rayon vecteur fonc-

tion d’une seule variable. Quand P varie, le point P décrit une cer-
taine courbe C dans 'espace. Je suppose qu’en chaque point de cette

courbe se trouve défini un vecteur unité Q. Envisageons un point L
défini par le rayon vecteur

L=P+ 0,

¢t désignant un nombre variable. Admettons pour plus de simplicité
que P et Q@ soient fonctions de I'arc s de la directrice C. Lorsque s et ¢

varient, le point L décrit une surface rocrlce Le plan tangent & cette
surface est pmallele au rotateur

_ 0L JL _ dQ\ ,

La condition pour que ce rotateur ait une orientation constante tout
le long d’'une génératrice de la surface est qu’il reste parallele a sa
dérivée par rapport a ¢, ¢’est-a-dire que
Ju
= o,

-
relation qui peut s’écrire

. (TQ—10QQ").00'=TQ.Q0'=o
ou bien :

(2) TQQ' —o.
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Si cette condition est satisfaite, la surface est développable. La rela-
tion (2) exprime que @ est nul (@ est alors constant et la surface est
cylindrique) ou bien que ce vecteur est coplanaire a T et Q.

Q' est perpendiculaire & @ (qui est un vecteur-unité). Dans le cas
particulier ot la directrice est une trajectoire orthogonale des généra-
trices, Q est perpendiculaire, en chaque point, au tangent T, et la sur-
face est développable si @ est parallele 4 T. Ainsi, des normales
menées par les différents points d’une courbe C engendrent une
surface développable, si la dérivée du vecteur-unité paralléle & la
normale est paralléle a la tangente de la courbe C.

Soient Q, et @, deux vecteurs-unité perpendiculaires tous les deux
au tangent T et paralléles chacun aux génératrices d’une surface
développable. Les dérivées de Q, et de Q, sont donc paralléles a T
et perpendiculaires 4 la fois & @, et a @,. On a, par conséquent, les
relations

0,Q:=0, Q0Q,=o:
d’ott 'on déduit par une addition

3) 0,0+ 0.0, = 2 (0. T)=o.
Il en résulte que

(4) 0,0Q,=cos(Q,, 0.)= const.,

relation qui contient la proposition bien connue : Les génératrices de
deux surfaces développables, se rencontrant le long d’une trajectoire
orthogonale commune, forment entre elles un angle constant. Réci-
proquement, de la relation (4) on déduit la relation (3), et si 'un des
termes de son premier membre est nul, 'autre 'est aussi. Si, par
exemple, @,Q, est nul, il en résulte que @, est perpendiculaire i la
fois 4 @, et & Q,, et paralléle par conséquent & T. La surface dont les
génératrices sont paralleéles & Q, engendrent donc une surface déve-
loppable.

Dans le cas d’une surface développable, on peut déterminer comme
suit le point de rebroussement de la génératrice. Il suffit de choisir
pour le nombre z une fonction de s telle que la tangente de la courbe
décrite par le point ainsi défini coincide avec la génératrice. Cette



tangente est paralléle au vecteur '

dL , . dt
a‘;-——T-}-tQ—F—C‘z;Q,

lequel est coplanaire aux vecteurs T et @, le nombre TQQ’ étant nul
par hypothése. En désignant par « et $ deux nombres convenables,
on peut donc écrire

T+ ¢Q' + %é Q=aT+3Q.
Si I’on multiplie par @' les termes de cette relation, on déduit
TQ + t(Q)=aTq
et I'on aura « = o, & condition de déterminer ¢ par la formule
_ T
Q"

Supposons maintenant que la surface soit gauche. La relation (1)
peut s’écrire

t—

u= z<% TQ—QQ’).

Il en résulte que le plan asymptotique, tangent & la surface au
point ¢ = oo, est paralléle au rotateur .QQ’. Le plan central, perpendi-

culaire au plan asymptotique, est donc paralléle au rotateur @ et
perpendiculaire au vecteur @',

Le point central, qui est le point de contact du plan central avec la
surface, peut étre déterminé comme suit. La valeur ¢, correspondant
au point central doit satisfaire a la relation

(5) TQ —¢,00' = —pQ’,

p-désignant un nombre convenable. En multipliant les termes de cette
relation d’abord par @, ensuite par T, on trouve

__ToQ __ 10
Py YTy

La courbe directrice C est donc ligne de striction sur la surface, si la
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derivée @ est perpendiculaire au tangent T tout le long de la courbe.
(’est ce qui résulte encore de la remarque, faite plus haut, que le plan
central est perpendiculaire au vecteur @',
Supposons que la directrice soit la ligne de striction. Le plan tan-
gent au point central est caractérisé, d’aprés (5), par le rotateur

u,=—pQ'.
A une distance £ quelconque du point central le plan tangent est
caractérisé par le rotateur
u=u,—/0Q'=~ (pQ'+£0Q").

Le vectéur u,u définit e sens dans lequel tourne le plan tangent a la
surface quand on avance sur la génératrice. La valeur de ce vecteur
s’obtient comme suit :

o = uy(w— £0Q) = kp @ QQ' = £p(Q)Q.
On a, d’autre part, ,»
| WU == ui + hpQ'QQ =p*(Q )

On voit que le sens de rotation du plan tangent autour de la géné-
~ ratrice concorde avec-le sens linéaire défini par £ Q, si le nombre p est
positif. Ces sens sont, au contraire, discordants, si p est négatif.
Désignons par I I'angle (u,, u). On a

wuQ &

tangy —

wu o
Le nombre p est donc égal au paramétre de distribution de Ja surface.
A Paide des formules qui précédent on peut démontrer trés simple-
ment les. propositions suivantes concernant deux surfaces réglées qui
se rencontrent le long de leur ligne de striction commune : Si les
paramétres de distribution ont méme valeur sur les génératrices qui
se rencontrent, celles-ci se coupent sous un angle constant. Si les
génératrices se rencontrent sous un angle constant, les deux surfaces
ont méme paramétre de distribution, & condition qu’elles ne soient
pas tangentes Pune & P’autre le long de leur courbe commune.
Soient Q, et @, deux vecteurs-unité caractérisant les génératrices
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des surfaces. On a alors la formule
d n Y o n'
%(Ql Qz) =00+ Qin .

Si la courbe commune est ligne de striction sur les deux blllfd(,cb,
on a, d’autre part, d’apres ())

' ____‘L—“ o I =
Qi‘— plTQly Qg—— [)ET 9
el, par conséquent,
b 10
20w Q== T — T80 = (5 — 5 | TQ..

Done, si p,=p,, I'angle (@, Qg) est constant. Si cet angle est constant
sans que les vecteurs T, Q,, @, soient coplanaires, on en déduit que
Py = pg.

Comme application, je me propose de déterminer, sur une surface
réglée, les lignes conjuguées des trajectoires orthogonales des géné-
ratrices. Le plan tangent & la surface le long dune de ces lignes
conjuguées a, en (,haque point, une caractéristique parallele a la tra-
jectoire orthogonale des génératrices et perpendiculaire par consc-
quent & la génératrice elle-méme. Je suppose la surface rapportée a la
ligne de striction comme directrice. Dans ces conditions, le plan tan-
gent & la surface en un point quelconque est paralléle au rotateur

u=-—(pQ'+QQ).

Il s’agit de déterminer ¢ en fonction de s de facon que la caractc-
ristique du plan tangent soit perpendiculaire & Q. Cette caractéristique

\ dll T , .
est paralléle au vecteur u—-- Nous déduisons

du — 6][] 0’ hi dt ! /'\
= =— <Z§Q +p @+ 200+ ¢QQ )
ct, par conséquent,

,dll__ v dt e
u—s =p*Q' Q"+ p(0)0Q

+ptQ'Q".0 —t‘j—f(Q')ﬁu +pQQ.Q'—ptQ'Y.Q + 20Q'0".Q.
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La condition pour que ce vecteur soit perpendiculaire 2 @ s’exprime
donc comme suit : _

dt dp

2 o bt Na_ gl

(6) rQQ'Q"+ p (@) —

(Q)+£QQ'Q"=o.

L’intégrale de cette équation différentielle donnera la famille de
courbes cherchée. Divisons les termes de I’équation (6) par p2(Q’)* et
posons _

. QQIQI/ . @

Q) ~ds

Cette équation peut alors s’écrire

di +t‘” d i —0
as\' ?)+Fs<p -

‘et nous trouvons son intégrale générale sous la forme
t =ptang(k—2),

k désignant une constante d’intégration. En remplacant A par sa
valeur, on obtient

rn"
(7) t:ptang(k— %%—,%—-ds>-

Je vais démontrer quelques propositions concernant ces courbes
que j'appellerai pour abréger les courbes I. La formule (7) fait voir
que I'angle formé par les plans tangents & la surface en les points ou
une méme génératrice rencontre deux courbes I quelconques reste
constant tout le long de ces courbes. On en conclut, en particulier,
que, si un point P, décrit une courbe I, le point P,, conjugué de P,,
par rapport au point central de la génératrice, décrit une seconde
courbe I, le plan tangent en P, étant perpendiculaire au plan tangent
en P,.

En second lieu, on peut remarquer que la courbure moyenne de la
surface s’annule aux points ou une courbe I coupe la génératrice sous
un angle droit. En effet, en un tel point, la direction perpendiculaire
4 la génératrice rectiligne est conjuguée a elle-méme; elle est donc
une direction asymptotique de la surface. La seconde direction asymp-
totique — celle de la génératrice rectiligne — est perpendiculaire a la
premiére, ce qui prouve que les deux rayons de courbure principaux

E. : 5
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sont égaux et de signes contraires. La courbure moyenne est donc
nulle. Chaque fois qu’une ligne tracée sur une surface réglée possede
deux des propriétés suivantes : étre une trajectoire orthogonale des
génératrices, une ligne asymptotique, une ligne I, elle posséde donc
la troisitme, et la surface est formée des normales principales de cette
ligne.

Si le nombre QQ’Q” est nul tout le long de la directrice, on en con-
clut que le vecteur Q est constamment paralléle & un plan fixe, et la
surface est par conséquent a plan directeur. L'expression (7) prend
alors la forme

=ptangk.

On en conclut : la ligne de striction d’une surface réglée est une
courbe I, si la surface est & plan directeur.

On déduit, en outre, que chaque ligne I conserve une distance fixe
de la ligne de striction, si la surface est & plan directeur et & para-
métre de distribution constant.

Je ferai encore la remarque suivante : Une surface réglée peut étre
considérée comme engendrée par les droites irrotationnelles d’une
courbe tracée sur elle, si parmi les lignes I il en existe une qui
soit en méme temps une ligne géodésique de la surface. En effet, le
plan tangent & la surface le long d’une ligne géodésique se confond
avec le plan rectifiant de cette ligne; la droite caractéristique du plan
tangent est la droite rectifiante de la ligne géodésique. Si cette
droite rectifiante est perpendiculaire aux génératrices rectilignes,
celles-ci coincident donc avec les droites irrotationnclles de la ligne
géodésique. On voit ainsi qu'une surface réglée quelconque ne peut
pas étre considérée comme une surface de droites irrotationnelles,
car, en geénéral, aucune des courbes I définies plus haut n’est en
méme temps une ligne géodésique de la surface.

On peut aisément généraliser Uexpression () en I’étendant au cas
ol la surface se trouve rapportée & une directrice quelconque. Dési-
gnons a cet effet par s Parc de la ligne de striction, par ¢ 'arc de la
directrice. On a alors les relations

o d_dd . dQ
ds — do ds’ dg?

wo=oe R (E) = () (%)



— 35 —

et, par conséquent,
: 0 dQ a4*Q

= 000 = do_do* ds

@)y “ T Ty
do
Si P'on désigne par ¢ la distance d’an point de la directrice au point
central de la génératrice, on trouve ainsi 'expression
dQ d:Q
do do*
t=q + k— —_—
q + plang FORE do
do
Cette expression prend une forme particulierement simple, s’il
s’agit de la surface des normales principales d’une courbe C. On a,
~dans ce cas,

g =Rsing; p=— Rcosb; Q=N; dQ—iE; <dQ>~:_I_-

ds T R do R
a2 1 dR I 1
P2l tel Rl TR
On en déduit que
4Q 4°Q
do d—ai_ L |
dQ\* T RTCRET T Ao
\ do
et les courbes I se trouvent ainsi définies par 'expression
. sin &
RGN o ) —
(8) ¢t =R sind — R cosftang (4 + 9) cosk N Sk
[o]

La directrice, qui est une ligne asymptotique et une trajectoire.

orthogonale, estaussi uneligne I; elle correspond alavaleur zéro de la
™
constante £. Pour £ = - on trouve
t—=p.

Ainsi, le lieu des centres de courbure de la courbe C est une ligne 1
sur la surface des normales principales. C’est ce qui résulte d’ailleurs
de la remarque que le centre de courbure est le conjugué du point
correspondant de la directrice.



— 36 —

S’il existe une ligne I dont tous les points sont & une distance fixe
de la directrice, cette ligne est nécessairement une trajectoire ortho-
gonale des génératrices. Elle est donc aussi une ligne asymptotique,
¢'est-d-dire les normales principales de la directrice sont en méme
temps les normales principales d’une seconde courbe, et la directrice
est unc courbe de Bertrand. C’est ce qui résulte d’ailleurs de la forme
de I'expression (8), la fraction figurant au dernier membre ne pou-
vant ¢tre une constante que si les éléments de la directrice satisfont a
I’équation caractéristique des courbes de Bertrand.

La ligne de striction est en méme temps une ligne I, si la surface
des normales principales est 2 plan directeur, c’est-d-dire si la
directrice est une hélice.

Un calcul analogue permet de déterminer les courbes I tracées sur
la surface des droites irrotationnelles d'une courbe donnée. On trouve

cosk

coshk + sink
T R

t = cosb

On remarquera I'analogie entre cette expression et la formule (8),
les éléments p et © étant remplacés par les éléments R et T. La direc-

: N s
trice correspond & la valeur '5 de la constante £. A la valeur £ =o
correspond une courbe définie par la coordonnée

t="Tcos?.

D’aprés une remarque faite au paragraphe IV le point ainsi défini se
trouve a lintersection de la droite irrotationnelle et de la droite
caractéristique du plan de la courbure totale. I est le conjugué du
point correspondant de la directrice.

Pour déterminer dans quelles conditions la ligne de striction est
une ligne I, il suffit de remarquer que le nombre QQ'Q” peut se mettre
sous la forme V

gr= 1 4 (TN
00'Q"= 1 ds(l()

Ce nombre est donc nul : 1° s1
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¢’est-a-dire st la directrice est une hélice; 2° s1
d (TN _
ds \R)

' d9
(9) R 7= const.

ou bhien

En remarquant que le triedre principal d’une courbe C, est paralléle
au triedre secondaire d’une développée C, de C, et que les vitesses de
rotation autour des axes paralléles sont égales, on peut écrire

R=g =g
01 Ty
- Il en résulte que ‘
dez_ 4]
R.z—tm_.de?‘-

L'équation (g) caractérise donc les développées des hélices. En
résumé, la ligne de striction de la surface des droites irrotationnelles
d’une courbe C est une ligne I sur cette surface, si la courbe C est une
hélice ou la développée d’une hélice.

VI, — Dérivées d'un vecteur dans les différentes directions
d'un plan.

Afin d’étudier la géomeétrie différentielle d’un champ vectoriel, je
vais examiner les dérivées d’un vecteur, fonction de point, prises dans
les différentes directions de l’espace. Soit L un vecteur, fonction de
point continue, défini dans une certaine région de ’espace et possé-
dant en chaque point de cette région des dérivées continues et finies
dans toutes les directions. En un point déterminé P la dérivée de L
prise dans la direction d’un vecteur unité U peut étre considérée comme
fonction de ce vecteur U. Posons

Q2

Qr
& &

:U’V—.L:L[.

On sait que Ly est une fonction vectorielle linéaire de U, ¢’est-a-dire
que la correspondance entre ces vecteurs est une homographie. Sil’on
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considére deux gerbes de droites ayant pour sommets les points A,
et A, respectivement et que I’on fasse correspondre a chaque droite «,
de A, dont la direction U est prise comme direction de différentiation,
la droite u, de A, parallele 4 la dérivée Ly, on établit une homographie
entre les deux gerbes. A des droites «,, ¢,, w,, contenues dans un
méme plan passant par A,, correspondent des droites u,, ¢,, w,, conte-
nues dans un plan passant par A,. A chaque plan de la gerbe A, cor-
respond ainsi un plan de la gerbe A,.

En raison de I'importance que présente, au point de vue des appli-
cations géométriques, la correspondance entre des vecteurs-unité
coplanaires et les dérivées de L prises dans les directions de ces vec-
teurs, je vais examiner pour commencer cette correspondance, qui est
equivalente a la relation entre deux faisceaux de droites homo-
graphiques.

Soient U et V deux vecteurs-unité paralleles 4 un certain plan =, Ly
et Ly les dérivées correspondantes, lesquelles sont paralleles & un cer-
tain plan_«'. Tout autre vecteur unité § du plan « peut étre exprimé
sous la forme

(1) : 8§ =5,U0+s,V

s, et s, étant des nombres convenablement déterminés. La dérivée Ly
prise dans la direction de S est alors donnée par I’expression

(2) L,=S8V.L=5,UV.L+ s VV.L=s,L;+ s,Ly.

Ls est paralléle au plan o'. En outre, si L était paralléle Ly il en serait
deméme de toutes les dérivées prises dans les différentes directions du
plan . L’homographie serait degeneree, et il existerait un certain
vecteur T du plan « donnant naissance & une dérivée Ly nulle. Je sup-
poserai par la suite que ’homographie est propre, c’est-a-dire que les
dérivées prises dans deux directions différentes ne sont pas paralleles.

Pour représenter les différentes dérivées prises dans les directions
du plan «, on peut procéder comme suit. Menons a partir du point P
un segment PP, dont le vecteur égale L. Lorsque le vecteur S tournc
dans le plan «, le segment PP, varie en direction et en longueur et son
extrémité P, décrit une courbe que j’appellerai indicatrice des dérivées

de L relative au plan «.
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N résulte de Ia formule (2) que cette courbe est une ellipse tracée
dans le plan o’ et ayant le point P comme centre. Si I'on choisit ce
point comme origine d’un systéeme d’axes de coordonnées obliques
(=, y) paralléles a L, et a Ly respectivement,-les coordonnées du
point Ps par rapport & ces axes sont données par les expressions

. x——-suln; y:Sulu

l, et [, désignant les modules des vecteurs L, et L,. Portant dans la
relation (1) les valeurs de s, et de s, déduites de ces formules et éle-
vant au carré les deux membres de la relation ainsi obtenue, on trouve
I'équation de I'indicatrice

x? 4 2ZY wrm
i -+ p -+ l“lvUVm;.

|

e

Si, en particulier, U est perpendiculaire 4 V, cette équation prend |
forme .
@ 7,

E

()
P

Rro
T

Les axes de coordonnées sont dans ce cas des diamétres conjugués
de lellipse. Réciproquement, si les dérivées de L prises dans deux
directions U et V sont paralléles a deux diamétres conjugués de I'indi-
catrice, les directions de différentiation sont rectangulaires.

Il existe, en particulier, deux directions rectangulaires O et P telles
que les dérivées prises dans ces directions sont paralléles aux direc-
tions O" et P" des axes principaux de 'indicatrice. Je dirai que O et P
sont les directions principales de différentiation du plan o, O’ et P’ les
directions principales dérivees. _

Sil’on connait les dérivées L, et Ly prises dans deux directions rec-
tangulaires U et V, la longueur / de chacun des demi-axes principaux
de P'indicatrice se trouve déterminée par I'équation

b — lz(L% -+ Le') -+ (L[}Lv)2 —= 0.

L’angle @ que la direction principale de différentiation forme avec U
est donné par I'expression
2L Ly

tang oo = c5—ss ¢
82 = -1
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La valeur de o est indéterminée dans le seul cas ou L, et Ly ont méme
module et des directions rectangulaires. Il est clair que, dans ce cas,
toutes les dérivées prises dans les différentes directions du plan o ont
méme module. L’indicatrice des dérivées est un cercle.

Envisageons deux faisceaux homographiques A, et A, ayant leur
sommet commun au point P et situés I'un dans un plan «, 'autre dans
un plan «'. L’homographie est définie a I'aide de trois droites u,, ¢,, w,
du faisceau A, auxquelles correspondent les trois droites u,, v,, w, du
faisceau A,. Désignons par U,, V,, W,; U,, V,, W, six vecteurs-unité
paralléles respectivement 2 ces six directions. Choisissons deux vec-
teurs L, et Ly, paralleles a V, et A W, respectivement

Ly=pVy; Ly =¢W,,

p et g étant des nombres a déterminer.
Le vecteur U, étant coplanaire 4 V, et W,, il existe deux nombres ¢

et w tels que
U1 = vVi -+ WWi-
Posons, en outre,
Ly=poV, + gwW,.

Les trois vecteurs U,, V,, W, étant coplanaires, il existe trois
nombres n,, n,, n, (définis & un facteur pres) tels que

nUs=n,V, + n, W,.

Le vecteur L, est donc paralléle &4 U, si les nombres p et ¢ sont déter-
minés par les relations

Il en résulte que toute homographie établie entre deux faisceaux A,
ct A, définit dans le plan o’ de A, une ellipse E, (dont les axes sont
déterminés & un facteur de proportionnalité preés). Elle définit donc,
de méme, une ellipse E, tracée dans le plan « de A, et si I'on effectue
les mémes calculs que ci-dessus, on voit que les axes principaux de E,
ont des longueurs inversement proportionnelles a celles des axes
de E,. Si aux directions f, et g, du faisceau A, correspondent les

~directions f, et g, du faisceau A,, les diametres de 'ellipse E, paral-
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leles & /. et & g, respectivement sont inversement proportionnels
aux diameétres de l'ellipse E,, paralléles & f, et 4 g, respecti-
vement.

Les dérivées du vecteur L prises dans deux directions rectangulaires
du faisceau A, sont paralléles i deux diamétres conjugués de E,. 1l est
clair que, si deux dérivées de L sont perpendiculaires 'une a 'antre,
les directions de différentiation sont paralléles & deux diamétres con-
jugués de Dellipse E,. Si & deux directions de différentiation rectangu-
laires O et P corrrespondent deux dérivées perpendiculaires I'une &
Pautre, les directions O et P sont les directions principales de
différentiation, paralléles aux axes principaux de E,, et les dérivées
prises dans ces directions sont paralléles aux axes principaux
de I3,, c’est-a-dire leurs directions sont les directions principales
dérivées.

Envisageons le cas oit I'homographie serait une égalité. 1l faut alors
qu’a deux directions rectangulaires quelconques de A, correspondent
deux directions rectangulaires de A,, ce qui n’est possible que si
I'indicatrice des dérivées est un cercle. Le cercle K,, tracé dansle plan
du faisceau A,, correspond alors & un cercle K, tracé dans le plan
de A,. ‘

Réciproquement, si les ellipses’ E, et E, sont des cercles, 'homo-
graphie établie entre les faisceaux A, et A, est une égalité.

VII. — Dérivées d'un vecteur dans un plan tautologue.

Si aux difféventes directions d’un plan o correspondent des dérivées
du vecteur L paralléles & ce méme plan, le plan ¢ est dit tautologue.
Les deux faisceaux A, et A, envisagés au paragraphe VI sont alors
confondus. Soient 0 et P deux vecteurs-unité paralléles aux directions
principales de différentiation. Désignons par L, et L, les dérivées de L
prises dans les directions pointées de O et de P. Fixons sur le plan o
un sens de rotation tel que le rotateur OP ait le sens positif, et dési-
gnons par o I'angle, compris entre o et «, dont il faut faire tourner le
vecteur 0, dans le sens positif du plan, pour qu’il devienne paralléle

E. ' 6
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(directement ou inversement) au vecteur L,. On peut donc écrire

{ Li=4( Ocoso+ Psing),

) {
() | Ly=10,(—0sino + Pcoso),

les nombres /, et [, étant positifs ou négatifs. Ces nombres ont méme
signe ou des signes contraires, selon que le votateur L L, a le sens
positif ou le sens négatif, ¢’est-a-dire selon que I’homographie est
directe ou inverse.

On sait qu'une homographie (nonidentique) établie dans un faisceaun
de droites comporte deux éléments doubles, lesquels peuvent étre soit
réels et distincts, soit réels et confondus, soit tous les deux imagi-
naires. Un élément double correspond ici a une direction de différen-
tiation S telle que la dérivée de L prise dans cette direction est paral-
lele & S. Une telle direction est dite zautologue. Pour déterminer les
directions tautologues du plan p, choisissons un vecteur-unité S défini
par 'expression

S =cos20 + sinaP.

S est paralléle & une direction tautologue, sil’on a la relation

%’ =cosalL; + sinaL,=0¢8§,

Qo) Q2

2

, . 1 , ., oL ;
o désignant la mesure alg.ebrlque de la dérivée 55 bar rapport a la
direction pointée de S.

La condition pour que I'angle o caractérise une direction tautologue
peut donc s’écrire

(2) . cosaly+ sinaly =g (cosa0 + sinaP).

En multipliant les termes de cette équation par 0 et P successivement,
et en tenant compte des relations (1), nous trouvons

(.cosa(l cosg—o)—sina.lysino=o,
2 cosa.lysino +sina(f, coso -— o) =o.

(3)

On en déduit que le nombre ¢ et angle « sont déterminés par les



équations suivantes :

(4) ot — g coso(l -+ ly) + LiL,=o,

ly
coto + 4+ = o.

ly

L— 1,

(3) tang?a — langa ]
2

Ces équations ont toutes les deux, soit deux racines réelles dis-
tinctes, soit une racine double, soit deux racines imaginaires, selon

que le nombre
(1, — L) cot*o — 41,1,

est positif, nul ou négatif. Dans le cas ou /, et /, ont des signes con-
traires (c’est-a-dire si 'homographie est inverse), les directions tauto-
logues sont toujours réelles.

En désignant par «, et «, les deux racines de I'équation (5), on
déduit ‘

L—1, A
tang (o, =+ oy) = coto : { 1— — )| ==— colo,
[2 ! lZ '
soit
7r oy oy, O T T
(6) oy = 0 A — + LT —— =L+ k=,
' 2 2 2 4 2

£ ¢lant égal & o ou & 1. Les bissectrices (toujours réelles) des deux
directions tautologues forment donc des angles de 45° avec les bissec-
trices des angles formés par chacune des directions principales de
différentiation et par la direction principale dérivée correspondante.

Langle «, formé par les deux directions tautologues est donné par
Pexpression

tang o, =— tang#, — taugon . vl — ) covro — 4, b
70T T tang oy tang o, L+

En particulier, ’homographie est parabolique (les éléments doubles
confondus) si

21 L,
-+ 2.
coly == L—1,

La seule direction tautologue (qui est a considérer comme deux direc-
tions tautologues confondues) forme avec O I'angle « défini par

I'expression
IR
tanga==+4¢/ 2.
< | 12



On en déduit que

-
tang(o — o)== e

_N

et, par conséquent,

o ==

W |-Q
SR

R
-+ k—=>
4
formule qui résulte encore de (6) si on y pose

L.e nombre o a la valeur

Pour que I'équation (2) soit satisfaite par plusde deux valeurs de =,
il faut qu’on ait a la fois ’
L,=00, L,—¢P.

Ces équations indiquent que L, est parallele 4 0, L, A P et que L, et L,
ont méme module. L’indicatrice des dérivées est alors un cercle et
I'homographie est une identité.

Considéronsle cas ou 'indicatrice serait un cercle et désignons par S
un vecteur-unité quelconque, par T un vecteur-unité déduit de S par
une rotation de go® dans le sens positif. Les dérivées Lg et L, prises
dans les directions de ces vecteurs ont méme module /, ce qui permet
d’écrire

Ls={(S cosy + Tsind), Lr={(Scosy + Tsiny).

Pour que le module d’une dérivée prise dans une autre direction
quelconque du plan soit égal a /, il faut que Ly soit perpendiculaire
a L,. Les angles { et y doivent ainsi satisfairc & Uune ou i l'autre des
conditions
Y Y= =, y———-l'J:—-E°

‘ * 2
Dans le premier cas, 'homographie est directe : elle est une égalite.
Il n’y a aucune direction tautologue réelle, & moins que I’é¢galité ne
soit une identité, c’est-a-dire que toutes les directions du plan ne
soient tautologues.

Dans le second cas, ’homographie est inverse : elle est une symétrie.
L’équation (5), dans laquelle /, et /, ont alors méme valeur absolue,
mais des signes contraires, fait voir que les deux directions tauto-
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logues sont rectangulaires (le produit des deux racines de tanga étant
erfal 4 —1). Nous convenons, dans ce cas, de considérer ces dlrectlons
tl\utolooues comme les directions principales de différentiation. Ce
qui precede permet de conclure :

Si dans un plan p il.y a plus de deux directions tautologues, toutes
les directions du plan sont tautologues. S’il y a seulement deux direc-
tions tautologues, ces directions sont rectangulaires dans le seul cas
ou elles coincident avec les directions principales de différentiation.

La condition nécessaire et suffisante pour que, dans un plan tauto-
logue g, il existe deux directions tautologues rectangulaires est que le
curl du vecteur L soit nul ou parallele au plan p. En effet, choisissons
un systéme trirectangle composé des deux directions de différentiation
principales O et P et d’une troisiéme direction U perpendiculaire au
plan 5. Le curl du vecteur L peut alors étre exprimé comme suit :

) oL oL
(7) curlL:Ua—gﬂ-Om +P'o’$'
U étant perpendiculaire a g, le premier terme du second membre
désigne un vecteur qui est nul ou paralléle a o. Si le plan ¢ contient
deux directions tautologues rectangulaires (paralléles, d’apres ce qui
précede, 2 O ct & P), chacun des deux derniers termes est nul. La
condition énoncée est donc nécessaire. Supposons maintenant que
curl L soit paralléle a . 11 en résulte que la somme des deux derniers
termes de I'équation (7) représente un vecteur nul ou paralléle a p.
Or, le plan étant tautologue, chacun des termes de cette somme cst

nul ou perpendiculaire & p. Leur somme est donc nécessairement
nulle,

(8) O_O — 'GL:O.
Sil'on pose
%:’:210+51P, gpp:a.zO—}—ﬁzP,
on déduit de I’équation (8)
(9) o= {3y,

N

, . dL L
D’autre part, 50 e;t;mt pelpendlculalre Aspo ona

‘ 2 J—
oo+ Bi3,7= 0
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ou bien, en vertu de la relation (g),

3i1(ay -+ 32) = o.

Si
31:: %, =0,
. , oL T oL ,
il en résulte que 55 est paraliéle 2 0, 55 & P. O et P sont donc deux

directions tautologues et rectangulaires. Si

o)+ [62 0.
oL
3P
méme module ct que 'homographie est inverse. Elle est donc une
symoétrie, et nous avons déja va qu’il existe alors deux directions
tautologues rectangulaires. La proposition est ainsi démontrée.

Dans le cas envisagé, on peut déduire des formules plus simples
relatives a I'indicatrice des dérivées. Je vais examiner ce cas, qui pré-
sente un intérét particulier pour les applications a la théorie des
surfaces. Soient U et V deux vecteurs-unité quelconques du plan p.
Les dérivées L et Ly, prises dans les directions de ces vecteurs, satis-
font & la velation

(lO) VEU: UE\
En ellet,

. . . oL
cette relation, jointe a (9), montre que les deux vecteurs 3505 ¢t 5p ont

VL, =V.UV.L =UV.V.L+ U.VV.L.
Mais

UV.V.L=UVVL —=UVcurlL = o.
Done

VL, =U.VV.L - UL,.

Supposons d’abord que les directions U et V soient rectangulaires.
Un vecteur-unité S quelconque du plan peut s’exprimer sous la forme

(1) S=UcosT + Vsin3J.
La dérivée L, satisfait aux deux relations
(12) Sfu == Urb, ST..\ == VIN.

En remarquant que les directions des axes principaux de Pindicatrice
sont des directions tautologues, on voil que S est paralléle & un axe



principal, si 'on a
| P

o désignant la mesure algébrique de Lg, égale, en valeur absolue, a la
longueur du demi-axe principal correspondant. En substituant cette
expression de Lq dans les relations (12), on trouve

SL, = 5sUS, SLy = "V§,
ou bien, en vertu de (11),

(13)

{ ULy cosT -+ VLgsin® =g cos 7.
UL, cos¥ + VLysing = gsinZ.

Eliminant S entre ces deux relations, on trouve que le nombre o est
délerminé par I'équation

(14) o*— o(ULy+ VLy) + ULy. VLy — VL. ULy = o.
Effectuons la transformation
VL[ ﬁL\ =L L, -‘?I—I —l—VL\ ﬁLL

et substituons cette expression dans 'équation (14). Désignons par M
un vecteur unité directement perpendiculaire au plan g, ¢’est-a-dire
au rotateur UV,

On a alors les formules

ﬁLU —_ VMLU = - MVLUq VLVZ MUL\', LU L\ V ﬁ = MLuL\ .
L’équation (14) prend ainsi la forme
g% — O‘(MUL\—- MVL[,) ~+ MLyLy=—o0.

En introduisant un dénominateur MUV, égal & 1, on peut encore
écrire
. MULy — MVL: MLy Ly

(15) 7*—ao WUV —+ MoV >

Il est aisé de voir que les deux coefficients qui représentent la
somme et le produit des racines o, et o, sont des invariants, quels que
soient les veeteurs U et V, rectangulaires ou non. On s’en rend compte



en substituant A Uet a Vdeux vecteurs-unité choisis arbitrairement. Par
analogie avec les expressions employées dans la théorie des surfaces,
je dirai que le coefficient de o représente la courbure moyenne du
champ dans le plan g, et le terme indépendant de s la courbure totale
dlu champ dans ce plan; j’étendrai ces dénominations & un plan tauto-
logue quelconque. Remarquons que la courbure totale est positive ou
négative, selon quc les deux rotateurs UV et L L, ont méme sens ou
des sens opposés, c’est-a-dire selon que I’homographie est directe
ou inverse. Désignant par H et K les deux courbures, on peut écrire
Iéquation (15) sous la forme
s?—sH+ K =o.

Si des équations (13) on élimine le nombre o, on trouve, pour déter-
miner angle J, I'expression suivante :

UL —VLy _ MULy-+ MVL,
2 T’L{ o 2 MUL('

colaS —

Cette expression peut encore s’écrire

2VML|: - MUL\ —_ MVL( _ ﬁLi . ]I
2MUL aMUL;.MUV ~ MUL. 2MUL/

cotay —

Si l'on désigne par n Uangle (U, L), on voit que la premiere fraction
u dernier membre est égale a cotr. On trouve ainsi

H

coteT =cotn — ———-
2MUL1'

Cette expression de S est indépendante du choix du vecteur V (le
nombre H étant un invariant). On voit, en particulier, que si H est nul
les directions principales sont les bissectrices des angles formés par
chacun des vecteurs du plan et par la dérivée prise dans sa direction.
D’ailleurs, dans ce cas, les deux racines o, et 7, sont égales, mais de
signes contraires; I'indicatrice des dérivées est un cercle, la courbure
totale est négative et I’lhomographie est une symétrie.

Dans son Mémoire sur la théorie genérale des lignes tracées sur une
surface quelconque, Ph. Gilbert a défini la flexion d’une surface
suivant une direction. La flexion est égale au module de la dérivée
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du vecteur-unité normal a la surface, dérivée prise dans la direction
envisagée. Etendant cette notion a un champ vectoriel quelconque, on
peut appeler flexion du champ dans une certaine dircction le module
de la dérivée prise dans cette direction.

Par analogie avec une expression employée quelquefois dans la
théorie des surfaces, on peut appeler direction caractéristigue d’un
plan tautologue quelconque une direction dans laquelle le carré de la
flexion du champ est ¢gal & la valeur absoluc de la courbure totale
dans le plan. Pour déterminer les directions caractéristiques, on peut
poser

S =0cosy +Psiny,
d’otl’on déduit que

(16) Ls=L, cosy -+ L,siny

ct que .
L2 = {2 cos?y + [} sin?y.

L’angle v définit une direction caractéristique si 'on a
{3 cos?y + 3sin*y = ¢l Ly,

I'unité ¢ ayant méme signe que la courbure totale dans le plan. Cette
équation peut s’écrire

. el (1 tang?y) =} + L tang?y,
ce qui donne
L

4
5’

LTZ‘

tang?y =¢ tangy ==X
On voit, en particulier, que, s1 dans un plan tautologue les deux

’ p 1 p 8
directious tautologues sont confondues, elles coincident avec 'unc
des directions caractéristiques. D’autre part si, dans un plan a cour-
bure totale négative; les directions principales de différentiation sont

>
les bissectrices des dircctions tautolegues, c’est-a-dire si

tango; + tango, = o,

celles-ci coincident avec les deux directions caractéristiques du plan.
D’apreés la formule (5), ce cas se produit si cotep = o, c’est-a-dire si
chacune des directions principales de différentiation est perpendicu-

~
]
(DR i
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laire & ladirection dérivée correspondante, Les mesures algébriques o,
et 5, sont alors ¢gales, mais de signes contraires.
Evaluons I'angle p. que, dans le cas général, le vecteur L, défini
par (16) forme avec la direction O. On trouve

LsP =/, cosysing ~+ 4, siny coso,
L,0 =/, cosy cos¢ — £, sinysino;
d’ou I'on déduit que

ta

by litang ¢ + L, tangy
"7l — L tango tangy

=
uo

En résolvant cette équation par rapport a tangy, on trouve

(17) lan‘c’7~%t‘<‘“g(}*—?)-
2

Désignons par v 'angle (8, Ly), c’est-a-dire posons

v=p—y=(E—=9)— (7 —9)
On adonc
l,tangy — L tang (y — @)
{+ langy tang (y — 9)'

tangv =
Sila courbure totale dans le plan est positive, tangyet tang(p. — ¢)
. ,. . . . T
ont toujours méme signe. Donc, si y est compris entre o et —, . est

compris entre ¢ et ¢ + 7—; et u est compris entre ¢ — get ¢+ 1: Cher-

chons les maxima et minima de I’angle uv. On les détermine en posant
g

0 _,
dy
ou bien
o _,
ay
soit, d’apres (17),
1 {, 1

cos’y A cos*(p.— o)
ou bicn

2
2 2

13 2 2 2 [;: Y
7= cos?y 14 tang?(p —o)]=cos®y {1 + T L.mg-y) = €08y -~ 7 sin®y.
1 1 1
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soit enfin

(r8) U= 1} cos?y 4 1} sin?y.

Vest I’équation qui détermine les directions caractéristiques dans un
plan a courbure totale positive. C’est donc dans ces directions que la
dérivée atteint sa plus grande ou sa plus petite élongation de la direc-
tion de différentiation. Si la courbure totale dans le plan est négative,
I’équation (18) n’a pas de racine réelle eny; il n’y a donc pas de maxi-
mum ni de minimum de I'angle v, ce qui est d’ailleurs évident,
puisque, la direction de différentiation tournant dans un certain sens
dans le plan, la direction de la dérivée tourne en sens inverse.

Les directions caractéristiques d’un plan & courbure (otale positive
sont definies par les angles

Vi
tangy — ¢ .
2

On en déduit les valeurs correspondantes v, de 'angle v

e(lb— 1) + 2 lange \/ZTz.
e(l— 1) tango + 2V, 1,

En particulier, si v, = o, les directions tautologues coincident.

Je me propose de déterminer maintenant, dans un plan tauto-
logue p, une direction U telle que la dérivée de L prise dans cette
direction soit perpendiculaire 2 U. Soit U un vecteur-unité défini par
lexpression

tango,, =

U=cospB0 +sinBP.
La dérivée de L dans cette direction a la valeur suivante :
Ly=cosfBL; + sinBL,,
ou bien, en vertu des formules (1),
(19) Ly=/{cosB(0cose + Psing) + L,sinB (-— 0sine + Pcoso).
Si Ly est perpendiculaire & U, on peut écrire
(20) Lu=4(—0sinp + P cosB),

¢ étant un nombre égal, en valeur absolue, A modL.
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Des velations (19) et (20), on déduit

cosfB.lcoso —sinB(4sine — d) = o,
cosf3(lsing —d) +sinB./,cos0 =o.

Le nombre J et 'angle 8 sont donc déterminés par les équations sui-
vantes :

(2r1) U — Using (L + b)) + L= o,

(22) lang%—)—tang@l’—}_—l*taugcp—n— j—’:o.

Ces équations ont toutes les deux soit deux racines réelles dis-
tinctes, soit une racine double, soit deux racines imaginaires, selon
que le nombre

(L— L) tang?o — 44,1,
est positif, nul ou négatif.

Les deux directions définies par 'équation (22) seront dites les
directions asymptotigues du plan g. Si ’homographie est inverse, les
directions asymptotiques sont toujours réelles. En désignant par B,
et B, les deux racines de I’¢quation (22), on déduit

L — 1 l
tang (s + Bs) =— _l"l» *tango: <1 — [—‘> =tango,
soit
(23) Biremothny  BEBof T

£ étant égal 2 o ou & 1.

Les bissectrices (toujours réelles) des deux directions asympto-
tiques sont donc en méme temps les bissectrices des angles formés
par chacune des dircctions principales de différentiation et par la
direction principale dérivée correspondante.

L’angle §, formé par les deux directions asymptotiques est donné
par 'expression

tangB, —tangB, | V(L —b)*tango — 444
1+ tang (3, tang B, ~ L+ 1,

tang B, =

En particulier, les dirsctions asymptotiques sont confondues, si

L 2VhG

tapg o —= =
89 L, — 1,
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La seule direction asymptotique forme avec O D’angle {3 défini par
Pexpression

angp =z /%
On en déduit : B
ang (8 — o) == | /7
et par conséquent
p=2+iZ,

formule qui résulte encore de (23) si I'on y pose
B1=P.=B.

La direction asymptotique unique coincide donc avec I'une des direc-
tions caractéristiques du plan. On voit d’ailleurs que, dans ce cas,

L!J:—_.‘— [1[2,

valeur qui définit une direction caractéristique.

D’autre part, si, dans un plan & courbure totale négative, les direc-
tions principales de différentiation sont les bissectrices des directions
asymptotiques, c’est-a-dire si

tangQB; + tang B3, =o,

celles-ci coincident avec les deux directions caractéristiques du plan.
D’aprés la formule (22), ce cas se produit si tango = o, c’est-a-dire
si les directions principales de différentiation coincident avec les
directions principales dérivées correspondantes, autrement dit, si
elles sont tautologues. Les mesures algébriques ¢, et {, sont alors
égales, mais de signes contraires, comme cela résulte de (21).

En se reportant aux formules (5) et (22), on voit que les directions
tautologues et les directions asymptotiques sont toutes imaginaires, si
I’angle o satisfait aux inégalités suivantes :

41,4, 2 ({—b)?
(11—"2)2 >tang <P> 4‘1 lz )

Ces conditions ne sont compatibles que si

ba > (h— b)Y,
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ce qui exige que le rapport entre les nombres /, et /, soit enfermé
entre les limites suivantes :

~

3+2y2> L >3—2y2

En particulier, les deux directions tautelogues sont confoudues
ainsi que les deux directions asymptotiques, si
2 11
tang?o =13 I—:Biz\/;.
2
Je vais encore examiner le cas déja signalé ot les directions princi-
pales de différentiation sont tautologues. On a, dans ce cas,

Li=1040; L,=,P.
Un vecteur S étant exprimé sous la forme
S=0cosy + Psiny,
la dérivée Lg a pour valeur
Ls=/,cosy0 + l;sinyP.

L’angle w que Lg forme avec O est donné par I'expression
L
tangp = —l—tangy,
1

laguelle peut se déduire de (19) sil’ony pose ¢ =o.

Supposons d’abord Z, et [, positifs tous les deux ; tangp a méme
signe que tangy. La direction de la dérivée et la direction de différen-
tiation se trouvent dans le méme quadrant déterminé par les axes
principaux de I'indicatrice, et si y est aigu, . est plus grand ou plus
petit que vy, selon que [, est plus grand ou plus petit que /,. Suppo-
sons, en second lieu, que les. nombres /, et /, aient des signes con-
traires; tangw a donc le signe contraire de tangy; la direction de
différentiation et la dérivée correspondante se trouvent dans deux
quadrants séparés par une direction principale. Soit /,, par exemple,
le nombre négatif. L, est alors directement parallele a 0, tandis que
L, est inversement parallele & P. Lorsque le vecteur S tourne dans
un sens déterminé a partir de la position 0, la dérivée Lg tournc en
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sens inverse. Lg est perpendiculaire & S, si

ltangytangu —=—1,
c’est-a-dire si

(24) tangy::‘:\/——?,

conformément aux résultats obtenus plus haut.
Soient U un vecteur unité quelconque du plan p et M le vecteur-

unité directement perpendiculaire a o. On dit que la direction du vee-
teur ML, (perpendiculaire a L,) est conjuguée de la direction U de U.
Soit V un vecteur unité directement paralléle 3 ML,. V étant perpendi-
culaire & la dérivée Ly, il résulte de la formule (1o) que U est perpen-
diculaire a Ly. La direction U est donc conjuguée a la direction V.
Attribuons un sens a la direction conjuguée de U, le sens du vec-
teur l\_IL_[,, et posons . L
AW =MLy : vU = ML,.
On en déduit

(25) MLU:M:L\ == UV.

Mats
ML, . ML, = M.MLyLy.

En portant cette expression dans la velation (25) et en multipliant les
termes des deux membres par M, on trouve -

. MLuLv:— 7\‘1MUV
ou bien
 MLL,

U} B

)

Si le vecteur V est directement parallele 4 la direction conjuguée
de U (A>0), U est directement parallele & la direction conjuguée
de V(v>o)dans le cas olt la courbure totale est négative. Si cette
courbure est positive, U est inversement paralléle & la direction con-
juguée de V.

La dérivée prise dans une direction asymptotique étant perpendicu-
laire & la direction de différentiation, il en résulte qu'une direction
asymptotique est conjuguée a elle-méme. Les deux directions asymp-
totiques, définies par les deux valeurs (24) de tangy, difféerent cepen-
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dant lorsqu’on tient compte des sens. Supposons toujours /, positif et

envisageons la direction asymptotique pour laquelle y est compris

entre o et 7—: L’angle u.(= 0, Ly) est négatif et plus petit que g en

valeur absolue. 1l en résulte que MLg est directement paralléle a S. Au
contraire, pour la seconde direction asymptotique, y est compris

T T M1 :
entre ; et w, v entre — = et — 5’ et le vecteur ML, est donc inverse-

)

ment paralléle a S. Pour cette direction asymplotique, les deux direc-
tions conjuguées sont confondues, mais par sens opposés.

VIII. — Dérivées d'un vecteur dans les différentes directions
de l'espace.

Je vais examiuer maintenant 'homographie établie entre les diff¢-
rentes directions de 'espace, considérces comme des directions de
différentiation et les directions des dérivées correspondantes. Celte
homographie sera supposée propre : a trois directions de différentia-
tion non coplanaires correspondront trois dérivées non coplanaires,
et la dérivée de L n’est nulle dans aucune direction de I'espace.

Soient alors U; V, W trois vecteurs-unité non coplanaives, L, Ly, Ly
les dérivées prises dans ces directions et T un vecteur-unité défini par
I'expression

T=/MnhU+ L(V+ /LW,

ki, k,, ky désignant trois nombres. La dérivée de L, prise dans la
direction de T, est donnée par la formule

(1 Ly =k Lg + ky Ly + k3L

Menons & partir du point P un segment PP, correspondant & chaque
direction T, lc vecteur de ce segment étant égal a L,. L’ensemble des
extrémités P, de ces segments engendre une surface que j'appellerai
'indicatrice des dérivées de L au point P. Il résulte de la formule (1)
que cette surface est un ellipsoide. Dans son livre, Vectoranalysis,
M. Valentiner a attiré l'attention sur cet ellipsoide. Je vais montrer
plus loin les rapports ¢troits qui existent entre les propriétés de cet
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ellipsoide et la nature de I’homographie établie entre deux gerbes de
droites et de plans.

Supposons, pour plus de simplicité, que les vecteurs U,V,W forment
un systeme (rirectangle. Si 'on choisit le point P comme origine de
trois axes de coordonnees obliques (z, y, z), paralléles & L, L,, Ly,
respectivement, les coordonnées du point P,, par rapport a ces axes,
sont données par les nombres

&= hyly; y =4k, 5 =hily,

l, I, et [, désignant les modules des dérivees L, Ly, L. T étant un
vecteur-unité on a, d’autre part,

K2 A2 k2=,

d’owt 'on déduit I'équation de Uindicatrice sous la forme

»U‘l 2 52
—2+) + = =1,
&G

5T
[ -

(2)

Il est évident que I'indicatrice des dérivées relative & un plan o est
constituee par U'ellipse, intersection entre cet ellipsoide et le plan o
des dérivées prises dans les différentes directions du plan o.

La forme de I’équation (2) fait voir que I'ellipsoide est rapporté &
des axes formés par trois diamétres conjugués de 'indicatrice. Réci-
proquement, on voit sans peine que si les dérivées de L, prises dans
trois directions U, V, W, sont paralléles & trois diametres conjugués
de Vindicatrice, les directions U, V, W forment un systéme trirec-
tangle.

1l existe, en particulier, trois directions trirectangles O, P, Q, telles
que les dérivées prises dans ces directions sont paralléles aux direc-
tions 0, P, Q des axes principaux de Pellipsoide. Les directions
0, P, Q seront dites les directions principales de dyférentiation du
champ, O', P' Q' les directions principales dérivées. A Vaide des trois
dérivées Ly, Ly, Ly, prises dans trois directions trirectangles, on peut
déterminer les cosinus directeurs o, $, v de chacune des directions

I
principales de différentiation. Ces nombres sont définis par le systéme

a(Li — £2) + BLyLy +7L\\il =o,
OCLui;\ -+ 5(1&“‘[?)""71’\]’:\\ =0,
oLy Ly -+ @L\f\\ + (I —£) =o.

=
oo
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Le nombre /représente la longueur du demi-axe principal de Pindi-
catrice correspondant & Ia direction envisagée. Il est déterminé par la
formule bien connue :

6L+ L+ L) + AL I+ I Lo+ T Ly ) — (Lo LyLy ' =o.

Par un raisonnement analogue & celui exposé 4 propos des dérivées
paralléles a un plan, on peut montrer qu’une homographie quelconque
établie entre deux gerbes de droites A, et A, définit (4 un facteur prés)
un ellipsoide H, équivalent a I'indicatrice des dérivées envisagée ci-
dessus, ayant comme centre le sommet de la gerbe A,. Il est évident
que I’on peut construire de méme un ellipsoide H, ayant pour centre
le sommet de la gerbe A,. Les longueurs des axes de H, sont inverse-
ment proportionnelles a celles des axes de H, et la méme proportion-
nalité inverse existe entre tous les diametres qui se correspondent
dans les deux ellipsoides.

Les dérivées du vecteur L prises dans trois directions trirectangles
de A, sont paralléles & trois diamétres conjugués de 1I,. Réciproque-
ment, si les directions de différentiation sont paralléles a trois dia-
métres conjugués de H,, les dérivées forment un systéme trirectangle.
Les trois directions de différentiation et les trois dérivées correspon-
dantes ne peuvent former deux systémes trirectangles que si les pre-
miéres sont paralléles aux axes principaux de H, (directions principales
de différentiation), auquel cas les dérivées sont paralléles aux axes
principaux de H, (directions principales dérivées).

J’ai exposé plus haut certaines relations concernant les directions
faisant partie de deux faisceaux de droites qui se correspondent. Il est
clair que I'’homographie établie dans la gerbe permet de développer
des relations analqgues relatives & deux faisceaux de plans ui se cor-
respondent.

Soit L la dérivée de L, prise dans la direction d’un certain vec-
teur U. A chaque plan passant par un axe u, paralléle a U, correspond
un plan passant par un axe «', paralléle i L. Je vais examiner ’homo-
graphie qui fait correspondre le faisceau «’ au faisceau u. A cet effet,
je choisis deux vecteurs-unité, Vet W, formant avec U un systéme tri-
rectangle. Au plan g,, parallele au rotateur UV, correspond le plan o,
paralléle au rotateur LyL, ; de méme au plan g, parallele 8 UW, cor-
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respond le;plan o, parallele & LyLy. Les trois vecteurs L, Ly, Ly
sont paralléles & trois diamétres conjugués de Vellipsoide H,.

Soit S un vecteur défini par la relation

S =VcosT + Wsin3.
La dérivée Lg peut s’écrire
(3) Ls:‘-LyCOSS‘-—FLw sing.

Au plan g, parallele & US, correspond le plan g, paralléle & LyLg;
L, et Ly sont paralleles & deux diamétres conjugués de ce plan,
puisque S est perpendiculaire a U.

Multiplions par =L, les termes de la relation (3). 1l vient

(4) ﬂLuLs: ﬂLuLvCOS‘i—i—ﬂLuLw sin.

L’ellipse, intersection entre le plan o et I’ellipsoide H,,aune super-
ficie égale 3 t modL, Lg. De méme, les modules des rotateurs L L, et
LyL sont proportionnels aux aires des sections faites par les plans
o, et o,,. D’aprés la formule (4), chaque plan o du faisceau u’ est
ainsi défini quant 4 son orientation et quant 4 la mesure de son inter-
section avec 'ellipsoide par une somme de deux termes dont chacun
exprime la mesure et I'orientation des sections faites par les plans p,
et o, multipliés, 'un par cos%, l'autre par sin$, T étant 'angle que
le plan g, forme avec p,. L’analogie avec 'homographie entre deux
faisceaux de droites ressort ainsi de fagon parfaite. La longueur des
diameétres conjugués de Uellipse se trouve remplacée par la superficic
des scctions des plans conjugués.

On peut en déduire qu’il existe, dans le faisceau «, deux plans
rectangulaires « et B auxquels correspondent deux plans rectangu-
laires de «’. Par analogie avec les formules établies pour les faisceaux
de droites, on conclut que ces deux plans a et f forment, avec g,, des
angles donnés par la formule

2LyLyLyLw

langey = ——5 ———3-
LUL\ - LL'L\\

En particulier, ’homographie ne peut étre une égalité que si tous
les rotateurs LyLg ont méme module, quel que soit le vecteur S, per-
pendiculaire & U.
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IX. — Directions tautologues et plans tautologues.
Champs irrotationnels.

On sait que toute homographie dans une gerbe comporte trois
droites doubles (dont une au moins réelle) et trois plans doubles
(dont un au moins réel). Ces éléments doubles correspondent a ce
que I'on appelle des directions tautologues et des plans tautologues.
Je vais maintenant déterminer ces éléments doubles. Soient 0, P, Q
trois vecteurs-unit¢ paralltles aux directions principales de différen-
tfiation, L,, L,, L, les dérivées de L dans ces directions. Sile vecteur S,
défini par ’expression

S=a0+ 3P +¢0Q,
est paralléle a une direction tautologue, on doit avoir

Ls=oL, + 8L, +yLly=08=0(a0 + 3P -+ 7Q).

En multipliant par 0, P, @ successivement, on trouve les relations :

ol
i

— o,

( (L0 —¢)+ B L,0 +y Ly
(1) v 2 L,P + 3(L,P —5) 4y Ly

o L,Q + B L,Q +'}’<L3—Q— —g)=o.

"ol
I

0,

nombre o ainsi déterminé par I’équation
Le nomb est ¢ déter ar I’équatio

L,0—o, L,0, L;0
(2;‘ Lli, LQF—U, L:;F = 0.
Llﬁ‘, L263 LsG_U 1

L’équation (2) qui, étaut du troisiéme degré en o, a au moins une
racine réelle, fait connaitre le module ¢t Ie sens de la dérivée de L
dans la direction tautologue S. Le systeme (1) détermine ensuite la
direction tautologue correspondant a chacune des racines o. Si le sys-
téme (1) est satisfait par plus de trois séries de valears différentes
de o, B. v, il est satisfait par une infinité de valeurs de ces quantités.
S’il y a plus de trois directions tautologues dans un champ, il y en a
donc une infinité : ¢’est une propriété bien connue de ’homographie.
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Je vais déterminer maintenant I'orientation des plans tautologues
au point P. Soit u un rotateur-unité paralléle a un plan tautologue. Il
peut étre exprimé comme suit :

(3) u=20+ pP +Q,

A, &, v étant les cosinus directeurs de la normale du plan par rapport
aux directions principales de différentiation. Par hypotheése, la dérivée
de L prise dans une direction quelconque paralléle & u est elle-méme
paralléle & u. Je choisis alors trois directions dont les cosinus direc-
teurs ont respectivement les valeurs suivantes :

(o v — 0\ — ., 3 ) 1 — A o
Vimr i)’ Vi yr—pr)’ Vi—y =

Ces directions sont toutes paralléles & u. En ecrivant que la dérivée
de L dans chacune de ces directions est parallele a u, on obtient le sys-
teme de trois ¢quations que voici :

u(v Ly—pLy) =o,
(1) u(? Ly—v L)=o,
u(pL,—2L,) =o.

Multiplions les termes de la seconde des relations (4) par — v, ceux
de Ia troisiéme par g, et additionnons ensuite membre 2 membre.

Il vient
u(p2Ly + v Ly — AL, —vAL;) =o.

[ntroduisons la notation

(5) Ly=2L,+ pL, +vL,

ct remplacons p.* + v* par 1 — A*. Nous trouvons
(6) u(L,— ALy) =o.

Un calcul analogue nous donne

(7) u(L,—pL)=o.
(8) u(L;—vL,) =o.
Posons

G:uL,
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et remplacons dans les produits uL,, uL,, ul, e rotateur u par 'ex-
pression (3). Les équations (6), (7) et (8) peuvent alors s’écrire

) ML,0—g)+p LP +v L, Q =o,
(9) } L,0 + p(L,P—8)+v L,Q =o,
7 L,0 +u L,P +9(L,Q—3&)=o.

La quantité ¢ est ainsi déterminée par I’¢quation

L,0—3&, L,P, L,Q !
(10) L,0, L,P—?, L,Q =o.
L,0, L,P, L0—¢

L’équation (ro0) faisant connaitre trois valeurs de &, dont une au
moins réelle, le systéme (g) détermine ensuite I'orientation des plans
tautologues.

Remarquons que équation (ro) est identique a (2). On a donc

C—=g.

Le vecteur L, défini par (5) est la dérivée de L dans la direction per-
pendiculaire au plan tautologue. & est ¢gal 4 la mesure algébrique de
la projection de L; sur la direction de différentiation. Sil'on fait cor-
respondre & la direction tautologue définie par la valeur o, de o le plan
tautologue défini par la valeur &, égale & ,, on peut donc conclure ce
qui suit :

La projection sur la normale d’un plan tautologue de la dérivée
de L, prise dans la direction de cette normale, a méme mesure algé-
brique que la dérivée de L prise dans la direction tautologue corres-
pondante.

On voit en outre que, s’il y a dans le champ trois directions tauto-
logues rcelles, il y a aussi trois plans tautologues réels; il va de soi
que ces plans contiennent chacun deux des directions tautologues.
Ces conclusions résultent d’ailleurs immédiatement de la considéra-
tion de I’homographie dans la gerbe.

Examinons en quel cas un plan tautologue peut étre perpendicu-
laire & une direction tautologue. Dans le plan tautologue, il existe
deux directions rectangulaires U etV telles que les dérivées prises
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dans ces directions sont également rectangulaires. La direction tauto-
fogue W étant perpendiculaire au plan tautologue, on a ainsi un sys-
teme de directions de différentiation trirectangle donnant naissance
a trois dérivées qui forment également un systeme trirectangle. 1l en
résulte que la direction tautologue W est une direction principale et,
par conséquent, le plan tautologue un plan principal de V'indicatrice
des dérivées.

La condition nécessaire ct suffisante pour qu’il existe au point P
trois directions tautologues formant un systéme trirectangle est que
le curl du vecteur L soit nul en ce point. Si les directions tautologues
sont trirectangles, elles corncident avec les directions principales de
différentiation. On peut exprimer curl L comme suit :

oL oL oL
curl, = 0% +P§FTQE—OL1TPL2+QL3-

Les directions principales de différentiation étant tautologues, chacun
des trois termes du dernier membre de cette relation est nul. La eon-
dition est donc nécessaire. Supposons, réciproquement, que curlL
soit nul. Il existe dans le champ une direction tautologue U. Choisis-
sons comme directions de différentiation la direction U et deux
autres directions quelconques, V et W formant avec U un systéme tri-
rectangle. Nous pouvons alors exprimer curlL sous la forme :

curlL = ULy + VL, + WLy, .

Le premier terme du second membre est nul, U étant une direction
tautologue. Mais curlL est nul. On a done

VLy+ WLy=—o.

En multipliant les termes de cette équation d’abord par W, ensuite
par‘V, on voit que les dérivées L, et Ly sonl coplanaires & Vet W. Le
plan p, perpendiculaire 2 U, est donc un plan tautologue et U est une
direction principale de I'indicatrice. D’autre part, curlL étant nul, il
existe dans le plan tautologue ¢, d’aprés ce qui a été démontré au
paragraphe VII, deux directions tautologues rectangulaires. Cest ce
gui acheve la démonstration.

Un champ vectoriel est dit zrrotationnel lorsque le curl du vecteur L
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est nul en tous les points du champ. L’homographie envisagée est
dans ce cas une dilatation. l.es champs irrotationnels jouissent de pro-
priétés analogues a celles exposées au paragraphe VII a propos des
plans tautologues paralléles 4 curlL. On voit d’abord que la démons-
tration de la formule

VL =ULy

donnée dans ce paragraphe reste valable, U et V représentant ici deux
vecteurs-unité quelconques de 'espace. Cette formule permel de
déterminer, trés simplement, les axes principaux de Uindicatrice des
dérivées. Soient U, V, W trois vecteurs-unité quelconques formant un
systéme trirectangle et S un vecteur-unité défini par I'expression

S=aU~+BV+yW.
Les directions tautologues coincidant avec les directions principales
de I'indicatrice, S est parallele & une de ces directions, si I'on a

Lg: OZL['—l— pL\—*— YL\\ = O’s,

et le raisonnement exposé¢ au début de ce paragraphe permet de déter-
miner ¢ par I’équation

LyU—o, L\'I_J, LwU
Ll v» L\v — g, va — 0.
L' W, LW, LyW —o

En développant ce déterminant et en tenant compte des formules (4)
et (5) du paragraphe I, on trouve

g3 — O‘E(VWI.u -+ WUL\ -+ UVL\\)
~+- g (ULyLy, -+ VLywLy + WL Ly) — L{ LyLw =o,

ou bien, en introduisant un dénominateur UVW égal i 1,

52 VWLu—!— WULV 4 UVL\\

(171) od— TVW
. ULV L\\' -+ VL\\'LU -+ WLrL\ L LL' L\'L\\' —o
LIAAYY LA

Les coefficients qui figurent dans cette équation sont les trois inva-
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riants I, I,, I, de I’homographie, définis par MM. Burali-Forti
et Marco-Longo. Ils gardent la méme valeur, quels que soient les trois
vecteurs U, V, W. On peut donc supprimer la condition d’orthogona-
lité imposée tout d’abord a ces vecteurs.

Par unc extension de la terminologie employée dans la théorie des
surfaces, on peut dire que linvariant I, représente la courbure
moyenne du champ vectoriel. A I'aide du systéeme réciproque de U,
V, W, on peut écrire ce coefficient comme suit :

]l:: TjoL("‘(’"V@L\'—l— W-oL\\.

I, est donc égal a la divergence du vecteur L.

De méme, le coefficient
_ LyLyLy

L="9ww

peut étre pris comme mesure de la courbure totale spatiale du champ.
On pourrait donner au coefficient 1, le nom de courbure mixte du
champ. ) étendrai ces dénominations & un champ quelconque, irrota-
tionnel ou non.

Supposons que, dans un champ quelconque, les trois vecteurs U,
V, W soient directement paralleles aux arétes d’un triedre de sens
positif. Le nombre I, est alors positif ou négatif selon qu’un trie¢dre,
dont les arétes sont directement paralleles a L, L,, L respective-
ment, a le sens positif ou le sens négatif. Si, en particulier, les
vecteurs U, V, W sont paralleles aux trois directions tautologues du
champ, el que I'on désigne par s,, o,, o, les mesures algébriques des
dérivées de L dans ces trois directions, on voit que

I,=0,0,0;.

Soit U un vecteur-unité¢ paralléle & une direction tautologuc. Je
diral que cette direction est de premiére ou de seconde espéce, selon
que la dérivée L est directement ou inversemont parallele a U.
Sotent V et W deux vecteurs-unité non coplanaires a U. Les deux rota-
teurs UV et UW définissent deux plans rotatifs « et 3 du faisceau de
plans « dont I'axe est paralléle 4 U. Aux plans « et § correspondent, en
vertu de 'homographie dans le faisceau, deux autres-plans o' et 3’

directement paralleles a ULV et 4 UL, respectivement. Il est évident
E. 9
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que I'homographie dans le faisceau u est directe ou inverse,selon que
les nombres UVW et UL, L,, ont méme signe ou des signes contraires.
On en conclut que, dans un faisceau tautologue de premiere espéce,
I’homographie est directe ou inverse, selon que la courbure totale du
champ est positive ou négative, tandis que, dans un faisceaun de
seconde espéce, 'homographic est directe si la courbure totale est
négative, inverse dans le cas contraire.

On peut distinguer, de méme, deux espéces de plans (autologues.
Soit o un plan tautologue sur lequel a été fixé un sens de rotation
arbitraire. Choisissons un vecteur unit¢ U non paralléle a . Le plan
tautologue o sera dit de premicre ou de seconde espéce, selon que les
angles (U, «) et (L, &) ont méme signe ou des signes contraires. On
voit sans peine que, dans un plan tautologue de premiére espéce,
I'homographie est directe ou inverse selon que la courbure totale (spa-
tiale) du champ est positive ou négative. Dans un plan tautologue de
scconde espéce, c’est le contraire qui a licu.

X. — Homologie dans une gerbe.

Si ’homographie définie dans une gerbe comporte plus de trois élé-
ments doubles, elle en comporte une infinité : elle est alors une homo-
logie. On sait que dans toute homologie il existe un plan dont toutes
les droites sont des droites doubles, ¢t une droite, axe d’un faisceau
dont tous les plans sont des plans doubles. Le champ vectoriel que
nous avons a examiner comporte donc un plan dont toutes les direc-
tions sont tautologues — je dirai qu'un tel plan est parfait — et une
direction paralléle a 'axe d’un faisceau composé de plans tautologues.
Cette direction (ou la droite, axe du faiscean) sera dite parfaite.

La correspondance établie par I’homologie dans le plan parfait est
une identité. D’aprés une remarque faite au paragraphe VI, il faut
donc que l'indicatrice des dérivées relatives & ce plan soit un cercle.
Il en résulte que le plan parfait coincide avec I'une des sections cen-
trales circulaires de I'ellipsoide H,, laquelle se trouve confondue avec
une des sections circulaires de H,. Tout ellipsoide ayant deux sec-
tions centrales circulaires réelles, on voit que ’homologie peut étre
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engendrée de deux maniéres différentes, selon que 'unc oulautre des
sections circulaires de H, coincide avec la section de H, & Jaquelle elle
correspond. Dans une homologie, la disposition réciproque des direc-
tions principales de différentiation et des directions principales déri-
vées, ainsi que la direction et l'orientation des éléments parfaits, se
trouventainsi complétement définies par les axes de Pellipsoide H..

On sait que les deux sections circulaires passent par Paxe principal
moyen de l'ellipsoide ; le demi-axe principal est égal au rayon de la
section circulaire. Ladite section constituant, d’autre part, un plan
parfait, il en résulte que 'axe principal moyen de U, coincide avec
'axe principal moyen de H,. Les plans principaux perpendiculaires &
ces axes coincident donc également et constituent, par conséquent, un
plan tautologue =. Ce plan tautologue contient une droite tautologue u,,
intersection entre © et la section circulaire parfaite. Le plan 7 contient
donc une seconde droite tautologue w, (laquelle, dans un cas particu-
lier, peut coincider avec u, ). La droite u, est une droite parfaite. En
eflet, si clle coincide avec u,, tout plan passant par «, contient deux
directions tautologues confondues et est, par conséquent, lui-méme
tautologue. Si u, est distincte de u,, tout plan p passant par u, ren-
contre la section circulaire parfaite selon une droite qui est nécessai-
rement tautologue. Le plan ¢ contient donc deux directions tauto-
logues; il est tautologue. Tous les plans passant par u, sont donc
tautologues et la droite u, est parfaite.

L’homographie produite dans le faisceau de plans dont I'axe est la
droite u, estune identité. D’aprés une remarque faite & la fin du para-
graphe VIII, on peut donc conclure que les sections faites dans ellip-
soide par les différents plans du faisceau u, ont toutes la méme aire.
Cette conclusion étant vraie pour les deux homologies réalisables, on
voit que tout ellipsoide comporte deux diamétres réels, généralement
distincts, situés dans le plan principal perpendiculaire & J’axe princi-
pal moyen, et qui sont les axes de deux faisceaux de plans découpant
dans I'ellipsoide des sections d’une aire constante. On peut remarquer
'analogie qui existe entre ces axes des sections égales et les plans des
diamdtres égaux (sections circulaires).

On sait, d’ailleurs, qu’une homographie entre deux gerbes quel-
conques A, et A, comporte toujours deux faisceaux de droites «, et b,



— 68 —

dans A, auxquels correspondent dans A, deux faisceaux de droites a,
et b, égaux a a, et i b, respectivement. D’aprés ce qui vient d’étre dit, 1!
est évident que ces faisceaux de droites coincident avee les scctions
circulaires des ellipsoides H, ctH,. L’homographie comporte également
deux faisceaux de plans 2, et 3, dans A, auxquels correspondent dans A,
deux faisceaux de plans o, et 3, égaux a o, et a 3, respectivement.
Les axes de ces faisceaux sont précisément les axes des sections égales
des ellipsoides.

Je vais examiner I'homographie produite par ’homologie dans le
plan = perpendiculaire aux axes principaux moyens des ellipsoides, et
je déterminerai ainsi la direction des axes des sections égales. Le
plan = contient les directions principales de différentiation Q et O et
les axes principaux paralléles & L; et & Li. On peut donc écrire

L;=7;(Qcos o+ 0sino), Li=7,(—Qsine -+ 0coso).

Posons, ¢n outre,
L-): )\2 P-

Désignons par {, et {, les angles que les directions tautologues du

] . .
plan = forment avec le vecteur 5= Ly. Les angles que ces directions
3

forment avec @ sont donc ¢ + {, et o + {,.

Les ¢quations [(3), (4) et (5), § VII] déterminent les nombres o,
cl o, ainsi que les angles «, et «, relatifs aux directions tautologues. Il
v a lieu de poser dans ces formules

l,=1,, =1, a=0 +{.

Une des racines, o, par exemple, doit &étre égale & A, ; il en résulte
que la seconde racine o, est donnée par I’expression

~

3y

o

Gy ==

L'angle ¢ doit done satisfaire a la condition

22+ Ayt

COS © == ——=———<—*
' ha (Pg—+ 2y)

En portant ces valeurs de ¢, de o, et de o, dans les équations |(3), § VI,
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on deduit

2
tfang o, = tang (¢ + &) = = \/7—°‘———

‘2
tang oy, = tang (o + §,) = = <

d’ou il résulte que
{ //h——)\’ lul = el
ang 72 ) ) ang L= )\3 )‘g

Les angles ¢, définisseut l'orientation des sections circulaires, les
angles ¢, la direction des axes des sections égales. Ces angles sont
nécessairement réels, puisque A} est compris entre A7 et A%,

On voit, en particulier, que I’homologie peul étre « spéciale » (la
droite parfaite contenue dans le plan parfait), si la racine o, est égale
a o, c’est-a-dire 4 A,. La condition pour qu’il en soit ainsi est

donc que
/.

1519

= hyhy.

Les axes des sections égales sont donc contenus dans les sections cir-
culaires si la longueur de ’axe principal moyen de Iellipsoide est la
moyenne géomeétrique des longueurs des deux autres axes.

L’homographie dans le plan = est alors parabolique.

De méme que tout cllipsoide comporte, en plus des sections cen-
trales circulaires réelles, quatre sections centrales circulaires imagi-
naires, il comporte aussi quatre diameétres imaginaires, axes de sec-
tions égales. Ces quatre diamétres sont situés, deux par deux, dansles
deux autres plans principaux et si I'on détermine les directions des
six axes de sections égales, on constate qu’ils sont contenus trois par
trois dans (uatre plans imaginaires passant par le centre. Onpeutdire
ainsi que les axes des sections égales sont les arctes d’'un quadrilaterce
complet dans la gerbe, quadrilatére formé par quatre plans imagi-
naires orientés symétriquement par rapport aux axes principaux.
Les plans principaux de 'ellipsoide sont les plans diagonaux de ce
quadrilatére.

Le plan parfait et la droite parfaite sont de premiére espéce, si la
courbure totale du champ est positive; de seconde espéce, si cette cour-
burc est négative.
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Si I’ellipsoide, indicatrice des dérivées, est de révolution, scule la
dircetion principale paralléle a I'axe de révolution se trouve définie.
Les deux autres directions principales de I'indicatrice, ainsi que les
directions principales de différentiation auxquelles elles correspon-
dent, sont indéterminées. Une homologie ne peut étre engendrée que
par la coincidence des deux plans principaux des ellipsoides H, et H,
qui sont perpendiculaires i 'axe de révolution.

Enfin, si 'indicatrice est une sphére, les directions principales de
différentiation et les directions principales dérivées sont toutes indé-
terminées. Il y a cependant, en tous les cas, une direction tautologue
réelle U, qui peut étre choisie comme une des directions principales.
Le plan p perpendiculaire a U est évidemment un plan tautologue. Si
I’homographie dans ce plan est directe, il n’y a généralement aucunc
autre direction tautologue que U. I’homographie dansla gerbe est une
égalité équivalente & une rotation d’un certain angle o autour de I’axe
parallele a U, et se composant avec une symétrie par rapport au plan g
dans le cas ou la direction tautologue U est de seconde espece. Si
Pangle ¢ est ¢gal & o ou dw, ’homographie est une homologie, le plan ¢
étant parfait. Si 'homographie dans le plan p est inverse, ce plan
comporte deux directions tautologues rectangulaires Vet WdontI'une
est de premiere et 'autre de seconde espéce. Une de ces directinos,
soit V, est donc de méme espece que U et le plan parallele & U et & 'V
est un plan parfait. L’homographie est une homologie.

Dans toute homologie, le plan parfait est perpendiculaire a la divec-
tion parfaite. Siles dircctions (tautologues) du plan parfait sont de
premicre espéce, ’homologie cst une identité ou une symétrie par rap-
port au plan parfait selon que celui-ci est de premiére ou de seconde
espéce, c’est-a-dire selon que la courbure totale est positive ou néga-
tive. Si les directions du plan parfait sont de seconde esptce, I'homo-
logie est une symétrie par rapport a la direction parfaite ou une syme-
trie par rapport au sommet de la gerbe, selon que la courbure totale
est positive ou négative.



XI. — Champs vectoriels a dérivées nulles.

Jusqu’ici, j’ai admis que le vecteur L n’a de dérivée nulle dans
aucune direction. Je me propose d’examiner maintenant le cas ot une
ou plusieurs des dérivées s’annuleraient. Il est d’abord évident que si
les dérivées de L, prises dans trois directions non coplanaires, sont
nulles toutes les trois, la dérivée est nulle dans n’importe quelle
direction.

Supposons donc que les dérivées soient nulles dans deux directions
différentes V et W, ces directions étant ainsi des directions d’invaria-
bilité du vecteur L. Soit ¢ le plan passant par le point P et parallele
aVeta W, Ladérivée de L est alors nulle dans toutes les directions
du plan p. Désignons par U un vecteur-unité perpendiculaire-a g. On
voit de suite que la dérivée prise dans une direction quelconque non
paralléle & ¢ est paralléle & la dérivée Ly prise dans la direction de U.
En effet, V et W étant deux vecteurs rectangulaires du plan ¢, tout
vecteur-unité S peut étre exprimé sous la forme

S=al+ BV +yW,

el il en résulte que
Ls = O!L[;.

o étant toujours plus petit que 1 (si S est différent de U), on constate,
en outre, que mod Ls est plus petit que modLy. La direction O du vec-
teur Ly est une direction tautologue, et elle est la seule, exception faite
des directions du plan p.

On peut dire que, dans ce cas, 'indicatrice des dérivées est un
segment de droite avant pour centre le point P et pour extrémités
deux points Py et Py tels que les vecteurs des segments PP, et PPy
sont égaux a L, et & — L, respectivement. L’ellipsoide H, s’est con-
tracté sur un de ses axes principaux. Réciproquement, dans 'ellip-
soide H, deux axes principaux ont une longueur infinie; cet ellipsoide
s’est donc transformé en deux plans, paralleles au plan p-et équidis-
tants de .

La courbure totale et la courbure mixte du champ sont évidemment
nulles. La courbure moyenne est nulle, elle aussi, dans le cas ot Lyest
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paralléle au plan ¢. Le champ est irrotationnel si L est parallele a U,
c¢’est-a-dire si I'indicatrice des dérivées est perpendiculaire au plan p.

Supposons enfin qu’il existe, au point P, une seule direction d’inva-
riabilité de L. La courbure totale du champ est toujours nulle. Inver-
sement, si cette courbure est nulle, les dérivées Ly, Ly, Ly sont copla-
naires, quelles que soient les directions U, V, W. On en conclut qu’il
existe une direction dans laquelle la dérivée cst nulle. Considérons
trois vecteurs-unité U, V, W formant un systéme trirectangle, U étant
paralléle a la direction d’invariabilité. Désignons par > le plan des
vecteurs Vet W. Les dérivées Ly et Ly ne sont pas paralleles (sans
quoi il existerait dans p une direction d’invariabilite, contrairement
I'hypothése). Ces dérivées définissent donc un certain plan p’, et il est
¢vident que toutes les dérivées de L sont parallcles & ce plang’.

Soit S un vecteur-unité défini par la relation

S=al +pV+yW.

o n’étant ni nul ni égal & 1. S détermine avec U un plan qui coupe ¢
selon une droite z. La dérivée Ls est alors parallele a la dérivée Ly prise
dans la direction de 2z, et I’on a en outre

modL<< modLy;

mod L diminue au fur et i mesure que o augmente en valeur absolue
et s’annule pour o = == 1. Les dérivées prises dans les directions #; du
plan ¢ ont donc chacune un module maximum par rapport aux
dérivées prises dans les directions du plan déterminé par ¢, et U.

L’indicatrice E, des dérivées prises dans les différentes directions
du plan p est une ellipse tracée dans le plan p'. Il est aisé de voir que
Pindicatrice des dérivées prises dans les directions d’un plan & quel-
conque, ne contenant pas U, est une ellipse, tangente intérieurement
a lellipse K, et dont les points de contact avec E, sont les extrémités
du diameétre parallele a la dérivée prise dans la direction commune
aux plans p et o. Quant aux plans passant par U, lecur indicatrice est
un segment de droite égal au diametre parallele i la dérivée prise dans
I'intersection de chacun de ces plans et du plan g. On peut donc dire
que I'indicatrice des dérivées du champ est formée par 'espace super-
ficiel compris a I'intérieur de I'ellipse E,.
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Dans Uellipsoide H,, un axe principal (parallele a la divection d'in-
variabilité U) a une longueur infinie. Cel ellipsoide s’est donc trans-
formé en un cylindre clliptique dont les deux autres axes principaux
se trouvent dans le plan ¢. La section droite E, du cylindre H, corres-
pond al’ellipse E,.

Le plan o" est un plan tautologue, et les propositions énoncées plus
haut concernant les propriétés d’un plan tautologue restent évidem-
ment valables pour le plan o'

Il peut arriver, en particulier, que la direction d’invariabilité U soit
paralléele au plan o" des dérivées de L. Dans ce cas, 'homographie
dans o’ est dégénérée. L'indicatrice es dérivées relative au plan p” est
un segment de droite, parallele & la dérivée prise dans la direction V
du plan ¢’ qui est perpendiculaire & U. La condition nécessaire et suffi-
sante pour qu'il en soit ainsi est que la courbure mixte du champ soit
nulle également. En effet, la dérivée Ly étant nulle, les deux derniers
termes de 1’expression de la courbure mixte |vorr la relation (11), §1X]
sont nuls, et cette courbure a la valecur

ULy Ly
uvw

Ce terme est nul si le vecteur U est parallele au rotateur L,Ly. Réci-
proquement, sice terme est nul, on peut conclure : ou bien que U est
paraliéle a L Ly (c’est le cas envisagé), ou bien que Ly est parallele
a Ly (ou que I'un d’eux est nul), ce qui exigerait I'existence d’une
seconde direction d’invariabilité différente de U.

Il y a un cas particuliérement important ou le vecteur L posséde unc
direction d’invariabilité : c’est celui ou'son module est constant. On
peut supposer ce module égal a 'unité: le champ sera dit alors un
champ unitaire. Je désignerai par 1 le vecteur d’un champ unitaire.
Les dérivées d’un vecteur & module constant étant toutes perpendicu-
laires & ce vecteur, on voit que le plan tautologue ¢’ des dérivées de M
est perpendiculaire a M.

Supposons tout d'abord qu’en chaque point du champ la direction
d’invariabilité soit paralléle a M. Ce vecteur ne change donc pas quand
on s’¢loigne de P dans la direction de M; autrement dit, M est constant
tout le long d’une droite passant par P. Le champ vectoriel est ainsi
représenté par une congruence de droites.

K. 10
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Il pent arriver, d’antre part, que le plan tautologue o soit paraliéle
a curlM. M, qui est perpendiculaire a o', est donc” perpendiculaire &
son curl. On sait que lorsqu’un vecteur est constamment perpendicu-
laive & son curl, il est perpendiculaire & une famille de surfaces. Le
vecteur-unité M représente donc la normale d'une famille de surfaces,
et les diverses propositions relatives & ce cas exposées au para-
graphe VII s’appliquent ainsi  la théorie des surfaces. Par exemple, la
proposition bien connue relative aux directions tautologues rectangu-
laires peut s’énoncer comme suit : La condition nécessaire et suffi-
sante pour que, dans tout plan tautologue d’un champ unitaire, il
existe deux directions tautologues rectangulaires, est que le vecteur
soit perpendiculaire a4 une famille de surfaces.

On voit aisément que, quelle que soit la direction d’invariabilite
du vecteur-unité M, la courbure mixte du champ est égale a la cour-
bure totale dans le plan tautologue ¢’ perpendiculaire & M.

Si la direction d’invariabilité est parallele & M, l'indicatrice des
dérivées de M relative au plan tautologue constitue le pourtour de
I'indicatrice des dérivées dans l’espace. S’il s’agit d’un vecteur per-
pendiculaire & une famille de surfaces, I'indicatrice des dérivées rela-
tive au plan tautologue est tangente intérieurement au pourtour de
Pindicatrice des dérivées dans I'espace, lequel pourtour est déterminé
par les dérivées prises dans les directions du plan p perpendiculaire
a la direction d’invariabilité de M. La courbure totale de la surface,
qui est égale a la courbure totale dans le plan tautologue, est égale
ala courbure mixte du champ. Cette courbure s’annule si la direction
d’invariabilitée U est parallele au plan tautologue ¢’. Dans ce cas, la
formule [(10), § VII] montre que la dérivée de M dans une autre
direction quelconque du plan p" est perpendiculaire & U; la surface
est développable. Quant a la courbure moyenne de la surface, elle est
égale a la courbure moyenne du champ et par conséquent a la diver-
gence du vecteur M.

Les rayons de courbure principaux de la surface sontles inverses des
mesures algebriques des dérivées de M dans les directions principales
de différentiation, lesquelles directions coincident évidemment avec
les directions principales de la surface. Le signe de chaque rayon
de courbure principal est positif ou négatif, selon que la direction
tautologue correspondante est de premiere ou de seconde espece.



On voit que, si les deux directions tautologues sont de premiére
espéce, la normale tend & s’incliner en avant quand on avance sur la
surface dans une de ces directions. L’homographie étant directe, la
dérivée dans n’importe quelle direction forme un angle aigu avec la
direction de différentiation. La surface est donc située tout enticre
d’un méme coté du plan tangent.

Si, au contraire, une direction tautologue est de premiere et I'autre
de seconde espéce, la normale tend a s’incliner tantot en avant, tantot
en arriére, et la surface est située de part et d’autre du plan tangent.
Les directions asymptotiques séparent les secteurs dans lesquels la
dérivée et la direction de différentiation forment un angle aigu de
ceux ou cet angle est obtus; c¢’est donc dans ces directions que la sur-
face traverse le plan tangent.

Il a été remarqué, au paragraphe VII, que la direction asymptotique

. . T . . . .
qui forme un angle compris entre o et — avec la direction principale

tautologue de premiere espece est directement parallele & sa direction
conjuguée, tandis que celle pour laquelle cet angle est compris

T s \ . . : . .
entre - et = est inversement paralléle i sa direction conjuguée. Dans

le premier cas, le plan tangent tend donc a tourner dans le sens positif
quand on avance dans la direction asymptotique (sens de rotation
concordant avec le sens linéaire du déplacement); dans le second cas,
le plan tangent tend & tourner dans le sens négatif.

Rappelons que la torsion d’une courbe gauche est négative ou posi-
tive, selon que le plan osculateur tend & tourner dans le sens positif
ou dans le sens négatif quand on avance dans la direction de la tan-
gente. Pour une ligne asymptotique tracée sur une surface, le plan
osculateur coincide avec le plan tangent a la surface. Il en résulte que
’on peut distinguer comme suit le signe de la torsion des deux lignes
asymptotiques se rencontrant en un point de la surface. Un observa-
teur, debout sur le plan tangent a4 la surface et regardant dans la
direction principale dans laquelle la surface s’incurve au-dessous du
plan tangent (direction tautologue de premieére espece), voit & sa gauche
la ligne asymptotique dont la torsion est négative, a sa droite celle
dont la torsion est positive. On voit aisément que cette distinction est
indépendante du coté du plan sur lequel est placé I'observateur.
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XII. — Théorémes de Meunier et d’Euler généralisés.
Indicatrice des courbures.

Envisageons dans un champ vectoriel une trajectoire isogonale F du
champ, ¢’est-a-dire une courbe dont la tangente forme un angle cons-
tant avec la direction du champ. Il est évident que les éléments de
cette courbe sont indépendants du module du vecteur défini dans le
champ. Pour I'¢tude de ces éléments, on peut donc admettre que le
champ est unitaire. En désignant par M ce vecteur-unité, par T le tan-
gent de la courbe F, on a tout le long de F la relation

MT — const.

Par une différentiation dans la direction du tangent T, on trouve

Désignons par o Pangle (M, N) gue le normal principal de F forme
avec M. Il vient
cose oM

(1 =—

Le second membre de cette relation ne dépend que du vecteur M et de
la direction de T. Il en résulte que le rayon de courbure de toute
courbe isogonale passant en un point P parallélemnt a une direction
donnée est proportionnel au cosinus de I'angle oblique que le normal
principal forme avec la direction du champ. Si 'angle o était droit, le
membre gauche de la relation (1) serait nul. TM; serait donc nul éga-
lement et le rayon de courbure p ne serait pas déterminé par I’équa-
tion (1).

Supposons, en particulier, que la courbe F soit une trajectoire
orthogonale du champ. Sa tangente, perpendiculaire a M, est alors
paralléle au plan tautologue. Attribuons au plan normal de F un sens
de rotation concordant avecle sens linéaire de la tangente et comptons
I'angle w dans le sens positif & partir de la direction pointée de M. On
peut alors exprimer le normal principal et le binormal de F par les
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relations suivantes :
(2) | N=Mcosw + TM sinw,

[ B—=—Msinw -+ TM coso.

Si le normal principal de F est parallele a M, on a
Cosw = = 1.

Dans ce cas, on convient d’attribuer un signe au rayon de courbure
de F, le considérant comme négatif si N est directement parallele a M,
comme positif dans le cas contraire. En désignant par r le rayon de
courbure d’une courbe dont le normal principal est parallele & la

direction du champ, nous avons alors la relation
ro=

(3) L =TM,

et, par conséquent,

Le théoréme de Meunier reste donc valable pour les trajectoires
orthogonales d'un champ vectoriel quelconque. Le nombre = repré-
-

sente ce qu’on appelle la courbure normale de la courbe. Il résulte de
la formule (3) que ce nombre est nul pour les directions asymp-
totiques.

Afin de déterminer la variation du ravon de courbure r dans les
différentes directions du plan tautologue, je vais évaluer le second
membre de la relation (3). Je pose a cet effet :

oM .
30 = M, =m,(0coso + Psino),
%%: M, =m,(—O0sins + P coso)-

En désignant par S I'angle que le tangent T forme avec la direction
principale de différentiation O, on peut écrire

T=0cosY 4+ Psin3.
On a donce

(4) My=M, cosT + M, sin%
= 0(m, cos® cOsT — m,sine 8inT) + P (m; sino cosT + mycos9sind),



d’our 1l résulte que
~ 1 m Py . g . .
(5) n= T M= coso (m,; c0s>T + m,sin>3) + (m; — m,) sino sinZ cosJ.

I 1 . N .
Les valeurs — et = de la courbure normale, relatives aux directions
o - 'p

principales de différentiation, sont donc données par les expressions

1 1
(6) — = M, COSQ; — ==m,; COSQ.
r r
o Y2

A Taide de ces quantités on peut écrire la formule (5) comme suit :

1 cos?T | osin?3 1 1 .
(7) = -+ +( ———)langosin cos 7.
r o p "o p

De la relation (7) on déduit que le maximum et le minimum de la

1 . . . e
courbure - sont fournis par des directions caractérisées par un angle &

tel que
tang25 = tango,

ce qui donne les deux valeurs suivantes de S :

A

]
g

.

w -6

1= 32____.£+
2

b

W |

D’aprés une remarque faite au paragraphe VII, les directions définies
par ces angles sont les bissectrices des directions asymptotiques. Les
valeurs de la courbure normale dans ces directions sont les suivantes :

t my — M, m, -+ m, 1 my — Ny my - N,
(8) —=———+cosg——; ——=— 1} oS ———
r 2 2 7, 2
ou bien
( © . 1 . 0 ©
— =, CO8% = — my, sng; — == — m, sin? 2 m, cos? =
ry 2 2 ry 2 2

On peut appeler ces courbures les courbures principales relatives au
plan tautologue. En introduisant ces quantités, on peut écrire la for-
mule (5) sous la forme
1 I e @ £ e
—-=—cos2({¥ —ZL —sin?(T—=X ).
L eon (s 2) e o

'y 2

v -6
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Cette relation est analogue, comme on le voit, a la formule d’Euler,
qui correspond au cas particulier oit ¢ = o. Comme dans le cas des
surfaces, on peut interpréter la formule (9) a I'aide d’une indicatrice,
que j'appellerai 1'indicatrice des courbures, et qui est analogue a P'indi-
catrice de Dupin. Si I’'on envisage I'homographie qui fait correspondre
aux différentes directions du plan tautologue les dérivées de M prises
dans ces directions, U'indicatrice des courbures est ce qu’on appelle
une indicatrice de ’homographie. Les axes principaux de cette indi-
catrice sont les bissectrices des angles que chaque direction principale
de différentiation forme avec la direction principale dérivée corres-
pondante.

L’indicatrice des courbures est une ellipse ou une hyperbole, selon

que les courbures ,— et ;— ont méme signe ou des signes contraires,
c’est-a-dire d’aprés (8) selon que le nombre

c0s82Q (my -+ m,)? — (my — m,)?

est positif ou négatif, ou bien, ce qui revient‘au méme, selon que le

nombre
hmymy — (my— my)? tang?g

est positif ou négatif. En effet, si ce nombre est négatif, il existe dans
le plan deux directions asymptotiques réelles; la courbure normale
étant nulle dans ces directions, le nombre 7 est infini.

On peut remarquer que, contrairement a ce qui a lieu pour les sur-
faces, I'indicatrice des courbures peut étre une hyperbole méme dans
le cas o 'homographie est dirccte.

Si, en particulier, I'angle ¢ égale 22', les formules (8) montrent que

les courbures principales ont méme valeur absolue, mais des signes
contraires. L'indicatrice des courbures est une hyperbole équilatérale.
L’équation (5) prend alors la forme

= {(m; — m,)sinT cosT-

Envisageons une direction tautologue S du plan. La dérivée de M
dans cette direction est donnée par la formule

MSZUS«



Pour une direction tautologue, la courbure normale est donc égale en
valeur absolue au module de la dérivée de M, c’est-a-dire a la flexion
du champ dans cette direction.

XIII. — Théoréme de Bonnet généralisé.

Des formules |(2), § XII| on déduit les relations suivantes valables
pour toute trajectoire orthogonale du chamyp :

NM = cosw; BM = — sinw.

Par une différentiation de ces relations dans la direction de la tangente
a la courbe, on déduit

——lTﬁ——iBﬁ—i— vaﬂ:—sinmc—i—o—);
o < ds

| —— P d o
;;NM—&—BMT_—(,oswE-

Si, dans ces relations, on substitue &4 N et a B leurs valeurs tirées des
mémes relations (2) ct que 'on remarque que M est perpendiculaire
aT et A M, on obtient

sin w . . do
+ sinw TMM; = — sino —,

T ds
COSw do
— + c08w TMMr=—cosn e

Ces formules donnent d’une fagon concordante, ct guelle que soit la
valeur de 'angle w,

d
(1) ;’+7:’:MTM..
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M. Rogers a donné au membre gauche de cette relation le nom de tor-
sion normale de la trajectoire. L’inverse de ce nombre sera dit le rayon
de torsion normal et désigné par 2. Le membre droit de la relation (1)
ne dépend que de M et de la direction T; il représente la mesure algé-
brique de la projection de la dérivée M, sur la direction pointéc du
plan tautologuc perpendiculaire a T et formant avec M et T un systéme
trirectangle de sens positif. 11 en résulte que toutes les trajectoires
orthogonales du champ dont les tangentes sont paralléles i une méme
direction ont la méme torsion normale.

Je vais évaluer maintenant le membre droit de la relation (1). En
employant les mémes notations qu’au paragraphe précédent, on voit
que

I . - . o
(2) i MTM; = sin¢(m, c082T - nt,sin?F) — (m, — m,) cosgsinTcosS.

I 1 . . . . .
Les valeurs — et — de la torsion normale relative aux directions prin-

I3 v

cipales de différentiation sont donc données par les expressions

1 . 1 .
— == my sino; — = m,sino.
to ‘ tp

A Paide de ces quantités, on peut écrire la formule (2) comme suit :

1 cos?S siny T
t i, t,

1 ) A .
— — — ) cotesinT cosd.
L l[)

Si l'on détermine angle S pour lequel la torsion normale passe par un
maximum ou uh minimum, on trouve les deux valeurs suivantes :

W

%, = —4

2

Il
N |-
FEN by
w -6

FENE-1

D’aprés une remarque faite au paragraphe V1I, les directions définies
par ces angles sont les bissectrices des directions tautologues. Dans
ces dernicres directions la torsion normale est évidemment nulle.
Si dans la relation (2) on porte les valeurs 3, et 3,, on trouve les
raleurs suivantes de la torsion normale :
I my — M, My =1y T my — m, LMy my

3) - = ————= - sin —— —_— = — ———— L sino
(3) ¢ 2 ' 2 Tl 2 - ‘ 2

K. 11
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On peut appeler ces nombres’ les torsions principales relatives au
plan tautologue. En introduisant ces quantités on peut écrire la for-
mule (2) sous la forme

ﬂ)_

St M est perpendiculaire & une famille de surfaces, c’est-i-dire si
% = o, la formule (2) se réduit a la suivante

1 1 o T 1 o
- =—cos?{ T — L 4 - —sin? (3 — +
(4) : L (’ > 4> 4 <" '

N

1 .
7= (my,— my)siuF cos T,

qui est la formule de Bonnet.

Dans le cas général, la formule (4) présente une grande analogie
avec la formule d’Euler, et est susceptible d’une interprétation sem-
blable. Elle permet de construire unc indicatrice des torsions, qui cst
une conique analogue a 'indicatrice de Dupin. Dans le cas des sur-
faces, cette indicatrice est une hyperbole équilatérale.

Les axes principaux de l'indicatrice des torsions forment, avec la
direction principale de différentiation O, les angles 3, S,, définis ci-
dessus. Il en résulte que les directions principales de cette indicatrice
ct les directions principales de I'indicatrice des courbures sont les
bissectrices les unes des autres. Les axes principaux de l'indicatrice
des torsions coincident avec les directions principales de différentia-
tion, dans le cas ot l’angle. o est droil.

On voit aisément que l'indicatrice des torsions est unc ellipse ou
unc hyperbole, selon que les directions tautologues du plan sont ima-

. , 5 . . I
ginaires ou réelles. En effet, dans une direction tautologue, ; cst nul

et le nombre ¢ est donc infini.

Dans une direction asymptotique la torsion normale est égale, en
valeur absolue, au module de la dérivée de M, ¢’est-a-dire 4 la flexion
du champ dans cette direction, la dérivée étant perpendiculaire & la
direction de différentiation.

Comme application, je vais déterminer la torsion normale (ou géo-
désique) de la ligne de striction d’une surface réglée. Soient @ un
vecleur-unité, parallele a la génératrice, T le tangent de la ligne de



striction et n 'angle (T, @). On peut donc poser

1 J—

(5) M= P TQ,
d’ou 'on déduit
_d 1 — 1 1 = | Q—
MT = -c—l; (sin-n) TQ -+ m E NQ -+ SlTn TQ/,
et, par conséquent,
MTMy= — TQ.T.—— (- NQ + TQ'
T sinm "7 sing 5 0-+TQ
. I — —_ = i—— YA T I — _ COoSs T
o [Q—TQ.T](p 0+ T0) = oy {— 100 — <22 7Ng .
Mais
R I -~
Q= 7 TQ,
et, par conséquent,
TQQ = — % T__2:— — sin?yq
D’autre part,
TNQ =-—TQN == — sinwn MN = — sinncosw.
On trouve ainsi
MTM, = __1_0_ (i siny - - siny; COS” cosm> = ! 08w coty.
s n \p 0 1)

hy

La torsion géodésique de la ligne de striction se trouve ainsi exprimée
sous la forme suivante :

¥ 1 dn 1
©) T A

Envisageons la surface réglée conjuguée de la surface donnée et
désignons, par les indices 1 et 2, ce qui se rapporte & I'une et & I'autre
de ces surfaces. Pour que le vecteur M, défini par la formule (5), con-
serve le méme sens pour la seconde surface que pour la premitre, on
doit poser

™
Ne=m=* 3’

c’est-i-dire
cotny——tangn,.
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La formule (6), appliquée a I'une et & D'autre surface, peut donc
s’écrire

1 dw 1 CcOS®

—t o — —= cotxy,

T ds  p, p

1 dw I COS &

-t ———— == — tangn,.
= ds  p, o

On en déduit
[ dw 1 1 dw o ) _ cos‘lw.

Cette formule exprime ainsi le paramétre de distribution de la seconde
surface a I'aide de celui de la premiére et des éléments de la ligne de
striction.

P. Serret a montré que les deux paramétres de distribution sont
égaux si la ligne de striction est en méme temps une ligne asymp-
totique sur les surfaces. D’ailleurs, dans ce cas, le paramétre de dis-
tribution est égal au rayon de torsion de la ligne de striction, comme
le montre la formule (6). De la relation (7) on déduit réciproquement
que si les deux parameétres p, et p, sont égaux, la ligne de striction est -
en méme temps une ligne asymptotique. En effet, dans ce cas, les
deux membres de la relation (7) ont des signes contraires. [l sont
done nuls tous les deux et 'on a

COS o)y — O,

Une proposition établie au paragraphe V permet de résoudre aisé-
ment le probléme suivant : Déterminer toutes les surfaces réglées
(ui admettent comme ligne de striction une courbe donnée G et dont
le parameétre de distribution est égal awrayon de torsion de G. En
effet, les génératrices d’une telle surface doivent former un angle
constant avec la binormale de G, sans se trouver, toutefois, dans le
plan rectifiant de G. Si l'on désigne par «, B, ¥ les cosinus directeurs
de la génératrice cherchée, par rapport aux axes du tricdre principal,
on doit donc avoir

(8) o+ B2 yre=1 7 = consl. ; 7=

do 9
.

Cette derniére équation exprime la condition pour que la courbe G
soit la ligne de striction de la surface cherchée. La solution 8 = o est
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a écarter d’aprés ce qui précéde, et 'on trouve, en intégrant le sys-
teme (8) :

:z:_bsin<m-_’-f%s>; @:ibcos(mtf%g>; 7 =\ — b,

m et b désignant deux constantes.
Si la ligne de striction est en méme temps une ligne de courbure,
la formule (7) se réduit & la suivante :

I c0s%w I pip "
=——— = =3; 1P ===
P1p2 P ’

7

r étant le rayon de courbure principal correspondant a la ligne de
striction.

XIV. — Surfaces réglées dont les génératrices sont paralléles
a la direction du champ.

Soit C une trajectoire orthogonale d’un champ vectoriel unitaire.

Menons par chaque point de C une droite paralléle a la direction
du champ en ce point. L’ensemble de ces droiles engendre une sur-
face réglée que jappellerai, pour abréger, la normalie relative a la
courbe C. Je vais déterminer les éléments de ces surfaces a I'aide des
dérivées du vecteur M, défini dans le champ. Ces éléments étant indé-
pendants de la valeur de M en les points extérieurs & la courbe C, on
peut supposer que # est constant dans sa direction.

Evaluons d’abord, en un point du champ, la valeur de la courbure
totale K. de la normalie. Si T est le tangent de la courbe C, le vecteur-
unité normal A cette surface peut étre représenté par Uexpression TM.
Le nombre K, est alors défini comme suit :

. = OTM 6THM I STM
:(l TNM.M — MTM, T)‘S:P—M-
P ‘M

La dérivée de TM, dans la direction de la génératrice (qui est une
direction asymptotique de la normalie), est perpendiculaire a cette



génératrice. On a donc

= OoT
(1) M _B—I\MI’IVI = o,
et, par conséquent,
OTM,
K¢ =—MTM: TW
Mais, d’apres la formule [(10), § VII|,
~OTM _ — oTM
T—M— =M 5T = MTMy,

d’ou il résulte que .
K¢= — (MTM;):.

La courbure totale de la normalie est donc égale, en valeur absolue,
au carré de la torsion normale de la trajectoire. En particulier, K est
nulle et ]a normalie est développable, si la trajectoire est paralléle, en
chaque point, & une direction tautologue du plan. La valeur absolue
de K. atteint un maximum ou un minimum en méme temps que la
torsion normale, ¢’est-a-dire dans les directions des axes principaux
de I'indicatrice des torsions.

Evaluons maintenant la courbure moyenne H,; de la normalie. Nous
trouvons

=

_3
s Y TST

4

Le premier terme du second membre est nul, d’aprés (1). Il vient

ainst
oTM
He=T % =MT

oT 1 __ sinw
oT o 0

Par une extension de la terminologie en usage dans la théorie des
surfaces, on peut donc dire que la courbure moyenne de la normalie
est égale, en valeur absolue, & la courhure géodésique ou tangentielle
de la trajectoire.

Déterminons la distance ¢ entre un point de la trajectoire et le point
central de la génératrice de la normalie. Cette distance peut étre

exprimée comme suit :
TM,
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Elle est donc égale au quotient, changé de signe, de la courbure nor-
male de la trajectoire par le carré de la flexion du champ dans sa
direction. En tenant compte des formules [(4) et (5), § XIL], on peut
écrire
€05 (mco8*T + m,sintF) + (my — mg)sinqzsinicmi‘s‘
m?cos?I + misin®y

) g=

Introduisons, 4 la place de I’angle 3, 'angle v que la dérivée M, forme
avec la divection principale dérivée, lequel angle est défini par la
relation

1
(3) tangy = - ! tangv.
1

1! vient

g =—  mysinysin o -+ v) 4+ m,cosveos(e 4 v) |.

mym,

On voit sans peine que cette expression passc par un maximum ou un
minimum pour les deux valeurs suivantes de v

(4) vy =— Vg —

bl

[SREY

Les directions caractérisées par ces angles sont celles des axes princi-
paux de l'indicatrice des courbures.
En désignant par ¢, et ¢, les valeurs extrémes de ¢, on obtient

| S ) 1 © L9 1 L0
5 ¢y= —sin* L — —cos?L; ,=—= —sin? - — —¢co0s? =-
(3) I m, 2 m, cost s 7 m, 2 my 2
Si l'on introduit 'angle ¢ que la dérivée M, forme avec ’axe principal
de I'indicatrice des courbures, c¢’est-a-dire si 'on pose

[

=Y+ ~
2
la distance q peut s"écrire
1 $n2 ? (,D N2 L9 r/ 2 2 9 HTS] L 09
(f —=— — | s1n E§COS8* - — CcOS*EsIN + ) — — (COS ECOS8* = — SInN“esin: - |,
Ms 2 2 1\ 2 2

ou bien
T, C08%E + @ysin?s,

ce qui est la formule d’Hamilton. Les directions de différentiation qui
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correspondent aux valeurs extrémes de ¢, sont caractérisées par les
angles {, et {, qui, d’aprés (3) et (4), ont les valeurs suivantes :

my
n,

m,
m, 2

(6) tangl, =— tang *; tangl, =

w -G

Fappellerai ces directions les directions horogénes du plan. L'angle ¢,
formé par elles, satisfait a la relation

2,0, 1
mij —m3 sino

(7) tangf,=tang(f{, — &) =

Lorsque la direction de la trajectoire orthogonale envisagée tourne
J 8 3
dans le plan tautologue, le point central, relatif aux différentes nor-
malies, se déplace sur la génératrice. Il atteint ses positions extrémes
dans les directions horogénes, définies par ¢, et {,. Les plans centraux
relatifs aux deux normalies correspondant & ces directions sont per-
pendiculaires aux dérivées M, ¢’est-a-dire aux directions définies par
v, et v,; ils sont done perpendiculaires aux axes principaux de l'indi-
catrice des courbures.
Des équations (5) on déduit
1= 2= o omy

Le segment de la génératrice parcouru par le point central — je Iap-
pellerai le segment central — a donc une longueur indépendante de
Pangle ». Le milieu de ce segment, qui est dit le milieu de Ia géné-
ratrice, est défini par la distance

G 1 1\ coso
o= T (e,

2 m, my 2

7

Déterminons les points centraux correspondant aux deux directions
principales de différentiation. En posant, dans ’expression (2), 3=

on obtient
cos Yy 7 €089
g(0)=—-—=; f/(—> =— .

Comme on le voit, le milieu de ces deux points coincide avec le milieu
de la génératice. Déterminons, de méme, les points centraux corres-
pondant aux directions tautologues. Les normalies relatives & ces

et & =

v in
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directions sont développables et les points en question sont donc les
points de rebroussement de leurs génératrices. On a

_ M5
M

My =58; q= _.::
Les directions tautologues étant définies par les angles o, et o,
(voir § VII) on trouve ainsi

(8) glan) == 5 gle)=—

Le milieu de ces deux points est déterminé par la distance

(L 1\ _ oo
In=""3 g G) 20,0,
et, d’apres la formule [(4), § VIT],
- coso(m+my) /1 L cos®
In= 2m, m, - k m, = m, 2

Ce point coincide, lui aussi, avec le milien de la génératrice.

Il est ¢vident que, si la trajectoire orthogonale est parallele a une
direction asymptotique, le point central correspondant se trouve sur
la trajectoire, puisque dans une telle direction le nombre TM, est nul.

Je vais évaluer maintenant le paramétre de distribution d’ane nor-
malie. Ce paramétre est défini par le nombre

o TMM, _ MTM,
P== M, — (M)

Il est donc égal au quotient de la torsion normale de la trajectoire
par le carré de la flexion du champ dans sa direction. En tenant
compte des formules [(4), § XII] et [(2), § XIII| on peut écrire

_sing(m,c08T + m,sin®T) — (m, — m,) c0so sinF cosT

(9) p-

=

m? cos*T + m?sin®3

Introduisons, & la place de I'angle 5, 'angle A que Ia dérivée M, forme
avec la direction principale dérivée, lequel angle est défini par la
relation

m
(ro) tangy = ’—)-z—’ tang?,
2
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11 vient
I . .
p= e f — m, sind cos(o + ) + mycoshsin(g -+ ).
1 2
Cette expression passe par un maximum ou un minimum pour les
deux valeurs suivantes de A :

(11) 1,:5—-%

Les directions caractérisées par ces angles sont celles des axes prin-
cipaux de P’indicatrice des torsions. En désignant par p, et p, les
valeurs extrémes de p on obtient

(12) I 1+ sing I 1—sing I 1+Sino 1 1 —sing.

— 2. _
T e— — Dy T e b
P 2 m, s 0 7o 2 m, P

ou hien

Si 'on introduit 'angle 0 que la dérivée M, forme avec ’axe principal
8 q T p
de I'indicatrice des torsions, c’est-a-dire si on pose

—3 Q I
=/ + ; -+ Z!’
le paramétre p peut s’écrire

P = picos?f + p,sinf,

Les directions de différentiation qui correspondent aux valeurs
extrémes de p sont caractérisées par les angles », et v, qui d’aprés (10)
et (11) ont les valeurs suivantes :

m, T 9 n, T ©
13 tangmn, — — tang (-~ — * }; tangn, = — cot{ - — =
( ) o' m, 2 /‘ 2/ 5tz ms [‘ Py
ou hien
my 1—sing my 1-+8ine
tang ny = — ———; langn, = — — ——--
m, COS® my,  COSQ

Tappellerai ces directions les directions paramétriques du plan.
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L’angle n, formé par elles satisfait a la relation

211,y 1

tangng=tang(n—n,) =— —5——5 ——*
e (0 —12) m}—m? coso

De cette formule et de la formule (7) on déduit que
tangn, = — tang{, tango.

Les plans centraux relatifs aux directions paramétriques sont perpen-
diculaires aux axes principaux de I'indicatrice des torsions.
Des équations (12) on déduit
i

— L —— )
Pir— P2= E—”_?z___ (v — ¢a)-

La valeur moyenne de p est définie par le nombre

(14) =R = (L ) e

m, m, 2

d’ou il résulte que
Po=—¢olango.

Déterminons les valeurs des parameétres de distribution correspon-
dant aux deux directions principales de différentiation. En posant,

. ™ .
dans 'expression (9), 3 = o et S= - on obtient

sin T sino
ploy =208 p(5) =22

m, 2 Ny

La moyenne arithmétique de ces nombres est égale a la moyenne p,.
Déterminons encore les valeurs de p dans les directions asympto-
tiques. On a, dans une telle direction,

Mr = \Pﬁ
et, par conséquent,
LSTMMT
pP=—"Tr =
y Y

Les directions asymptotiques étant définies par les angles §, et §,
(voir § VIT) on trouve ainsi
b 1

PB)=535 pB)= g

‘4/1 ’ ‘-!’2



— 92 —
La valeur moyenne p,, de ces paramotres est donnée par I'expression

et, d’apres fa formule | (21), § VI |,

) 1! sino
=(— + — )
Pom my  m,) 2

valeur qui est encore égale & la moyenne p,.

Si la trajectoirc orthogonale est paralléle a unc direction tautologue,
le paramétre de distribution est évidemment nul, [a normalie étant
développable.

Je vais encore évaluer la distance de la trajectoire orthogonale au
point central correspondant aux directions paramétriques v, et 1,.
Les dérivées prises dans ces directions sont paralleles aux axes prin-
cipaux de I'indicatrice des torsions et forment donc des angles de 45°
avec les axes principaux de I'indicatrice des courbures. Si dans la
formule d’Hamilton on pose

ou bien E== —&)

(8

FaN =1

on trouve

i
q = 5('/;+qz>=(10-

Les directions paramétriques qui fournissent les valeurs extrémes du
paramétre de distribution donnent donc comme point central le
milieu de la génératrice. On démontre, de méme, que les directions
horogénes qui fournissent les valeurs extrémes de la distance ¢
donnent la valeur moyenne du paramétre de distribution.

Sile vecteur M est perpendiculaire d une famille de surface, 'angle o
est constamment nul, et les formules ci-dessus se trouvent notable-
ment simplifices. Les directions horogeénes ainsi que les directions
tautologues coincident avec les directions principales de la surface
qui sont aussiles directions principales de I'indicatrice des courbures.
Les axes principaux de I'indicatrice des torsions sont les bissectrices
des directions principales. Les dircctions paramétriques sont caracté-
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risées par les angles

tangn, = ’—n—i; langr,=—-— ﬂ.

s ney

Les nombres m, et m, représentent les courbures principales de la
surface. Les distances extrémes ¢, et ¢, sont égales aux rayons de
courbure principaux, changés de signe. Les valeurs extrémes des
parameétres de distribution sont ¢gales a la moitié de la différence
entre les rayons de courbure principaux. La valeur moyenne des para-
metres de distribution est nulle.

XV. — Application aux congruences de droites.

Supposons que dans tout le champ la direction d’invariabilité du
vecteur M coincide avec la direction du champ. Le vecteur M est donc
parallele & une congrience de droites et 'on peut dire que le champ
vectoriel représente cette congruence. Les normalies envisagées au
paragraphe précédent sont donc les surfaces réglées de la congruence.
Les directions tautologues sont celles qui donnent les surfaces déve-
loppables. Les directions asymptotiques fournissent les surfaces
réglées pour lesquelles la ligne de striction passe par le point P envi-
sagé de la droite. Ces directions ne sont done réelles que si le point P
se trouve a I'intérieur du segment central. Les directions principales
de différentiation fournissent deux surfaces réglées dont les plans
tangents au point P sont perpendiculaires I'un a I'autre et dont les
plans centraux sont également rectangulaires. Les directions horo-
genes fournissent les surfaces dont la ligne de striction passe par les
points limites, les directions paramétriques celles dont la ligne de
striction passe par le milieu de la génératrice.

Je me propose maintenant d’étudier la variation des éléments intro-
duits ci-dessus lorsqu’on se déplace le long d’une droite de la
congruence. Pour simplifier les écritures je poserai

M,:%( 0 coso + Psing),

1

t .
M.= n—(-Osmqa—‘—Pcosqa),
2



— 94 —
I'angle ¢ pouvant varier de zéro inclus & = exclus; les nombres n, et n,

pouvant étre positifs ou négatifs.
Il est clair que la quantité

I 1
L D= — — — = n, —n,.
(1) o . = n,; — n,
qui représente la longueur du segment central, est indépendante de
la position du point P sur la droite. Il en est de méme du nombre

sino
Po== (N1 ny)

qui représente la valeur moyenne du paramétre de distribution. Enfin,
si le point P subit un déplacement 7 dans le sens du vecteur M, le

nombre
COSO

Go=—(n1+n,)

qui représente la distance du point P au milieu de la droite, subit une
diminution de la quantité m. On a ainsi les trois équations diffé-
rentielles

J o [+ n, d [mi+n,
(2) o {ny— ny)=o; m —T—-suw =05 Fml T cose )=

Si I'on désigne par o, v,, v, les valeurs au point P des trois quan-
tités ¢, n,, n,, les intégrales des équalions (2) peuvent s’écrire sous
la forme

0L COtpo+ i
colo = cotg —_——————
\ | " $i0Q¢ (v + %)’
/ 2
(3) ! n Yy — Yy v1+v, / hm fm cos ¢, 4
=
' 2 (Vi + v2)? Vit Yy
’ Yy — Yy v, —+ v, 4m? 4m COS @9
Ny == — =1
. 2 ("a‘*‘vz) vyt Yy

Ces formules déterminent la variation des éléments ¢, n,, n, le long
de la droite. On en déduit, en particulier, que

Jdo 2sing dny _ 0n,
(4) — = —_— = —— == C0S .
aom ny—+ ny am om '

On peut évaluer, de méme, la variation des vecteurs 0 et P, paralléles
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aux directions principales de différentiation. En désignant par S, et S,
deux vecteurs-unité paralléles aux axes principaux de l'indicatrice
des courbures, on peut écrire :
0 —_—Slcos—?—sgsin g,
2 2
(5)

. @
P =S,s1n%+ Sgcos;-

Les vecteurs S, et S, sont constarr;ts le long de la droite} ils sont, en
effet, paralléles aux plans principaux de la congruence. Des rela-
tions (5) on déduit donc par une différentiation :

0 __ . e\t 99 _ do
%——<S1SID;+SECOS;>EW——';a—n—zp,
9P _ ¢ n2)192 _ 199,
om (S'COSE_‘SﬁmE)z m 2dmo’
ou bien, en vertu de (4),

d0 sing P. JP sing 0

= _2r p; AT b

dm ny—+ ny om ny+ n,

Les formules (3) permettent de déterminer la valeur des différents
éléments au milieu de la droite. Ce point correspond a la coordonnée

Yy~ vy
M= ———— 08 Q.

Si I'on porte cette valeur de m dans la premiére des relations (3), on
trouve
coto.—o.

Ainsi, au milieu de la droite I'angle ¢ est droit. Les directions princi-
pales de différentiation sont donc en méme temps des directions
asymptotiques et les deux surfaces de la congruence dont la ligne de
striction passe par le milieu de la droite se rencontrent, en ce point,
sous un angle droit.

Pour les valeurs « et ¢ des nombres n, et n,, au milieu de la droite
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on trouve, en vertu des formules (3), les expressions suivantes :

Vi— Y, Vv .
u = -+ SN 9y,
2 2 !
V) — Yy Vi v, .
v o= ! sin g,.

Si I'on tient compte de la relation (1) ainsi que de la formule
[(14), § XIV|, on peut écrire

I 1
u::;D—l—po; ('::—;D+pu.

Je vais préciser, comme suit, les notations adoptées. En considérant
le plan tautologue passant par le milieu de la droite je choisis comme
direction principale de différentiation O celle qui correspond a la
dérivée ayant le plus grand module. Je pose done

la]<]ol.

D’autre part, je fixe un sens sur la droite (en changeant, au besoin, le
sens du vecteur M) de telle sorte que le nombre ¢ soit positif, le
nombre u pouvant étre positif ou négatif.

Au milieu de la droite, les différents éléments de la congruence
prennent alors les valeurs ci-aprés indiquées.

Les deux équations qui déterminent les directions tautologues et
les mesures algébriques des dérivées prises dans ces directions
prennent la forme suivante :

¢ I
(6) tangﬂow—z:o; ol =0
L’angle o,, formé par les deux directions tautologues, est défini par
I’expression
2 \/— uv . 2

w+v  o(u+v9)

(7) tango, =t

Les directions tautologues sont donc réelles ou imaginaires selon
que u est négatif ou positif. Ainsi : la condition nécessaire et suffi-
sante pour que les surfaces développables de la congruence soient
réelles est que ’homographie soit inverse au milieu de la droite.

. . T . . ,
I’angle o étant égal & -, on se trouve d’ailleurs dans le cas signalé
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aux pages 49 et 50 : les directions tautologues coincident avec les
directions caractéristiques du plan.

La formule [(5), § XII] qui détermine la courbure normale des
trajectoires orthogonales prend, au milieu de la droite, la forme

] 1 1 . e -
-= <- ———>51n.:fcos.7.
r u [

Les courbures principales ont les valeurs suivantes :

I [ ( 5 ! > 1 1 < 1 1)

— === — =] —_—me— = | — — =}

Iy 2 \U ¢ r 2 u ¢
ce qui permet d’écrire

1 ( I 1 > - -
- = — — — })sinT cos,
r r r,

relation dont la forme est analogue i celle de la formule de Bonnet.

La formule [(2), § XIII| prend la forme
1 cos?T . sin?d
+

[/ u ¢
et les rayons de torsion principaux sont donnés par les expressions

t==u, [ 25l AN

On peut donc écrirve
1 do _ cos*T | sin?¥
P A N

équation dont la forme est analogue a celle de la formule d’Euler dans
le cas des surfaces.

D’aprés la formule |(5), § XIV], les coordonnées des points limites
de la droite ont les valeurs
H— ¢ u-— R

) ¢ LT ——
2 & B

qr—

Les directions horogeéunes sont définies par les angles
tangg, = c tang %=~
ey femrmm oy,

Les directions principales de différentiation sont donc les bissectrices
des directions horogénes.
E. 13
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D’apros la formule [(12), § XIV], les valeurs extrémes du parametre
de distribution sont les suivantes :

P1= &, Pr=¥;
d’ou il résuite que

La formule (7) peut donc s’écrire

coto, = 0o p,.

Les directions paramétriques sont confondues avec les directions
principales de différentiation, car, d’aprés [(13), § X1V},

tangn,=o, tangn, = oo,

En résumé, on voit qu’au milieu de la droite les directions suivantes
sont confondues en une paire de directions rectangulaires : directions
principales de différentiation, dircctions principales dérivées, direc-
tions asymptotiques, axes principaux de lindicatrice des torsions,
directions paramétriques.

Les relations (3) ci-dessus s’écrivent comme suit :

2m
CotY = ———,
u - ¢
(8)

U~
2

U—9

n, = -+ % Gm® +(u—+9)?, ny=—— —{—%\/m
De la premiére de ces relations on conclut que coty a méme signe
que m, le dénominateur u + ¢ étant positif quel que soit le signe de w.
Ainsi, quand on s’é¢loigne du milieu dans le sens positif de la droite,
angle ¢ diminue et tend vers zéro pour m = + . Par contre,
quand 7 passe de o & — oo, I’angle © augmente et tend vers =.

Les relations (8) permettent de déterminer la valeur des rayons de
courbure principaux et celle des rayons de torsion principaux en un
point quelconque de la droite. Si I'on remarque que sing est toujours
positif ct que, par conséquent, cose a méme signe que coty, c’est-
a-dire que m2, on peul éerire

am . U+
—_—, sino == — .
Vam?2+ (u+ ¢)? Vhm? 4 (u + ¢)?

COSQ =



Des deux derniéres relations (8) il résulte que

nyny=m?-+ uo.

Les relations [(8), § XII| peuvent alors s’écrire

1 1 n,— Ny ny ~- ny
— = ——— + C0SP ———— }»
7 n,n, 2 2
¥ 1 ny—n ny -+ n
—_— T ee— bt B +c05cl9__1_.__._3 F
s nyny 2 2
d’olt 'on déduit que
mA - uy m2 —+ uge
re= —— ryT/—m —————.
u—7 ) u—
m — —— m -4 ——
2 2

De méme, les formules |(3), § XI1I| peuvent s’écrire

1 H ny—n . n,+n
- = <-—’——2 +smq>'——2>,
ly nyn, 2 2
1 i ny—n; . ny+n
_.:.___.< —1———2+Sl1109-i——'2'>'
[ ngn, 2 ! 2
On en déduit que
m? m?
L=+ —> b= ¢ 4+ —-
(g u

¢ : . o
Le rapport - entre les deux rayons de torsion principaux reste donc
2

constant et égal a f—‘ tout le long de la droite.

Je vais examiner maintenant les valeurs que prennent les éléments
de la congruence en les deux foyers F, et F, de la droite. Ces foyers
n’étant réels que si ’homographie est inverse au milieu de la droite,
je suppose que le nombre u est négatif. F, et F, sont caractérisés par

1 I , , e ’ 1] 1
les valeurs — — et — — de la coordonnée m. Désignons par o', n', 72, ;

0'1 0-2 D i 1 2
¢”, ny, n, les valeurs de o, n, et n, aux foyers I, et I, respective-

ment. Soit F, le foyer correspondant a la valeur

7

1
M — = \/—- e,
gy
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De la premiére des relations (8) il résulte alors que

2 V—lt"
coto/ —= ——u—
(9) ! ‘49 ?
d’ou I’on déduit que
2 V—— 1% . U+
€080’ = —H——, sing/ = ——-
@ ——— P — U

Les deux derniéres relations (8) donnent pour les nombres =, el »,
les valeurs suivantes

o r
ny=o, Ny = ¢— u.

Ainsi au foyer F, la dérivée de M devient infinie dans la direction
principale de différentiation O (laquelle, par hypothése, est celle qui,
au milieu, donne le module maximum de la dérivée). La direction de
cette dérivée infinie est définie par ’angle o'

Pour déterminer les directions tautologues, on peut écrire la for-
mule [(5), § VIT] comme suil :

; No— ny ny
cot’a — cotot ——— colo +~ — = o,
n, ' ny

n, étant nul au foyer I, cetle ¢quation prend la forme
cot>a— cota coto’ =o,

équation qui donne pour I'angle « les deux valeurs

Q
{
-Q

fo. 2t

v

La premiére direction tautologue T, est donc paralléle & la direction
principale dérivée O, c’est-a-dire a la dérivée infinie M,. La seconde
direction tautologue T, coincide avec la direction principale de diffé-
rentiation P. D’ailleurs, la comparaison des deux formules (7) et (9)
montre que

T
al—aZ:i<;—go’>.

La formule [(4), § VII| peut s’¢crire

{ I
= ——c:_c()Scp(n1 4 1y) 4+ nyny,=o0,

9
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relation qui se réduit a la suivante

I I . f
—— = N, C080 == 0O,
g g - '

laguelle donne les deux racines

. , 1 1
= oo, o =

Ty 9 = =7 7= .
7 nycoso 2\/__ we

La racine o) est relative a la surface dont I'aréte de rebroussement
passe par le foyer F,. Elle correspond & Pangle o, = ¢’, caractérisant
la premiére direction tautologue. La racine o, est relative a la seconde
direction tautologue, paralléle a la direction principale de différen-
tiation P.

De méme, pour déterminer les directions asymptotiques et les
mesures algébriques des dérivées relatives a ces directions, on peut
écrive comme suit les formules [(21) et (22), § VIT|,

cot?8 + cot nz—%——?”’tang@ + %; =o,

I ) N
—‘,ﬁ — $ sino(n,+ ny) 4+ nyny=o,
relations qui sc¢ réduisent aux suivantes :

! T .
cot?3 + cotB tango'=o, Ry njsino’ = o.

Elles fournissent les racines

>

l

Bi=" P9

» A

[~

I .
— = nysino’ = u + v, —=o.
U, 2

T

2

e

Ainsi la premiere direction asymptotique coincide avec la direction
principale de différentiation P; la mesure algébrique de la dérivée

. . . , N )| . .
prise dans cette direction est égale & ———;- La seconde direction

asvmptotique est perpendiculaire & la direction principale dérivée O'.
La dérivée prise dans cette direction est donc paralléle & 0" et son
module est infini.

Ce qqui précede fait voir qu’au foyer F, la surface développable dont
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l’aréte de rebroussement passe par F, est paralléle a la direction prin-
cipale dérivée O'. La seconde direction tautologue est confondue avec
une des directions asymptotiques et avec la direction principale de
différentiation P. La dérivée prise dans cette direction est done indé-
terminée : tantot on trouve une dérivée parallele a la direction prin-

. ot s . . - T A

cipale dérivée et dont la mesure algébrique égale —; tantot une
2

dérivée parallele & P (direction tautologue) et dont la mesure algé-

. ’ ¥ R , v . . N . .
brique égale ————; tantot une dérivée perpendiculaire a P (direction
2 S

i
——.ﬁ?‘ On peut

!
n'y si

remarquer toutefois que toutes ces dérivées ont la méme projection
sur la direction P’. Ainsi la dérivée prise dans la seconde direction
principale de différentiation P a une projection déterminée, égale

asymptotique) et dont la mesure algébrique égale

a ni,z (— 0cosy’ + Psing’) sur la direction principale dérivée P’, mais
sa projection sur la direction O’ est indéterminée. Dans toutes les
autres directions du plan, la dérivée est infinie et parallele 4 O'. On
en conclut que dans le voisinage du foyer F, toutes les droites de la
congruence, exception faite des génératrices de la surface dévelop-
pable S, dont I'aréte de rebroussement passe par F,, se trouvent dans
la direction paralléle & la seconde surface développable de la con-
gruence.

Les formules [(5), § XII et (2), § XIII| montrent que toutes les
trajectoires orthogonales du champ qui passent par le point I, ont,
en ce point, une courbure normale el une torsion normale infinies,

2 . T . .
excepté celles pour lesquelles I’angle < égale —» cest-d-dire dont la

tangente est paralléle a la direction principale de différentiation P.
Pour ces derniéres, ces nombres sont indéterminés. De méme, la
distance ¢ entre le foyer F, et le point central relatif aux surfaces de
la congruence est nulle dans toutes les directions, excepté dans la
direction P pour laquelle cette distance est indéterminée. Les direc-
tions horogénes sont confondues et paralleles 4 la direction P. Le
paramétre de distribution est nul dans toutes les directions autres
que P et les directions paramétriques sont confondues, elles aussi,
avec la direction P.
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On peut remarquer qu'en tous les points situés entre le milieu de
la droite et le foyer F, le nombre 7, est négatif, et ’homographie est
par conséquent inverse. En F,, le nombre n, s’annule, et en tout
point situé au dela de F,, ce nombre est positif et 'homographie est
dirccte. I en résulte que, dans unc congruence quelconque, I'homo-
graphie est directe en tous les points situés en dehors du segment
limité par les foyers. Si les foyers sont réels, 'homographie est
inverse cn les points situés a Pintérieur de ce segment. Aux foyers
mémes I’homographie est dégénérée. '

Si 'on examinc les éléments relatifs au second foyer F,, on trouve

des résultats analogues. Pour m = — y — uy, les nombres o, n, et n,
prennent les valeurs suivantes :
aV— v . ay—ue . =4
cot:p”:——u, cosg’ = 2V UL, sino’ = 5
o+ ¢ ! —=9 O —Uu
ni—=o, Ng = — .

Ainsi, c’est encove la dérivée prise dans la direction O qui devient
infinie au foyer F,. Toutefois, 'angle ¢” étant obtus, ¢’est maintenant
la direction tautologue T, qui coincide avec la direction principale
dérivée O, tandis que la direction principale de différentiation P
concide avec la direction tautologue T,.

Pour déterminer la valeur des éléments de la congruence aux
points limites de la droite, il suffit de poser, dans les formules (8),

u— v
m = .

2

En désignant par ¢,, N, et N, les valeurs des nombres ¢, n, et n, en
ces points, on trouve
u—y
b
u -+ ¢

. w—rx w4 ¢t u—vy w? + ¢?
Nl: —- ’ NZ:-_“ - .
D) 2 2 2

On en déduit que

coly, ==

N‘l-»\—z: (ll + V>"

2

Silon détermine les directions asymptotiques en un point limite,
on voit que ces directions sont confondues.
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D’apres une remarque faite page 53, on en conclul que la direction
asymptotique coincide avec une des direclions caractéristiques du
plan tautologue. Et, en effet, la mesure algébrique ¢ a la valeur

2 1
b = .

' . N N
w—+ ¢ \/NH'Q

On sait en outre (voir § XII) que la direction asymplotique unique
coincide avec un des axes principaux de 'indicatrice des courbures.
Si nous choisissons, par exemple, le point limite correspondant A une
valeur positive de 7, nous avons

(’-——lt. U~ ¢ O — u

; SINQe— ——=——; COS Q== —————-
0+ u Ve (u? 4 o) Vo (1?4 0?)

coly, =

Pour la direction asymptotique, on trouve la valeur

/ 9 EY
, ol r 2
Lﬂug‘ﬁ:_-—‘ w-ya(et+e?)
uw—+v

D’autre part,

0e  1—C089, _ u=—0-+\/2(u+?)
tang = = - = s
2 S1N Qe u—+v
d’otv il résulte que
g Qe ™
Py T

Evaluons, d’aprés les formules [(6), §X1V|, les angles caractérisant
les directions horogenes du plan. Nous trouvons

tangf, — —

0 — u+ 2w+ o?) s, — (e \/2(u2—+__(_ﬂ_))
w9 ’ fresT w9 y

Ainsi, la direction horogéne H,, caractérisée par I'angle {,, coincide,
elle aussi, avec la direction asymptotique. La formule |(17), § V11|
permet, en effet, de vérifier que la dérivée prise dans la direction H,
forme, avec la divection principale de différentiation O, un angle
) | . 8
. N . . \ P P v .
égal & = La direction horogéne H,, caractérisée par I'angle {,, fournit
une dévivée parallele & la direction asymptotique. On voit enfin que
les angles {, et {, satisfont & la relation

tang {y=—— tang3q,.
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Le rayon de coarbure principal r, a pour valeur

o (u4-v)?
TR —u)

. I . . .
La courbure — est nulle, I'axe correspondant de l'indicatrice des

)
courbures étant paralléle & la direction asymptotigue.

En toul point situ¢ en dehors du segment central, les dircctions
asymptotiques sont imaginaires. On peut donc conclure que, pour les
congruences dont les surfaces développables sontimaginaires, le rap-
port entre les modules des dérivées prises dans les directions princi-
pales de différentiation se trouve enfermé entre les limites indiquées
page 54 en tous les points extérieurs au segment central. Ces modules
¢tant I'un un maximum, I’autre un minimum parmi les modules des
dérivées du plan tautologue, il en résulte que les mémes limites
enferment le rapport entre les modules de deux dérivées quel-
conques de ce plan.

Je vais examiner maintenant en quels cas les deux directions tauto-
logues peuvent étre confondues. Si l'on se place au milieu de la
droite, on voit, d’aprés la formule (6), que les deux valeurs de « sont
égales si I'un des nombres « et ¢ s’annule ou devient infini. Confor-
mément a hypothése faite au sujet de ces nombres, il v a donc lieu
de distinguer les deux cas suivants :

1° U=o0:

29 ¢ =L,

. . . 1
Dans le premier cas, o est infini et ~ est nul. Les deux foyers son(

donc venus se confondre au milieu de la droite. Les directions tauto-
logues sont confondues avec la direction principale de différen-
tiation P. La dérivée M, a un module infini. Les formules concernant
les différents éléments de la congruence se simplifient notablement.

: . i , v

Les points limites sont définis par les coordonnées == ~. Pour un

point P quelconque situé a la distance 7 du milieu, la courbure totale
’ 1 . -

dans le plan tautologue est égale A —; - Les deux courbures principales
o m?*

E. 14
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sont données par les expressions

o
m - -~ m — -
o, 1 2

r om? ry m?

Pour les torsions principales, on trouve

1 14

hoome Lo

La scconde torsion principale est donc nulle tout le long de la droite.
En effet, dans I'indicatrice des torsions, ’'axe principal correspondant
& cette torsion est confondu avec la direction tautologue. On peut
encore remarquer qu’aux points limites 'angle ¢ est égal a % ou i 34—7
Les directions principales dérivées sont donc, en ces points, les bis-
sectrices des directions principales de différentiation, et récipro-
quement.

Dans le cas out le nombre ¢ est infini, il résulte des refations (8)
que coto reste nul, et le nombre 7, infini tout le long de la droite. Le
vecteur M a, en chaque point de la droite, une dérivée nulle dans une
certaine direction fixe, qui est la direction P. La dérivée de M, dans
n’importe quelle direction d’un plan (autologue, est donc paralléle i la
direction d’invariabilité, laquelle est & considérer comme une direc-
tion tautologue. D’aprés la formule (6), le nombre o est nul et les
deux foyers confondus sont rejetés a U'infini. Le segment central s’est
¢tendu sur (oute la droite et n’importe quel point peut étre considéré
comme le milieu de la droite. Si ces conditions sont vérifiées en tous
les points du champ, les surfaces développables sont cylindriques : la
congruence est composée des génératrices d’une famille de cylindres.

Je vais encore examiner les deux cas particuliers ou I'on aurait, au
milieu d’une droite de la congruence, soit u = ¢, soit u= — .

Si u =y, les formules (8) prennent la forme

mn ——
coto = —; ny=n,=\/m? + 2.
] " > 1 2

Il en résulte qu’en chaque point de la droite les dérivées M, et M, ont
méme module. L’indicatrice des dérivées est un eerele. Les directions
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principales de diftérentiation sont indétermincées. 1l n’y a pas de direc-
tions asymptotiques réelles, excepté au milieu de la droite, ol toutes
les directions sont asymptotiques. Le segment central s’est contracté
en un seul point. La congruence est isotrope.

D’aprés la formule [(9), § XIV|, on voit qu’en chaque point le
parameétre de distribution est constant pour toutes les surfaces dc la
congruence et a la valeur

w?

wsin &
9 2
Vm® 4 2

Les formules qui déterminent les angles caractérisant les directions
horogenes et les directions paramétriques donnent les valerus
suivantes :

o 3m 9

My == —— —

~—
2 i 2

LAY

| =T —

X

I'

wila
I

w ¢

; ;=

w |-Q
NP

Toutefois, dans le cas présent, ces directions sont indéterminées, et
les valeurs ci-dessus sont a considérer simplement comme des limiles
vers lesquelles tendent les angles en question, lorsque u et ¢ tendent
vers une méme valcur.

Les rayons de courbure principaux ont les valeurs

9

I'f==7ry—im —+ E,

et les rayons de torsion principaux les valeurs

nombres qui déterminent la courbure et la torsion normales dans une
direction quelconque.

Enfin, dans le cas ou « = — ¢, il résulte, de la premicre des for-
mules (8), que

coto = oc.

L’angle ¢ est donc nul et la congruence est perpendiculaire a une
famille de surfaces paralleles.

Les foyers de la droite coincident avec les points limites. Les deux
derniéres formules (8) se réduisent aux suivantes :

ny = w4 mg Ny—-— @+ Nni.



— |08 -
On a, en outre,

m?* m?
fyT= Ry ry= gt by =t — — Ly ==— w
u 12

.

Aumilicude chaque droite de la congruence, l'indicatrice des dérivées
est un cercle, et la valeur de ¢ en ce point est douc indéterminée.
Evaluons le curl du vecteur M définissant la congruence. On trouve

curlM=M %;!: + O%IFVI)——l— P ;ﬁ[ = OM, -+ PM, = (m,+ m,)~inoM

Ce vecteur ne peut s'annuler que si sing = o, ¢’est-a-dire si la con-
gruence est perpendiculaire & une famille de surfaces. Pour les autres
congruences, le module du curl passe par un maximum au milicu de
la droite, si Phomographie cst directe en ce point. Il diminue et tend
vers zéro quand on s’¢loigne infiniment dans un sens ou dans l'autre
de la droite. Si, au contraire, ’homographie est inverse au milieu, le
module du curl passe en ce point par un minimum. 11 devient infini
aux foyers de la droite el diminue ensuite pour tendre vers zéro
comme dans le cas précédent.

XVi. — Courbure tangentiellc.

Reprenant ectude d’un champ veetoriel unitaire quelconque, je
vais d’abord détermincer les dérivées des vecteurs-unite 0 ct P dans les
directions de ces vecteurs. Jaffecte des indices 1 et 2 tout ce qui se¢
rapporte aux directions principales de différentiation. On a alors

00 1 oP I
ao”EN“ aP”aN‘-”
) S N, | S -
m—(;—(‘)-MO——O-(S—+M-§(—)'—_>—OM|+F;MN1

Mais, d’apres les formules |(2), § XII|, on peut écrire
(1) N,—= Mcosw,+ OMsinw, = M cosw, — P sinw,.
D’aulre part,

OM, = 0m,(0coso + Psinog) = m,;sino OP = m,sin o M.
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On obtient ainst
oP . Sin o,
— =—m sineM + ——0.
00 ! ¢ o1

Kn remarquant que
N,=M cosw,+ PMsinw,= M cosw,+ 0 sinw,,

(2)
on déduit de la méme maniére
00 . Sillw,
5 = My sinoM — “2p.
oP ' 02

Soit maintenant € une trajectoire orthogonale dont le tangent
forme avec la direction principale de différentiation O un angle S

T=0cosT+PsinJ.
Yar une differentiation dans la direction du vecteur T, on déduit

éN —TV.T=(cosT0V + sinZPV) (0 cosT + Psin¥),

l

soil, en vertu des formules ci-dessus,

I 00523 . ~
— -N -+ P N, -+ sinT coZ

0
s g
. M A\,
Slhhw . SN
X —mystnoM + 10 + mysivoM — —2P
P ' P2
0%

sin®3 D - -
No+ (—sinTcosT0 + cosﬂsP)go
9

) ) . ]
i (_311‘:250 + sing COSﬂP)SF'

-t

Remplacons, dans celte équation, les vecteurs N, et N, par leurs
valeurs d’apres (1) et (2), et le vecteur N par Pexpression sui-

vante

N=Mcosw+ TMsivn=—Mcose — P sinw cosT 4+ 0 sine sinJ.

Nous obtenons ainsi une équation linéaire contenant seulement les
trois vecteurs 0, P, M. Ces trois vecteurs n’¢tant pas coplanaires, la
somme des coefficients de chacun d’eux est nulle. On deduit ainsi les



— 110 —

trois équations suivantes :

COS6) _ €OSH) L. COSOy . ,o . e
= ——— C08?T + ——=5in*T — (m,— Mmy) $iNQSINT cos T,
p o Pa
. . . , e .
sine . o sibey, . o o sine, . .. . o 203 . .03
sin g = Sing cosY -+ sin?y —sin%  {cosT =+ sinT 5|
/ 04 s . 70 ot
. . . / o N\
sinw sinw, .o sinw, . o - - 03 o 07
— €osT == — —— cos*T — SINT cosT -+ cosT( cosT ok sinT =5 )
0 Py 29 \ c0 0

La premiére de ces relations est équivalente a la relation d’Enler
généralisée [équation (3), § XII|. Les deux dernieres déterminent,
d’une facon concordante, la courbure tangentielle de la courbe C.

Sil'on désigne par G, et G, les courbures tangentielles des courbes
paralléles aux directions principales de différentiation, et si on
remarque que le nombre

représente la dérivee de 'angle T dans la direction de la courbe C,
c’est-d-dire sa dérivée par rapport & 'arc s de cette courbe, on peut
¢erire comme suit la formule qui exprime la courbure tangentielle
de C:
. Sinw . - .. d=
(3) —-——:(11(‘,055—*-(128“).7——:-
3 ds
Comme on le voil, cette formuie est identique a celle qui donne Ia
courbure géodésique d’une courbe quelconque tracée sur une surface,
les nombres G, et G, désignant alors les courbures géodésiques des
lignes de courbure.
Dans le cas général, on peut déterminer les nombres G, et G, en
fonctions des éléments m,, m, el ¢, et de leurs dérivées prises dans
les directions principales de différentiation, ainsi que de la dérivée
de M prisc dans la direction du champ. J¢ vais donc poser
oM
i = P10 + 2, P
M T T

Pour déterminer G, et G,, il faudra d’abord évaluer les dérivées

PY.OV.M—=PV.M,; OV.PV.M=0V.M..
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On déduit
PY.M, =PV [m,(0coso + Psino)]
07711

= 3p (0cose + Psing) + ”"ap( Osing +Pcoso)

. sinoe . COS®, sin o,
+:)z,cos<p(1;225111<9M~ lP)-}—m,smcp( M + 0>.

P2 0 P

Le coefficient de M dans cette relation est égal &

2

. COS Wy
m; SINO { MyC0SQ + ——— |+

COS o),

Les nombres m, cosy et — représentent I'un et ’autre la cour-

[

bure normale d’une courbe paralléle a la direction P [voir formule (6),
S XIT}. Le coefficient de M est donc nul et 'on peut écrirve

< om .0 . sin
PY.M,= O (coscp -é—P’ —m, smcpa—;?) + m,sing mz)

)

+P <mo — m, COS 99 —m cowsmm?
6‘P ' ‘P“P T,

On (rouve de méme

- _ . . (? Sln(o1
OV.M,— O < smc—a0 M3 €089 <5 ~+Mmyco80 o )
+P cos dmy m smcoa—? + m smcog Doy,
‘ ?30 T "esp T o

Evaluons encore le vecteur

% gg = (m, + m,) sinoM — ;’%f’_‘ 0— Si;:)z P.
On en déduit que
(?;% OIWV M = (m,+ my)sino (g, 0 + 1, P)
—m, sino (Ocosm—t—Psmo)-m,S Osino+Pcoso).

Mais, d’aprés la formule [(3), § 111,

- - 50
PV.M,— 0V.M,— (W oo)v M.



— 112 —

En substituant dans cette relation les expressions ci-dessus et en éga-
lant les coefficients de O et de P qui figurent dans les deux membres
de fa relation ainsi obtenue, on déduit les deux équations suivantes :

cos® oy nysino 99 -y sino 2222 4 ging dm,y
OS5~ — M S = - Q Q ==
T op ! T oP ! N T 30
00 sino,
—+ M, COSQ v — M, CO08Y
¥ OO T P1
. sin o, . sino,
=y Sino(m, + my) — m; COSO ———— -+ My SINO ’
1 Y 1 T P Y
1 o,
sino omy -+ m, COS ‘9 ”, COS® sin o, cos0o dms
Ty 10089 Fp T M e0se =7 7?30
. do . Sino,
-+ mysing 6(‘) — m5y SIN O -
P1
. . sino, sino,
Z= Ay SIN O (M1 = My ) — My SINY ———— — My, COS O .
s v 2 1 T 0 2 7 0
1 0>

De ces deux équations on déduil les expressions des courbures tan-

. sinw sinw,
gentielles — et :
04 5]
sino, om, 00 . .
(my—m,) . TJF—I’Z2I)+ Sing (m, 4+ my,) (1 €0SQ + P Sinog),
/ hal
(1) . N
sinw, om;, 00 . .
(my—m,) 5 = 30 -+ my 5F -+ sino(m, 4+ m,) (g sing — 2,c080).
2

Ces relations, jointes aux relations déja démontrées,

m:—ﬁl, COS9; COSﬂ:‘-—-nlg(‘OS?.
P1 P2
déterminent complétement les angles w,, w, et les rayons de courbure
o, et o, en fonctions des éléments m,, m,, 9, de leurs dérivées dans
les directions principales de différentiation, ainsi que des nombres
Uy et .

Les équations (4) peuvent étre considérées comme une générali-
sation des formules de Codazzi.

Si le champ estreprésenté parune congruence de droites, les termes
qui contiennent w, et w, disparaissent. Enfin, dans le cas ou le vec-
teur M est perpendiculaire & une famille de surfaces, 'angle o et ses
dérivées sont nuls. Les nombres m, et m, sont les inverses des rayons
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de courbure principaux r, et r,, et, en introduisant ces grandeurs, on
peut écrire les équations (4) sous la forme suivante :

’Si"wx<L,L>_Liﬁ
(3) ] P AT

sine, [ 1 1\ 1 0y
P2 r ry) T ri os,

Les dérivées dans les directions O et P peuvent, en effet, étre rempla-
-cées-par les dérivées partielles prises par rapport aux arcs s, et s, des
lignes de courbure. Joint aux équations

= — 3 -_= —

P21 7y P 7

(6) cosmy ) cosm, 1

le systéme (5) permet d’exprimer comme suit les rayons de courbure
¢, et g, des lignes de courbure ainsi que les angles w, et w, que les
plans rectifiants de ces courbes forment avec le plan tangent a la
surface :

N I r? /()1‘,)2_ i . ri <01’?\>1'
n2 T 2 ’i————(-— > pr e 2o o yi\ g ]2
P ri  ri(ri—ry)*\ 0s,y, p: T ri  ri(ri—ry)*\0s,
ry  0r ry dry
tangm; = ; tangory, = .

ry—r, 0s,’ ry—ur, 0s,

A titre d’exemple, je vais examiner ci-dessous un probléme relatif
aux congruences de droites non perpendiculaires & une famille de sur-
faces. Envisageons, au milieu Il d’une droite de la congruence, une
surface réglée S, parallele a la direction asymptotique O du plan tauto-
logue, les génératrices de S, étant paralléles a la direction du champ.
Jappellerai lignes des milieuzx la courbe intersection entre la surface S,
et la surface centrale de la congruence (lieu des milieux des droites).
La question a résoudre est la suivante : Dans quelles conditions la
ligne des milieux est-elle en méme temps ligne de striction sur la sur-
face S,?

Sur lasurface centrale, 'angle ¢ est constant et égal a E Lanormale

a cette surface est donc paralléle au vecteur Vo et la direction de la
ligne des milieux est celle du vecteur

Qs

) do
()M—'Un'io

. I®)

U=0M.¥o—

Q)
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L’angle u que cette direction forme avec la direction O est donné par
I'expression

(o5
-G

(

r

(o5

N

tang u = —

)

L

7

~

n

D’autre part, la ligne de striction de la surface S, forme avec la direc-
tion O un angle v qui peut étre défini comme suit :

o s (M,0\ & [cosgm, 8 [cosa\
lang‘"-_5_6<TI?>—_3<—)(T>—_—E<W)'

Mais
Ny Sin J —+ CO0S8 0 o,
5 [coso\ [ WHPEGT PG
o0\ m, /) m?
Au milieu de la droite, on a
oS ® == 0; sine =1
et, par conséquent,
ltang ¢ = ! Scp
2" 7 m, 60

La ligne des milieux est donc en méme temps ligne de striction, si
Pona

=

g 1 09 Jo

50 — m, 30 am’

On trouve ainsi les deux solutions suivantes :

Qs

9 . 99
0%  om

== M.

Q)

Dans le premicr cas, 'angle « est nul. La ligne des milieux et la ligne
de striction se confondent avec la trajectoire orthogonale de la surface
au point Il. La surface est donc engendrée par les binormales de ladite

trajectoire.
Pour déterminer la seconde solution, il suffit de remarquer que
() %i:—zsincpﬁzw%’_%-
On trouve donc
iy — 2 My My

J
my - My
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c’est-a-dire

my == m,.
Cette relation exprime que la congruence estisotrope. Au milieud’une
droite d’une telle congruence, toutes les surfaces sont paralléles a une
direction asymptotique. Pour toutes ces surfaces, la ligne des milieux
est donc en méme temps ligne de striction. Le segment central étant
contracté en un point unique, cette solution est d’ailleurs évidente.

Envisageons, en second lieu, dans quelles conditions la méme ligne

des milieux peut étre unc ligne asymptotique sur la surface S,. A cet
effet, il faut et il suffit que la dérivée du normal a cette surface prise
dans la direction de la ligne des milieux soit perpendiculaire a la
direction de la différentiation. Le normal de la surface S, est le vec-
teur P. La condition énoncée peut donc s’écrire comme suit :

(8) T(UV)P—=o.
Mais
UT.P = g(‘gnﬁ — %207.p
=565 0 g (— M+ 20
-:m,agz—l‘ll—i—g—%[é%—%@—']o.

Soit, en vertu de la premiére des formules (4),

/D

= m, 92 99 L (o L‘P)
uv. P—m’d o+ om [280—*—/111—-1712( ap +mz§O JO

do 1 do 1 )
—m et | (m m 0.
tom M+2dmm,—mz _( 17

8»21

)5+
L’équation (8) prend donc la forme

do 09 09 I om, |
,nléT)m—-<dm> m l("'L"—l'-mg) 60 QT}.)—] — O
ou bien
de do 6m1 00

2m2§-—-—2mm I¢ — (my =+ m,) =o
1 260 1 2 —

1350 80 om 6? om
Soit, en vertu de (7),

do o b mym, Om,
-}-2mlm2§;+———— =

9
zm.f—q)—o‘mun, : _—
0O my+m, oP

50 230



Soit enfin
dp 2mymy, Om; __ 2mMym, O 1)
30 T m?(my+m,) P T my4-m, 6P \m, /)’

Si la congruence satisfait  cette condition, on trouve, pour 'angle «,

la valeur suivante :

lane @ — oo . ()cpzéfo Lamgmy, 0 [ 1
T 50 com T 00 T my+m, ~ OP m,)

XVII. — Dérivées secondes.

Je vais évaluer ci-apres les dérivées secondes d’un vecteur-unité¢ M
perpendiculaire 3 une famille de surfaces paralléles. D’apres la for-

mule [(4), § 11T} le vecteur
Moo= (0V)*M

peut étre calculé comme suit

Mais o
OV.0V.M=0V.(m,0)
_avi{tial\_ 3 /1 1 /oS o, sin m,
_-OVK"\O)— 60<;—;>0+’_'1< 04 M- 25! P\‘
el
(?_0 _>M=COS°)’MF.M—sm m'PF.M:—Lsm ©ip
o0) 2 o1 Ty
On obtient donc
(0¥)2M=—'M+0" <l> _pinw (L— L>
"1 o() ") 01 ry I’y

el, en vertu de la premiére des formules [(5), § XVI|,
V)M = S (N pl ().
(09 M=, M+080<?‘1>+P6P <,>

En remarquant que
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on voit que I’on peut encore écrire
(0V)*'M = v(,_'l)
On trouve de méme
(PV)°M =i— ,'—M +0 506 (IL) +P§) <7’~> = v(})
Dans le cas envisagé, on a par hypothése
MV. M =o.

En tenant compte de la formule [(5), § III|, on obtient ainsi :

V:M =(0V)’M + (PV)*M + (MV)*M = v(}) +V<,_l)
NEA 2
-V <l+ L) —VH,
I r,
H désignant la courbure moyenne de la surface.
Si 'on projette ce vecteur sur la direction pointée de la normale & la
surface, on obtient un vecteur dont la mesure algébrique est définie

comme suit :

ﬁ-\'ZM:ﬁVHtfﬁ— <I —|—Lq>

oM l; % rs

. 1 1 ‘e . :
L'expression — + - a été proposée par Casorati comme mesure de la

courbure d’une surface (courbure moyenne quadratique). Il est curieux
de constater que, dans son Livre Die Geometrie der Wirbelfelder, le
DT Foppl a proposé de considérer le vecteur V2L comme une mesure
de la courbure d’un champ vectoriel quelconque défini par le vec-
teur L.
Il reste encore & déterminer le vecteur
Mop = P¥. M, — <2—g v) .

On trouve, a I’aide des formules du paragraphe XVI,

1\
0 _-) sin sin o
r 1 ) I s
ol L Pe Iy Dy

Mor=0
ou bien
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Les formules qui précédent, permettent d’évaluer la dérivée seconde
de M dans une direction quelconque. Soit T un vecteur défini par I'ex-
pression

T=0cosJ+ Psin3.

Pour le vecteur (TV)*M on déduit I'expression suivante :

(TV)*M =(cosY 0V +sinTPV)*M

) =c0s2T(0V)’M + sin?ZF (PV)?M + 2sin ¥ cos T Mop
ou bien

(1) (T§)2M=c0523\’<£—> + sin2% V<l>

1 7

e [ 0 i 0 !
“+2sin% cos.4[0@</—‘l> +Pm<z>]

La mesure algébrique de la projection de ce vecteur sur la normale
est donnée par 'expression

1
7

M(TV)’M = — cos?% —, — sin®*% ;1—2 = — M3.

2

Projetons, d’autre part, le vecteur (TV)* M sur la direction du vec-

teur T et sur celle du vecteur MT, perpendiculaire & T. Nous trou-
vons

T(TV)M=cos?s > (- in?Scos O (L
(2) T(TV)'M=cos*3 30 <’_1> + 3sin*T cos T 55 <r2>
inS costy I (1 e O (2
+ 3 sinJ cos %6[) (“> + 8in’3J <% (’_2>
et
(3) MT(TV)’M = (cos3P —sin%0)(TV)’M
0 /1 0 /1
. . ey o [ P in?S — o 9 R
= c0s I (cos?T — 25in?T) P <,_1> sin J (sin? 2 €0823) 30 <r.2)

N

Y 20 © L in2 i —l‘>
5“]3005 pw] a() <I‘,> -+ sin SCOSS a\p l’«l‘

Ces formules sont utiles lorsqu’il s’agit de déterminer la dérivée de
la courbure ou de la torsion d’une courbe tracée sur la surface. De la
formule

COS ®
¢

=—T(TV)M
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sinw dw  cosw dp

on déduit, en effet, par une différentiation dans la direction de T,
0 s T

—<N(TV)M — 'E’T(N\?)M—T(T?)ZM.
Sil’on substitue a N Pexpression

N = —Mcos w— MT sin w
et que-l'on-remarque que
M(TV)M=o0, MV.M=o0, T(MTV)M=MT(TV)M = é +%‘;—’,
tl vient :
osw dp

43 sinw do A
— ] —_— 2
p? ds p ds

SING m mE
= =T(TV):M.

En substituant dans cette relation la valeur du membre droit donnée
par ’équation (2), on trouve la formule de Laguerre.
De méme, une difféventiation de la formule

1 do
PN

- - MT(TV)M,

faite dans la direction du vecteur T, donne le résultat suivant :
d /1 > + Ao
ds (7 ds* —

[(T¥)M|.T.(TV)M
+ % MN(T¥)M -+ %MT(NF)M +MT(TV)*M.

Le premier terme du second membre est nul, deux des vecteurs de cc
triple produit étant égaux. En remplacant N par sa valeur, comme
ci-dessus, on déduit

d /1 +d2o) _ SINe COSW
ds \© ds®

sinw

- — MT(MTV)M + MT(TV )°M.

Remarquons que, d’aprés la formule d’Kuler,

~

o~

T(TV)M = IL(',()a2
1

L 2=
+ —SIn- 39,
AP

et que 'on peut déduire MT(MTV)M en remplacant dans cette

expres-
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sion Z par 5= =- On oblient ainsi

COS0)

2

MT(MTV)M = — sin*% + - cos*7 = — + — — T(T¥)M=H +
1

| ry ry

d’ou 1l résulte que

(4) po

i r‘) - (z"’(:) 2 sino)ocosm - Sino H— MT(TV>2M-
ds ds® p? 0

Dans la Théorie genérale des surfaces, Darboux a donné une formule
dont le membre gauche concorde (i un signe prés) avec 'expression
ci-dessus, et il a fait remarquer que le membre droit ne dépend que de
la direction T. En substituant au seccond membre I'expression (3), on
obtient une relation qui détermine la dérivée de la torsion géodé-
sique.

La connaissance du vecteur (TV)2M suffit ainsi pour déterminer les
quantités figurant dans la formule de Laguerre et dans la formule (4)
ci-dessus. Afin de représenter la variation de ce vecteur, lorsque T
varie dans le plan tangent a la surface, on peut tracer une indicatrice
des dérivées secondes, analogue i celle définie plus haut pour les
dérivées premicres. La forme de cette indicatrice peut étre déterminée
comme suit :

Le vecteur R du segment PP, dont Uextrémité Pg décrit I'indicatrice,
est défini par la formule (1). Nous pouvons écrire

(3) R=(TV)M=0.0(TV)'M +P.P(TV)’'M + M.M(T¥V)’M.
Silon pose
6 /1 ) 1 o/t 0 o
Wy — 0(:), 112:-6—(-)-<';—:)>’ o= OTp<]_‘l>’ §y =T 1) (;;/)7

on obtient, d’apres (5) el (1),

Q7
Q)

R=0(cos®Tu;+sin?Ju,+ 2sinJ cosTe,)

N . e e ]
+ P(cos?Tp, 4+ sin?Te,+ 2sinT cosTu,) — M ((:052:_— 4 5?3 —> .
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Substituons & S 'angle o = 23. 1l vient

I+ COSO I — CO>2 . ’

(6) R = 0( - w, + > uz—i-sma.m)
: 1+ Ccosa 1 — COsa .

+ P 0y + 2 Uy = SI00. Uy

I 4+ COS o I — COSuo
—M AL AL
‘2/'1 ‘/.‘I'2

Introduisons un vecteur Hindépendant de o et défini comme suit :

1 1 [
—M‘—)«(E—}—F)'

2

U+ u V) s
H*:O 1, 2+P | 2

9
Ce vecteur peut encore étre exprimé sous la forme

H—-VH.

W] -

On peut alors écrire la formule (6) comme suit :

U — u .
R=H-+0 ['—Z—E(N)szz + o smoc]

o — ¢ . 1 1\ cosa
+Pl—‘—2—lcow+uzsmaJ+M<—.———.~> .

Cette expression fait voir que, quand « varie de o & 27 (c’est-a-dire
quand T varie de o & ©), le point Py décrit une ellipse ayant pour centre
le point P, dont le rayon vecteur égale H.

On peuten tirer une premiére conclusion : le centre de I'indicatrice
des dérivées secondes se trouve sur la normale i la surface dans le
seul cas ot la courbure moyenne de la surface est constante. En effet,
dans ce cas, le vecteur H est parallele a M.

Le plan de I'indicatrice est généralement incliné sur le plan tangent
a la surface; ces deux plans sont paralléles dans le seul cas on
I

— — = o0,

2
L

.I._

~
o

c’est-a-dire aux ombilics et aux points ou la courbure moyenne
s’annule.
%, 16
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La projection R, du vecteur R — H sur le plan tangent & la surface
est ¢gal & ‘
R—H—M: <’L — 2 ) oosan

Lorsque le vecteur T (formant avec O I'angle %), tourne dans le sens
positil du plan tangent, le vecteur R, tourne dans un sens déterminé.
Pour voir quel est ce sens, on peut poser

T,= 0 cos3F, + Psin3,, T,== 0 cosJ,~+ Psin,,

d’ott on déduit que
Tth_;: OPSill(Sg—.%]).

Aux vecteurs T, et T, correspondent les projections R, et R} du vec-
teur R — H. Ces projections sont définies par’ les formules :

2

Uy — Us ~ . [ P .
R,=0 [— — 2 o323, + v, sin :),3,] +P [—‘2— cos2 %, + u,sina,

y— U,

B,[' ey 0{ —

P1— = e
—————C082TJ,+ U,8IN2T, 1.

c0$2T, 4 ¢, sinz%z} -+ P[ ,)
Le votateur R)R; a donc pour valeur

0y — Uy 0 — 0y

¢
TRV .
R; ,_UP[(@ —

5 sin2(9,—3,).

Il en résulte que la projection R, tourne dans le sens positif ou dans le
sens négatif du plan tangent, selon que le nombre

b=ty (g — 1) — 0y (01— 1)
st positif ou négatif.
On peut remavquer, en particulier, que ce nombre est toujours
négalif, si la courbure moyenne est constante; car, dans ce cas,

Uy === — Uy, I — .

Si le nombre & est nul, le rotateur R R! est nul, ¢’est-a-dire tous les
vecteurs R, sont paralleles. Le plan de D'indicatrice des dérivées
secondes est perpendiculaire au plan tangent a la surface, et la pro-

jection de cette indicatrice sur le plan tangent cst un segment de
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droite, ayant pour centre le point P; défini par le vecteur

K=0

Uy U, 01 i oH oH
—— 24P =-(0z5 +P— -
2 2 2 ( 50 oP

On voit aisément que la longueur de ce segment est ¢égale au double
du module de K.

XVIII. — Trajectoires orthogonales d'un champ vectoriel.

En commentant un Mémoire de M. Rogers sur les trajectoires ortho-
gonales d’une congruence de courbes, Darboux a montré comment on
peut rattacher les propriétés de ces trajectoires aux propriétés des
congruences de droites signalées par Hamilton et Kummer. Les for-
mules développés au paragraphe XIV expriment ces rapports. Dans le
cas ou la congruence de courbes envisagée est une congrnence de
droites, les formules du paragraphe XV permettent, en outre, de cal-
culer la variation des courbures normales et des torsions normales
des trajectoires en les difféerents points d’une droite de la con-
gruence.

Darboux a signalé diverses généralisations dont sont susceptibles
les définitions de certaines courbes tracées sur une surface, telles que
les lignes asymptotiques et les lignes de courbure. Il a mentionné
notamment les courbes de courbure normale nulle, les courbes de
plus grande ct de plus petite courbure normale, les courbes de torsion
normale nulle, ety a ajouté les courbes de torsion normale maximum
et minimum. 1l résulte des remarques faites plus haut que, parmi les
trajectoires orthogonales d’un champ vectoriel quelconque, celles qui
sont paralleles soit aux directions principales de différentiation, soit
aux directions principales dérivées, soit aux directions tautologues,
soit aux directions horogénes, soit enfin aux axes principaux de U'indi-
catrice des courbures, peuvent toutes étre considérées comme des
généralisations des lignes de courbure d’une surface. Parmi toutes ces
courbes, ce sont celles qui sont paralléles aux directions tautologues,
et que I’on peut appeler les lignes tautologues du champ, qui présentent
le plus d’analogie avec les lignes de courbure classiques. Je vais men-
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tionner brievement quelques-unes des propriétés de ces lignes tauto-
logues.

On avu que les droites menées en les différents points d’une ligne
tautologue parallelement & la direction du champ engendrent une
surface développable, ce qui permet de conclure que les théorémes de
Joachimsthal s’appliquent & un champ unitaire quelconque sous la
forme suivante : Si une courbe C est une ligne tautologue pour deux
champs vectoriels superposés, les directions de ces champs forment le
long de C un angle constant. Si une courbe C est une ligne tautologue
pour un champ vectoriel, elle est tautologue pour tout autre champ
vectoriel dont la direction, perpendiculaire a C, forme avec celle du
premier champ un angle constant le long de C.

D’autre part, en chaque point d’une ligne tautologue, le tangent es
paralléle a la dérivée du vecteur M dans la direction de Ja courbe, et le
nombre MTM, est donc nul. La torsion normale d’une ligne tauto-
logue est nolle. Réciproquement, toute trajectoire orthogonale dont
la torsion normale est nulle est unc'ligne tautologue. La ligne tauto-
logue est plane, si sa normale principale forme un angle constant avec
la direction du champ.

La courbure normale de la ligne tautologue est égale a la flexion du
champ dans la direction de cette courbe.

Le produit des courbures normales de deux lignes tautologues qui
se rencontrent en un point P est égal & la courbure totale dans le plan
tautologue passant par P. Si une ligne tautologue est paralléle & une
direction tautologue double, sa courbure normale est donc égale a la
racine carrée de la courbure totale dans le plan.

Les trajectoires orthogonales paralléles aux directions asympto-
tiques du plan tautologue — on peut les désigner sous le nom de lignes
asymptoliques du champ — présentent, de méme, une grande analogie
avec les lignes asymptoliques d’une surface. La courbure normale
d’une ligne asymptotique est nulle en chaque point, puisque la dérivée
du vecteur M dans la direction de la courbe est perpendiculaire a cette
direction. Si la ligne asymptotique n’est pas une droite, son plan
osculateur est donc perpendiculaire & la direction du champ, et sa
binormale est paralléle & cette direction. On trouve ainsi

=z (e ==1);
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d’ott 'on déduit, par une différentiation,
1
—IN =M,

La torsion normale d’une ligne asymptotique est égale a sa torsion, et
cette torsion est égale, en valeur absolue, a la flexion du champ dans
la direction de la courbe. Le produit des torsions de deux lignes
asymptotiques se rencontrant en un point P est égale, d’aprés la for-
mule [(21), § VII], a la courbure totale dans le plan tautologue. Mais,
dans le cas général, les torsions de ces deux courbes n’ont pas la méme
valeur absolue. Les deux racines de 'équation [(21), § VII} ont méme
signe ou des signes contraires, selon que le produit /,/, est positif ou
négatif. Il en résulte que deux lignes asymptotiques qui se rencontrent
en un point ont des torsions de méme signe ou de signes contraires,
selon que 'homographie est directe ou inverse.

En dehors du cas des surfaces, une ligne asymptotique a encore une
torsion égale, en valeur absolue, a la racine carcée de la courbure
totale dans le plan, si les deux directions asymptotiques sont con-
fondues, cette direction étant alors une direction caractéristique du
plan.

Les courbes spécialement étudices par M. Rogers sont celles dont
fa normale principale est paralléle, en chaque point, a la divection du
champ (lignes géodésiques). On a, le long d’une telle courbe,

N=e¢M (e ==1).

Par une différentiation, on en déduit

I

RE:EMT.

La dérivée du vecteur M dans la direction d'une ligne géodésique est
paralléle a la droite irrotationnelle de la courbe. La flexion du champ
dans une direction quelconque est égale a la courbure totale de la
ligne géodésique paralléle a cette direction. On déduit ainsi que la
courbure totale, dans un plan tautologue quelconque, est égale, en
valeur absolue, au carré de la courbure totale de la ligne géodésique
dirigée selon une direction caractéristique du plan.
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Dans le cas des surfaces & courbure totale négative, ces directions
coincident avec les directions asvmptotiques. La courbure totale de la
surface est donc égale, en valeur absolue, au carré de la courbure
totale d’une ligne géodésique parallele & une direction asymptotique.
Et, en effet, dans unc telle direction, la ligne géodésique a une cour-
bure nulle; sa courbure totale se confond avec la valeur absolue de sa
torsion, laquelle est égale a la torsion de la ligne asymptotique qui a
méme direction. On retombe ainsi sur la formule d’Enneper.

De meéme que pour les surfaces, les lignes géodésiques d’un champ
quelconque ont une torsion normale egale a leur torsion. Cette torsion
est donc nulle, si la ligne géodésique est paralléle d une direction
tautologue. Les formules [(4) et (3), § XVII]font voir que, si une ligne
géodésique tracée sur une surface est paralléle en un point 4 une
direction principale, la dérivée de la torsion en ce point est égale a la
dérivée de la courbure principale de la surface relative & la méme
direction, cette dérivée étant prise dans la seconde direction princi-
pale. En posant dans lesdites formules

0 = 0, 5 =o,
on trouve, en effet,

d j__ o) (I

w(3)=w()

Sil'on tient comple des formules [(5) et (6), §
éerire :

d’l> (l |>|.ang,w, (1 1> T 1
— (=)= =)= = — — — —
ds (’: 7 7, Iy 7y 91 r

m,,

XVI}, on peut encore

-1

I’unité ¢ ayant méme signe que ; ce nombre est positif ou négatif

selon que la normale (positive) de la surface forme un angle aigu ou
obtus avec la binormale de la ligne de courbure parallele a la divection
principale envisagée (O).

Pour une ligne géodésique d’'un champ quelconque, la courbure
tangentielle est nulle. Si dans la formule [(3), § XVI| on annule le
premier membre, on trouve une équation différentielle définissant
I'angle S que la tangente de la ligne géodésique forme avec la direc-
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tion principale de différentiation 0. Cette équation est de la forme
dz . e s e
7= Gy cosT — (3, 5i0T,

G, et G, désignant les courbures tangenticlles des courbes paralleles
aux directions principales de différentiation. On voit que I’équation
ci-dessus est identique a celle qui détermine les lignes géodésiques

sur une surface.

Vu et approuvé :
Paris. le 25 février 1919.
Le Doven pE LA FacurLrt pes Sciences,
Paci APPELL.

Vu et permis d’imprimer :
Paris, le 25 février 1919.
LLe Vice-Recreur vy 1L’Acapimm e Parrs,

L. POINCARE.
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ERRATA.

9, igne 8, au liew de = LiLvLw, lire = — LyLvLw.
9. ligne 1o, au lien de = VWL +~ WUOLy+ UVLw,
(lre = ULyLw + VLwLy + WLgLy.

22, ligne 6, aw lien de C, lire C,.

23, ligne 12 en remontant, au liew de — = [

go. ligne 10 en remontant, au lieu de 6 = A + ¥ -+
2

102, ligne 13, au liew de (— 0 cosy'+ Psing’), lire (— 0sing’+ P cosg’).

ds
R

‘ . o .8
17, ligne 4, au liew de 5P (\r_lﬂ)' lire 5P ( r—;)

lire — /‘t_i_s
’ J =

T

4

119, ligne 4, an liew de = — M cosw, lire = M cos w.
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